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Abstract

A predation ecological model of reaction-diffusion typettwiwo species that
presents chaotic and regular patterns, besides limitdésywas studied. The
characteristics that take to the transition from reguldnéochaotic state were in-
vestigated. Cellular automata were used to simulate thendigrizetween preys
and predators, doing a stochastic discrete version of andeiistic continuous

model, with logistic growing of preys and Holling Il funchal response of pre-
dators. The results showed that the introduction of evahati characteristics in
the model changes its space-time dynamics. Furthermavasitlear the strong
influence that space-time dynamics has on the natural seilesftpopulations.
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Resumo

Foi estudado um modelo ecoldgico de predacao do tipo redifi@sio com duas
espécies, que apresenta padrdes caolticos e regularesjeat@atos-limite. As
caracteristicas que levam a transi¢cdo do estado regukaopzaoético foram in-
vestigadas. Autdbmatos celulares foram usados para sirmuwaramica entre
presas e predadores, através de uma versao discreta estodasum modelo
continuo deterministico, com crescimento logistico desgsee resposta fun-
cional do tipo Holling Il para os predadores. Os resultadostraram que a
introducdo de caracteristicas evolucionarias no modédvaah sua dinamica
espaco-temporal. Além disso, ficou claro que a dindmicagesanporal tem
grande influéncia sobre a selecéo natural das populacoes.

Xiii



Resumo Extendido

Em modelos matematicos usados para descrever a interafiga gntre mais
de duas espécies € comum o aparecimento de padrdes iresgudadistribuicao
espacial das espécies. Para sistemas de apenas duassegpgaigimento de
padrées cadticos é raro. Uma questdo importante é que dlmsrsio essen-
ciais num sistema ecoldgico com poucas espécies para qua ecformacao
de padrdes. Outra questdo relevante é identificar qual edelantre os pa-
drdes observados e a selecdo natural das populacoes. tdbstad, estudamos
um modelo ecolbgico de predacédo do tipo reacao-difusdo aam dspécies.
As caracteristicas que levam a transi¢éo do estado requiaiopcadtico foram
investigadas. Autdmatos Celulares foram usados para siaual@amica entre
presas e predadores, fazendo uma verséao discreta estacistim modelo con-
tinuo deterministico, com crescimento logistico de presesposta funcional
do tipo Holling Il para os predadores. A modelagem compatadifoi feita
e implementada usando, respectivamente, o paradigmdaut@en objetos e a
linguagem de programacdo C++. Puderam ser observados pad@iicos e
regulares, além de ciclos-limite. Os resultados mostrayaena introducéo de
caracteristicas evolucionarias no modelo altera a suanitadespaco-temporal.
Além disso, ficou claro que a dinamica espaco-temporal temdgr influéncia
sobre a selecéo natural das populacdes. Embora as regiasachis do modelo
nao favorecessem individuos mais rapidos, pressao sedftdcional no sentido
de aumentar a mobilidade média de ambas as espécies pothsaseaola.
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Capitulo 1

Introducao

Entender a natureza é fundamental para a vida do homem. r Rréeenpo, reconhecer
anomalias em ecossistemas, identificar pontos estragagicpropagacao de contaminantes
em uma cidade, e avaliar os impactos da acdo humana no meierdenbdo exemplos
de problemas cotidianos importantes que requerem um emtentb solido das ciéncias
naturais.

Uma das ferramentas mais importantes na compreensao plegitsnas é a modelagem
matematica. A idéia é identificar as caracteristicas fureshiains do sistema a ser estudado,
de maneira a obter um conjunto de regras matematicas, simpldiciente para que se possa
extrair informacdao Gtil delas, mas que ainda descrevarmdsrienos mais importantes asso-
ciados ao sistema em questdo. Estas regras assumem asfenarges formas, dependendo
da natureza do problema e da conveniéncia na obtencdo d@esluPodem ser equacoes
diferenciais, equacdes algébricas, equactes mestragdgude diferencas, etc.

Uma vez estabelecido o modelo, é necessario resolver ag@aguassociadas a ele para
extrair a informacédo desejada. Os métodos de solucdo, mgaraauma classe especifica
de modelos, sdo bastante variados. Exemplos bastante s@&aros métodos analiticos
aproximados, as solu¢des numéricas e as simulacdes caniopiata.

Desde o século passado, o interesse no estudo de modelearedcologia vem cres-
cendo. Este interesse é fruto da necessidade de entendier mpreicessos ecoldgicos, como
interacdes troficas, manejo de recursos renovaveis, ¢temirologico de pestes, sociedades
multi-espécies, e especiacao, entre outros.

Dentre as interacdes tréficas, segundo Krebs (1972), agitedem sido bastante estu-
dada tanto de forma tedrica como pratica por causa da sudegiraportancia econémica.
Como exemplo, podemos citar o polémico caso da industrigital@ponesa, que movi-
menta aproximadamente 80 milhdes de ddlares por ano.

Seguindo esta tendéncia de estudo, neste trabalho sendadss alguns modelos ted-
ricos de predacdo entre espécies bioldgicas. Conhecidas sistemas presa-predador, es-
tes modelos podem representar qualquer relacionamento esgécies onde notoriamente
a populacdo de uma espécie (predador) determina a abuadfoutra (presa). Apesar
de terem uma légica bastante simples, sistemas presadprguadem apresentar comporta-
mentos que variam entre a ordem e o0 caos. Esta caractefdgtimam que eles se enquadrem
em uma classe de problemas denominada sistemas complexos.

Os principais objetivos deste trabalho sdo: estudar a do@despaco-temporal de um
sistema de duas espécies em um ambiente unidimensionafoemmido ponto de vista
fisico; observar se ha formacgéo de padrdes espaciaistigaeasspectos evolucionarios deste



sistema; verificar se ha relacéo entre padrbes espaciaduE@y.

Para se alcancar os objetivos propostos, foi necessatdagsassuntos que vao desde
modelagem matematica até teorias evolucionarias. A segapresentado um breve roteiro
dos assuntos estudados nas préximas sec¢oes.

Capitulo 2: Modelagem
Introduz os principais conceitos ligados a definicdo e cogdb de um modelo mate-
matico.

Capitulo 3: Equacbes Diferenciais
Aprofunda os estudos de um dos principais instrumentos dielagem.

Capitulo 4: Sistemas Presa-Predador
Apresenta um dos mais antigos e conhecidos modelos predadar, as equacdes
Lotka-Volterra.

Capitulo 5: Sistemas Presa-Predador com Difuséo
Discute e apresenta um modelo presa-predador espacialesmniaturado com difu-
séo.

Capitulo 6: Evolucéo Biologica
Introduz os conceitos de evolucdo bioldgica, variabilelhdreditaria e selecdo natu-
ral.

Capitulo 7: Introduzindo Variabilidade Hereditaria
Discute e apresenta um modelo presa-predador espacialestniturado com difuséao
e variacao hereditaria de individuos.

Capitulo 8: Conclusdes
Fecha o trabalho, ressaltando os resultados mais impestardpresentando sugestdes
de novos trabalhos.



Capitulo 2

Modelagem

Um modelo ted6rico é uma representacdo mateméatica de um émdnNesta secao serdo
discutidas questfes basicas relacionadas a um modelo:

1. o que modelar?
2. por qué?
3. 0 modelo construido é "adequado™?

4. quais sao os principais tipos de modelos?

2.1 O que modelar: Introducéo a sistemas dinamicos

Um sistema pode ser definido como um conjunto de objetos adosppor alguma intera-
¢ao ou interdependéncia, de modo que existam relacdes da eaefeito nos fendmenos
gue ocorrem com 0s elementos desse conjunto (Monteiro,)2Q08 sistema é dindmico
guando algumas grandezas que caracterizam seus objetos var tempo. S&o exemplos
de sistemas dindmicos: circuitos elétricos (tensao varia @ tempo), sistema solar (posi-
¢ao dos planetas), a economia de um pais (déficit publicapafde uma floresta (nGmero
de oncas pintadas).

Em geral, fendmenos fisicos, quimicos, bioldgicos e s®&ao constituidos por partes
e possuem dependéncia temporal. Por isso, sistemas dossdic uma definicdo bastante
abrangente do que seria um objeto de modelagem.

2.2 Por gque construir modelos de sistemas dinamicos

Determinar, teoricamente, a evolucédo temporal das grasdge caracterizam um sistema,
pode ser importante nas situacdes citadas a seguir:

1. O sistema ainda nao existe fisicamente. Exemplo: Ao pwojeh navio, ha varias
escolhas de tipo de casco. E impraticavel construir cadadtcasco para escolher o
gue melhor atende as necessidades do projeto. A elaboragéodklos tedricos que
simulam o comportamento do navio de acordo com o0 casco édoabnstituem uma
grande ajuda para o sucesso do projeto.



2. Tenta-se explicar o comportamento de sistemas ja etastelaxemplo: Para construir
um modelo tedrico que simule o comportamento de um navioggorde antemao ter
um modelo que contemple os principais fenbmenos fisicoecoilgem no mar ou em
um rio.

3. O teste experimental € muito caro ou perigoso. Exemplosé\projetar um navio o
uso de testes experimentais para se avaliar os tipos @iacip cascos é relativamente
bastante barato do ponto de vista financeiro. Porém ao plam®ja missao tripulada
ao planeta Marte, a realizacdo de testes experimentaisdal@rriscar vidas humanas,
costuma custar milhdes ou até mesmo bilhdes de dolares.

Em geral, o objetivo de alguém ao construir um modelo é preveturo de um sistema
dindmico de modo cientifico.

2.3 Como julgar a adequacao de um modelo

Como explica Monteiro (2002), o estudo tedrico de um sistemangico pode ser dividido
em duas etapas:

1. aconstrucado de um modelo "adequado™;
2. a analise desse modelo.

A palavra adequado aparece entre aspas para enfatizar geguwaaédo de um modelo
depende do seu propdsito e da precisdo que se espera deestis8gs. Considere a foto
de um homem, um manequim de plastico e um macaco. Qual dessetosiseria 0 mais
adequado para representar um homem? A resposta €: deperid® deve ser um bom
modelo para um pintor, pois retrata a fisionomia da pessoaar@quim € uma representacao
tridimenional do corpo humano, sendo um bom modelo para feratd. JA& 0 macaco é
fisiologicamente semelhante ao ser humano e deve ser o npyéédoido por um bidlogo.

Em geral, ndo ha um unico modelo "correto". A escolha de um ratkgpende da sua
finalidade e da precisdo com que se pretende trabalhar.

2.4 Classificacéo

Existem diferentes abordagens na modelagem de um sisteagenB®endo da abordagem
escolhida, dispde-se de técnicas diferentes para o estuysimblema.

Nesta sec¢éo, serdo apresentadas as formas mais comunsremgsode classificacao
de sistemas dinamicos.

2.4.1 Quanto a variavel temporal

Um sistema é de temptiscreto se o tempa é um namero inteiro positivo. A evolucéo de
um sistema de tempo discreto € governada por uma ou maisGeguae diferencas finitas,
gue € um tipo de equacdao que relaciona o valor de uma vasidvet no instante a valores
dex em outros instantes, como4 1,¢ + 3 out — 2. Exemplos:

1o2(t+1) = 2xz(t) =0



2. z(t+2) —t2x(t) =t =0
3. 2(t+3)x(t) —3z(t—2)=0

A ordem de uma equacao de diferenca finita é dada pela diferamtge o maior e o
menor indice. Assim, a equagéo (1) € de primeira ordem,(peid) — (¢) = 1; e a equacao
(3) é de quinta ordem, pois + 3) — (t — 2) = 5.

Um sistema é de tempmntinuo se o tempa € um numero real positivo. A evolucao
de um sistema de tempo continuo € governada por uma ou maistegudiferenciais, que é
um tipo de equacao escrita em termos de derivadas das varig@aEonhecidas.

Exemplos:

120 4a(t) =0

2. 20 | tanh(mt)a(t) — 562 = 0

ddox(t dx(t
3. Lot 4 (dty2 4 (4(1))3 =0

Solucionar uma equacéao de diferenca ou uma equacéao difdrérencontrar a funcao
ou as funcdes que quando substituidas na original a satisfpara todos os valores das
variaveis independentes. Nos exemplos acima, temos apgunasdes com uma funcéo
incognita e uma variavel independentét) e t, respectivamente.

2.4.2 Quanto ao tipo de modelo

A forma mais geral de se escrever uma equacado de diferemga [dara a variavel depen-
dentex(t) é:

an()x(t+n)+ a1 ()t +n—1)4+ ... +a;(t)x(t + 1) + ao(t)x(t) = F(t),

senddt € Z,.

Uma equacdao de diferenca é linean$g), z(t + 1), ..., z(t + n) aparecem como termos
de primeiro grau, isto €, estdo elevados a primeira poténcia

A forma mais geral de se escrever uma equacdo diferenaalrljpara a variavel depen-
dentex(t) é:

a, () D g (1) 2 g (t)a(t) = F(t),

sendat € R,..

Uma equagéo diferencial é linearag), 4 =) 4"2() aparecem como termos de
primeiro grau, isto €, se estdo elevados a primeira poténcia

Em ambas as equagdes, os coeficieni¢s e a entrada ou forcamento exterfgt)
devem ser fun¢des apenas da variavel independente

Sao classificados como néo-lineares sistemas que ndo palepscsitos nas formas
acima citadas. Portanto, dos exemplos abaixo, as equagié®b séo lineares, enquanto,
3 e 6 sdo nao-lineares.

Exemplos:

Loz(t+1)—22(t) =0



2. z(t+2) —t2x(t) =t =0
3. z(t+3)x(t) —3z(t—2)=0

4. 0 4a(t) =0

5. 20 | tanh(mt)a(t) — 562 = 0

5$ X
6. Lo | (dWy2 L (p(4))3 =0

Para sistemas lineares valem os principios de aditividgdeporcionalidade entre exci-
tacdo e resposta. O primeiro estabelece que se para umdaekitfa) o sistema exibe uma
resposta; (¢) e para uma entradd (t) ele exibe uma resposia(t), entdo para uma entrada
Fi(t) 4+ F5(t) a saida do sistema serd(t) + z»(t). O segundo principio estabelece que se
o0 sistema tem como entrada; (¢), ondek é uma constante, a saida skfa(t). Esses dois
principios podem ser combinados em um s@, chamado de pamtEsuperposicao de efei-
tos: a entradé; F' (t) + ko F»(t) teria como saida correspondehte; (t) + kqxo(t), sendo
k, e ky constantes.

Em geral, estes principios ndo valem em sistemas nao-disnear



Capitulo 3

Equacoes Diferenciais

As equac0es diferenciais tem sido amplamente usadas paelanoom sucesso inUmeros
fendbmenos de diferentes areas (biologia, quimica, fismanomia e etc.) e constituem uma
das principais formas de modelagem, se nédo a principal.ddgsaliferenciais sao préprias
para a modelagem de fendbmenos os quais ndo se sabe como shofakgrandezas mode-
ladas, porém se sabe ou se especula como estas variam. ¢deguiade ser em relacdo ao
tempo, espaco, temperatura, umidade ou qualquer outa@vegrdependendo do problema.
Isto faz com que equacdes diferenciais possam ser aplieatds/ersos campos do conhe-
cimento e, a0 mesmo tempo, que diversos problemas, a pardgpnaturezas diferentes,
tenham modelos e comportamentos matematicos idénticos.

Devido a grande importancia destas equacfes na teoria delagec, sera feito um
estudo mais aprofundado das suas propriedades nestétrabal

3.1 Um exemplo

Como ja foi dito anteriormente, muitos fendmenos podem seletados através de relages
envolvendo taxas de variagdo de uma ou mais variaveis. &qgsem linguagem matema-
tica, as relacdes séo equacdes e as taxas sao derivadagdésjoantendo derivadas sao
denominadas equacdes diferenciais.

Por exemplo, com o objetivo de modelar o comportamento daram da populacdo
mundial, poderia-se supor que a variacdo da populacédo aluiidepende do nimero de
pessoas no instante de tempeonsiderado. Expressando matematicamente esta hipétese,
tem-se a seguinte equacéo diferencial

dl:l—f) = rP(t), onder € uma constante (taxa de crescimento populacional)

Resolver esta equacdo significa encontrar fun¢gesque a satisfazem.

Neste caso, dada untandi¢éo inicial P(ty) = k, sendok constante &, um instante
de tempo qualquer, entdo existe a garantia de existénciidaoe de uma solucab(t).
Dessa forma, ao se resolver a equacéo diferencial junto comdicdo inicial dada obtém-se
uma unica funcad(t), que mostra como a populagdo mundial varia em relacdo amtemp

Assim, se 0 modelo proposto estivesse correto e fosse ddohewalor total da po-
pulacdo mundial nos dias de hoje (condicao inicial), entd@mpossivel estimar com boa
precisdo a populacdo mundial tanto daqui ha cem anos, comgualguer outro tempo,
inclusive do passado.

Como se pode perceber, o modelo proposto acima esta longerdealssa.



3.2 Classificando equacdes diferenciais

A dificuldade de estudar um modelo composto por equacOeseddais pode variar de
facil a bastante dificil. Isto depende de como o0 modelo &ifleado na teoria de equagdes
diferenciais. Por isso, saber classificar o modelo em estdiglodamental tanto para medir a
dificuldade do problema, como para adotar as técnicas culasamais indicadas para a sua
solucéo.

3.2.1 Equacg0es ordinarias e parciais

Se a fungéo desconhecida depende de apenas uma variayanddate entdo as derivadas
séo simples e a equacao diferencial € didinaria.

Exemplo:

557;” = —2z, ondex = f(t).

Quando existe mais de uma variavel independente, tem-sadigs parciais e a equacao
diferencial éparcial.

Exemplo:

u 2y
u _1.25%% ondeu = f(x,1).

22"

3.2.2 Ordem

A ordem de uma equacao diferencial € dada pela derivada de maianayde aparece na
equacao.
Exemplos:

o L —z(t? +5)+ 2t (1°rdem)

o % = —9 4 sin(z) (2°0rdem)

° g—? = 0.5u (1%ordem)

1.252% — % (2%ordem)

922

3.2.3 Lineares e nao-lineares

Ft,y,y,....y™) =0 (3.1)

A equagcio diferencial (3.1) é diiaear seF € uma funcio linear das variaveis/, ..., y™,
onde o apostrofo indica a diferenciacdo em relagddasim, a forma geral de uma equacgéao
ordinéria linear de ordem é

ag(t)y™ + ar()y" Y 4+ an(t)y = (),
Uma equacao que nao satisfaz as condi¢cdes acima é denomawmtiaear. Uma defi-
nicdo analoga se aplica as equacdes diferenciais parciais.

Exemplos:

o & — g(¢* +5) + 2t (Linear)



o % = —2 + sin(x) (N&o-linear)

o % — (.5u (Linear)

o 1.252% = % (Linear)

922

o % —0.5u(l— (N&o-linear)

1000

3.2.4 Autbnomas

As equacdes ordinarias de primeira ordem, nas quais a ghifa@ependente ndo aparece
explicitamente, sdo ditas autbnomas. Sua forma geral é

Exemplos:
) % =0.1p

o jli_fg =0.1p(1 — ;)

3.2.5 Sistemas de equacdes diferenciais

Uma outra classificacdo de equacdes diferenciais depenaignagero de funcdes desconhe-
cidas. Se existe uma Unica funcéo a ser determinada, entdnioa equacao é suficiente.
Se existe, no entanto, mais de uma fung¢ao desconhecida,@atdsamos de um sistema de
equacoes.

Exemplo:

% = 0.1u — 0.5uv
% — 0.25uv — 0.03v



3.3 Sistemas de Equacdes Ordinéarias de Primeira Ordem

Existem muitos problemas que envolvem diferentes elersex#t®ociados. Na fisica, circui-
tos elétricos e sistemas massa-mola sdo exemplos de pesbéerm esta caracteristica. Em
decorréncia da natureza destes problemas, sistemas desguaferenciais surgem espon-
taneamente na sua modelagem.

Sistemas de equacdes de primeira ordem tem uma import&p=aial neste contexto.
Isto ocorre porque é possivel transformar qualquer equag&paun > 1 em um sistema
de equacdes de primeira ordem, o que por sua vez implica glgugu sistema de equacdes
pode ser transformado em um sistema de primeira ordem porrdente.

Considere o sistema massa-mola abaixo como exemplo:

dx _
mes + ke =0

x - posi¢cdo} - tempo;m - massak - constante elastica da mola.
Observe que o sistema proposto é de segunda ordem. Paisergpreo mesmo sistema
atraves de outro de primeira ordem, duas novas variavees:,;) sao criadas de forma que

r1 =
__dz
T2 =g

Substituindo no sistema original obtém-se o0 seguintersatie primeira ordem:

3.3.1 Classificacdo de sistemas de equacdes ordinarias de primeira or-
dem

Sejat a variavel independenteg, 1 < ¢ < n, as variaveis dependentes.

A diferenciac@o em relacaotaera indicada por um apdstrofo.

Qualquer sistema de equac¢des diferenciais de primeiranopdele ser escrito da forma
geral

:z::l = Fi(t,x1, 29, ..., xp)
Ty = Fy(t, 21,29, ..., )

3:;1 = F,(t,z1,29,...,2,)

Se cada uma das func@es ..., I, € uma funcao linear das variaveis dependentes., x,,,
entdo osistemade equacdes é ditmear. Caso contrario, édo-linear.
Assim, um sistema linear deequacdes é da forma

x:l = pnx1 + ... + pran + g1(t)
Ty = P11 + ... + PonTy + Ga(t)

10



Os termog;; com1 <i <nel < j <n sdo fungdes da variavel

Se no intervalo de estudo, todas as fung@iés), ..., g, (t) forem nulas, entdo sistema
é ditohomogénegsenao, ele @do-homogéneo

Usando notag&o matricial, pode-se reescrever o sistepst lgeral na forma

' = Az + b, onde

) T 91(t)
IE'/Q P11 - DPin Ty 92(t>
= A= T = eb=

Assim, quandad = 0, temos o sistema homogéneo= Ax.

Considere o sistemé = Ax com a matrizA sendo composta apenas por fungdes cons-
tantes. Relembrando algumas propriedades de sistemas§rea geral, tem-se que se a
matriz de coeficiented for invertivel (detA # 0), entdo o sistema tem uma Unica solugao.

Quandoz’ = 0 e A é invertivel Ax = 0) tem-se apenas a solucéo trivia= 0. Agora
se A nao for invertivel, ou ndo existe solucdo para o sistemaxistee mas nao é unica.

A condicdoz’ = 0 é bastante interessante. Ela implica que a taxa de varia;tumds
as variaveisry, ..., z,, do sistema € nula. Portanto resolver um sistema com ess&&ond
significa encontrar os pontas= (z1, ..., z,)” para os quais a dinamica do sistema é inva-
riavel (ou constante). Note que porgtle= 0, um pontor que satisfaga o sistema deve ser
formado por fungbes, = a1, z; = a4, ..., T, = a,,, onde as func¢des;, com1 < i < n sao
constantes.

Estes pontos sdo conhecidos como pontos criticos do sistesrdo fundamentais para
a analise da estabilidade local tanto de sistemas lineanes de ndo-lineares.

3.3.2 Pontos criticos e estabilidade

Como ja mencionado anteriormente, 0s pontos que séo solacd Bistemalx = 0 s&o
chamados de pontos criticos ou ainda solugfes de equilibrio

Um ponto criticozr, = (29,...,2°%) é dito estavel se na evolugdo temporal do sistema
pontos suficientemente proximos gepermanecem proximosag. Ou seja, se existir uma
“regido” (bacia de atracéo) em torno dg tal que sex(t) assume o valor de um ponto
pertencente a essa regiao no temp@ntao

| z(t) — 2o [|[< et >thee>0

¢ é a distancia maxima entrgt) e z, apos o tempay.

Um ponto critico que nao é estavel é dito instavel.

Um ponto criticox, é dito assintoticamente estavel quando) ao “entrar” na bacia de
atracdo der, vai parar, quando t— oco. Isto €, com o passar do tempg¢) tende a se
estabilizar exatamente no pontg

11



3.4 Sistemas de Equacdes Lineares dé @rdem

Nesta secao, sera dada énfase no estudo de sistemas loeeamsacoes ordinarias de pri-
meira ordem. Como mencionado anteriormente, sistemas meipai ordem tem importan-
cia especial porgue é possivel transformar qualquer sastienequacdes de ordenem um
sistema de equacdes de primeira ordem. Além disso, o estiekiabilidade destes sistemas
seré a base para o estudo da estabilidade de sistemas egrediem secdes posteriores.

3.4.1 Teoria Basica

A teoria geral para sistemas de> 1 equacdes lineares de primeira ordem

37/1 = puxi+ ...+ pintn + 1(t) (3.2)
Ty = Por®1+ ... + Doy + go(t)

/

é bastante parecida a teoria para uma Unica equacao lineeguieda ordem. No entanto,
como agora se trabalha com varias equacdes, € usada a notag@al para facilitar a
escrita:

' = P(t)x + g(t). (3.3)

Além de facilitar a escrita, a utilizacao de vetores e mesrenfatiza a semelhanca entre
sistemas de equacdes e uma Unica equacao (escalar).

Dizemos que um vetar = ¢(t) € solugdo para a equacgéo (3.3) se suas componentes
satisfazem o sistema de equacdes (3.2).

Para resolver a equacao proposta, o primeiro passo é reaa@geiacado homogénea

' = P(t)x (3.4)

obtida de (3.3), fazendg(t) = 0.

Uma vez obtida a solucdo homogénea existem diversos mgtadmsesolver a equacao
nao-homogénea.

Os principais fatos sobre a estrutura do sistema (3.4) bssEados em dois teoremas:

1 - Se as fungdes vetoriais" e 2(? s&o solugdes do sistema (3.4), entdo a combinagio
linearc,z() + c,2(? também é solugdo quaisquer que sejam as consiardges (Principio
da superposicag)

2 - Se as fungoes vetoriais?, ..., 2™ s&o solugdes linearmente independentes do sis-
tema (3.4) em cada ponto do intervalo< ¢t < 3, entdo cada solug&o= ¢(t) do sistema
(3.4) pode ser expressa por uma solucéo geral, que é cord@bifinear dezV, ..., 2™ de
maneira Unica.

12



ot) = crzM () + ... + c,z™ ()

O primeiro teorema afirma que pode haver varias solu¢cdesgpaigtema (3.4). Ja o
segundo, diz que se um conjunto de solu¢des linearmentpandentes de tamanhofor
encontrado, entdo todas as solucdes do sistema (3.4) p@derscsitas como combinacao
linear deste conjunto.

Considere a seguinte matriz contendsolu¢des (uma por coluna) para o sistema (3.4)

11 - Tin

Tpnl - Tnn

Para dois vetores e v, quaisquer serem linearmente independentes é precisqque
kovs = 0, SOMente e sk, e k, Sao constantes nulas.

Relembrado o conceito de independéncia linear e aplicaradoeaso em discussao com
notacao matricial, temos

X(t)C =0. (3.5)

Podemos visualizar a equacao (3.5) como um sistema lingéorédo, onde as variaveis
incognitas pertencem ao vetor e os coeficientes das variaveis incognitas estao represen-
tados pela matrizZX(¢). Da teoria de sistemas algébricos, sabe-se que se o dedatemin
de X (¢) é diferente de zero, entdo (3.5) s6 tem uma Unica solugacé qusolucao trivial
C' = 0. Note que par& (¢) ser linearmente independente é preciso que a Unica maeeira d
equacdo (3.5) ser verdadeira seja através' de 0. Isto implica que se&X (¢) € linearmente
independente, entdo o seu determinante deve ser difereziera para todos os pontos do
intervalo considerado. O céalculo do determinanteXde) é denominado wronskiano das
solugdes:V, ..., (™ e denotado por/ [z(V), ..., 2(M)],

WizW, ..., 2] = det X (t)

O que o leitor deve estar pensando agora é: "serd que para pue/X (t) é linear-
mente independente deve-se calcular o seu wronskiano quiwa bs pontos do intervalo
considerado? Isso parece ser bastante trabalhoso". ReaJmemd bastante trabalhoso. Fe-
lizmente, isto ndo é necessario gragas ao seguinte teorema:

-Sez™, ..., 2™ s&o solugbes da equagio (3.4) nointervato t < 3 entdolV [z, ..., z()]
ou é identicamente nulo ou nunca se anula neste intervalo.

O teorema acima diz que se para um instante pertencenteeagaloto wronskiano é
nulo, entaoll” é nulo para todo o intervalo. Do mesmo modo}JBeao é nulo, isto vale
para o intervalo inteiro também. Ou seja, 6§ ) € linearmente dependente em um ponto do
intervalo, X () sera dependente em todos. E se for linearmente indeperetantm ponto,

0 sera em todos.

A demonstracdo deste teorema pode ser feita estabeleseratmavés de manipulacdes

algébricas que o wronskiano d€’, ..., (" satisfaz a seguinte equacio diferencial

13



% = (p11 +pa2 + . + D) W.
Desta formaJl’ € uma funcao exponencial da forma
W = 1406(;011Jr;£’22+-..+pnn)l‘/7 AO = cte.

Isto implica quelV s6 pode assumir o valdrse A, = 0. Neste casolV serd sempre
0, independente de& No entanto, sé/ assume um valor diferente de zero em um dado
instante, entéal, € diferente de zero e portanitd nunca assumira o valor zero.

Para maior aprofundamento sobre as provas deste teorenm antdwiores consultar
(Boyce e DiPrima, 2002).
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3.4.2 Sistemas Lineares Homogéneos com Coeficientes Constantes

Neste texto, este caso particular de sistemas lineares ésdundamental e por isso tera
atencao especial.

¥ = Ax (3.6)

ondeA é uma matriz de constantes reais n.
Sen = 1, o0 sistema se reduz a uma equacao de primeira ordem

dx
dt
cuja solucéo & = ce®. Observe que = 0 é a Unica solugdo ou ponto de equilibrio se
a # 0. Outras solugbes tendenra= 0 sea < 0 e, nesse caso, dizemos que- 0 € uma
solucao assintoticamente estavel. Por outro lade,sé , entdor = 0 é instavel, ja que os
outros pontos se distanciam deste. Para sistemas de ordenarsi@uacao € analoga, porém
um pouco mais complicada. Soluc¢des de equilibrio séo eraxtag resolvendaz = 0.
Vamos supor quéet(A) # 0, de modo que a Unica solucao de equilibrio & 0. Uma
pergunta importante a se investigar € se outros pontos@eigam ou afastam deste quando
t aumenta; ou em outras palavras= 0 € assintoticamente estavel ou instavel? Existem
outras situacfes?

O cason = 2 é particularmente importante e permite visualizacdo namiaz,, 0
plano de fase CalculandoAz em um grande namero de pontos e fazendo o grafico dos
vetores resultantes, obtemos um campo de dire¢Oes de s/é&ogentes a solugdes do sis-
tema de equac0Oes diferenciais. Deste grafico, pode-seurbtentendimento qualitativo do
comportamento de solu¢des. Incluindo-se no grafico algeoraas solugdes, ou trajetorias,
pode-se obter informa¢do mais precisa. Um grafico que alustra amostra representativa
de trajetorias para um sistema dado é chamettato de fase

Para encontar a solugéo geral do sistema (3.6), procedesn@nalogia com o trata-
mento de equacdes lineares de segunda ordem, ou seja gmosusolucdes da forma

= axr

r = e (3.7)

&1
&2

onde o expoente r e 0 vetor constafite ( ) devem ser determinados. Substituindo

x e sua derivada em (3.6) , obtém-se
rée™ = Ae".

Cancelando o fator escalar ndo-nudtg obtém-se-¢ = A€, ou ainda

(A—rDE=0 (3.8)

onde/ é a matriz identidade x n. Assim, para resolver o sistema de equacdes diferen-
ciais (3.6), € necessario resolver o sistema de equac@dwialgs (3.8). Desconsiderando a
solucéo nula, quais sdo os vetofesssociados com valoregjue satisfazem este sistema?
Bom, so existe solugéo ndo-trivial para este sistemé&del — 1) = 0. Esse dltimo pro-
blema é exatamente o de determinar os autovetores e auts/di matriz de coeficientes
A. Portanto, o vetor da equacao (3.7) € uma solucao da equacao (3.6) desadesgjseum
autovalor & seja um autovetor associado da matriz de coeficiefites
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Exemplo 1 - Autovalores Reais

Encontrar a solugéo geral para o sistema

= Az, (3.9)

daxy
x’Z( $2>,A=<}l 1)8x:($1).
dt L2
Solucédo
Supondar = £e™ e resolvendo passo a passo

rée™ = Age™

ré = A€
AE—1rE=0
A —rlE =0
(A—rl)é=0

de onde obtemos

1—r 1 51 .
() (8= @10
Para descobrir os autovalores e autovetored thbzemos
1—r 1
det ( 4 1, ) =0
(1—-7r)2-4=0
?—2r—3=0=>r =3er,=—1

Ser = 3, voltando ao sistema (3.10), teme8&¢; + & = 0.
Logo, & = 2 e 0 autovetor correspondente;gpode ser escolhido como

1
o (1)

De forma analoga, correspondends,a= —1, encontramos qu& = —2¢;, de modo
gue o autovetor é
1
(2) —
-(%)

As solugdes correspondentes da equacgéao diferencial sdo

2 (1) = ( ; ) M e r®) (1) — ( 4 ) .
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O wronskiano dessas solucdes é

€3t e—t

2e3t —2e~! = —de*

Wz, 2@)(t) =

que nunca se anula. Portanto as solugd&se z(» formam um conjunto fundamental
de solucdes e a solucéo geral do sistema (3.9) €

z(t) = iz (t) + cezP(t) = ¢ ( é > e + ¢y ( _12 ) et
ondec; e ¢, Sao constantes arbitrarias.

Exemplo 2 - Autovalores Complexos

Encontrar a solugéo geral para o sistema (3.11)

¥ = Ax (3.11)

dxy _1
x/:< 52),,4:( 2 11)ex:(x1>_
2 T2 2
Solugéao

Supondar = £e™ e resolvendo passo a passo obtemos

( N _;_T ) ( 2 ) =0. (3.12)

Para descobrir os autovalores e autovetored thzemos
1
—1_ 1
det 2 " 1 = 0
—1 -3 = T

r2+7’+§=O:>r1:—%—l—ier2:—%—i

Ser = —%H, voltando ao sistema (3.12), obtemos duas equagdes exirgh = i, e
& = —i&. Multiplicando ambos os lados da igualdade da segundassgowepot, obtemos
a primeira expressao. Observando= i&;, percebe-se que o autovetor associadp@ode
ser escolhido como
€M) = ( 1 ) )
1

Procedendo da mesma forma para —% — i, obtém-se novamente duas expressoes
equivalenteg, = —i& e & = i&. Novamente, multiplicando a segunda expressaai por
em ambos os lados da igualdade, obtém-se a primeira expr&sé& = —i&;, 0 autovetor
associado a, pode ser escolhido como
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9 1
o= (4)

Logo, as solucdes encontradas séo

x(l)(t) — ( 1 ) e(_%'i_i)t ex(Q)(t> — < _17/ ) e(_%_i)t_

Calculando o wronskiano déb) e z(?
e(—3+it
je(—3 it (=50t

W[m’(l), x(2)](t) =

temos como resultado que ele jamais sera zero, indeperdtentdor det. Repare que
sempre que 0s autovalores e autovetores aparecerem enc@ajregados, este resultado se
repetira.

Portantoz(") e z(? formam um conjunto fundamental de soluc¢des para o sisterh)(3
No entanto, para obter um conjunto de solucdes reais, preos encontrar a parte real e
imaginaria de:" ouz®. Assim

+0() = ( L )e<—%+i>t _ ( L >e—é[cos(t) + isen()]

1 1

e finalmente
o= 5 )+ ()
Portanto,
=t (2 evn- ()

€ um conjunto de solugdes reais. Para verificar«uev(t) so linearmente indepen-
dentes, calcularemos o wronskiano

e~zcos(t) e 2sen(t)

Wu(t),v(t)|(t) = ‘ —e~2sen(t) e zcos(t)

gue nunca se anula. Dessa form&:) e v(¢) formam um conjunto fundamental de
solucdes reais do sistema (3.11).
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3.5 Estabilidade em Sistemas Lineares

O estudo da estabilidade de sistemas lineares fornece adrasa analise analitica de siste-
mas nao-lineares. Nesta secao serdo apresentados ascdélassificacado da estabilidade
de um sistema linear com base nos seus autovalores e augsveto

3.5.1 Classificando a estabilidade de pontos criticos

Da Secéo 3.4.2, podemos notar que as solu¢cdes de um sistearaliombgeneo com coe-
ficientes constantes dependem basicamente dos autovalauwtsvetores da matriz de coe-
ficientes. Sendo assim, é natural que possamos descrev@poitamento dessas solugdes,
isto é, as suas curvas solugéo ou trajetérias, com base tovalaves e autovetores da matriz
de coeficientes.

A seguir é apresentado um resumo das situacdes possiwiendo o tipo de ponto
critico e de estabilidade observada em cada situacéo destemsi de segunda ordem.

Tabela 3.1: Propriedades da estabilidade de sistemasdmeaAx comdet(A-rl) =0e
detA # 0.

Autovalores Tipo de Ponto Critico Estabilidade
ry>1ry >0 NoO Instavel
ry <19 <0 NoO Assintoticamente estavel
ry <0 >1r Ponto de sela Instavel
ry =1y >0 NG préprio ou improprio Instavel
ri =1y <0 NG préprio ou improprio  Assintoticamente estavel
ri,re = AEip Ponto espiral
A>0 Instavel
A<O0 Assintoticamente estavel
Ty =i, Ty = —ij Centro Estavel

Observe que a condica@et A # 0 significa que o Unico ponto critico do sistema deve ser
o vetorz = 0.

E Gtil notar também que para uma situacéo de estabilidadedtasa se configure é pre-
Ciso que as partes reais dos autovalores existam e sejativasgRara que ocorra instabili-
dade, basta que a parte real de um dos autovetores sejagdlitiando os dois autovalores
sdo imaginarios puros, ocorre estabilidade, porém naotatsa.

3.5.2 llustracao dos tipos de trajetoria

Sejamzx; e x4, as solugbes de um sistema linear. Considerando a estdbil@ha torno do
ponto critico(0, 0), alguns dos tipos de trajetérias possiveis no plano de &&sesustradas
nas figuras 3.1 e 3.2.
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Figura 3.1: llustracdo de trajetoérias. (a) Ponto espirsinésticamente estavel. (b) Ponto

espiral instavel. (c) NO assintoticamente estavel. (d)risével.
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Figura 3.2: llustracéo de trajetorias. (e) Ponto de Sel@dhtro. (g) NG impréprio instavel.
(h) NG proprio instavel.
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3.6 Estabilidade Local em Sistemas Nao-lineares

Nesta secdo serdo apresentados conceitos que tornamepassilsar tanto a estabilidade
local como a estabilidade global de um sistema presa-poedadh ter que o solucionar de
fato.

3.6.1 Perturbando Sistemas Lineares

Quando foi abordada na Sec¢éao 3.5 a estabilidade de sistevea®b ndo-homogéneos com
coeficientes constantes e ponto critico unice 0,

¥ = Ax (3.13)

ficou claro que os autovalores da matriz de coeficieAtdeterminavam o tipo do ponto
critico e as suas caracteristicas de estabilidade. Quandistema desses aparece em um
problema aplicado, os coeficientes resultam em geral deda®de determinadas grandezas
fisicas. Tais medidas estdo sujeitas muitas vezes a pexjeeras, de modo que € inte-
ressante investigar se pequenas mudancas (perturbag@esdeficientes podem afetar a
estabilidade ou instabilidade de um ponto critico e/ouaitde maneira significativa as suas
trajetoérias.

E possivel mostrar queequenagperturbacdes nos coeficientes implicpeguenaper-
turbacdes nos autovalores. A situacdo mais sensivel apaaredo os autovalores e r, S0
imaginarios puros, ou seja, = iy €ry = —iu, iSto €, quando o ponto critico € um centro
e as trajetdrias séo curvas fechadas em volta dele. Se é@ifieitdigeira mudanca em,
entdo os autovalores provavelmente serdo afetados dermguoeiseus novos valores sejam
ry = A+ip' erl, = A\—iy/, onde) é pequeno em valor absolutalex ;. Se\ # 0, entéo as
trajetdrias que antes eram curvas fechadas e estaveispassa espirais e assintoticamente
estaveis X < 0) ou instaveis X > 0) conforme a Tabela 3.1. Assim, no caso de um centro,
pequenas perturbagdes nos coeficientes podem tornar emaisstavel em um instavel, e
muitas vezes, pode-se esperar um padrdo completamermrrentifele trajetdrias no espaco
de fase.

Um outro caso, ligeiramente menos sensivel acontece seémsbues; er, Sdo iguais.
Neste caso, o ponto critico € um nd. Normalmente, pequepasagdes fazem com que
raizes iguais se separem (bifurquem). Se as raizes sepaaeeais, entdo o ponto critico
do sistema perturbado continua sendo um né. No entanto, sxzas separadas forem
complexas conjugadas, entdo o ponto critico torna-se urtogapiral. Como o sinal da
parte real dos autovalores do sistema perturbado se magu@ihab do sistema original para
pequenas perturbacoes, a estabilidade do sistema omgioa afetada neste caso, porém as
trajetérias podem se tornar bastante diferentes.

Em todos os outros casos, perturbacdes suficientementermesydos coeficientes néo
alteram a estabilidade ou instabilidade do sistema e o ggmodto critico.

3.6.2 Sistemas Quase Lineares

Considere agora um sistema bidimensional autbnomo naarline

v = f(x) (3.14)
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O objetivo principal é investigar o comportamento das téajas do sistema 3.14 nas
vizinhancas de um ponto critied. Vamos tentar fazer isso aproximando o sistema 3.14 por
um sistema linear apropriado, cujas trajetorias sejamd@eedescrever. A pergunta crucial
€ se as trajetdrias do sistema linear séo boas aproximagd&®dinear . Também é preciso
saber como encontrar o sistema linear apropriado.

E conveniente também escolher o ponto critico como sendigenor Isso ndo envolve
perda de generalidade, ja que;8e# 0, sempre pode-se fazer a substituigde = — z° na
equacao 3.14. Entaosatisfaz um sistema autbnomo com um ponto critico na origem.

Vamos considerar, primeiro, o0 que significa para o sistenodiné@ar 3.14 estar "pro-
Xximo"ao sistema linear 3.13. Suponha, entéo, que

¥ = Az + g(x) (3.15)

e gquex = 0 € um ponto criticasolado do sistema 3.15. Isso significa que existe algum
circulo em torno da origem no interior do qual ndo existenrmasupontos criticos. Além
disso, vamos supor quket A # 0, de modo que = 0 também € um ponto critico isolado do
sistema linear’ = Az. Para que o sistema nao-linear 3.15 seja préximo ao sisieed |
x’ = Ax, é preciso que(x) seja pequeno em relacda guandar — 0. Ou seja,

— 0, (3.16)

quandar — 0.

Um sistema que satisfaz esta condicdo € denomigadse linear na vizinhanca do
ponto criticox=0.

Voltando ao sistema néo-linear geral 3.14, que em formdaedoza

) dv ,_dy

pode ser mostrado usando a expansdo de Taylor que ele ssilipgar em uma vi-
zinhanga de um pontor(, yo) sempre que as fungcdds e G tiverem derivadas parciais
continuas até segunda a ordem. Expandindo 3.17 temos

F(z,y) = F(xo,y0) + Fa(zo, y0)(r — o) + Fy (20, %0) (Y — v0) + m(z,y) ,
G(z,y) = G(x0,y0) + Gz (20, Y0) (x — x0) + Gy(l“o, Y0) (Y — yo) + m2(, y)

onden, en, sdo os termos de segunda ordem @, y)/[(z — z0)? + (y — y0)?]/? —
quando(z,y) — (2o, o), € analogamente para(z, y). Note queF (xo, yo) = G(xo, yo)
0 e quedz/dt = d(x — x¢)/dt edy/dt = d(y — yo)/dt. Entéo, o sistema 3.17 pode ser
reescrito como

i (o) -G aam) o) () e

ou ainda, em notagé&o vetorial

= G(z,y) (3.17)

du df

I dx( Nu+ 7 (X) (3.19)
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ondeu = (z — o,y — %0)" €1 = (11,72)"

Esse resultado tem duas consequéncias. A primeira € a ga® fisecoed” e G forem
duas vezes diferenciaveis, entdo o sistema 3.17 € quasedindo € necessario usar a prova
do limite. A segunda é que o sistema linear que aproxima dinéar nas vizinhancas de

(x0,y0) € dado pela parte linear das equacdes 3.18 e 3.19, a saber

d [ w Fo(zo,90)  Fy(xo,y0) ) ( (7 )

— = ’ ’ 3.20

dt ( Uy ) ( Ga(To,90) Gy(To, Yo) U (3.20)
ondeu; = x — xg €us = y — yo. A equacao 3.20 fornece um método simples e geral

para se encontrar o sistema linear correspondente a ummaisgase linear na vizinhanga
de um ponto critico.

3.6.3 Classificacdo de Pontos Criticos e Estabilidade de Sistemas Quase
Lineares

Em sistemas quase lineares, como o termo nao-linear é pegoerparado com o termo
linear quandor tende ao ponto critico, € razoavel esperar que as trajgtdoisgsistema li-
near correspondente sejam boas aproximacdes para aérisgjeto sistema quase linear,
ao menos em uma vizinhanga do ponto critico. Isso ocorre marimaos casos, mas nao
em todos. A relacdo entre os autovalores e autovetores d& ohatcoeficientes do sistema
linear correspondente e o tipo de ponto critico e establiidi sistema quase linear é dada
na seguinte tabela

Tabela 3.2: Propriedades da estabilidade de sistguese lineares

Autovalores Tipo de Ponto Critico Estabilidade
ry > 19 >0 NoO Instavel
ry <19 <0 NoO Assintoticamente estavel
ry <0 >1r Ponto de sela Instavel
ry=r1ry >0 N6 ou Ponto Espiral Instavel
ry =19 <0 NO ou Ponto Espiral  Assintoticamente estavel
ri,Te = At ipu Ponto espiral
A>0 Instavel
A<O0 Assintoticamente estavel
r1 =1iu,ro = —ip  Centro ou Ponto espiral Indeterminado

Repare que a tabela acima é bastante parecida com a Tabekss3dias diferem em
apenas dois casos, quando os autovalores sdo reais e igyuam@o 0S autovalores sdo
imaginarios puros. Repare também, que as caracteristicgbdda 3.2 sdo idénticas as
de um sistema linear ligeiramente perturbado, conformsutido na Sec¢éo 3.6.1. Isto ndo
€ uma coincidéncia. O termo ndo-linear de um sistema quasarjiem uma vizinhanca
proxima a um ponto critico, pode ser entendido como uma pegpertubacao ao sistema
linear correspondente. Logo, € bastante razoavel espa@eas qgomportamento do sistema
guase linear nas proximidades dos seus pontos criticosgsjaao dos sistemas lineares
correspondentes ligeiramente perturbados.

24



O fato mais importante a ser considerado aqui € que, excstdai®casos mais sensiveis
a perturbacéegm todos os outros casogermo ndo-linear ndo altera o tipo ou estabilidade
do ponto critico. Assim, na maioria dos casos, o tipo e a #istadbe de um sistema nao-
linear (quase linear) podem ser determinados pelo estudondeistema linear bem mais
simples.

Como este tipo de andlise sO € valido para regifes "préoximas’pdotos criticos, as
trajetérias do sistema quase linear podem ser bastantertdds das trajetérias do sistema
linear correspondente em regifes "mais distantes". No entastudar as trajetorias do
sistema sabendo como se comportam todos ou grande partewdpantos criticos é de
grande ajuda para a construcéo do retrato de fase do sistema.
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Capitulo 4

Sistemas Presa-Predador

Nesta secdo sera apresentado o modelo Lotka-Volterrgztalimais antigo dos modelos
presa-predador. Apesar de sua simplicidade, apresemtet@asticas interessantes e pode
ser utilizado para introduzir as idéias basicas da modelafgeecossistemas.

4.1 As equacoes de Lotka-Volterra

O biofisico Alfred James Lotka (1880-1949) e o matematido Vblterra (1860-1940) de
forma independente propuseram um mesmo modelo, entdo dedon otka-\Volterra, para
explicar as interacdes entre populacdes de presas e predado

As equacdes de Lotka-Volterra retratam um sistema presdagor de duas espécies
onde uma espécie, o predador, determina a abundancia daaptesa.

Como exemplo, podemos citar a interacdo entre raposas espgihninhas e pulgdes,
tubardes e peixes, linces e lebres, e etc.

Devido a interacdo entre as espécies, basicamente poderardoés situacoes:

1. coexisténcia de presas e predadores;
2. presas sao extintas e em consequéncia predadores também;
3. apenas predadores sao extintos.

E importante lembrar que um modelo que contempla a interd&apenas duas espécies
ndo € capaz de descrever completamente as relacdes qeenegigtum ecossistema. No
entanto o entendimento de modelos mais simples é o pas#&l paca a compreensao de
outros mais complicados.

4.1.1 Apresentacdo do modelo

A seguir seréa apresentado de fato o modelo Lotka-Volterra.

Denotam-se pot: = u(t) e v = v(t) as populacdes, respectivamente, da presa e do
predador em um instante de tempoPara modelar a interacdo entre as duas espécies séo
assumidas as seguintes hipoteses:

1. Na auséncia do predador, a populacdo da presa aumenta @axamaoporcional a
populacao atual. Dessa forma, se= 0, % = au, a > 0. Ondea € a taxa de
crescimento da populacédo de presas.



2. Na auséncia de presas, a populacao do predador se exiinguo taxa proporcional
a sua populacéo atual. Assim,se- 0, % = —uv, p > 0. Ondey é a taxa de morte

dos predadores.

3. O numero de encontros entre presas e predadores € dinéegoneporcional ao pro-
duto das duas populagdes. Cada um desses encontros teniie @ anéscimento da
populacao de presas e a aumentar o da populacéo de predadores

Dessa forma, a populacéo de presas sofre uma reducdede e a populacdo de
predadores é aumentada-gdev, ondea e v sdo constantes positivas e correspondem,
respectivamente, as taxas de predacao e de conversdo aatagaos predadores.

Em consequéncia dessas hipoteses, tem-se 0 seguintessiftarguacdes diferenciais:

{ W — qu — auv = ula — aw)
% = uw —pv =v(yu— p)

Note que as equac0des Lotka-Volterra formam um sistemainéar!

Construido o modelo, a proxima etapa é extrair informacoks déma maneira dbvia
de fazé-lo seria resolver as equages diferenciais emcmiar.(t) e v(t), através de uma
solugcédo numeérica, por exemplo. Entretanto, € possiveleguisinformagéao sobre o com-
portamento das solu¢des de forma analitica sem necesesat@rasolver as equacdes, 0 que
constitui uma boa abordagem inicial para o problema, pasrite uma abordagem Unica
e sistematizada para resolver equacdes nao-linearese(ddéenente de equacoes lineares).

A seguir, sera estudado um caso das equacdes Lotka-Voliigliceando as técnicas apre-
sentadas na Secéo (3.6).

4.1.2 Exemplo

Neste exemplo, serd realizado um estudo sobre os tipos de pdtico e a estabilidade
destes para a seguinte instancia de modelo Lotka-\Volterra

du _ — -
{ g u — 0.5uv u(1l —0.5v) @.1)
% = 0.25uv —0.75v = v(0.25u — 0.75)
ondeu(t) ewv(t) representam, respectivamente, as populacdes de presadmes.

O primeiro passo é identificar os pontos criticos destersist®ara isso, fazemos

&= u(1-05v) = 0
@ = p(0.25u—0.75) = 0

dt
Além dep® = (0,0), temosp' = (3,2). A seguir, vamos examinar o comportamento
local das solugfes proximas a cada ponto critico. Para qoeséja possivel € preciso que
o sistema (4.10 seja quase linear, ou seja, tenha derivadlaigip continuas até segunda
ordem. Como as fungbes(u,t) = u(l — 0.5v) e G(u,t) = v(0.25u — 0.75) s&o téo
diferenciaveis quanto necessario, o sistema 4.1 é quasar.lirSendo assim, o proximo
passo é encontrar o sistema linear correspondente

a ()= (et st () “
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onder; = u — up €x9 = v — V.
Para o ponto criticp’ = (ug,v) = (0,0), temos

a(1)=(o ) (0) “

Os autovalores e autovetores da equacéo 4.3 séo

de modo que a solugéo geral €

1 0
(1) o (3)ewn(2)e

Assim, o ponto (0,0) é um ponto de sela tanto para o sisteraarlif@.3) como para o
nao-linear (4.1), e, portanto, instavel. Quando "proxindes'(0,0), um par de trajetorias
entra na origem ao longo do eixo dos predadete3odas as outras trajetérias se afastam
guando préoximas ao ponto (0,0).

Para o ponto criticp! = (3,2), temos

d ((uvw—3 d [ u 0 -—15 U
T O DI Y

Os autovalores e autovetores neste caso sédo

7"1:@ 5(1):<_i/1\/§>

Como os autovalores sédo imaginarios puros, o ponto crificd) € um centro. Neste
caso, o0 comportamento do sistema linear pode ou n&o ser oqessistema nao-linear, de
modo que a natureza do por{t 2) ndo pode ser determinada para o sistema ndo-linear ape-
nas com a informacao dos autovalores. Quando isto acontedeym artificio para entender
0 comportamento do sistema préximo ao ponto critico é o usakhgpos de direcdes.

Aplicando uma solucao numérica para obter o campo de dseddd.1, obtemos a Fi-
gura 4.1. Podemos observar que em torno do ponto ctli@), as trajetorias séo elipticas.
Observe também que o campo de dire¢cdes comprova as corxchisizas analiticamente
sobre o ponto critico (0,0).
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Figura 4.1: Campo de Dire¢des do sistema 4.1.

30



Capitulo 5

Um Sistema Presa-Predador com Difusao

Todo o estudo ao longo das secdes anteriores sobre sisteasasgpedador levou em conta
equacdes nas quais a interacao entre as espécies era @IsitiENo acontecendo em uma
mesma regido ou sitio do espaco. Este tipo de modelo, diteesaotura espacial, trata a
populacédo de toda uma regido, que sabe-se ser extensaaérapateé, como uma entidade
Unica, desprezando as variagfes locais das populacdesef& equivalente a supor que as
populacdes se distribuem homogeneamente no espaco. A&sgine na natureza observa-se
a ocorréncia de populacdes distribuidas heterogeneamestgeus habitats, estes modelos
deixam de lado duas questdes importantes:

1. qual a influéncia desta heterogeneidade sobre a dinaasgaogpulacdes?

2. mesmo em habitats fisicamente homogéneos, observa-ggroento de heterogenei-
dades. Como podemos explicar isso? Ou seja, quais 0s meoarmissponsaveis pelo
aparecimento espontaneo da heterogeneidade? Este é @farobkema da "forma-
¢ao de padroes".

Neste trabalho, estamos especialmente interessados madseigem. A formacdo de
padrées é um fenbmeno observado em diversas areas da ci@mena fisiologia, embrio-
logia, quimica de superficies, dindmica de fluidos e etc. Emtogia tedrica ndo é diferente.

Com a finalidade de estudar estas questdes, nesta secadsssatida e apresentado um
modelo presa-predador unidimensional e fisicamente honeaeg&m mais de um sitio.

5.1 Considerac0es iniciais

Suponha que se deseja modelar a dinamica de um sistemappeesalor de um determinado
ambiente, sendo que € importante conhecer, além da dinfemgaral, a dinamica espacial
das populacfes também.

Uma maneira de abordar este problema seria dividir o ang@ntdiversos sitios e ado-
tar modelos locais para cada sitio. Quanto maior o numerdtide asados, maior seria a
precisdo do modelo. Para alcancar a precisdo maxima (ntnfaito de sitios), teriamos
gue supor o tamanho de cada sitio como sendo um infinitesevedghco e ,por consequén-
cia, o0 modelo resultante seria de natureza continua eméekag espaco. Analogamente,
para se obter uma precisdo maxima quanto aos eventos tesgoisistema, teriamos que
supor a diferenca de tempo entre dois eventos consecutvos infinitesimal. 1sso faz com
gue o modelo seja de natureza essencialmente continua.



Cada modelo local, agora infinitesimal, encapsularia agtafaticas particulares do si-
tio infinitesimal modelado, levando em conta as migracdesdieiduos entre o sitio e seus
vizinhos. A relacao de vizinhancga poderia se dar de variaeires, dependendo da dimen-
séo espacial do ambiente. Se este pudesse ser consideidideensional e homogéneo do
ponto de vista inorganico, grande parte da dificuldade destagdm diminuiria, visto que
as relacdes de vizinhanca seriam as mais simples possje&seesmo tempo, um mesmo
modelo local poderia ser usado para todos os sitios.

Uma questao importante €: como ocorre a migracdo dos indigfd A resposta para
essa pergunta, segundo Krebs (1972), é que o0 movimento pisesocorre basicamente
de modo aleatério em torno de um ou mais focos de origem e depos mecanismos de
dispersao proprios da espécie. Trabalhos experimentaianoque em geral as espécies
possuem bons mecanismos de dispersao, permitindo queisotatas e completamente
nao habitadas sejam alcancadas e povoadas em temposrettte curtos (Krebs, 1972).
Contudo, a dispersao nao ocorre apenas de maneira ale&tdrian ambiente heterogéneo,
diferencas de umidade, temperatura e radiagdo solar enséios, por exemplo, podem
tornar, em um dado instante, um sitio mais atrativo do quews\dzinhos para uma espécie,
afetando o padrao aletério de dispersdo. Se o ambiente pedeonsiderado homogéneo,
novamente a questdo € enormemente simplificada e podensideran a dispersdo como
um fendmeno de difusdo (movimento aleatdrio) de individuos

Tendo em vista estudar o problema de formacgao de padrbessaimaivez admitindo
gue investigar primeiro as instancias mais basicas de ubigma dificil € bastante Uutil e,
muitas vezes, estritamente necessario para a sua conmgeanste trabalho optou-se pela
modelagem de um ambiente espacialmente unidimensionahedémeo do ponto de vista
inorganico.

5.2 Modelo Continuo

Considere o seguinte modelo espacialmente ndo-estruturado

du U u
b — 1— =) = 5.1
dt a“( u1> 7<u+H)” ®-1)

dv Ky U
dt_au+HU’lw

onde:

t - tempo,

u - presasy - predadores,

a - taxa maxima de crescimento da populacdo de presas,
uy - capacidade suporte de presas,

~ - taxa de predacgéo,

H - nUmero de meia saturagdo de presas.

Este modelo representa um sistema presa-predador um p@isaoico e realista que o
Lotka-\Volterra (4.1.1). Diferente das equacdes Lotkaarfoh, o seu termo de crescimento
de presas € logistico e ndo exponencial. Isto significa ggteaxma populacdo maxima de
presas que o sitio pode comportar. Além disso, a interagée presas e predadores se da
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por um termo de resposta funcional do tigolling-1l, o que significa que quando o nimero
de presas cresce para um valor superior ao de meio satutigginimero de presas mortas
por cada predador para de crescer tendendo a um valor ctenstan

Note que o modelo (5.1) ndo contempla a migracao de indigidBara acrescentar isto
a modelagem, sera considerado que o movimento dos inds/mrarre de forma aleatdria,
0 que corresponde a considerar que as densidades popalacsedecem a equacdes de
difusdo. A rapidez com que a difusédo ocorre esta relacioaaltiusidade, ou constante de
difusdo (D), que pode ser diferente para espécies diferentes. Deviclmalicoes assumidas,
o0 modelo (5.1) pode ser expandido para o seguinte modelo

ou 0%u U U

o Dl@““(l—u—l)—”(wﬂ)” (5-2)
ov Pv Ky u

o D2@+7<u+ﬂ)“—ﬁ“’

O modelo acima foi estudado em Petrovskii (1999) e apredertamo um modelo mi-
nimo para a formacgéo de padrdes em um sistema presa-pretiadaas espécies. Como,
em sistemas de duas espécies, é dificil 0 aparecimento déegadegulares, o modelo 5.2
foi escolhido para ser a base deste trabalho.

O sistema (5.2) representa a dinAmica entre presas e predagho um sitia: no tempo
t com movimento aleatorio (difuséo) de individuos entre tigssiNote que o modelo base
€ um sistema continuo ndo-linear de equacdes diferenpaaisais. Agora, as equacoes
e v sdo funcbes de et. O fato das equacdes serem derivadas parciais, dificulta san
resolucao do sistema quanto a sua analise. Além dissocergplie devem ser especificadas
condicdes de contorno para o sistema, além das condi¢c@essni

5.3 Modelo Baseado em Individuos

Antecipando que em um préximo passo deste projeto gostasiae estudar se aspectos
particulares dos individuos séo alterados e, ao mesmo testpoam a dinamica do sis-
tema, o modelo continuo, além das dificuldades de solucad@lseanpossui uma grande
inconveniéncia no que se refere a introducédo destes aspeRtra ser mais especifico, a
inconveniéncia pode ser expressa na seguinte pergunta goandar informacdes particu-
lares de cada individuo em um modelo continuo? O que as tasgua esta pergunta tém
em comum é o aumento da complexidade do modelo e a perda d&fpraas estimativas.
Um modelo discreto tradicional teria 0s mesmos problemasa bhaneira de resolver esta
guestao é discretizar o modelo original e, a partir do modslereto, construir um modelo
baseado em individuoM@I ).

A discretizacdo do modelo (5.2), sem levar em conta o proagsslifusédo, resulta no
seguinte modelo discreto

U1 = U+ laut <1 — %)] h — {’y (u TH) vt] h (5.3)

K (v
Vi1 = V¢ + |:% < : ) Ut:| h — [/wt] h




onde:
t - indice discreto de tempa;- tamanho do intervalo de tempo.

O tempo agora é discreto e representado indiretamente pledcrito das varaveis e
v. O valor do subscrito destas variaveis indica quantosvakes de tempok, se passaram
desde o inicio da evolucao temporal do sistema. Similamreediscusséo da Secéo (5.1) so-
bre intervalos de tempo infinitesimais, quanto menor o \aGaar, melhor sera a aproximacgao
do sistema discreto em relacéo ao continuo sem difusao.

Se conhecemos o valor da populacéo de presas e predadores @sa instante, basta
substituirmos estes valores pare v;, respectivamente, para encontrar o valor das popula-
¢Oes no instante seguintet 1. O modelo discreto nos ensina basicamente como encontrar
os valores das popula¢des em um instante posterior, seedmghecemos os valores atuais.
O tempo real entre os instantes pode ser medido multipl@ard nimero de turnaor
hy.

O modelo discreto (5.3) abstrai basicamente dois aspea®®cprrem com as popu-
lacBes de presas e predadores: crescimento populacionaite. nvamos supor, para fins
didaticos, que o modelo (5.3) contempla também a difusdadieiduos. Desta forma, um
individuo qualquer pertencente a este sistema esta saj¢iés eventos: migracao, repro-
ducdo e morte. Como sabemos entdo, se em um determinaddenstarindividuo ira
reproduzir? Morrer? Ou ainda, mover? O modelo discreto,ocomontinuo, s6 pode dizer
guantos individuos nasceréo e quantos morrerdo em umtegaitio, 0 que ndo responde
as perguntas levantadas. A verdade, como em uma situa¢aé pee ndo se sabe exata-
mente. No entanto, usando as informacdes que temos solife e sdbm base no modelo
pré-estabelecido para ele, podemos estimar a probal@lidadcorréncia destes eventos.
Sabendo a probabilidade com a qual ocorre 0 evento, um badni@gpara decidir se ele de
fato ocorrera € comparar a sua probabilidade com um numeawdaio "sorteado"entre zero
e um. Se o numero sorteado for menor que a probabilidade adogventdo este ocorre.
Caso contrario, ndo ocorre.

Neste momento, ja parece haver um entendimento basico de poderia se construir
um modelo discreto baseado em individuos (ou agentes).t&k garuma populacao inicial,
fazendo testes de reproducéo, morte ou migracéo para aidi@uo podemos obter a con-
figuracdo da populacdo no proximo instante de tempo (ou uRRepetindo este processo
sucessivamente obtemos a dindmica populacional. Obsae/e grocesso para obtencéo
da dindmica das populagfes é em si uma simulacdo compostesfragcdes bem definidas.
Note também que devido a discussdo no paragrafo anteriogdelmem discussao é de
natureza estocastica e ndo deterministica.

Com base nas idéias discutidas anteriormente, e tomandmadgmedidas para evitar
distor¢des temporais na simulacéo, obtemos o seguintataigale simulacéo:
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Algoritmo 5.3.1 Algoritmo Discreto Estocéastico Geral de Simulacéo
Enquantawumero_iteracoes < MAXIMO_ITERACOES

Atualiza as populacdes iniciais do turno;
Atualiza as probabilidades de reproducéo e morte em cada sit
Para cada “individuo?
Sealeatorio() < Preproduzir(t)
i — reproduz();
fim Se
Sealeatorio() < Prorrer(1)
¢ — morre();
Senéo Seleatorio() < Phover(?)
i — move();
fim Se
fim Para
numero_iteracoes = numero_iteracoes + 1;

fim Enquanto

Para que seja possivel a construcdo de um programa pardaaxe@lgoritmo (5.3.1),
ainda falta determinar como seré&o calculadas as probathdgide morrer, reproduzir e mo-
ver dos individuos. Isso seréa feito usando como base os pwdehtinuo (5.2) e discreto
(5.3). Abaixo, é reescrito o modelo (5.3)

U U
U1 — Ut + |:aut (]_ — U—I):| h — |:’7 (ut _:H> Ut:| h

K u
Vg1 = Ut+|:_7( t )Ut:|h_[,uvt]h

a Ut+H

A primeira equacédo do sistema se refere a populacdo de pi€sasideranda = 1,
pode-se reescrever 0s termos desta equacao que se refersraamento e morte de presas
da seguinte forma:
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Uy [a <1 — —)} — Crescimento populacional (5.4)

Ut
Uy {7 (Ut +H)} — Morte (5.5)

De (5.4), temos que cada presa contribui para o surgimenttagepresas com o termo
a (1 — Z—i) Este termo pode assumir valores entr® e o (taxa méaxima de crescimento da
populacéo de presas). Podemos definir a probabilidade denc@@resa gere uma outra ou
"reproduza"como sendo o proprio termmél — Z—;) Analogamente, podemos definir que a

probabilidade de que uma presa morm%).

Procedendo da mesma forma para a populacao de predadores, te

Uy {ﬁ ( i )} — (C'rescimento populacional (5.6)
a \u+H

v — Morte (5.7)

De onde podemos definir a probabilidade de que um predadwothea”"comc (#)

e a probabilidade de que ele morra como

As probabilidades de migracdo de uma presa ou predador peeter@presentadas, res-
pectivamente, pelas constanée J,, as quais estao associadas indiretamente com as difusi-
dadesD; e D, do modelo continuo. Visto que o ambiente é unidimensioraiobabilidade
de um individuo mover para a esquerda ou a direita sera dada /2 ondex depende do
tipo de individuo (presa ou predador).

Dessa forma, definimos as probabilidades de ocorrénciadds tms eventos aos quais
presas e predadores estao sujeitos. Um resumo é feito mdesstalseguir.

Tabela 5.1: Presas - Fun¢des de Probabilidade do Modeloeinsc

Preproduzir (U) = CL(]_ - ull)
Pmorrer(uv U) = ’yu—:H
Pmm}er - 61

Tabela 5.2: Predadores - Fun¢des de Probabilidade do MBistoeto

Preproduzir <u> = R ufH
Pmorrer (U) = M
Pmover = 52

Note que a principio, as funcdes expostas nas tabelas 52L.réi6.sd0 por definicdo
funcdes de probabilidade, uma vez que podem assumir vaidesontidos no intervalo
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[0,1]. Neste caso, pode acontecer do modelo discreto baseadaliuos ndo ser esta-
tisticamente equivalente ao modelo continuo. Dependendmbljetivos da transformacéao
do modelo continuo, isto pode ser um problema. No caso dedtallto, a equivaléncia é
desejavel, porém néo faz parte em si do objetivo do projeto.

Agora que as regras dinamicas obedecidas pelas duas pigsilag termos algoritmi-
cos, foram estabelecidas, o proximo passo € a sua implegderntamputacional.

5.4 Notas de Implementacao

A implementacgao do algoritmo 5.3.1 foi feita usando a lirggra de programacao++ e
respeitando o paradign@aientado a objetos Isto permitiu uma maneira facil de cons-
truir um repositorios de classes reusaveis que pudessdmiabiedos e comportamentos
dos individuos, ambiente e da propria simulacdo. O prog@matruido recebe como en-
trada as propriedades do ambiente (nUmero de sitios), coaf@p inicial das populacées,
parametros do modelo discreto (taxa maxima de crescimerpicesgas, mortalidade dos pre-
dadores, taxa de predacao e etc.), condi¢cdes de contornolgerde (ciclica ou de fluxo
zero) e numero de turnos de simulagdo. Como saida sao ger@msarquivos que permi-
tem analisar a dindmica espaco-temporal do sistema. Oigmimqrograma usado durante
a andlise de dados foi Grace, um programa cientifico livre (licenca geral publica GNU)
excelente para gerar graficos, aplicar transformacfesee &élise exploratoria de dados,
entre outras funcionalidades.
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5.5 Escolha de um caso base

O modelo discreto construido possui duas variavess ] e cinco parametros(y, ui, x, H).
Em sistemas com mais de duas variaveis € comum 0 apareciohegcilacdes caoticas.
Porém em sistemas de duas variaveis, o aparecimento de ime regdtico € bastante raro.
Seguindo as recomendacdes encontradas no trabalho @katr@999), que apresenta um
modelo minimo para a formacgédo de padrdes em um sistema ymedador, foi possivel
encontrar oscilagdes cadticas na dindmica populacionptesas e predadores resultantes
espontaneamente da interacdo entre os individuos. Pardaspreciso usar um conjunto
adequado de parametros, configurar inicialmente em cadagibpulacdo de presas como
sendo igual a do ponto critico do modelo continuo e aindaifEt linearmente a populacao
inicial de predadores em torno do ponto critico. Além diseve-se que usar difusidades
iguais para presas e predadores. Isso faz com que néo aparsigéema padrdes irregula-
res do tipoTuring (Petrovskii, 1999). O conjunto de parametros utilizadas gacontrar o
regime caotico foi:

Tabela 5.3: Parametros do Caso Base

Numero de sitios 1000
Pertubacao Linear 1
Contorno Fluxo Zero
L 0.03
v 0.5
K 0.4
Uy 5000
H 2500

Com o intuito de estudar algumas propriedades do caos edas@an (Petrovskii, 1999)
(e mesmo para ter um caso de referéncia para comparacoga)jaaim parametro do sis-
tema para explorar outros comportamentos, estaremos sersgndo 0S outros parametros
como no conjunto de dados da Tabela 5.3. Por este motivo,jortorde dados da Tabela
5.3 caracteriza o caso base de simulacéo.
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Figura 5.1: Sistema Presa-Predador com Difusao - CASO BA&#@ORs irregulares pre-
dominam no sistema. Legenda: linha preta para presas e herpara predadores. (a)
Diagrama de Fase. (b) Dinamica temporal das presas. (cpizad&emporal dos predado-
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res. (d) Distribuicéo espacial de presas e predadores srutrés diferentes.
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5.6 Variacao da taxa de morte

A taxa de morte dos predadorgg € um parametro muito importante para o sistema, pois
regula o tempo médio de vida de um predador. Nesta secaosg@esentados 0s casos mais
representativos encontrados mediante a variacdo destaAm disso, sera mostrado um
quadro geral, caracterizando a dindmica do sistema emdutgéortalidade dos predado-

res.

2 C
5 7e+05—
© -
© C
g 5e+05—
o C
3e+05
0 2e+05 4e+05
Presas

(b)

0 500 1000 1500 2000

Turno
[
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§ £ 1000 —
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o 500
o |
4e+OE 1 | 1 | 1 | 1 O 1 | 1 1 | 1
500 1000 1500 2000 0 200 400 600 800 1000
Turno Sitio

Figura 5.2: Diminuicao da taxa de mortalidgde= 0.01. Padrdes irregulares predominam
no sistema. Linha preta para presas e vermelha para predad@) Diagrama de Fase.
(b) Dindmica temporal das presas. (c) Dinamica temporapdedadores. (d) Distribuicéo

espacial de presas e predadores em trés turnos diferentes.

A Figura 5.3 representa um caso interessante, onde umhilitistde espacial na popula-
¢cao de presas, a medida em que se propaga, reduz drastieanmémhero de predadores do
dominio. O sistema acaba se estabilizando em um ponto fixquala situacdo das presas
€ bastante confortavel.
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Figura 5.3: Aumento da taxa de mortalidade- 0.09. Sistema converge para um no estavel
apos aproximadamente 25 mil turnos. Linha preta para peesa@smelha para predado-
res. (a) Diagrama de Fase. (b) Dinamica temporal das présgBinamica temporal dos
predadores. (d) Distribuicdo espacial de presas e preemdar trés turnos diferentes.
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Figura 5.4: Dinamica do modelo em funcéo da taxa de mortédidims predadoreg).
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5.7 Variacao da taxa de predacéao

Ataxa de predacdao € o principal parametro dos termos dagéteentre presas e predadores.
A seguir, é apresentado um quadro geral da dinamica do sistemfuncdo da taxa de
predacéo.

2e+0 T T T T

T
0000
ouwn

1.5e+06— =

le+06[— —

Predadores

5e+05— —

Il I Il I Il I Il
O0 5e+05 le+06 1.5e+06 2e+

Presas

Figura 5.5: Dinamica do modelo em funcéo da taxa de predagsiprédadoresy).
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5.8 Variacao do tamanho do dominio

Quanto ao tamanho do dominio, casos significativamenteedifes do caso base foram en-
contrados ao se reduzir bastante o numero de sitios do ambiminuindo-se suficien-
temente o dominio, os padrdes irregulares observados mobeae deixam de existir. O
sistema converge para um né estavel, sendo que a distobesgacial € heterogenea.
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Figura 5.6: Diminuicdo do dominio de 1000 para 50 sitioshhipreta para presas e verme-
Iha para predadores. (a) Diagrama de Fase. (b) Dinamicatahgas presas. (c) Dinamica
temporal dos predadores. (d) Distribuicdo espacial deapregpredadores em trés turnos
diferentes.
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5.9 \Variacao das condi¢des de contorno

Variando as condi¢cfes de contorno, um mesmo sistema poelseaypar caracteristicas bas-
tante diferentes. Para ilustrar isso, sera mostrado otagsutle uma simulacdo que tem os
mesmos parametros do caso da Figura 5.6, porém possui @eadle contorno ciclicas ao

invés de condicdes de fluxo zero.
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Figura 5.7: 50 sitios e condi¢des de contorno ciclicas. d_jmeta para presas e vermelha
para predadores. (a) Diagrama de Fase. (b) Dinamica tehgasresas. (c) Dinamica
temporal dos predadores. (d) Distribuicdo espacial deapregpredadores em trés turnos
diferentes.
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Capitulo 6

Evolucao Biologica

De forma geral, evolugdo € um processo qualquer de mudanigngo do tempo. No
contexto de ciéncia natural, evolucdo é a mudanca nas edslicias de organismos Vivos
ao longo das geracgdes, incluindo o surgimento de novasiesp&esde o desenvolvimento
da genética moderna na primeira metade do século 20, a éeolap sido definida mais
especificamente como a mudanca na frequéncia de alelos deoypmiac&o de uma geragao
para a proxima.

Teorias sobre como se d& a evolucéo das espécies vem semidaftas desde a anti-
guidade, porém as abordagens desprovidas de influéncianeasrreligiosas ou misticas
s6 comecaram a surgir no século 19. Nesta secao serdo dpdeseas principais teorias
evolucionarias modernas. Uma histéria que se passa ndesé&ue 20.



6.1 Lamarkismo

O Lamarkismo foi desenvolvido pelo naturalista francésRaptiste Pierre Antoine de Mo-
net, o Cavaleiro de Lamarck, no inicio do século 19 e prega sjoaracteristicas adquiridas
por um organismo durante seu tempo de vida podem ser pagsadass seus descendentes.
Esta foi a primeira teoria evolucionaria a tratar a evolugdimo consequéncia da agcao de
leis naturais e ndo de intervencéo miraculosa ou divina.

Lamark baseou a sua teoria em duas observacgoes:

1. Uso e desuso - individuos perdem caracteristicas queraéisgm (ou usam) e desen-
volvem caracteristicas que sao Uteis.

2. Heranga de caracteristicas adquiridas - individuosanerals caracteristicas de seus
ancestrais.

Exemplos de Lamarkismo incluiriam:

e Girafas esticando seus pescoc¢os para alcancar arvoresltaajsfortalecendo e gra-
dualmente aumentando o tamanho dos seus pescocos. A pssksdgrafas teriam
pescocos ligeiramente maiores.

e Pessoas expostas repetidamente aos fortes raios do siweatgma coloracdo de pele
mais escura. Passando para seus descendentes esta nmémifacatpngo de muitas
geracdes, a cor da pele da populacédo seria sensivelmerdesstaira do que a das
primeiras geragoes.

Este conceito de heranca de modificacbes, embora ndo camplatie desacreditado,
tem a seu favor tdo pouca evidéncia que raros biélogos atuainitem como um fator
Importante na evolucéao.

6.2 A Teoria da Evolucéo de Darwin

Em 1859, o naturalista britanico Charles Darwin publicowmli'A Origem das Espécies”,
onde defende um novo mecanismo de evolu¢do. Mediante elgdencuidadosa de va-
rias espécies , Darwin convenceu-se de que os individuosiaguepr populagcéao diferem
ligeiramente um do outro em muitas caracteristicas, indluiaquelas que contribuem para
a adaptacdo. Fez, consequentemente a deducao l6gica ds taieres que controlam o
ndamero de individuos em uma espécie agem mais fortementgueogstéo relativamente
mal-adaptados e favorecem aqueles que estdo melhor aolepimdeu ambiente. Uma vez
gue estes individuos favorecidos deixardo um maior nimerdedcendentes do que seus
similares menos bem adaptados, este processeldedo natura) prolongado por varias
geracoes, deveria implicar adaptacOes constantes mdgstgere complexas, produzindo
desta forma evolucéo progressiva.

Segundo a teoria de Darwin, todas as espécies estao ligadaspancestral comum,
na origem da vida, e a selecéo natural é o principal mecan&navolucdo. Por envolver
a origem da vida humana também, o impacto social da Teoriarola¢&o foi grande, pois
ela contrariava as explicacdes criacionistas (preseat@hiia e no Alcordo, por exemplo)
para a criagao da vida e do homem.
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Darwin possuia um rico conjunto de dados de campo que masia a suas idéias
tinha fundamento. No entanto, sua teoria apresentava uio pastante fragil. Ele des-
conhecia tudo a respeito das causas da variacao heredit&ti@as opinides a respeito ndo
eram nem ldgicas e nem coerentes. Na época, consideragassstancias hereditarias
como de natureza fluida e o carater intermediario de hibedbo® ragas ou criagbes como
resultante da mistura, em seus corpos, de fluidos dos astead€om essa concepcao de
hereditariedade, ndo era possivel explicar a variabdidemteditaria sugerida por Darwin.

6.3 O impacto do Mendelismo e a Teoria Sintética

A idéia de que a hereditariedade é determinada néo por flmidsgor particulas genéticas
ja tinha sido comprovada nas experiéncias de Gregor Merféletém, este trabalho néo
era conhecido. Sé por volta de 1900, com a redescoberta idadeldereditariedade de
Gregor Mendel foi retomada de forma correta os estudos $wyedlitariedade e variacao
hereditaria. A identificacdo com a selecdo natural de Dandim se deu imediatamente.
Somente nas décadas de 1920 e 1930, os principios menddliar@reditariedade foram
corretamente aplicados a populacdes e utilizados par&axpl variabilidade genética na
natureza. A moderna teoria sintética dos processos exadidio resultado deste estudo.

6.4 Fontes de Variabilidade Genética

As diferencas que existem entre os individuos de uma pdpulde organismos com fer-

tilizagdo cruzada é impressionante. Entre as arvores deflareata, entre o gado de uma

pastagem ou ainda um grupo de pessoas em uma sala, ndo elogtendividuos idénticos.
A variabilidade fenotipica em populacfes tem trés comp@sen

1. modificacdo ambiental (nutricdo, doencas e outros faemientais)
2. recombinacado genética

3. mutacao

(1) e (2) contribuem para a maior parte da variacdo encangadqualquer populacao
natural. A modificacdo ambiental € maior em organismostsgjai violentas flutuacdes em
seus ambientes, sendo que na maioria das vezes as diferesghantes sdo estritamente
fenotipicas. Modificacfes genéticas por adaptacdo ao atebéstao restritas a algumas
plantas e microrganismos nos quais nao ocorre separacééldis germinativas de células
e tecidos do corpo em um estégio inicial do desenvolvimemtborionério. Ja em animais
superiores, esta separacao ocorre, inviabilizando quamgag em células somaticas afetem
células germinativas. E importante salientar que mesmargamismos que sofrem variagao
genética por adaptacdo ao ambiente, esta variacao € legstgniena e nao significativa para
a evolucao da espécie.

Entende-se por mutacado todos os tipos de alteracfes nos, @eOBOSSOMOS, OU OU-
tras particulas hereditarias que tem efeito permanentematipo. Mutacdes podem ocorrer
de forma espontanea ou induzida, através do uso de radiacsigbstancias quimicas que
possuem efeitos especificos no acido desoxirribonuclBibid\j. Geralmente ocorrem com
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baixissima frequéncia e por isso s6 sdo relevantes paraabiidade genética de uma es-
pécie considerando um longo periodo de tempo (muitas gespcBs mutacdes poderiam
ter uma influéncia direta na taxa e na direcdo da evolucau®xamente se ocorressem
em um panorama genético essencialmente homogéneo, istoutna populacdo de indivi-
duos geneticamente semelhantes e homozigotos para osgaiseésportantes referentes a
adaptacdo.

Em cada espécie, todas as caracteristicas inerentes &éeaggendem cada uma de um
conjunto de genes e suas relagbes. Dependendo das possiabisacdes de um conjunto
de genes e do relacionamento destes, os individuos daegpéesentam variacées na carac-
teristica em questao. O processo pelo qual a combinacamdse da prole se torna diferente
da combinacéo dos ascendentes é denominado recombinag@cge este processo é o
grande fornecedor de variabilidade genética para a sefexgécal.

6.5 Tipos de Selecao Natural

Sob condi¢bes estaveis, individuatermediarios(isto €, com gendétipo mais frequente) de
uma populagéo tipicamente deixam mais descendentes gua@noggenotipo menos fre-
quente). E dito que eles s&o melhor adaptados. A adaptatelide um individuo é medida
pela proporcéo do seu gendtipo no conjunto de gendtipospldgi#io. Este tipo de selecao,
no qual um fendtipo médio prevalece continuamente, dermsiselecdo estabilizadora
Em um ambiente estavel, a recombinacéo genética aumenti@acia da populacdo a cada
geracao, ao passo que a selecao estabilizadora a reduppadiawdamente o mesmo valor
da geracao anterior.

Entretanto, em um ambiente dinamico, individuos interreipodem nao ser 0s mais
bem adaptados da populacdo. Em tal situacdo, osetegdo direcionaé a média popu-
lacional tende a um novo fenétipo que € melhor adaptado ao ambiente. No final, a
menos que 0 ambiente continue a mudar, um equilibrio é adango qual a populacao esta
reajustada ao novo ambiente. A partir desse instasteegéo estabilizadorantra em acao.

Um terceiro tipo de selecaselecdo disruptivaocorre quando um ou mais fenétipos com
grande adaptabilidade estdo separados por fenétiposgdérios de menor adaptabilidade.
Isso usualmente acontece em ambientes claramente heteosgéom um namero discreto
de regides diferentes.
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Figura 6.1: Tipos de selecdo natural. A primeira linha nagsém um tempo inicial, o
histograma dos individuos de uma populacdo em relacdo andtige. A segunda linha
mostra a situacdo em um tempo posterior. (a) Selecao ezaaloita (b) Selecao direcional.
(d) Selecao disruptiva.
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Capitulo 7

Introduzindo Variabilidade Hereditaria

Na Secéo 5, foi apresentado e construido um modelo dis@gttodstico baseado em auto-
mato celular para simular a interacéo entre presas e pretaelm um ambiente unidimen-
sional com mais de um sitio. Imagine que agora, além de podganentre os sitios, um
individuo quando reproduzir podera gerar "filhos"um poucacsmegpidos ou lentos do que
ele préprio. Seréa que a introducéo desta variabilidade migiduos provocaré alteracdes
na dinamica original do sistema? Um outro aspecto intenéssaser questionado € se a
variacdo nas mobilidades trara vantagem adaptativa pguanajrupo de individuos dentro
das populacdes. Caso haja pressao seletiva, existe algphtwaedio para o seu surgimento
2

Nesta secao, sera introduzido no modelo uma variacdo témiadaleatdria na mobi-
lidade dos individuos. Depois, alteracbes em relacdo &ensdsoriginal e ocorréncia de
selecdo natural serdo investigados.



7.1 Novo Modelo

Aintroducéo da variacéo hereditaria pode ser feita de foramsparente em relacao as outras
caracteristicas do modelo. Isso foi possivel gracas a mgeel dos individuos em uma
estrutura de dadadasse Para alterar o modelo original de forma a obter-se o nowipba
alterar internamente o métodeproduzirda classdndividuo. Assim, quando o algoritmo
de simulacgéo é executado e o métogjoroduzirde um objetdndividuoé chamado, entéo é
gerado um novo objetmdividuocom mobilidade aleatoriamente maior ou menor que a do
objeto "pai”.

A mobilidade de um individuo filho é calculada da seguintentor

5filho = pai+ aleak(;MAX

onde:
aleat - nUmero aleatério entrel e 1;
damax - variagdo maxima na mobilidade de "pai”para "filho".

Um estudo sobre o efeito de diferentes valores da consignte € realizado na Secéo
7.7.

7.2 Caso base do novo modelo

No novo modelo s6 foram introduzidos dois parametros, a lidabie do individuoq) e a
variacdo maxima da mobilidadé,{,x). Sendo assim, o caso base do novo modelo acres-
centa ao caso base anterior o paraméfrex = 0.01 e a mobilidade inicial{,,) de0.3 para
presas e predadores.

Tabela 7.1: Parametros do Caso Base do Modelo com Varibilidadeditaria

Nuamero de sitios 1000
Pertubacao Linear 1
Contorno Fluxo Zero
1 0.03
vy 0.5
K 0.4
Uy 5000
H 2500
OMAX 0.01
Sto 0.3

A Figura 7.1 mostra o comportamento do novo caso base. Eleeéiga com a caso
base anterior, porém possui padrdes irregulares mais ricos
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Figura 7.1: Sistema Presa-Predador com Difuséo e Vadabii Hereditaria - CASO BASE.
Padrdes irregulares predominam no sistema. Legenda: pirgta para presas e vermelha
para predadores. (a) Diagrama de Fase. (b) Dinamica tehgesaresas. (c) Dinamica
temporal dos predadores. (d) Distribuicdo espacial deapregpredadores em trés turnos
diferentes.
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Quanto a mobilidade dos individuos, foi observado no nowo ¢tmse uma pressao se-
letiva no sentido de favorecer individuos com maior mohdiel. Devido as caracteristicas
do modelo, esta vantagem adaptativa conferida a indivithass rdpidos € completamente
espontanea. No modelo, a probabilidade com que um indivitaroe ou reproduz ndo de-
pende explicitamente da sua mobilidade. As probabilidadfsidas dependem de onde
o individuo esta, ou seja, a sua posicdo. A relacdo entreliohede e posicdo € indireta.
Quanto maior a mobilidade de um individuo, maior sera a sfus&b no meio. Sendo
assim, se temos um grupo de individuos com alta mobilidaste, grupo deveré estar es-
palhado pelo ambiente de maneira mais uniforme que gruposneobilidades menores.
Dessa forma, grupos de individuos com maior mobilidadaremais chances de sobrevi-
ver a instabilidades locais do ambiente e, a0 mesmo tempstdeem regides do ambiente
favoraveis a reproducéo.

Apesar de ja haver uma compreensdao basica de por que ocefezacsnatural no mo-
delo, devemos investigar os outros casos pra entender naslsaas particularidades e como
ela ocorre.

Mobilidade
=
[0)]
I
|

0.4 —

02 Il I Il I Il I Il I Il
0 100 200 300 400 500

Turno/100

Figura 7.2: Evolucao da média de mobilidade das populagieaso base. Linha preta para
presas e vermelha para predadores.
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7.3 Variacao da taxa de morte

Quanto a taxa de morte, comparando a dinamica dos sistemags@bilidade e com va-
riabilidade hereditaria de mobilidade, pode-se obserifarahcas em poucos casos. Um
destes casos ocorre quande= 0.09. Para esta configuragéo, a formagéo e propagacao de
uma instabilidade na fase transiente do sistema, comowatkena Figura 5.3, ndo ocorre
mais. Com a introducgéo da variabilidade, o sistema se dgthilais cedo e em um ponto
gue favorece a populacéo de predadores em relacéo a situaeéior.

9e+0 : I . I . ' ' | '

— 0.01
— 0.03
— 0.06

0.08
— 0.09

Predadores

I | I |
0 5e+05 1le+06 1.5e+06 2e+06 2.5e+06 3€
Presas

Figura 7.3: Dinamica do sistema em funcao da taxa de Mozidédidie predadoreg)
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Em relacdo a mobilidade média das populacdes, pode-sevabsena pressao seletiva
completamente espontanea no sentido de favorecer osdads/com maior mobilidade de
ambas as populagdes. Aumentando-se a taxa de morte dosignesjaesta pressao vai
diminuindo até praticamente deixar de existir, como ewdsio na Figura 7.4.

Presas

0.01
— 0.03
0.06
— 0.08
— 0.09

Mobilidade

0.2 Il I Il I Il
0 100 200 300 400 500

Predadores

o

Mobilidade
o

0.2 Il I Il I Il
0 100 200 300 400 500

turnos/100

Figura 7.4: Evolucdo da média de mobilidade das populagddsimcao da taxa de Morta-
lidade ().
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7.4 Variacao da taxa de predacéao

A taxa de predacéo esta positivamente correlacionada caioomédio de mobilidade das
populacdes. A populacdo de presas responde mais rapidaaeatimento da taxa do que
a populacéo de predadores. Além disso, a mobilidade daaspessa restrita a duas fases
predominantes, uma de baixa mobilidade e uma de alta. Farayaey um pouco maiores
que0.2, a mobilidade das presas tende a um valor alto e constamtev&lares dey abaixo

de 0.2, praticamente ndo existe pressao seletiva no sentido dersaima mobilidade das
presas.

Presas
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Mobilidade

CO0000000
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Figura 7.5: Evolucdo da média de mobilidade das populagtidarecdo da taxa de Predacéo
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Figura 7.6: Dinamica do novo modelo em funcdo da taxa de p&eddos predadores)(

7.5 Variacao do tamanho do dominio

Na Figura 7.7, sdo comparados dois casos que possuem coandifeienca, o numero de
sitios do ambiente. A dindmica temporal e espacial dos c@&osquivalentes aos apresenta-
dos nas figuras 5.6 (50 sitios) e 5.1 (1000 sitios). A dinaespacial destes casos apresenta
padrdes irregulares estaveis e instaveis, respectivament
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Figura 7.7: Evolucdo da média de mobilidade das populagdetiecdo do tamanho do
dominio. Vermelho, 50 sitios. Preto, 1000 sitios.

7.6 Vantagem Inicial de Mobilidade

Oferecer vantagem inicial de mobilidade, na grande maglm$acasos, néo trouxe mudancgas
significativas para a dinamica espacgo-temporal assiatdticsistema. A Figura 7.8 ilustra
duas simula¢des com 0 mesmo conjunto de parametros, exoetoilidade inicial de presas

e predadores. Usando os parametros do caso base do noveifiadela 7.1), obtemos que
a mobilidade final alcangada pelas populagdes nunca excedbibidade final alcancada no
préprio caso base (em torno de)). Isto indica a existéncia de um valor maximo para a
mobilidade de ambas as populacdes.
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Figura 7.8: Evolucdo da média de mobilidade das populagies/antagem inicial. Linha
azul indica o caso em que as presas tiveram vantagem inidiaha vermelha, os predado-
res.

7.7 Variacdo Maxima de Mobilidade

Aumentando o valor maximo de variacdo na mobilidade hergdjtpode-se perceber que
o tempo para que a média de mobilidade das popula¢fes estalirhinui. O aumento de
0y ax tem o efeito de aumentar a largura da base de distribuic@&ndépos das populacdes,
0 que pode fazer com que a média de mobilidade diminua.
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Figura 7.9: Evolucéo da média de mobilidade das populagidsregdo da variagdo maxima
de mobilidade dy;4x). Linha pretad,;ax = 0.001; linha verded,;ax = 0.01 e linha
vermelhad; ax = 0.1.
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Capitulo 8

Conclusodes

No inicio deste trabalho, estudamos o processo de modeldgeaistemas dinamicos, mais
especificamente, sistemas presa-predador. Deu-se destdgaria de equacgdes diferenci-
ais e, como consequéncia, conceitos importantes para demento de qualquer sistema
dindmico, como pontos criticos, trajetorias e estabikdddram abordados. A teoria de
equacdes diferenciais também permitiu classificar os megeksa-predador apresentados
e, dessa forma, analisar a dificuldade de resolvé-los. Aprans que equacdes nao-lineares,
sobretudo quando parciais, sdo bem mais dificeis de solce na maioria das vezes, nao
existem métodos analiticos de solucdo. Estudamos tambeémsequm sistema de equacdes
nao-lineares ordinarias de primeira ordem for quase4ljreddo 0 seu comportamento pro-
Ximo aos pontos criticos, na maioria dos casos, podera seisfr através da analise do
sistema linear correspondente.

No passo seguinte, discutimos e definimos um modelo prestgor estruturado espa-
cialmente com difusdo. Foi estabelecido também que as @@esliniciais e de contorno
do sistema, para o caso base, seriam escolhidas de formaafigeiar as condigdes mini-
mas necessarias para obtencdo de um regime caético, sezgpetnficado em (Petrovskii,
1999). Devido a intencdo de, em um proximo passo do projateduzirmos caracteristicas
proprias de cada individuo no modelo, optou-se pela imphkagéo de um modelo discreto
baseado em individuos.

Foi observada a formagéo de padrdes tanto na dinamica tehtp@anto na dindmica
espacial do modelo com difusdo. Os parametros variadomfguancipalmente, as taxas
de morte dos predadores e de predacdo. Padrdes regulamesdncontrados em alguns
extremos do intervalo de variacdo dos parametros refeeidasibém com a diminuicdo do
tamanho do dominio. Houve casos em que o sistema convengwpand estavel com
distribuicdo espacial heterogénea e invariavel, Figu8aAs condi¢des de contorno, como
mostrado na Secao 5.7, também se mostraram importantes gigs@mica espago-temporal
do sistema.

Para finalizar a modelagem, a mobilidade passou a ser umetaréstica propria de
cada individuo. Além disso, foi introduzida uma varialalig hereditaria aleatéria quanto a
mobilidade na "reproducdo”. Um individuo "filho" passou a sggifamente mais lento ou
mais rapido que o seu "pai".

Com aintroducéo da variabilidade hereditaria, o novo siateam geral, apresentou pa-
drdes irregulares mais complexos que os observados. AlEso,die mostrou mais estavel,
em relacdo ao modelo anterior, nos extremos dos intervalearth¢cdo dos parametros. llus-
trando isto, para os mesmos parametros em que o modelo,sapmnadifusdo, apresentou



extingdo das espécies (Figura 55+ 0.9), ou demoradas fases transientes (Figura 5.3), 0
novo modelo apresentou coexisténcia das espécies (Figuyra # 0.9) e fases transientes
curtas (Figura 7.3y = 0.9), respectivamente.

A insercao da variabilidade hereditaria possibilitou éatua ocorréncia de pressdes se-
letivas no sistema. Apenas em poucos casos nao foi obsgrkesifio seletiva significativa.
Na grande maioria dos casos, constatou-se selecdo natutgloddirecional, no sentido
de favorecer individuos com maior mobilidade. Isso ocaroeno explicado na Sec¢éo 7.2,
porque grupos de individuos com alta mobilidade tendem asgallear de maneira mais
uniforme pelo dominio, o que 0s torna mais aptos a sobrerver perturbacdes locais do
ambiente e, a0 mesmo tempo, a estarem presentes nas regidesiohio mais propicias
a reproducdo. Atraveés desta linha de pensamento, é iotaitiggar a conclusdo de que o
anico pré-requisito necessario para a ocorréncia de res$gtiva, neste modelo, é a distri-
buicdo espacial irregular ou heterogénea das populac8ts Eima conclusédo importante.
Ela permite entender porque ocorre selecao natural, mesnoagos onde a dinamica tem-
poral € um no estavel. Neste casos, observa-se que a dignl@spacial de cada populacéo,
apesar de assintoticamente invariavel, € irregular. Destea, para ocorrer pressao seletiva,
nao é preciso que as séries temporais das populacdes sejguaiares, mas somente que
haja formacéo de padrbes na distribuicdo espacial dasayijas.

Analisando como ocorre a evolugdo das médias de mobilidasi@apulacdes, foi ob-
servada a existéncia de um limite maximo para a mobilidadkaias espécies em torno de
(6 = 0.9). Este € um aspecto interessante, visto que, apesar ddadadbireal maxima que
pode ser atingida no modelo seo modelo ndo limita a mobilidade dos individuos. dsto
pode indicar que existe uma média de mobilidade que otimsrdeevivéncia e reproducéo
das populacdes e que, além disso, esta média néo é trivialmemédia maxima possivel no
modelo. Esta questéo precisa ser melhor investigada.

Variando-se a taxa de predac&g ¢le forma crescente, conforme descrito na Secéo 7.4,
foi observada uma transicéo de fase na evolucdo média ddicadies das presas. Na fase
inicial, ndo ha praticamente pressao seletiva. Para wattee um pouco acima de.2, a
mobilidade das presas passa a ser pressionada para umltiacanstante.

Quanto a modelagem computacional do problema, um projéatado a objetos se
mostrou perfeito para abstrair as caracteristicas do amehisndividuos e simulacéo, ele-
mentos basicos para a implementacdo do modelo baseado idund (MBI ) da Secéo
5.3. Além disso, por ser um tipo de projeto baseado em conmpesefoi possivel expandir
sua complexidade sem afetar muito os componentes ja imptaduees.

Como sugestéao para futuros trabalhos, poderia-se expadutireasao espacial do mo-
delo para duas ou trés dimensdes, 0 que possibilitaria dedeiuma enorme variedade de
formacédo de padrdes e comportamentos evolutivos. Aperasda uma ressalva, para que
o desempenho das simula¢des de duas e trés dimensdesiskjtosat, provavelmente teria
que ser implementado um algoritmo paralelo para o problema.
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