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RESUMO

Dados circulares estdo presentes em diversos fendmenos, na orientacdo do voo dos pdssaros, di-
recdo dos ventos, além disso algumas medidas podem ser transformadas em angulares, como o0s
horérios, meses e dias da semana. Através da estatistica circular é possivel fornecer resultados
mais adequados para tais situacdes. Os modelos de regressdo adaptados para a estatistica circular
podem ser classificados como linear-circular, circular-linear e circular-circular, de acordo com a
caracteristica das varidveis explicativas ou resposta estarem situadas na reta real ou em uma circun-
feréncia de um circulo unitario. Neste trabalho, foi feito, inicialmente, uma revisao dos principais
aspectos da estatistica circular e seus modelos de regressao, realizando-se a utilizacao de planilhas
provenientes de dados de coordenadas geogréficas e meteoroldgicos. Por fim, fez-se uma proposta
de utilizagdao de um modelo de regressao cuja resposta € uma medida situada na reta real (linear) e a
varidvel explicativa € uma medida angular (circular) no contexto da andlise de sobrevivéncia, com
o objetivo de se estudar o tempo para o inicio de atendimento as vitimas de acidentes em rodovias
no estado de Minas Gerais. O Modelo log-normal foi utilizado para modelar a varidvel resposta,
sendo a covariavel circular com censura. O ajuste mostrou-se satisfatorio, evidenciando que a esta-
tistica para dados circulares associada a andlise de sobrevivéncia € uma excelente ferramenta para
este tipo de estudo.

Palavras-chave: Andlise de sobrevivéncia. Covaridvel circular. Coordenadas geograficas. Acidentes
de transito.



ABSTRACT

Circular data are present in several phenomena, in the orientation of birds’ flight, wind direction,
in addition some measures can be transformed into angular ones, such as times, months and days
of the week. Through circular statistics it is possible to provide more adequate results for such
situations. Regression models adapted for circular statistics can be classified as linear-circular,
circular-linear and circular-circular, according to whether the explanatory or response variables
are located on the real line or on a circumference of a unit circle. In this research, initially, a
review of the main aspects of circular statistics and their regression models was carried out, using
spreadsheets from geographic and meteorological coordinate data. Finally, a proposal was made
for the use of a regression model whose response is a measure located on the real line (linear) and
the explanatory variable is an angular measure (circular) in the context of survival analysis, with
the aim of to study the time for the beginning of assistance to victims of accidents on highways in
the state of Minas Gerais. The log-normal model was used to model the response variable, with the
circular covariate being censored. The fit was satisfactory, showing that statistics for circular data
associated with survival analysis is an excellent tool for this type of study.

Keywords: Survival analysis. Circular covariate. Geographic coordinates. Traffic accidents.
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1 INTRODUCAO

Dados circulares sd@o aqueles medidos no circulo e seus valores dados em graus ou radia-
nos. Os dados circulares sdao medidos na circunferéncia e os dados lineares na reta real. Eles s@o
utilizados em diversas dreas como: zootecnia, medicina, astronomia, fisica, biologia, psicologia,
entre outras.

A presenga de periodicidade pode ser observada na dire¢do dos voos dos péssaros, no com-
portamento de animais em resposta a alguns estimulos, na direcao do ventos e das correntes mari-
timas e podem ser medidos em graus ou radianos. Dados referentes a dias do ano, meses, horérios,
também podem ser facilmente convertidos em medidas circulares por meio de transformacao apro-
priada.

A andlise dos dados circulares ou direcionais nao € feita da mesma maneira em que sio
analisados os dados na reta real. Exemplificando, se os angulos 5°, 0°, 355°, fossem tratados como
lineares, poderia se chegar a conclusdo que a média € 120°. Mas, neste caso, avaliando a distribui¢@o
dos pontos no circulo, nota-se que a média circular € 0°. Afim de que se obtenha um resultado mais
confidvel, dados que envolvem angulos ou medidas direcionais deveriam ser analisados por meio
da estatistica circular.

Os dados circulares podem ser representados de maneiras diferentes, e podem estar relaci-
onados com direcao, neste caso a orientacdo utilizada serd geografica, e o zero estard no ponto em
que representa o polo Norte; como também referir-se a hordrios do dia, neste caso, cada hora do
dia estard associada a uma medida angular que pode ser medida em graus ou radianos. Ou, se é
diretamente um angulo, pode ser situada no ciclo trigonométrico, utilizando o sentido horério ou
anti-hordrio.

Assim como nos dados lineares, nos angulares tém-se as medidas de posi¢do, dispersdo e
modelos proprios de distribui¢do de probabilidade, bem como adptag¢des para modelos de regressao.

Medidas circulares podem ser analisadas utilizando técnicas estatisticas como por exemplo
modelos de regressdo. Porém os modelos de regressao sdo classificados de acordo com as varidveis
envolvidas, sendo que, se ela € uma medida situada na reta real (serd chamada linear) ou na circun-

feréncia (ou circular). Assim, os modelos de regressao serdo chamados de linear-circular (a varidvel
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resposta € linear e a explicativa circular), circular-linear (a resposta € circular e a explicativa linear)

ou circular-circular (as varidveis resposta e explicativa sao medidas circulares).

Os objetivos deste trabalho sdo fazer uma revisdo de literatura sobre a drea da estatistica
para dados circulares e sua utiliza¢do, dando &nfase para as aplica¢des na andlise de sobrevivéncia
e propor a utilizacdo do modelo de regressao linear - circular na andlise de sobrevivéncia. Neste
modelo as varidveis explicativas sdo circulares e a resposta € a duracdo (ou tempo) para que os
atendimentos as vitimas seja iniciado, portanto, um nimero real, ou seja, pertence ao conjunto dos
numeros reais R.

O trabalho foi organizado em duas partes capitulos. Na primeira hd uma revisao bibliogra-
fica sobre estatistica circular: Algumas defini¢des e modelos de probabilidade para o caso em que
a varidvel aleatoria € circular, como também algumas propriedades, e a andlise de sobrevivéncia.
Em seguida os modelos de regressdo tanto para dados circulares e na andlise de sobrevivéncia sao
estudados. Na segunda parte sdo apresentados quatro artigos desenvolvidos de acordo com a teoria
abordada no capitulo 1. O primeiro artigo apresenta a estatistica circular descritiva de um conjunto
de dados envolvendo coordenadas geograficas, a partir da longitude e latitude. Foram obtidos os
angulos entre cidades para verificar a distribui¢do das cidades de origem dos alunos do Profmat
(Mestrado profissional em matematica) e o local de estudo, a cidade de S@o Jodo del Rei, ja que
foi avaliado o curso ministrado no campus Santo Antonio da Universidade Federal de Sao Jodo del
Rei (UFSJ).

Além da estatistica descritiva, a correlacio e regressao circular foram abordadas no segundo
artigo utilizando o banco de dados meteorolégicos obtido no site do INMET (Instituto nacional de
meteorologia) referente aos anos de 2020 e 2021.

No terceiro artigo a €nfase foi trabalhar o mesmo banco de dados do segundo artigo, uti-
lizando no entanto, a teoria de andlise de sobrevivéncia, através de uma extensiao do modelo de
regressao semi- paramétrico de Cox, denominado modelo AG. E finalmente no artigo quatro fez-
se uma proposta de abordagem de utilizacdo de modelo de regressao linear-circular na andlise de
sobrevivéncia. A proposta foi avaliar o tempo até o inicio do atendimento de ocorréncias de aci-
dentes de transito, sendo esta a varidvel resposta linear que foi relacionada ao horario do acidente

estudado, como uma medida angular. Os registros incompletos ou com tempo superior a 12 horas
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foram tratados como sendo censurados. O banco de dados refere-se ao atendimento de ocorréncia

de acidentes de transito, em que a varidvel de estudo foi o tempo até o atendimento da ocorréncia.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo serdo considerados alguns aspectos da estatistica para dados circulares, in-
cluindo a estatistica circular descritiva, distribui¢do de probabilidades e modelos de regressao.

Além disso, sera feita uma revisdo dos conceitos basicos da analise de sobrevivéncia.

2.1 Estatistica com dados circulares

Dados circulares sdo apropriados para a andlise de informacgdes cuja medida € angular. Estes
dados estdo presentes em informagdes relacionadas como por exemplo dire¢do dos ventos e voos
dos passaros, ou medidas que sdo resultantes de dados lineares, provenientes da reta real, mas que
pode ser convertidos em circulares, como hordrios, dias e meses do ano. Os dados podem ser
medidos em graus ou em radianos.

Cada observacdo circular pode ser representada geometricamente como um ponto em cir-
culo de raio um (circulo unitario). A depender dos dados, cada angulo serd medido no sentido
horério ou anti-horério.

Na figura ( 2.1), os dados 0°, 30°, 45°, 180° e 300°, estdo representados no gréfico circular,

usando o norte magnético como a origem e o 0° no eixo das abscissas no sentido anti-horario.
Figura 2.1 — (a) Pontos cardeais e (b) Sentido anti-horario

@ (b)

Fonte: O autor (2022)
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Assim como nas observagdes lineares, existem graficos e diagramas para representar 0s

dados circulares, entre eles o grafico circular e o diagramas de rosas, conforme as figuras ( 2.2)
e ( 2.3). Fazendo uma compara¢do com os dados lineares, o gréfico circular que é equivalente

ao gréifico de pontos representados nos eixos coordenados e o diagrama de rosas que equivale ao

histograma.

Figura 2.2 — Gréfico circular

Fonte: O autor (2022)

Figura 2.3 — Diagrama de rosas

180 0

270

Fonte: O autor (2022)
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As figuras (2.4) e ( 2.5) mostram o gréfico circular e o diagrama de rosas de dados referente

ao hordrio de chegada de 254 pacientes em uma unidade de terapia intensiva, num periodo de 12

meses (FISHER, 1993).

Figura 2.4 — Horario de chegada de 254 pacientes em uma unidade de terapia intensiva

Fonte: O autor (2022)

Figura 2.5 — Diagrama de rosas para o hordrio de chegada de 254 pacientes em uma unidade de
terapia intensiva

Fonte: O autor (2022)

Com isso em mente, pode-se afirmar que dado um ponto P = (x,y) no plano cartesiano,

este ponto pode também ser representado na forma trigonométrica, no sentido anti-horario, como
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x=rcosB ey=rsinf , ou seja, P também pode ser representado por P = (rcos 6,rsin0), figura

(2.6).
No caso em que o circulo € unitario, ou seja, r = 1, o ponto P sera representado por P =

(cosB,sinB).

Figura 2.6 — Circulo

rsin

rcosf

Fonte: O autor (2022)

Assim como se dd com as observacdes na reta real em que ha medidas tendéncia central
(média, mediana e moda) e medidas de dispersao, também existem estas medidas para estatistica
circular, porém os conceitos ndo sdo os mesmos utilizados para os dados que estdo localizados na

reta real (R).

Medidas de posicao

Definicao 1- Suponha que sejam dados vetores unitarios v, ..., Vv, com os correspondentes
angulos 01,..., 6, respectivamente. A média direcional 0 de 0y, ...,0, é a direcdo da resultante de
Y' Vi, e ela tem a mesma direcdo que o centro de massa, v, de vi,...,v;, (MARDIA; JUPP, 2000).

Como cada V;, com i = 1, ..., n, pode ser representado por (cos 6;,sin 6;), e o centro de massa

(C,S), sendo

2.1
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Assim a média direcional 0 é a solucio das equacdes:

(2.2)

R serd chamado de comprimento resultante e R de comprimento médio resultante, o qual é

dado por

R=+/C?+§? (2.3)

Porsuavez R2=C?+S%eR =
Observe que 0 < R <

Tem - se que
O<SR=I|Wi+...+v|<|Vi|+..-+|l|=1+...41=nl1=n

R _
Logo,0<R<ne0<—=R<1.
n

A figura ( 2.7) exemplifica como o comprimento resultante R pode ser obtido para o caso

em que se tem trés vetores i, V, w.
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Figura 2.7 — Comprimento resultante R para trés vetores

Fonte: O autor (2022)

Considerando a média direcional como a solu¢do da equagdo ( 2.2) tem-se :

S
arctanE, $>0,C>0

;

S
arctan o +r, C<O0 (2.4)

D
Il

S
arctanE+27r, §$<0,C>0

o1
I

ComoS=—c¢ , a média direcional pode também ser dada por:

Sl
S0
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( S
arctanE, S>0,C>0

D
I

S
arctan - + 7, C<0 (2.5)

Karctang—f—Zn? §$<0,C>0

A média direcional ndo estd definida quando S = C = 0.
Definicao 2- A mediana direcional dos angulos 6y, ..., 6, é qualquer angulo ¢ tal que:
a) Metade dos pontos situam-se no arco [@, ¢ + 7);
b) A maioria dos pontos estdo mais préximos de ¢ do que de ¢ + 7.
Quando o tamanho da amostra, n, ¢ impar a mediana € um dnico angulo, e quando n € par
a mediana serd a média aritmética entre os dois angulos centrais e adjacentes. Exemplificando:

Considere o conjunto de dados
30°,45°,50°,60°,70°,90°,100°,110°,130°,170°,200°,280°,300°,330°

A média circular é 1,27 radianos, que corresponde a 73°, figura ( 2.8), e o comprimento resultante

é R=0,37.
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Figura 2.8 — Média circular

Fonte: O autor (2022)

Em virtude da quantidade par de dados a mediana direcional (circular) é a média aritmética
entre os angulos de 60° e 70°, ou 1,047 radianos e 1,220 radianos, respectivamente. Assim a
mediana € 65° (1,134 radianos). Note que o valor da mediana é diferente do encontrado para o
caso em que os dados sdo medidas lineares (ndo circulares). A representacdo grafica da mediana

estd na figura ( 2.9).
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Figura 2.9 — Mediana direcional

Mediana circular

180 0

270

Fonte: O autor (2022)

De acordo com Mardia (1972) a mediana direcional ¢ também pode ser definida como a

solucdo da equacao:
o+m 1
/ f(0)d6 = (2.6)
¢ 2

em que f(0) é a fungdo densidade de probabilidade de 6.
Assim como nos dados lineares a mediana € o segundo quartil Q;, logo pode ser definido

os quartis Q1 e 03, respectivamente, o primeiro e terceiro quartis, como as solucdes das equagdes

(2.7)e(2.8).

¢ 1
f(0)do = — 2.7

-0 4

0+03 1
/ f(0)do = — (2.8)

P 4

Medidas de dispersao

Se R tem um valor préximo de 1, os dados direcionais estdo bem agrupados. Caso R esteja

préximo de zero, ocorre uma forte dispersdo dos dados. Notando assim, que R é uma medida de



23
concentracao dos dados (MARDIA, 1972). A partir deste fato serd dado o conceito da variancia

circular.

Definicao 3- A variancia circular ¢ dada por

V=1-R (2.9)

com(0 <V <1.
Quanto mais préximo de O for o valor da varidncia circular mais concentrados estardo os
dados.

O desvio padrao circular de uma amostra € definido pela expressao

N —

v ={—2log(1—V)} (2.10)

Detalhes sobre a equacdo ( 2.10) pode ser obtida em Mardia (1972) capitulo 3 (§ 3.4.8d).

Também pode ser utilizada uma aproximacgado para o desvio padrao circular,

S~ (2V)2 2.11)

(JAMMALAMADAKA; SENGUPTA, 2001)

De fato, usando e expansao de Taylor para cos 8, com apenas dois termos, tem-se

02
cosO~1—— (2.12)
2
Entao,
2cosf ~2— 62
6% ~2(1—cos0)
n n
Z 07 ~ 22(1 —cos 6;)
i=1 i=1
Com isso

i(Gi—é)Z%Zi(l—cos(@—é)) (2.13)



Antes de desenvolver a equagdo ( 2.13) hd a necessidade do Teorema 2.1.1.

Teorema 2.1.1 Se 0 é a direcdo circular média dos vetores 0y, ..., 8, entdo

n
Z Sil’l(@,‘ — é) =0
i=1

n
Y cos(6;—60) =R
i=1

[Demonstracao]

Usando relagdes trigonométricas e a equagao ( 2.2)

n n n
sin(6; — 0) :coséZsinei—siné cos 6;

1

1

_sS 30
R R

n n
Zcos(ei —0)= Z(cos 6;cos O +sin 6;sin 0)
i=1 i=1

n n
= cos 0 Zcos@i+sinéZsin6i
i=1 i=1

_ _ CZ S2
=C 0+S5sinf =—+—=R
cos 6 4 Ssin R+R

Retornando a equacdo ( 2.13) tem-se:

24
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S X (6,—6)?
2(1 —R) ~ l—l( )
n
§?2~2(1—R)
S22V
Portanto
S~V2V =1/2(1—R) (2.14)

Seja P, um ponto no circulo unitdrio correspondente ao dngulo 6;, e @ uma direcdo fixa, a
distancia circular D entre P e P; serd a menor entre os dois Angulos formados por OP e OP; entdo

ela pode ser representada por:

D=min{e—60,2n— (ax—0)}

entioD=a—-0=n—(t—(x—0))ouD=2n—(a—0)=n+(r— (x—0)).
Portanto,

D=min{a—02r—(aa—0)} =n—|n—|aa— 0| (2.15)

Jammalamadaka (2001) também define a distancia circular, A, entre dois angulos centrais o e 0
como:

A=1—cos(ax—0) (2.16)
Momentos Trigonométricos

Caracteristicas das varidveis aletorias podem ser analisadas por meio das poténcias do valor
esperado (MAGALHAES, 2006).

- = 1 - 1 . .
Ja foi vistoque C = -Y! ;cos6;, S =Y sin6;, com isso
n n

C+ i8S =R(cos 0 +isin§) = Re'®
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Assim chamaremos de m, 0 momento trigonométrico de ordem 1, que serd dado por

my = Re'®

Generalizando tem-se que o momento trigonométrico de ordem p, como p = 1,2,... e
m, = C, +iS),, onde

1 n
szﬁzcospei

O p-ésimo momento trigonométrico centrado € dado por m, = C, +iS,, onde

1 & —
C,= . Y cosp(6;,—6)
i=1

& . ~
Sy = . Y sinp(6;,—6)
i=1

Como Y, sin(6; — 0) = 0, tem-se que n; = R pois

R R _
m; = Zi;cos(@-— 0) = - =R (2.17)

2.2 Distribuicoes circulares de probabilidade

Modelos de probabilidade sdo importantes para a andlise dos dados, pois € possivel ajustar

mais adequadamente os pardmetros aos dados.
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Se f(6) é uma funcdo densidade de probabilidade de uma varidvel aleatdria circular @,

entdo esta fungdo satisfaz as seguintes propriedades:
a) f(6)=0
b) f(29ﬂ+ 2m) = £(0);
0 /O £(6)d6 = 1.

O item b) mostra que a funcdo densidade de probabilidade é periddica. Existem vdrias
distribui¢Oes circulares usadas para a andlise dos dados circulares. Serdo apresentados resultados
como o estimador de maxima verossimilhanga e log-verossimilhanga para alguns destes modelos.

O estimador de maxima verossimilhanca é muito utilizado na estatistica com a finalidade
de se obter entre as estimativas do parametro desconhecido, "aquele que maximiza a probabilidade
de obter a amostra particular observada, ou seja, o valor que torna aquela amostra mais prova-
vel"(BUSSAB; MORRETIN, 2010).

A ideia do método consiste em obter uma fun¢do de densidade de todas as observacoes,

levando em consideracdo que os dados amostrais sao independentes, entao

Jxt,uxaly) = f(xi]y) ... f(xaly)

onde f(x) é a funcdo densidade de probabilidade. Considerando agora que xi, ...,x, sdo fixos e que

y pode variar, a fun¢do de verossimilhanca serd dada por:

L(ylxy, ... Hf xily) (2.18)

Em muitas situagdes pode ser usado o log L(y|x1, ..., x,), que é chamado de log-verossimilhanga

e € representado por

L(ylxt, .oy %n)

Assim a log-verossimilhanga serd dada por

(ylxt,....xn) = Y log f(xily)
i=1
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O estimador y que maximiza a fun¢do de verossimilhanga serd dado pela solu¢do da equagdo

Al(y|xy,...xn)

dy =0

A seguir sdo exibidas algumas distribui¢des circulares, como a distribui¢do Uniforme, Car-
diéide, Wrapped e von Mises, bem como algumas propriedades das distribuicdes von Mises, Wrap-

ped e Cardidide.
Distribuicao circular uniforme

Se os dados estdo distribuidos uniformemente sobre a circunferéncia, tém-se a distribui¢io

circular uniforme, que é representada por U,. A fun¢do densidade de probabilidade ¢ dada por
F0)=L.0<0<2n
Y A

Foi obtido, por simulagdo, uma amostra com 500 dados seguindo a distribuicdo circular

uniforme, figura (2.10). Note que os dados estdo distribuidos uniformemente ao redor do circulo.

Figura 2.10 — Distribui¢do circular uniforme

Fonte: O autor (2022)
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Distribuicao Cardi6ide

A Distribui¢do Cardidide é representada por C(L,p) , e sua funcdo densidade de probabili-
dade € dada por

£(6) = %(1+2pcos(6—u)) (2.19)

sendo0 <0 <27, 0<p < % A distribuicao € simétrica e unimodal, o pardmetro p € o compri-
mento médio resultante (ou parametro de concentra¢io) e i € a média direcional. Observe que se
p = 0 tem-se a distribui¢do uniforme. A figura ( 2.11) mostra o grafico circular de 500 dados, ob-
tidos por simulag@o, que seguem a distribuicao cardidide. Foi considerada a média circular 4t = 7

rade p =0,3.

Figura 2.11 — Distribui¢do cardidide

Fonte: O autor (2022)

A figura ( 2.12) mostra o grafico da funcdo densidade da Cardidide para o caso em que

1
,uzgradepzi.



Figura 2.12 — Gréfico da fun¢do densidade da distribui¢ao cardidide

Cardidide
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Fonte: O autor (2022)

A funcdo de verossimilhanga serd dada por

)"fI{1+2pcos(9i—u)}

i=1

1
L(N7p|91a79n) = (ﬁ

A sua funcdo de log-verossimilhanca sera:

H(1,p11, .., 6,) = —nlog2m+ Y log{1 +2p cos(6;— )}
i=1

d dl
Os estimadores [l e p sdo as solugdes, respectivamente, de — =0e
oun ap
ﬂ - i 2p sin(Gi —u)
u = 1+2pcos(6;—pu)

1

i 2cos(6; — )
“1+2pcos(6; —u)

l:

=0.

30

(2.20)

2.21)
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Distribuicao Wrapped (Arqueada)

Dada uma distribui¢c@o na reta real R, ela pode ser arqueada ao redor da circunferéncia do
circulo unitario (MARDIA, 1972). Entao, se X € uma varidvel aleatéria definida na reta real, a

correspondente varidvel aleatéria circular Xy pode ser obtida definindo:

Xw = Xmod2n

logodado 0 < 6 <27
Xw(0)={X(0+2km), ke Z}

pois se x,, = xmod27 entdo x,, = x+ 2kw, k € Z
Se X tem funcdo de distribuicdo F', entdo a funcdo de distribui¢io de Xy € representada por

Fy.

Fy(0) = i {F(0+2kn)—F(2km)} k€ Z,0< 6 <21 (2.22)
k=—oo

Se f(x) é a funcdo densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria X, entdo para a
varidvel aleatdria circular Xy a funcio densidade de probabilidade fi serd definida por (RAO;

GIRIJA, 2020; MARDIA, 1972):

~+oo
fw(0)="Y f(6+2kn) (2.23)
k=—o0

comkeZe0<0<2m

A distribuicdo Wrapped X, satisfaz as seguintes propriedades (MARDIA; JUPP, 2000):

Propriedade 2.1
a) (X+Y)y =Xy +7Y
b) Se ¢ é a funcdo caracteristica de X entdo a fungdo caracteristica de X,, é dada por ¢ (p) com

p=0,+£1,£2..;
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c) Se ¢ ¢ integrdvel entdo X tem funcdo densidade e

oo S
(@)=Y, f(9—|—2k7t):$ 1+2Y (o cos pb + B, sin pb) (2.24)

k=—o0 p=1
Existem vdrios tipos de distribui¢cdes Wrapped (arqueadas) como : Wrapped Normal, Wrap-
ped Poisson, Wrapped Cauchy e outras (MARDIA; JUPP, 2000). Neste trabalho serd abordado

apenas a Wrapped Cauchy.
Distribuicao Wrapped Cauchy

Esta distribuicdo € simétrica, unimodal e € obtida arqueando a fun¢do densidade de proba-

bilidade Cauchy, definida sobre a reta real (R), dada por

1 a

1=

-, —o<x<4o, a>0
Toat+(x—p?) T

A partir dai € possivel escrever a fun¢ido densidade de probabilidade da distribuicao Wrap-
ped Cauchy dada por:
1 1—p?

0)=— 0<6<2 0< p<l1 2.25

De fato, considerando que a fungdo caracteristica da distribui¢do Cauchy é dada por ¢ () = e—alrl+irp
com ¢ € R, a fungio caracteristica da Wrapped Cauchy, de acordo com o item b) da propriedade

(2.1), MARDIA, 1972; ALLAHHAM, 2015) sera dada por:

o(p) = e—alpl+ipu

Com isso, tem-se que

o(p) = e—alpl pirk — e‘“"".(cospu +isinpu)

Entao
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¢ (p) = o +iBp

sendo

o, = e~ 4Pl cos pu

By = e~ Pl sin pu

Do item c) da propriedade (2.1) obtem-se

= Jio f(0+42km) = —

k=—oo

1+2 Z (atpcos pb —|—isinp6)]
p=1

Entao

g(0) =

1+2Z [ “‘p‘ cosp9cospu+smp9s1npu)u

g(0) 1+2Z (e=Plcosp(6 — )] (2.26)

Fazendo p = ¢~ “ e substituindo em ( 2.26):

8(6)= = (1+2 Y (p cos p(6 — ) 27)
p=1

27

Para simplificar a notag@o considere

y= pefi(ef‘u)
entao
Y = ppefip(efu)
Y’ = pPcosp(6 — ) —ip?sinp(6 —u) (2.28)
como
v =pe M| = |plle M| = |p[.1 = |7

ea>0,entdo 0 < |y| = |p| < L.
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Com isso pode se notar que a série geométrica 2;21 yP é convergente, pois |y| < 1

peii(efﬂ)

—y - 1 — pe—il6—i)

p*i(efﬂ) 1 _pei(efli)
—pi(6-1) 1 — peil6—H)

I
s

B pe—i(e—u) _p2
C1— pei0—1) — pe—i(6—1) 4 p2

pcos(6 —u) —p° sin(6 — )

T 1-2pcos(—p)+p2 1—2pcos(9—,u)+p2l

Considerando apenas a parte real da série obtém-se

pcos(6 —p) —p?

2.2

1—2pcos(6 — )+ p2 (2.29)
Das equagdes ( 2.27), ( 2.28) e ( 2.29) chega-se a conclusdo que

1 pcos(6 — ) —p?

=—[1+4+2
5(0) 271'[ 1—2pcos(6—u)+p2]
Portanto
1 1—p?
_ 2.
8(0) 2r 1+p2—2pcos(6—u) (2.30)

Que ¢ a funcdo densidade de probabilidade da distribuicio Wrapped Cauchy. Os parametros deste
modelo sdo u e p. Na figura ( 2.14) temos um exemplo de dados , simulados, com a distribuicao

Wrapped Cauchy quando 4 = wrad e p =0, 3.
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Figura 2.13 — Gréfico da fun¢ao densidade de probabilidade da Wrapped Cauchy

0.30
|
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0.15
|

Angulo (radianos)

Fonte: O autor (2022)

Nesta distrubuicdo quando o valor parametro p se aproxima de O (zero), a distribui¢io
converge para a distribui¢do uniforme e quando O valor de p se aproxima de 1 (um), os pontos
da distribuicdo se concentram préximos do valor da média circular . Isto estd ilustrado na figura
( 2.15), onde os dados foram simulados, e mantido fixo o valor da média circular u = gmd, e

variou-se os valores do parametro p, sendo utilizado os seguintes valores p =0, 5;0,7;0,8;0,9.



Figura 2.14 — Distribui¢ao Wrapped Cauchy

Fonte: O autor (2022)

T
Figura 2.15 — Gréfico circular da Wrapped Cauchy, com y = Zrad ep=0,50,7;0,8;0,9

g m Qs
2 m 07
1 = 03
I + 0 |09

Fonte: O autor (2022)

36
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Inferéncia da Distribuicao Wrapped Cauchy

Considerando que

(6:.p) = 1=p
SNl S 2m' 14 p2—2pcos(6 — )

com< u<2me0<p <1 tem-se que

0:p)— L—p’
g\oiu,p)= 2 1+ p%2—2p(cosOcospt+sinOsinp)
tem-se que
g(O;u,p)= or(1 2p cos 6 cos i B 2psinOsinu (1+p2)
I+p2 I+p? ’
2 2pssi
fazendo w; = f—iops 2“ el = lp %8—125 , serd obtida uma nova parametrizagdo para a funcao f(0;u,p)
(ALLAHHAM, 2015) :
1 1—p? 1
g0y, ) = : 231

T 2m1+p2 (1—picosO — psin6)

Observe que

1—p? 2p?
=1- 2.32
1+ p? 1+p? (232
mas0<p<le
0<p?<1 (2.33)

De 2.33 obtem-se

dai




com isso nota-se que
2p?

1— >
1+p2—

e a equacdo ( 2.32) pode ser escrita da seguinte maneira:

1-p? . 20% \?
1+p2 1+p?

Logo
1-p? . 4p? N 4p*
I+p2 I+p2 (1+p%)?
e
1—p? 4p*(14p*) +4p*
—/1=
I+p? (1+p2)?
Portanto
1-p% 4p?
I+p? (1+p%)?
Mas tem-se que
2 2 4p2cost  4pZsin’u
R AN (e SE
entdo
4p?
2,2
i+ W ="T"5%
T (14 p2p
Das equacdes ( 2.34) e ( 2.35), pode ser obtida a expressdao
1-p> _ 22
rp? ~VITHITH
Entao:
1
011, 12) = .
§(05 k1, o) 2m.c.(1 —pjcos — U sinB)
em que
1
CcC =

38

(2.34)

(2.35)

(2.36)
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Para simplificar os cdlculos na obtencao da funcdo de verossimilhanga serd realizada mais

uma parametrizagdio JAMMALAMADAKA; SENGUPTA, 2001):

m=cthh € Mr=cl

dai n? +n? = c*(u? + u?) como
=1+ (Ui +p3) = 1+n{+m3

A funcdo densidade de probabilidade serd escrita da seguinte maneira:

1
0:m,m) = . 2.37
§(05m1,12) 27m.(c —MicosO — M, sin6) 237)
e a funcdo de verossimilhanga serd dada por
L 1
(. 112, 6) EZﬁ(c—mcos@—nzsm@)
H 1
1 (c—m1cos§; — My sin 6;)
I =logL = —nlog(2m) — Zlog ¢ — My cos6; — My sin 6;)
i=1
d
encontrando as derivadas —— e —— tem-se :
am  Im
n -1 _ .
i:_z ¢~ My — cos 6; (2.38)
an = c—n1cos6; —Masin6;
e
Iy < mosing (2.39)
om A c—nicos6—Mysinb; ’

igualando as equagdes ( 2.38) e ( 2.39) a zero e lembrando que Ny =c.uje Ny =c.Uy :

1 & 1
8171_EZ — Uy cos 6; — Uy sin 6;

l:

(cos6; — )
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oL _1 Zn: (cosO;— ;) =0 (2.40)
- = _ w; i — = .
am ¢4 1
analogamente,
al 1 &
_ = - Wi sin 9,' — =0 (241)
om - c l; ( 1)
sendo
1
Wi

- 1 — W COSQ,‘—,LLzSiIlQ,‘
A partir de ( 2.40) e ( 2.41) obtem-se

. Y wicos 6
1= (2.42)
# Z?:] Wi
i = w (2.43)
i=1Wi
Distribuicio von Mises vM (U, k)
A funcdo densidade de probabilidade da distribui¢do von Mises é dada por:
1
g(0, 11, %) = 5——— e OH) (2.44)

- 2nly(x)
sendo Iy a funcdo de Bessel modificada, de primeiro tipo e ordem 0, que pode ser definida

por

I(K)—L 7 keosb 79 2.45
oK) =521 ¢ (2.45)

A distribuicdo von Mises serd denotada por vM (U, k), o parAmetro u é a média circular
e K é o pardmetro de concentragdo. A distribui¢cdo € unimodal e simétrica para 6 = u. Observe
que quando k¥ = 0, tem-se a distribui¢cao uniforme. Do ponto de vista da inferéncia estatistica esta
distribui¢do pode ser considerada muito ttil para a analise de dados circulares (MARDIA; JUPP,

2000).
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A distribui¢do von Mises, vM (U, k) é a mais comum para amostras circulares unimodais,

e em muitos aspectos a distribuicao esta para dados circulares assim como a distribui¢do normal
estd para os dados na reta. Esta distribui¢ao no circulo € anédloga a distribuicdo normal na reta real
(FISHER, 1993).

Na figura ( 2.16) estd representado o grafico da funcdo densida da distribuicao von Mises,

para o caso em que U = 7trad e Kk =0, 5.

Figura 2.16 — Gréfico da distribuicao de probabilidade da von Mises

von Mises

T T T T T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6

Angulo (radianos)

Fonte: O autor (2022)

Para exemplificar a fun¢do do parametro x da distribui¢do, a figura ( 2.17) mostra a repre-
sentacdo grafica da simulagcdo de dados da distribui¢do von Mises. Mantendo constante a média
direcional = 7rad, e utilizando os valores 1;5;10;100 para o parametro de concentracdo K.

Percebe-se que quanto maior o valor de k, menor € a dispersdao dos dados.
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Figura 2.17 — Distribui¢ao von Mises para kK = 1,5,10,100
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Fonte: O autor (2022)

Na figura ( 2.18), na qual os dados foram simulados, foi mantido constante o valor do para-
metros K = 5 e variou-se a média direcional. Foram usados para a média os angulos 0°,90°,180°,270°.
No gréfico os valores estdo em radianos. Note que o dados se concentram em torno da média dire-

cional.
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Figura 2.18 — Distribui¢ao von Mises para u = 0 rad; 1,57 rad; 3,14 rad; 4,71 rad
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Fonte: O autor (2022)

Inferéncia para a distribui¢ao von Mises

Algumas informacdes para a distribui¢do von Mises serdo consideradas nesta seccao.

Maxima Verossimilhanca

Considere as medidas angulares 0y, 0, ..., 6, provenientes da distribui¢ao von Mises vM (U, k).
A funcdo de verossimilhanca serd dada por:
n 1

L(u, K, 015, Gﬂ) = IIZII 27[1()(1() eXp(KCOS(ei - nu’>) (2.46)

A funcdo de log verosimilhanca sera:

L 1
l(u,x,6;,,...,6,) =log <Hmexp (kcos(6; — /.L))) (2.47)
i=1
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1 " <
=log [(m) expi_zl(Kcos(Qi —u))

n
(1, K.6;,...,6,) = —nlog 27 — nloglp(Kk) + k Y cos(6; — ) (2.48)
=1

1

derivando a equagdo ( 2.48) em relagdo a e K temos:

dl <
— =—K ) sin(6; —
P ; (6:— )

dl () &
o 0, —
ol Bymtac
.. ) dl 0l
Encontrando os valores méximos de /, ou seja, fazendo ﬁ =0e P =0, logo
0l L
— =) sin(o;—u)=0
n
= Zsin@icos,u —cosf;sinpu =0
i=1
=nScosy —nCsint =0
N S =
o= arctanE =0y (2.49)
e
dl (k) &
— = 0, — 2.50
P nI()(K) +,~_ZiCOS( i — 1) (2.50)
assim
dIQ(K')
=1 2.51
I 1(x) (2.51)
como
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Temos que
(k)
—n——=+R=0
Io(x)
logo
I()(K') n ’
. . i aley B Iy(x)
O estimador & € a solugdo da equagdo A(k) = R, onde A(x) = To(x)
0

Os valores k sao obtidos por métodos numéricos. Mardia (2000) e Fisher (1993) sugerem

a seguinte aproximagao para o parametro K :

(- . 5B _
2R+R3+7, R <0,53

>
I

_ 0,43 _
~0,4+1,39R+ =, 0,53 <R<0,85 (2.53)

1
\R3—4R?4+3R’ ~ =

Quando o tamanho da amostra e os valores de R sdo pequenos o estimador pode ser forte-

mente viesado. Para n < 15 o viés pode ser corrigido usando a aproximacao (FISHER, 1993):

>
I

(2.54)

Matriz Informacao de Fisher

A matriz informacgdo de Fisher representada por I € dada por

921 221
I—E|— ou?  Jdudk
2’ 9%
dkdu  Ik?
Como
921 1
— =—K Y cos(6;—u)=—«kR
2 1
u i=1
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9%l ,
g2~ AK)
Em que
! A _ Ié(K) A/ _ I(/)/(K> A 2 I// — I I(/)(K)
(K)_IO(K) ) (K>_ I()(K') - (K) eO(K)_ O(K)_ K

( ver JAMMALAMADAKA; SENGUPTA, 2001)). Entao

91 ol B
dudk - dkdu - ZSln(ei_M =0

i=1

Teremos que a matriz informacao de Fisher serd dada por

Ak
(8) 0
=1 " aw

0 I—T—A(fc)z

Boxplot circular

Ferramentas para visualizacdo e andlise dos dados sao bastantes uteis. Uma delas € o box-
plot. No caso de dados lineares é representado graficamente, por um retangulo, em que estdo
representados a mediana, o primeiro e o terceiro quartil. A medida do lado deste retangulo sera
chamada de d,, que € o intervalo interquartil. Segmentos de reta partindo do primeiro quartil (Q1)
e do terceiro quartil (Q3) sdo tracados e, com isso, € possivel estabelecer os limites inferior(L;) e

superior (Lg). Dados por

Li=01—-v(Q3—01)
Ly=03+Vv(Q3+01)

O valor geralmente utilizado para o fator v quando a distribuicdo dos dados € a Normal

¢ 1,5, pois para esta distribuicdo isto resulta que 99% dos dados estejam contidos entre os dois
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limites (NUZZO, 2016). As observacdes cuja medidas sdo menores que o limite inferior (L;) e

maiores que o limite superior (L) sdo chamados de outliers.

Apesar desta representacio ser bastante util, foi necessdrio desenvolver um boxplot espe-
cifico para dados circulares (BUTTARAZZI; PANDOLFO; PORZIO, 2018; ABUZAID; MOHA-
MED; HUSSIN, 2012). Isto se tornou necessario, uma vez que, quando se trata de medidas cir-
culares, o ponto inicial que pode ser o zero ou o polo norte, a depender dos dados. Bem como o
sentido deles, hordrio ou anti-horario, podem afetar na visualizagdo dos mesmos. No caso de dados
lineares isto ndo acontece.

Com relacdo 4s medidas circulares ou direcionais a constante v pode assumir outros va-
lores. Abuzaid, Mohamed e Hussin (2012), utilizando a distribui¢do von Mises e por simulagdo,
verificaram que podem ser usados os seguintes valores para a constante:

1.,5;se 2<x<3
2,5;s¢ K>3

Para kK < 2 o valor da constante nao esta definido.

Buttarazzi, Pandolfo e Porzio (2018) também utilizando a distribui¢do von Mises, verifi-
caram que o fator de multiplicacdo, v, pode variar de 0,493, quando k¥ = 0, atingindo um valor
maximo de 2,168. Quando o valor de k¥ é muito grande indicando pouca dispersdao dos dados, o
fator de multiplicacao seré 1,5. Isto faz sentido, pois para um valor do pardmetro K suficientemente
grande a distribuicao von Mises se aproxima da distribui¢do normal JAMMALAMADAKA; SEN-
GUPTA, 2001).

Nesta tese para constru¢do do boxplot circular foi usado o pacote bpDir, que utiliza a pro-
posta de Buttarazzi, Pandolfo e Porzio (2018).

A figura ( 2.19) mostra um exemplo do uso do boxplot circular com os mesmos dados da
figura ( 2.9).

Observe que hd uma vantagem na utilizacdo do boxplot circular. No caso do uso do boxplot
para dados lineares com medidas circulares poderia ocorrer interpretacio errada. Por exemplo, no
boxplot da figura ( 2.20), com os mesmos dados utilizados na constru¢ido do boxplot circular, ndo

consta nenhum outlier. Porém no boxplot circular consta uma medida discrepante.
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Figura 2.19 — Boxplot circular

Fonte: O autor (2022)

Figura 2.20 — Boxplot linear com dados circulares

Fonte: O autor (2022)

2.3 Correlacao e Regressao para dados circulares

Sera visto inicialmente a correlac@o entre as varidveis angulares e lineares; os modelos de

regressao para dados circulares e a andlise de residuos para se verificar a qualidade do ajuste.
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Correlacao

A correlagdo pode ser utilizada quando se deseja avaliar a relacdo entre relacdo entre duas
varidveis aleatdrias, avaliar a dependéncia entre uma varidvel circular e uma varidvel linear ou
entre duas varidveis circulares. No caso em que as varidveis sdo lineares o modelo de correlacao de
Pearson € muito utilizado. Quando se trata de varidveis circulares serdo anlisadas duas situacoes:

correlagdo linear-circular e a circular-circular.
Linear-circular

Uma medida de correlac@o entre uma varidvel linear x que pode ser, por exemplo, radiacao
didria ou umidade relativa do ar e uma varidvel angular & a qual pode ser a direcdo dos ventos e

meses do ano é dada por (MARDIA; SUTTON, 1978):

2 2
Toe T e — 2Fxelxstes

2
1 —r%

R, = (2.55)
em que

Fye = corr(x,cosa)
rys = corr(x,sina)
res = corr(cos o, sin @)

Quando o valor de Ria estd proximo de 0 nio ha relacdo entre as varidveis e quando o
valor estd proximo de 1 ha evidéncia de uma forte relagdo entre as varidveis. De acordo com
Jammalamadaka e Sengupta (2001) quando X e « sdo independentes e X tem distribui¢do normal,

entao
(n—3)R?

T~z "~ F 3



Correlacao circular-circular
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Considerando duas varidveis circulares 6 e ¢, uma medida para o coeficiente de correlagdo

circular- circular é (FISHER; LEE, 1992):

1sm(9 0;)sin(¢; — ¢;)

\/Z Pz ,sin®(6;— 6;) X" 7y sin 2(¢i— ;)

Para fins computacionais pode ser utilizada a seguinte alternativa:

- 4(AB—CD)
pr = VR —E2_F)(2 -G _H?)

sendo
n
A= Z cos 6;cos ¢;
i,j=1

n
B = Z sin 6; sin ¢;
ij=1

n
C= Z cos 6;sin@;
i,j=1

n
D= ) sin6;cos¢;

i,j=1

n

E = 200520,-
i=1
n

F = Zsin29,-
i=1
n

G= Z C0os29;
j=1

n
H = Z C0820;
j=1

(2.56)

(2.57)
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2.4 Modelos de Regressao

A andlise de regressao € utilizada para investigar a relacao existente entre uma varidvel, que
¢ chamada de varidvel resposta, e as varidveis explicativas. A relacdo entre estas varidveis se da
por meio de um modelo. No caso em que as varidveis tém como suporte a reta real, os modelos de
regressdo podem ser lineares ou ndo lineares.

Quando se trata de varidveis circulares ou medidas que podem ser tranformadas em angulos,
os modelos de regressdo podem ser classificados em trés tipos: Circular-circular, circular-linear ou
linear-circular JAMMALAMADAKA; SENGUPTA, 2001). Esta classificagdo se da devido ao
suporte dos dados, se estdo na reta real ou na circunferéncia unitaria.

a) Linear - Circular : Quando a varidvel explicativa € circular e a varidvel resposta € linear.
b) Circular- Linear : Quando a varidvel explicativa € linear e a varidvel resposta € circular.

¢) Circular- Circular : Quando tanto a varidvel resposta como explicativa sdo circulares.

Modelo de Regressao linear - circular

Ocorrem situagdes em que a varidvel explicativa € uma medida circular 6 e a varidvel res-
posta x € linear, neste caso (x,0) assume valores num cilindro. Assim, foi proposto um modelo
baseado numa distribui¢do cilindrica (MARDIA; SUTTON, 1978; ANDERSON-COOK; NOBLE,
2001) em que a altura da curva no cilindro € a parte linear do modelo (ver figura 2.21). Este mo-
delo proposto inicialmente por Mardia e Sutton (1978), e considera uma distribuicao conjunta, na
qual a varidvel circular ® tem distribuicdo von Mises - vM (Lo, k), e a componente linear x segue a

distribui¢do Normal condicionada ao valor de 6.
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Figura 2.21 — Regressao cilindrica

Fonte: O autor (2022)

Assim, a distribui¢ao conjunta é dada por

f(x,0) ! exp{kcos(0 )} ! ex ( (X—Llc)2> (2.58)

x,0)= — - = )
27l(x) P Ho o2V2m P 207

Sendo Ly e k, respectivamente, a média circular e o parametro de concentracdo da distri-

o~ . 2
bui¢do von Mises, U, € O

sdo a média e a varidncia da distribuicdo Normal, respctivamente. Os
parametros p; e po descrevem a associacdo entre a varidvel linear e a circular, e x, u. € R; 0,
Uo € [0,27), k¥ > 0, além disso,
c . .
Ue = ,LH—ﬁ{pl(cosG —cos ly) + p2(sin @ — sin ) } (2.59)
ol=0c%(1-pYep?=pi+p;, 0<p<lL
De ( 2.59) tem-se que

= —i( Cos Lo + Pz sin )—f—i cosG—i—i sin 6
He =H \/Epl Ho + p2S1n to \/EPI ﬁpz
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Considerando
Bo=u— (p cos Up + P2 sin LL())
\/E :

o
B = ﬁpl
o

B = ﬁpz

a esperanga condicional E(x|0) é dada por:

E(x|0) = Bo+ BicosO + P sin 6 (2.60)

Entdo o modelo linear-circular sera:

Vi :[)’0—1—[31 cos 9i—|—[325in9,'+8i (2.61)

Em virtude da distribui¢ao conjunta utilizada o erro & pode ser considerado Normal, com
média zero e variancia constante.

Na forma matricial ¥ = X7, ou seja

1 cosB; sinH;

Bo
1 cos6, sinH

XBT - . . . ﬁl
P : 5

1 cos6, sin6,
em que f3 é o vetor dos pardmetros que serdo estimados.
Modelos de Regressao circular-linear

Fisher e Lee (1992) propuseram um modelo de regressdo para a varidvel resposta circular e

as varidveis exploratorias lineares. Entdo suponha que (6y,x1),...,(6,,X,) em que 6; sdo observa-
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coes circulares independentes, seguindo a distribui¢cdo de von Mises, e x; sdo varidveis explorato-

rias, sendoi=1,---,n.
Podem ser considerados trés modelos (FISHER; LEE, 1992) :
a) Modelo para a média direcional u em relagiio ao vetor de covaridveis X = (x1,...,x;)7;
b) Modelo de dispersdo em relacio ao vetor de covaridveis X = (x1,...,x;)7;
¢) Modelo misto, para a média direcional e a dispersao simultineamente, em relagdo ao vetor

de covaridveis X = (x1,...,x,)".

Modelo de regressao circular-linear para a média

Suponha que (60y,x1), -, (6,,x,) sdo n observagdes, nas quais 6; seguem a distribui¢do von
Mises e x; sdo varidveis explicativas, com i = 1, - - -,n. Suponha que os parametros de concentragdao
sdo todos iguais, ou seja, K| = - - - = K;, = K e a média direcional U; estd relacionada com o vetor

de varidveis X; por meio da equagio

i =p+g(BTX))

O vetor B = (B1,- -+, Br) é formado pelos pardmetros do modelos que serdo estimados e

a fungio g é chamada de fungdo de ligagdo, em que g : R — (—m, ), duas vezes diferencidvel,

mondtona e tal que g(0) = 0 (FISHER, 1993), com isso pode ser utilizada a fung@o proposta por
Fisher e Lee (1992) dada por:

g(u) =2tan" ! (u) (2.62)

Com isso tem-se que a funcaode verossimilhanca L ¢

1 1
L(6;, i, k) =| | =———exp|Kicos(6; — u;
(Ot ) = T 57y P brcos(6 - i)
_ 1 exp [K;cos(6; — 1+ g(B7X))]
2nly(x)

A func@o log verossimilhanca serad dada por:
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1(61,...0,, Wi, x) = —nlogly(x) + Kzn: cos(8; —u —g(BTx;)) (2.63)
=1

1=
Derivando a funcdo ( 2.63) em relacdo a 1 e 0 e igualando as derivadas a zero € possivel

encontrar os estimadores fI, K e 3.

Mas para que isso seja possivel serdo utilizadas as relacdes a seguir, indicadas por Fisher e

Lee (1992)

ui = sin(6; — u — g(B" x;))

X = (xl,...,xn)T

G = diag(g' (B x1), ..., (BT x))

gy S0 —s(BTx)

n

G Z cos(6; —I;g(ﬁTxi))

RP=8*+C?

Encontrando —f temos

u 3 "
ﬁ = KZ sin(6; — pt — g(B" x))

i=1

_ Kisin(ei—g(ﬁTxi) —p)

N

=K, 1 (sin(6; —g(BTx;)cos ) — sin (cos(6; —g(ﬁTxi)))

= k(nScosp —nCsin )
Para se obter o estimador de maxima verossimilhanca calcula-se

af

E—O



assim
nk(Scosfl —Csinfl) =0
Scosfl =Csinfi
S2cos? i = C?sin’ fi
S cos? fi = C*(1 —cos? fi)
(S? +C*)cos’ i = C?
logo

R*cos? i = C?

encontrando a raiz quadrada de ambos os membros da igualdade tem-se
R|cos i =|C|

Serdo analisadas as seguintes situagcdes:

a) SeO<[fL<%ou37”<[fL<27r,tem—sequecosﬂ>OeC>O. Assim,

Rcosfi =C
T . 3T . . .
b)sez<LL<7rou7r</,L<7,da1005,u<Oe\C|:—C,p01sC<O.Comlsso
|cosfl| = —cosfi
e
Rcosfi =C

56

Analogamente tem-se que Rsinfl = S, daf o estimador [I tem que satisfazer as seguintes

equagdes (LEAL, 2006)

Rcosfi=C

(2.64)
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Rsinfi =S (2.65)
Obtendo g—g
9F _ Y sin(6— 1 — g(B7x0)).¢(BTxi)x
aB i=1
=K, xig' (BT x;)sin(6; — p — g(B7x))

=1

1

Para encontrar as estimativas dos estimadores da log-verossimilhanca serd resolvida a equa-

- df _
cdo % =0logo
xig' (B xi) sin(6; — u — g(B"x:)) =0
i=1
ing’(ﬁTxi)ui =0
i=1
xlg/(ﬁxl)ul + ... -I-x,,g/(ﬁn)un =0
X'Gu=0
Falta determinar 8Kem081< = _nIO(K) +Y" ycos(6;—pu—g(Bxi))
como
_ (%)
AI(K) = I()(K')
a n
L =i (0) + Y cos(6— ¢(BT )~ )
i=0
=—nA|(x)+ Z cos(6; — g(BTx;) cos pu +sin(6; — g(BT x;) sin )
i=1
assim,

—nA(K)+nCcosfl +nSsinfl =0

nA (k) =nCcosfl +nSsin fi
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das equacdes ( 2.64) e ( 2.65) conclui-se que

c? §2
A K = — _— =
1K) =%+ %
logo
A(R) =R

Para encontrar as estimativas {1, B e kK é necessdrio resolver as equagdes

(X7Gu=0
Rsinfl =8
Rcosfi=C
Ai(K)=R

\

Modelo de regressao circular-linear para a dispersao

Considere as n observagdes (61,x1), ..., (64,%,) , em que 6;, com i = 1,...,n sd0 as varidveis
respostas seguindo a distribuicdo de von Mises. Suponha que Ui,...,u, = W, € os parametros de

concentracao Ki, ..., K, estdo relacionados com x; pela fun¢do de ligacdo 4 dada por
K = h(y! x)

onde
}/TX =Y+ %xX1+ ... + VX

A funcdo de log verossimilhanga

[=1(p,:y) = — Y logl(k;) + ) Kicos(6; — i)
1

n
i=1 i=

log(Io(y" x;)) + Y ncos(6;— )
1 i=1

-

1
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Com a finalidade de obter os estimadores de maxima verossimilhanca serdo encontrados,

dl dl dl

EIE AP
dl “
Zt sin(6; —
Em ; K; sin(6; — 1)
n
= Z K; (sin 6; cos {1 — sin {1 cos 6;)
i=1
:cosuZKisinei—sinuZKicosGi
i=1 i=1
fazendo
n
S=Y xsin(6;)
i=1
n
C= Z K; cos(6;)
i=1
logo
5—; =Scosu —Csinu
assim

Scosfl —Csinft =0
S?cos? L —C?sin’ 1 =0
S?cos? L —C?(1 —cos? L =0
S?4+C? = Czcos,u 0
R?> =C?cos’ 1
= [Cl|cos 1]

dai, R = Ccosfl e analogamente € obtido R = Ssin 1.

Calculando agora aa—l:
i

81(, Zh/% ycos(@ W)

. " I(’,(K,)
l._ZII()(K',)



60

como /1 (k;) = Ij(x;) e Ay (K;) = h(x:) tem-se que
I()(Ki)
ol u
- Y Av(k)B (] xi)xij+h (Y xi)xijcos(6; — )
t i=1

- _ ih'(}’,-Txi)(Al(Ki) —cos(6; — 1))xij

i=1

Entdo os estimadores §; com j =0, 1,...,k tém que satisfazer a condi¢do abaixo:

Y 7 (%7 xi) (A1 (&) +cos(;— )] xi; =0 (2.66)
i=1

Os estimadores [l, k € §; ndo sdo obtidos algebricamente e sim por métodos numéricos.
Modelos de regressao circular-linear misto

Nas subseccoes anteriores foi modelado a média ou a dispersdo separadamente, mas hd
situacdes em que ocorrem conjuntos de dados nos quais a média e a dispersdao dependem das
covaridveis. Estes modelos sao chamados de mistos e sdo ajustados para a média e dispersao,

simultaneamente. A fun¢do de log-verosimilhanga serd dada por
n n
=1(,B,7.0) ==Y logh(k)+ ) Kicos(6; — pu — g(B"x:))
i=1 i=1
na qual
= h(y"x;)

Os estimadores podem ser obtidos combinando os métodos usados nas duas sec¢des anteriores.
As estimativas dos estimadores [, K e §; ndo sdo obtidos algebricamente e sim por métodos

numeéricos.
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Modelo de regressao circular-circular

No caso em que tanto a varidvel explicativa como a varidvel resposta sdo circulares, como
por exemplo a direcdo dos ventos e os meses do ano, o modelo a ser usado € o de regressao circular-
circular. Serdo analisadas trés modelos diferentes para o caso em que as varidveis resposta e expli-
cativa sdo circulares.

1- Considerando (@, 3), um par de varidveis aleatérias direcionais. Os angulos @ e 3 podem
ser representados como vetores unitdrios em fungdo dos seus respectivos valores de seno

e cosseno. Com isso, dado f(a,f) a distribuicdo conjunta, com 0 < o,3 < 27. Para

predizer B para um valor dado de a, serd considerado a regressdo do vetor ¢ dado o

(JAMMALAMADAKA; SENGUPTA, 2001), dada por:

E(ePla) = g(a) = g1(t) +iga(at) (2.67)
e
E(cosB|a) = g1(a) 268
E(sinBla) = g2(x)
A partir da equagio ( 2.68) pode ser obtido B, dado por
u(e) = B = arctan S (2.69)

em que u(o) é a média direcional de 8 dado a.

As fungdes gj(a) e 2(a). Como g () e g2(a) sdo fungdes periddicas, com periodo 27,

elas podem ser expressas utilizando as suas expansdes da série de Fourier.

Dada uma fungdo f(x), a série
a | v :
> + Z (ancosnx+ b, sinnx) (2.70)

n=1

onde a, e b, sdo os coeficientes de Fourier de f, denomina-se série de Fourier de f. Entao

as fungdes g1 e g» serdo aproximadas por polindmios trigonométricos com graus adequados,
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m, de modo que:

gi(a) = Y (Axcosko + By sinkor)

(2.71)
g2(0t) = Y7 (Cycoskor 4 Dy sinkar)
da equacido ( 2.71) pode se afirmar que
cosfB =Y o(Arcosko + By sinka) + €
=0 2.72)

sinfB =Y.' (Cxcoska + Dy sinkar) + &

em que o vetor €=(€1, &) é o vetor de erros, considerado aleatério com média zero e matriz
de covariancia dada por X.

Os parametros do modelo a serem estimados sao Ay, By, Cy, Dy parak =0, 1,....,m. Observe
que quando k = 0 sera considerado Cy = Dy = 0.

Considere agora as varidveis circulares X e Y, com médias circulares a e f3, respectiva-
mente, € ® o parametro de forma com —1 < w < 1, sendo que a varidvel resposta ¥ tem

distribui¢ao von Mises (DOWNS; MARDIA, 2002). O modelo considerado € dado por:
1 1
tanE(Y—B) = a)tani(X—oc) (2.73)

entao

Y=B+ 2arctan(a)tan%(X —Q)) (2.74)

Outro modelo de regressao circular-circular pode ser obtido por meio da Transformacado
de Mobius, na proposta inicial o erro angular é dado pela distribuicio Wrapped Cauchy
(KATO; SHIMIZU; SHIEH, 2018).

Considere x e y varidveis angulares, By e B; nimeros complexos tais que, [fo| = 1. A

Transformagdo de Mobius é dada por

x+ B e

0] B (2.75)

y=5

sendo € o vetor de erros.
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Transformacao de Mobius

Considere y a varidvel resposta e x a varidvel explicativa, ambas medidas angulares tomadas

num circulo unitario. O modelo de regressao ¢ dado por

y=5B Sl

= 2.
’1 +Bix (270

Em que as varfaveis y e x sdo angulares, By e 81 sdo nimeros complexos, sendo |Bo| =1 e |B;] # 1.
A Transformagao de Mobius é uma funcao bijetora, que leva o circulo de raio 1 no circulo
de raio 1. Para verificar isso basta mostrar que |y| = 1 (PAULA, 2018). Como |By| = 1, serd

considerado By = 1, além disso, x = ¢'*, B; = re'V. Entio

Bl e e
|1+ 31x| 1+ rei(o‘_v)|

1yl

_ |cosa+rcosv +i(sina+rsinv)|
|1 +rcos(a—v)+irsin(o—v)|

_ /(cosot+rcosv)?+ (sinot + rsinv)?

V1 +rcos(o—v)]2+[rsin(o — v))?

_ V/142rcos(a—v)+r?
V/1+2rcos(o—v) +r2

y|=1

Escrevendo Y = e'®, X = €% By = e e B; = re'V, entdo ( 2.76) pode ser escrita da seguinte

maneira:

. el + retV
el = — —— (2.77)
rei(@=v) 41
Na expressao ( 2.76) o pardmetro 3y é chamado de parAmetro de rotagdo e 3 é o pardmetro
de atracdo. A concentragdo dos pontos estd na dire¢do de %, e cresce nesta mesma na direcao a
1

medida que f; cresce.
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O modelo de regressao serd dado por

Y =B X+ B

— ¢ (2.78)
0 14+ ﬁ]X

Onde as varidveis Y e X sdo angulares, com |x| = 1, By e 1 ndmeros complexos, tais que |By| = 1

,|B1| # 1, e € é o vetor de erros.

Analise de Residuos

A andlise de residuos € uma ferramenta importante para se verificar a qualidade do ajuste,
bem como detectar a presenca de observagdes extremas ou outliers, pois a presenca deles pode
afetar a qualidade do ajuste.

Para os modelos em que a resposta € circular (circular-circular e circular-linear) a maneira
de analisar os residuos segue uma metodologia diferente (SOUZA; PAULA, 2002; LEAL, 2006).

Uma medida util é a funcdo desvio (deviance), muito utilizada no contexto dos modelos
lineares generalizados.

Souza e Paula (2002) propuseram, considerando o modelo de regressdo circular-linear, no
qual a varidvel resposta foi modelada pela von Mises, a deviance angular.

A fungio desvio é dada por D(y, 1) = Y7, d? sendo

I—

di = £V 2(Li(yi, i, &) — Li (i, fi, ) (2.79)

Em que /;(y;,) é a contribuicdo de y; para a log verossimilhanga total, fi; é o estimador de
maxima verossimilhanca de 1; baseado apenas em y; e [l € o estimador de mdxima verossimilhanga
baseado na amostra completa (SOUZA, 1999)

Como a varidvel resposta segue a distribuicdo von Mises vM (L, k) a log verossimilhanga é

dada por

I(yi, i, x) = —nlog(lp(x)) + KZCOS(yi — ;)
i=1
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Com isso

Li(vis i, ) = —log(lo()) + K cos(yi — i)

1i(vis i, ) = — log(lo(K)) + Kcos(yi — i)
1y, i ) = —log(Io(K)) + e cos(yi — i)

utilizando a equacdo (2.79)

=

d; = £V2(~log(Ip(x)) + Kk cos(y; — fir) +log(Io(k)) — K cos(y: — ;)

| —

di = V2 (kcos(y; — i) — kcos(y; — ;)2

como cos(y; — [I;) = 1 pois fI; é o estimador da maxima verossimilhanga baseado apenas em y;.

di = £V2[x(1 — cos(yi — [i;))]2 (2.80)
Usando a relagio trigonométrica cos(26) = cos?(0) — sin?(6), tem-se que

1— 2
sinZ(G) = —CO;( 0)

1

entdo sin() = + (l—c—os(e)) :

—_

ﬁsm(g) = +(1—cos(6))?

A equacdo ( 2.80) pode ser escrita como:

i — +2/%sin P’;“} 2.81)
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Souza e Paula (2002) propuseram uma corre¢do para a fungdo desvio, equagdo ( 2.81), dada

por d;:

A

5z

sendo que h:*l é o elemento da diagonal principal da matriz H* = GX(XTG?X)1X"G, com G =

1
iz\/_w (2.82)
1—

diag(g' (Bx;))T, avaliada na estimativa de méxima verossimilhanga. Eles também consideraram o

=2 (2)5 i £) .83

T I()(fi')e*'<

cuja distribui¢do de probabilidade é equivalente a distribui¢do normal padrdao N(0, 1).

residuo r; dado por:

Considere agora outra maneira de se obter os residuos para dados circulares. A distancia

circular para a medida observada 6; e ajustada 0 i, € dada por
dj=n—|r—16;—6j
O Erro Circular Médio (MCEs) (RAMBLI et al., 2016) dado por:

1 & dj
MCEs = — ,Zl sin(;j) (2.84)
sendo n o tamanho da amostra e MCEs € [0, 1].

Rambli et al.(2016) considerando o modelo de regressao circular-circular proposto por
Downs e Mardia (2002,), e dada pela equacdo ( 2.74), para a variavel resposta, propuseram uma
medida chamada DMCE:s, que é a maxima diferenca absoluta entre os dados completos e reduzidos,
ou seja:

DMCEs = max;{|MCEs — MCEs_;)|} (2.85)

Onde MCEs e MCEs_ ) sdo relativos aos dados completos e aos dados sem a j-€sima observagao,
respectivamente. Se o valor de DCME's for superior a um determinado valor de corte a j-ésima
observacao € um outlier.

Com relag@o ao modelo linear-circular, como a varidvel resposta pode ser considerada como

tendo a distribui¢cao normal, os residuos poderiam ser os mesmos utilizados nos modelos de regres-
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sdo linear. No entanto, alguns autores recentemente, tem proposto outras medidas para avaliar a

qualidade do ajuste (SADIKON et al., 2018).
Com os dados modelados pelo modelo linear-circular Sadikon et al. (2018) propuseram
uma medida baseada no conceito dos K- vizinhos mais préximos. Como o residuo € dado pela

diferenca entre o valor real e o valor ajustado, entio
ei=yi—Y;j (2.86)
Supondo que a distancia euclidiana d entre os residuos ¢; e e pode-se definir por
d(ejej)=lei—ejl, i,j=1,..,n i#j (2.87)

ordenando as distancias d(x;,x1), ...,d(xi, X, ), obtem-se d((xi,x1), ..., dg) (xi, xx ). A primeira dis-
tancia mais proxima € a menor distancia.

Uma outra medida para os residuos € baseada no residuo quantilico (ANDRADE; PE-
REIRA; ARTES, 2022), o qual foi proposto para o modelo circular - linear, e foi utilizado para
situacdes em que a varidvel resposta segue outras distibui¢des além da von Mises.

Considerando 6 a variavel circular e T o vetor de parametros, o residuo € dado por
ry =@ {F(6:%)} (2.88)

No qual F*(6p;7) = P(Md — 1 < 0 < 6)) € a funcdo de distribui¢do, Md é mediana direci-

7

onal e £* é o estimador de F* avaliado na mediana direcional Md;.
2.5 Analise de Sobrevivéncia

A andlise de sobrevivéncia pode ser entendida como um conjunto de procedimentos esta-
tisticos que sdo tteis para realizar a andlise de dados nos quais o varidvel de interesse € o tempo

até que um determinado evento ocorra (KLEINBAUM; KLEIN, 2012). O tempo pode ser dado

em anos, meses, dias, horas e é contado a partir do inicio do acompanhamento de um individuo
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até que o evento que estd sendo analisado ocorra. O evento pode ser : morte, doengas, inicio dos

atendimentos de acidentes, por exemplo.

Considerando T uma varidvel aleatoria, ndo negativa, que descreve o tempo t até que um
determinado evento ocorra. O tempo que vai do inicio da observacao até a ocorréncia do evento é
chamado de tempo de falha.

Alguns dados podem estar com as informacdes parciais ou incompletas, quando isto acon-
tece dizemos que estes dados sdo censurados. Estas informacdes, mesmo censuradas, podem ser
relevantes para a pesquisa, e ndo levar em conta estes dados pode conduzir a conclusdes equivoca-
das.

De acordo com Colosimo e Giolo (2006), a censura pode ser classificada como censura do
tipo I, esta ocorre quando o estudo termina apds o periodo que havia sido estabelecido previamente.
A censura do tipo II € aquela em que o estudo termina depois que o evento que estd sendo estudado
ocorreu em um numero pré-estabelecido de individuos. Além dessa, hd um terceiro tipo de censura
quando o individuo € retirado do estudo antes que o tempo de falha tenha ocorrido.

Colosimo e Giolo (2006) também afirmam que hd a censura intervalar. Neste caso o tempo
exato de falha ndo é conhecido, mas sabemos que ele ocorreu, em algum momento, dentro do
intervalo (L,U], onde L <t < U, onde ¢ é o tempo de falha.

Os dados relativos a falha e a censura serdo representados pelo par (#;, 6;), onde §; é a fungao

indicadora de falha ou censura, seja

0, se o dado € censurado
0 = (2.89)

1, se o dado ndo é censurado
Outro conceito importante é a fung¢do de sobrevivéncia, representada por S(z). A fungdo
de sobrevivéncia € definida como sendo a probabilidade de um individuo sobreviver mais que um
tempo especificado ¢, ou seja, é a probabilidade de que a varidvel aleatéria 7' seja maior que um

tempo especificado 7, isto é, S(t) = P(T > t). Entdo

S)=P(T>1)=1-F(t) (2.90)
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onde F(¢) é a fung¢do densidade acumulada de T com fun¢@o densidade de probabilidade f(¢).

Note que
_dsS(1)

e (2.91)

f(t) =

Vale mencionar também o conceito de fun¢@o de risco (ou taxa de falha), denotada por A(7),

esta fungdo € dada por

Pt <T<t+A)|T >t
A1) = tim PUST <1+ ADIT 2
A—0 At

(2.92)

A fungdo de risco A(7) dd a maneira em que a taxa instantinea de falha é modificada com o

tempo.
A func@o de risco acumulada é dada por
t
Alu) = / Au) du (2.93)
0
Algumas relacdes podem ser estabelecidas entre as fun¢des consideradas anteriormente,
t
podemos definir a fungao risco como sendo A (1) = %, portanto
d(log(S(z
A(r) = —2U0elS0) (2.94)
dt
A(t) = —log(S(1)) (2.95)
e
t
S(1) = exp{— / 2 (u) du} (2.96)
0

Considerando §; como a fungdo indicadora de falha ou censura e S(¢) a fungdo de sobrevi-

véncia, a funcdo de verossimilhanga sera representada por:

L(6) =TT/ [TS@) [T —S@)] (2.97)

i€0 i€D icE
em que O é o conjunto de observacdoes que sofreram o evento, £ o conjunto de observagdes

censuradas a esquerda e D as observacdes censuras a direita (CARVALHO et al., 2011).
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Quando ocorrer censura a direita a funcdo de verossimilhanga serd dada por

n

L(6) =[]/ (1:,0)]%]5(1;,0)]'~° (2.98)

i=1

e quando ocorrer censura a esquerda a verossimilhanga sera

n n
L(0) = [T r . 0)* TT(1 —S(,6))' % (2.99)
i=1 i=1
Estimador de Kaplan-Meier

Considere os k tempos de falhas ordenados e distintos, 11 <1 < ... <, € d;j 0 nimero de
falhasem¢;, com j=1,...,n e n; € o niimero de individuos que estdo sob risco em ¢; (COLOSIMO;

GIOLO, 2006). O estimador de Kaplan-Meier ¢ dado por:
A nj—d; d;
S(t) = <) = — - 2.100
0-1(%54)-1(-2) o

Alguns modelos probabilisticos

Serdao mencionados nesta sec¢ao alguns modelos de distribuicao mais frequentemente usa-

dos na analise de sobrevivéncia.
Distribuicao Exponencial

E um dos modelos mais simples para descrever o tempo de falha. Neste modelo a fungio
taxa de falha € constate, isto € para t > 0 tem-se que
Alt)=a (2.101)

Como a taxa de falha é mantida constante ao longo do tempo, a distribui¢do exponencial

tem uma propriedade conhecida como de falta de memoria (LAWLESS, 2003).
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A funcdo densidade de probabilidade para a varidvel aleatéria T € dada por

f(t) = oexp (—aur) (2.102)

e a funcdo de sobrevivéncia é

S(t) =exp{—at} (2.103)
Distribuicao de Weibull

A sua funcdo densidade de probabilidade da distribui¢do Weibull é

(1) = ay(ar)’ texp[—(or)"] (2.104)

a fun¢do de Sobrevivéncia é

S(t) = exp[—(at)?] (2.105)

e a funcdo taxa de falha (fun¢do de risco) é

A1) = ay(ou)? ! (2.106)

Com relacao a funcdo de risco (taxa de falha)(COLOSIMO; GIOLO, 2006) tem-se que:
a) Quando y > 1, a taxa de falha (A(z)) é crescente;
b) Quando ¥ < 1, a taxa de falha é decrescente;
¢) Quando y =1, a taxa de falha é constante.

Y € o parametro de forma e @ o parametro de escala. Observe que se ¥ = 1 tem-se a
distribui¢do exponencial, ou seja a distribui¢do exponencial € um caso particular da distribuicao
Weibull.

A figura ( 2.22) apresenta o grafico da funcdo de sobrevivéncia da distribuicio Weibull,

considerando o parametro de escala o = 1 e diversos valores para o parametro de forma y =

0,5;1;1,5;2
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Figura 2.22 — Gréficos da func¢do de sobrevivéncia da distribuicio Weibull para ¢ =1 e y =

0,5;1;1,5;2
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Distribuicao Log- Normal

A funcdo densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria 7€ dada por

1 1 [log(t) — u\?
f(t)_m znexp(—§<T) ), t>0

u € a média do logaritmo do tempo de falha e o € o desvio padrao.

A func¢do de sobrevivéncia é dada por:

S(r) =@ (M)

o

(2.107)
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Em que ® € a fung¢ao distribui¢do acumulada de uma normal padrao.

Distribuicio Gama e Gama Generalizada

A funcdo de densidade da distribuicdo gama possui dois pardmetros: o parametro de forma

k e o de escala o e é dada por:

F(8) = Sy g P (—é) (2.108)

A funcdo de sobrevivéncia é dada por

oo l/tk_l u
S(t):/t F(k)akexp<—a>du (2.109)

Uma extensao da distribui¢do Gama € a distribuicio Gama Generalizada que € caracterizada

por trés parametros positivos ¥, k e . A fun¢do densidade de probabilidade é dada por:

f() = (k;'mkt"“ exp (— (é)y> (2.110)

Com isso tem-se que
a) Se y=k=1entdo T ~ Exp(x);
b) Se k = 1 entdo T~ Weibull(y, );
c) Se y=1 entdo T~ Gama(k, &).

Para estimar os parametros dos modelos mencionados € usado o método da maxima veros-
similhanca, porém nem sempre tem-se uma solucao algébrica. Sendo necessdria a utilizagdao de
métodos numéricos para obtengdo das solugdes.

Vale destacar que existem outros modelos distribuicdes para modelar o tempo de falha,
como : log-logistico, Rayleigh, Weibull exponencial MUDHOLKAR; SRIVASTAVA, 1993), Wei-

bull inversa. E com relag@o a dados circulares algumas distribui¢des de probabilidade foram pro-



74
postas (BAKOUCH; CHESNEAU; LEAO, 2018; SOUZA et al., 2019; KUMAR; SINGH; SINGH,

2015).

Modelos de regressao na Analise de sobrevivéncia

No contexto da andlise de sobrevivéncia a varidvel resposta, o tempo até a ocorréncia de
um evento, segue uma distribuicdo de probabilidade, que € uma funcdo continua, ndo negativa e
assimétrica. Considerando, por exemplo, o modelo 7 = exp{fy + Bix}€ é considerado como ndo

linear, pois as derivadas parciais em rela¢do aos pardmetros do modelo, dependem de By e B de

fato
aT
—— —¢€X 0+ P1xr€E
T p{Bo+ Bix}
aT
= = exXpiPo + P1x;.x€
55, = PiBot i)
No entanto, o modelo pode ser linearizado, da seguinte maneira
y=logT = Py+ PBix+Vv (2.111)
onde v = log €, Note que neste modelo a distribui¢ao dos erros ndo é necessariamente nor-
mal.
O modelo ( 2.111) pode ser generalizado, incluindo um parametro de forma o. O tempo T
¢ dado por:

logT =u-+ov (2.112)

em que U € o parametro de locacdo e ¢ o pardmetro de escala. ¢ é uma varidvel aleatéria que segue
alguma distribuicdo de probabilidade que possa representar y = log7 (CARVALHO et al., 2011;
COLOSIMO; GIOLO, 2006).

Vale mencionar que este modelo € log-linear para 7 e um modelo linear para Y, e que o
vetor de covaridveis tem um efeito multiplicativo em 7', uma vez que T = exp{ o + Bi1x} exp{oV}.

Os modelos paramétricos para o tempo de sobrevivéncia que podem ser linearizados, usando o
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logaritmo natural sdo chamados de modelo de tempo de vida acelerado, pois as covaridveis t€ém a

func¢ao de acelerar ou desacelerar o tempo de vida (HOSMER; LEMESHOW; MAY, 2008).
Sendo X” = (1,x1, ...,;Xp) o vetor de covaridveis e B = (o, B, ..., B2)T o vetor de pardme-
tros que serdo estimados.

Alguns modelos serdo considerados.
Modelo de regressao exponencial
A func@o de sobrevivéncia do modelo de regressao exponencial é dado por:

S(t]x) = exp (— (exp{tTﬁ})) 2.113)

e a funcdo de risco serd

A(t|x) = exp{x” B} (2.114)
Modelo de regressao Weibull

Considerando o tempo de sobrevivéncia T, e ot = exp{xT B}, onde x é o vetor de covaridveis

e B é o vetor de parAmetros, a fungdo de sobrevivéncia é dada por:

S(t]x) = exp (— (W) 6) 2.115)

Considerando Y = logT, a fun¢do de sobrevivéncia serd:

S(ylx) = exp (—exp (y _;“Tﬁ )) (2.116)
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Modelo de regressao log-normal

Considerando Y = log7, as funcdes de densidade de probabilidade da log normal e de

sobrevivéncia sdo dadas, respectivamente, por

__1 L(y=2"B\?
f(y|X)—G\/EGXP<—5< - )) (2.117)

SGlx) =1—® (y _;CTB) (2.118)

Critério para selecao do modelo

Alguns critérios para a selecdo do modelo que serdo utilizados para o ajuste dos dados
sdo propostos, entre estes o critério de informacdo de Akaike (AIC) e o critério de informacao
Bayesiano (BIC).

O critério de informacgao de Akaike (AIC) é dado por

AIC = —2log(L) +2p

e o critério de informacao Bayesiano (BIC) é dado por

BIC = —2log(L) + plog(n)

em que L € a funcdo de verossimilhanca estimada nos valores dos parametros do modelo, p
€ o nimero de parametros e n € o tamanho da amostra. Serd indicado como melhor modelo o que

apresentar menor valor de AIC e BIC.
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Modelo de Cox

O modelo de Cox € utilizado para modelar a funcao de risco, considerando que o efeito das

covaridveis na fungdo é dado por

A(t]x) = Ao(t) exp(Bixy + ... 4 Buxn) = Ao(r) exp(x’ B) (2.119)

Ao(t) é chamado de risco basal ou fungdo de taxa de falha de base, pois A(f]x) = Ag(r)
quando x = 0.

O modelo é composto pelo produto de um componente ndo-paramétrico Ag(¢) e um para-
métrico exp(Bix1 + ... + Buxn), sendo por isso considerado um modelo semi- paramétrico.

O modelo de Cox também é denominado modelo de riscos proporcionais, pois a razio
das taxas de falhas de dois individuos diferentes i e j, com covaridveis X; = (Xi1,...,Xjp) € Xj =
(xj1,..,xjp) € constante, ou seja a razdo das fungdes taxa de falha entre dois individuos i e j ndo
depende do tempo ¢ (COLOSIMO; GIOLO, 2006). De fato,

At]xi) _ Ao(t)exp(x/B) _ exp(x{B)

Atlx;)  Ao(r)exp(x]B)  exp(x]B)

No modelo de Cox pressupde-se que as taxas de falhas sdo proporcionais, e por ser semi-

paramétrico € bastante flexivel. Este modelo € bastante utilizado na medicina.

Analise de Residuos na Analise de Sobrevivéncia

Nos modelos de regressao linear os residuos podem ser definidos como a diferenca entre
os dados reais e o valor ajustado, porém devido a presenca da censura, os residuos na andlise de

sobrevivéncia ndo sdo vistos desta maneira (HOSMER; LEMESHOW; MAY, 2008).
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Residuos de Schoenfeld

Os residuos de Schoenfeld sdo utilizados para se investigar se 0s riscos s30 proporcionais,
o residuo é dado por:

rik = 6 (Xix — air) (2.120)

sendo §; a fungdo indicadora de falha ou censura e a;; é dada da seguinte maneira:

(2.121)

Aaik =

Y jcr(n) X jkexp(x;B)
ZjeR(t;) exp(x;P)

R(t;) é o conjunto dos individuos que estdo sob risco no tempo ¢; € x;; € o valor da k-ésima covaridvel
do j-ésimo individuo.

O residuo padronizado de Schoenfeld no tempo #; € dado por:
ri =WV ' (2.122)

sendo V (r;) a matriz de covariancia estimada do vetor de residuos de Schoenfeld r; = (ri1, ..., rix).
O gréfico dos residuos padronizados de Schoenfeld contra os tempos de sobrevivéncia per-

mite verificar se hd indicacdo de ndo proporcionalidade, se for satisfeita a suposi¢do de proporcio-

nalidade ndo deve existir alguma tendéncia no grafico de r*;; versus tempo de sobrevivéncia, sendo

portanto uma reta horizontal (CARVALHO et al., 2011).
Residuos de Cox-Snell

Os residuos de Cox-Snell auxiliam na avaliacdo do ajuste global do modelo e eles sdo dados
por:
PEYNGED) (2.123)

em que A() € a fungdo de taxa de falha acumulada. Os residuos de Cox - Snell, de acordo com o

modelo de regressdo considerado, podem ser dados por:
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a) Para o modelo exponencial

A

é; = tiexp[—X/ ]

b) Para o modelo Weibull
éiftiexp{—X/B}"

- <1og<t,-) jxi'u%))]
o

Os residuos de Cox-Snell é; vém de uma populacao homogénea, e se 0 modelo for adequado para

c¢) Para o modelo Log-normal

é; = —log

representar os dados, os residuos devem seguir uma distribui¢do exponencial padrao (COLOSIMO;

GIOLO, 2006)
Residuos Martingale

Os residuos martingale sdo baseados em processos de contagem individual e sdo dados por:

M; =& —¢; (2.124)

sendo §; a fun¢do indicadora de falha ou censura e é; é o residuo de Cox-Snell. Vale mencionar
que os residuos M; ndo sao simetricamente distribuidos em torno do 0 (zero) e quando o tempo de

sobrevivécia € censurado o residuo € negativo (CARVALHO et al., 2011).
Residuos Deviance
Os residuos deviance sdo definidos por
rp, = sinal(M;)\/ —2(I; — 1) (2.125)

em que o sinal de (M;) é o sinal do residuo martingale para o i-ésimo individuo, sendo /; e /; os

valores do logaritmo da fun¢do de verossimilhanca para a observacgao i do modelo dado e do modelo
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saturado, respectivamente. O residuo deviance deve estar distribuido simetricamente em torno da

reta y = 0 (CARRASQUINHA; VERISSIMO; VINGA, 2018).
Modelos para eventos multiplos

Ao analisar alguns dados pode ser verificado a ocorréncia de um mesmo evento, para um
individuo, vérias vezes durante o periodo de acompanhamento (HOSMER; LEMESHOW; MAY,
2008) ou diferentes tipos de eventos decorrentes de um mesmo fator de risco em estudo podem
ocorrer (CARVALHO et al., 2011).

Se 0 uso de um medicamento causa efeitos colaterais num mesmo individuo, em um deter-
minado periodo de estudo, isto pode ser considerado eventos multiplos, ou ainda, podem ocorrer
as mesmas reacoes adversas em varios periodos de tempo. Estas rea¢des podem ser independentes,
ou certa rea¢do ocorre apenas ap0ds outra reacdo. O que caracteriza também eventos multiplos.

H4 véarios modelos para a andlise dos eventos multiplos, como o modelo AG (Andersen-
Gill), proposto por Andersen e Gill (ANDERSEN; GILL, 1982) e o que pode ser considerado

como uma extensdo do modelo de Cox € dado por:
Ai(t) = Ao(t) explx; (r)B] (2.126)

Este modelo € semelhante ao modelo de Cox, equacdo ( 2.119), a diferenga estd no fato de
que no modelo de Cox o individuo ndo estd mais em risco, quando o evento ocorre € no modelo
AG o individuo continua no grupo de risco, mesmo com a ocorréncia do evento, pois o evento pode
ocorrer mais de uma vez (COLOSIMO; GIOLO, 2006). O risco basal Ay(#) ndo varia e os eventos
sdo considerados independentes ao longo do tempo (CARVALHO et al., 2011).

No modelo PWP (Prentice-Williams-Peterson) ha uma estrutura de dependéncia entre os
tempos dos individuos, isto significa que o individuo sé vai estar em risco para o evento m apos a

ocorréncia do evento m — 1 (CARVALHO et al., 2011), a funcdo taxa de falha é dada por:

Aim = Aom (1) exp{xiTﬁm} (2.127)
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em que 4;; € o risco do individuo i sofrer o evento j

No caso do modelo WLW (Wei-Lin-Weissfel) € possivel obter uma taxa de falha para cada
individuo e ele permanece sob risco para o j-ésimo evento até a ocorréncia deste evento (COLO-
SIMO; GIOLO, 2006). A formulagdo da fun¢do taxa de falha para o j-ésimo evento do i-ésimo

individuo € idéntica ao modelo PWP, equacao (2.127).
2.6 Distribuicoes circulares com censura

Nesta sec¢do serdo analisados os procedimentos para se obter os estimadores das distribui-
coes Cardidide, von Mises e Wrapped Cauchy, com a presenca da censura. O método usado para
obter os estimadores serd o da maxima verossimilhanca. Alguns autores fazendo uso do conceito
de censura, dados incompletos ou faltantes, discutiram sobre este aspecto na estatistica circular

(DEVARAAJ; GIRIJA; RAO, 2014; JAMMALAMADAKA; MANGALAM, 2009).
Distribuicao Cardidide

Considerando as varidveis circulares 0y, ..., 0, e os parametros i e p da distribui¢do Car-
didide, utilizando método da maxima verossimilhanga, estes parametros serdo estimados para o

caso de censura a direita. Lembrando que §; € a fungéo indicadora de falha ou censura

0, se o dado € censurado

&=

1,se o dado € nao censurado

A funcdo densidade de probabilidade da distribui¢ao cardidide € dada por:
1
f(8,1,p) = 5_(1+2pcos(6 —p)) (2.128)
e a func¢do de distribuicdo é

F(0)= %[9+2p sin(6 — u) +2p sin | (2.129)
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Para o caso de censura a direita a fungdo de verossimilhanga L = L(6;; u, p) é dada por

n

L - H(i(lﬂpcos(ei—u»)&

i=1

1-6;
'(1—%(9+2psin(9—u)+2psin,u)) (2.130)
Entao
noq 5
L = —n((1+2pcos(9i—,u)) ’
i=1
21— (0 +2psin(0 — u)+2psinp)) 4 (2.131)

Encontrando o log da verossimilhanga, I = [(6;; 1, p) = log L(6;; 1L, p) tem-se

n

1 n
l= logg-i— ;5,~10g(1 +2pcos(6; — )+ ;(1 — &) log (2m — (6;+2psin(6; — u) +2psinu))

al dl
Em seguida sdo obtidas as derivadas parciais — e

o dp

dl o 2psin(6i—u)
ou ZS(H—chos(e —u)

i ‘ 2p(cos(6; — ) —cos )
+ .Z(l %) (27:— (6;+2psin(6; — ) +2p sin,u)) (2.132)

A . 2cos(6; — )
ap Z6’(1+2pcos(9 u))

i . 2(sin(6; — p) +sinp)
B Z(l %) (2717 — (6;+2psin(6; — ) +2p sinu)) (2.133)
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Igualando as equacdes ( 2.132) e ( 2.133) a zero € possivel encontrar as estimativas dos

estimadores [l e D.

Distribuicao Wrapped Cauchy

Considere as varidveis circulares 0y, ..., 6,, os parametros i e p da distribuicio Wrapped
Cauchy, também podem ser estimados utilizando método da méxima verossimilhanca para o caso
de censura a direita. Sendo §; a funcdo indicadora de censura, a func¢do de verossimilhanca L =

L(u,p;6;) é dado por :

A
t1l\2m 1+ p2—2pcos(6;—pu)

_5
! (1+p?)cos(6; — ) —2p o0
.t 2.134
( o arCCOS( 1+p2—2pCOS(9i—IJ) (2.134)

i)
L 1\27m14p2—2pcos(6;— )

1\ (1+p2)cos(8: — ) —2p\\' ¥
(ﬁ) <27r—arccos( T+ p?—2pcos(6— 1) )) (2.135)

Com isso

A L L—p? ’
- 2w \ 14 p2—2pcos(6; — )

1-6;
o (1+p)cos(6; — ) —2p ’
(27r arccos ( 1+ p2—2p cos(6— 1) (2.136)

Obtendo agora a fungdo log verossimilhanca
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| = log-- +Y 6o .
- %y = g 1+p2—2pcos(6;—pu)

Y , (14p?)cos(6; —u)—2p

al  dl
Encontrando as derivadas parcias — e — da fun¢do ( 2.137) e igualando a zero, € possivel

du Ju

encontrar as estimativas dos estimadores [1 e .
Distribuicao von Mises

Considere os angulos 01, 65, ...,0, e assumindo que eles seguem a distribuicdo von Mises
com média i e pardmetro de concentragdo K, que é representada por vM (L, k). Suponha que algu-
mas observacdes sdo censuradas por intervalos do tipo (I, r), onde [ e r sdo arcos na circunferéncia
(JAMMALAMADAKA; MANGALAM, 2009).

A funcdo de maxima verossimilhanga serd dada por :

1 n
L(u,x,6;,6s,...,6,) = WGXP [K;&COS(@'—H)]

n r 1-9;
H {/ exp[kcos(r — ,u)]dt] (2.138)
i=1

li
sendo que O; € a funcdo indicadora de censura.

A funcdo log verosssimilhanca serd dada por

I(u,x,01,....60,) = —n(log2n+logl(x))+ KZ o;icos(6; — 1)
i=1

£y (1-8)log [/lriexp[xcos(t—u)]dt (2.139)
i=1 i
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O objetivo é encontrar os estimadores [I € Kk, que maximizam a funcdo de log verossimi-

lhanga. Algumas relacdes serdo utilizadas JAMMALAMADAKA; MANGALAM, 2009), para

facilitar a obtencao dos estimadores:

Bulu. ) = [ expliccos(r — )] dr
Biu. ) = [ sin(e — ) expliccos(s — u))ds
Balu. ) = [ cos(s — ) explicos(s — ) ds
Bl ) = [ s (e~ p)explccos(r — )] dr

Ti
B4&/.L,K)z/ﬁ cos? (1 — mu) exp[Kcos(t — )] dt

Bsi(u, k) = Ari sin(t — p)cos(t — w) exp[k cos(t — u)] dt

A partir destas relacdes obtem-se

0By,
= KBy
ou
d By,
— B>
oK 2i
dBy;
ou KB3; — By,
U
dBy;
— B«
aK 5i
By,
2i B4i
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. . al  dl
Para determinar os estimadores sdo calculadas — e —. Logo

du  Jdx
0l . o o s Bli(.u'7K)
Fie Ki:):l {5, sin(a; — ) + (1 5,)3—01_(% K)} (2.140)
€
o _ [ 5 cos(ar \Bai(i, k)
P —nA(K) +l; {5, cos(o; — )+ (1 — 51)301’(#, K)} (2.141)

Ao igualar a zero as equagdes ( 2.140) e ( 2.141) os estimadores [l e K sdo obtidos.

Vale ressaltar que as estimativas da maxima verossimilhanga das trés distribui¢des analisa-
das ndo sdo obtidas por métodos algébricos.

Nos modelos analisados nesta sec¢do, foi considerada a censura do ponto de vista concei-

tual, dados incompletos ou faltantes, sem se considerar o tempo até a ocorréncia do evento.
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3 CONSIDERACOES GERAIS

A partir da teoria estudada foram produzidos quatro artigos abordando os temas de estatis-
tica circular e andlise de sobrevivéncia. Sdo eles:

a) Estatistica circular aplicada aos dados de localiza¢do dos municipios de origem dos alunos
do PROFMAT-UFSJ-Campus Santo Antonio;

b) Regressao linear-circular para modelagem de dados meteoroldgicos na cidade de Sao Jodo
del Rei;

¢) Modelos com eventos multiplos para avaliagao dos picos de radiacao solar na cidade de Sao

Joao del Rei- MG;

d) Modelo de Regressdo com covaridvel circular: teoria e aplicacdo em dados sobre atendi-
mento de ocorréncia de acidentes de transito.

A principio sdo artigos independentes, trabalhados inclusive com bancos de dados diferen-
tes, que exigiram manipulacdo de planilhas de grandes dimensdes com caracteristicas proprias. A
proposta foi apresentar a teoria abordada nos trés primeiros artigos, utilizando diferentes aplicacdes
e posteriormente no quarto artigo reunir as teorias em uma unica proposta de adaptacao de modelo
de regressdo para incluir dados circulares com censura.

No primeiro artigo, a utilizacdo de coordenadas geogréificas permitiu verificar a ampla
abrangéncia do uso da estatistica circular e trabalhar conceitos basicos. No segundo, a ideia da
regressao circular foi abordada com um conjunto de dados tradicional na 4rea, que sdo os dados
meteorolégicos. No entanto, percebe-se que grande parte dos artigos com tais dados trabalha ape-
nas com a estatistica circular descritiva e, recentemente, a inclusdo com modelos de regressao tem
sido realizada e sua teoria divulgada.

Ja no terceiro artigo, a mudanga estd na forma de trabalhar os dados pois, utilizou-se o
mesmo banco de dados meteoroldgicos mas agora com a teoria estatistica da andlise de sobrevi-
véncia, que usualmente trabalha com dados da area de saide. Neste caso, a finalidade foi também
apresentar uma maneira diferente para explorar esses dados considerando ainda uma adaptacao do
tradicional modelo de Cox, mas incluindo a teoria para os eventos repetidos. Apesar deste artigo
ndo discutir dados circulares, ele foi utilizado para investigar a presenca de dados censurados em

um conjunto de dados comum na estatistica circular, que sdo dados meteorolégios.
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Finalmente, ao obter os dados de ocorréncias de acidentes de transito registrada pela Policia

Militar de Minas Gerais, foi possivel analisar os dados tanto no contexto da estatistica circular,
quanto na abordagem da andlise de sobrevivéncia, possibilitando propor um modelo ndo usual na
literatura, que permite a associagdo entre variavel resposta linear e covaridvel circular com censura.
Seria possivel ainda, neste conjunto de dados, explorar também eventos repetidos em diferentes

regides geograficas o que permitiria abordar todas as teorias anteriores em um unico banco de

dados.
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Resumo

O PROFMAT - Programa de Mestrado Profissional em Matematica em Rede Nacional-
€ um programa criado com o objetivo de contribuir com a qualificacdo dos professores
da educag@o bdsica. O curso € ofertado em Rede Nacional sob coordenagdo da
SBM (Sociedade Brasileira de Matematica) e o IMPA(Instituto de Matematica Pura e
Aplicada) em parceira com 77 institui¢des de ensino superior em todo o Brasil, entre
elas a Universidade Federal de Sao Jodo del Rei- MG (UFSJ). Os alunos matriculados
no curso sao oriundos, em sua maioria, de municipios préximos a Sdo Jodo del Rei.
Assim, estabelecer a abrangéncia, ou mesmo a distribuicdo de localizac¢do de origem
dos alunos atendidos pelo programa no entorno da instituicdo de ensino superior
parceira da SBM, pode ser um fator de interesse para gestdo de coordenadores e,
posterior divulgacdo entre os professores de matematica. Desta forma, ter acesso as
coordenadas geograficas dos municipios de origem dos alunos fornece um conjunto de
dados de interesse, sendo que tais dados podem ser transformados em dados angulares
em relac@o a cidade sede do curso. Para realizar analises com dados angulares se faz
necessdrio o uso da estatistica circular, isto é, a andlise considerando dados que ndo
devem ser organizados simplesmente na reta real e sim estabelecendo uma disposi¢do
circular. Diante do exposto, o objetivo deste trabalho foi utilizar a estatistica circular
para analisar a distribuicdo de localiza¢do de origem dos alunos matriculados no
PROFMAT na UFSJ, Campus Santo Antonio.

Palavras-chave

Meédia circular, Variancia circular, Comprimento médio.
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1 Introducao

Quando se pretende estudar fendmenos que sdo provenientes de medidas que
envolvem angulos como, direcdo dos ventos, angulos de voos de pdssaros, a melhor
ferramenta é a estatistica circular. No entanto muitas técnicas estatisticas sdo mais
adequadas para dados localizados na reta real, como altura, idade e peso. Estes dados

sdo considerados como lineares.

Contudo os dados circulares ndo devem ser analisados da mesma maneira como se
tratam os lineares. O motivo desta afirmacdo estd no fato de que se medidas angulares
fossem tratadas como lineares seriam obtidos resultados equivocados. Por exemplo,
a média aritmética dos angulos 60° e 300° é 180°, no entanto observando a Figura
1, nota-se que o valor mais apropriado para esta média é 0°. Nota-se entdo que hd
vantagem de utilizar a estatistica circular para que se obtenha a interpretacio correta dos

dados. Neste contexto os dados analisados sdo medidas angulares, ou que podem ser

Figura 1: Representac@o de dois pontos

Py

60°

o 300°

P,

Fonte: Os autores

transformadas em angulos, como é o caso dos meses do ano e coordenadas geograficas.
Ja existem varios estudos utilizando dados circulares, pode ser mencionado o usa da
estatistica circular para analisar o efeito da direcdo dos ventos e a concentracio de
0z0nio [3] e um outro estudo sobre a dispersdo dos alunos matriculados na Universidade
Federal do Recdncavo da Bahia- UFRB [7].

O objetivo desta pesquisa foi analisar, via estatistica circular, a localizacio das
cidades de origem dos alunos do programa de mestrado, PROFMAT, da UFSJ - Campus
Santo Antdnio, a partir das coordenadas geograficas. A relevancia deste estudo esta no
fato que € possivel verificar a distribui¢do dos alunos nas cidades situadas na regido de
atuacdo da UFSJ.
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Isto tornara possivel verificar em que localidades é mais importante divulgar o

curso, tendo em vista a necessidade de qualificagdo dos professores da educagdo basica.

Para realizacdo da pesquisa foram analisadas as 26 cidades mineiras de origem dos
56 alunos matriculados no PROFMAT no periodo de 2017- 2021.

2 Estatistica Circular Descritiva

Um ponto P do plano cartesiano pode ser representado por (z,y), este ponto
também pode ser visto como um ponto numa circunferéncia de centro na origem (0, 0)
e raio 7, assim pode ser estabelecida uma relagdo : x = rcosf e y = rsinf, entdo
P = (rcos@,rsinf) (Figura 2).

Figura 2: Representacdo do ponto P

P

rsin

rcosf

Fonte: Os autores

No caso em que o raio é unitdrio, isto é, r = 1, tem-se x = cosf e y = sinb,

um ponto P num circulo unitdrio pode ser representado por P = (cos 6, sin ).

A partir deste fato serd dado o conceito da Média direcional, a qual tem a mesma

direcdo que o centro de massa do circulo unitdrio ( ver [6]).

Assim, considere agora os pontos P, Ps, ..., P, em uma circunferéncia unitdria, e
seus respectivos angulos 6;, ..., 6, em relagao ao eixo z. O centro de massa serd dado
por M = (C, S) onde

B 1 n

C=- 0; 1
. ;COS (D)

S 1 zn: iné )

= — Sin ¢;
n =1 ’
Seja
R*=C*+ 8 3)
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Note que das equacdes (1) e (2) tem-se que C' = Z cosf; e S = Z sin 6;

i=1 i=1

A média direcional, 0, é a solugio das equagdes :

_ C
0= =
cos 7
“
sinf = E
R
e satisfaz as equagdes (5)
S
arctan =, S > 0,C >0
C
i S
0 = q arctan = +7,C < 0 &)
C
S
arctané +27,5<0,C>0

A medida R é chamada de comprimento médio resultante, observe que R = E
com0 < R<1,e quanto mais proximo de 1 estd o valor de R menos dispersgs
estardo os dados. A partir deste fato, pode-se obter uma medida para avaliar a dispersdo
dos dados. Se R tem um valor préximo de 1, entdo os dados direcionais estdo bem
agrupados, caso R esteja préximo de zero hd uma dispersio dos dados. Notando assim,

que R é uma medida de concentraco dos dados( [5],[2]).

A variancia circular V' ¢ dada por
V=1-R (6)

onde0 <V <1.

Observe que quanto mais proximo de O(zero) for o valor na variancia circular mais

concentrados estdo os dados e quanto mais préximo de 1 hd uma dispersdo dos dados.
O desvio padrio circular é dado por v = [—21In(1 — V)}% (1[Q))
Pode também ser utilizado uma aproximacao para o desvio padrdo, v, que é dada
por
v (2V)3 (N

Considerando os valores de 6 tais que 0 < 6 < 1 rad, e usando e expansédo de
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Taylor (com apenas dois termos) para cos 6 (ver [4]) tem-se:

92
O~1— — 8
cos ; 3
De (8)
2cos0 ~ 2 — 02
6? ~ 2(1 — cos )
29? R 22(1 —cosb;)
i=1 i=1
Com isso

> (6 —0)° ~2 2(1 — cos(0; — 0)) )

Antes de desenvolver a igualdade (9), serd mostrado que

n

> sin(0; — 0) =0 (10
=1
S cos(t — 0) = R (1)
=1

Usando relagdes trigonométricas e as equagdes (4) tem-se:

z": sin(6; — @) = cos éi sin #; — sin ézn: cos 0;
i=1 i=1 i=1

(@]
o)
2]
BN
)
S
I
Sy
=
Il
(]
=
Q
o
2]
>
3
o
o
w
S
Jr
w
@
=)
<
S
wn
@,
=
Sy
=

_ _ 02 52
=Ccosf+Ssinf=-—— 4" =R
cost 4+ Ssin R+R

Retornando a equacio (9) :
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n n

D (6 —6)” ~2) (1 —cos(6; - 0))

i=1 i=1

n

Z(Qi —0)? ~2n— Qicos(éi —0) =

i=1 i=1

=2(n—R) =2(n—nR)

=2n(1 - R)
Entao .
> (0 —0)* ~2n(1 - R)
=1
n ) 7\ 2 B
n
v* ~2(1-R)
Portanto
VR 2(1—]:2):\/21/ (12)

De acordo com [5] para valores da variincia circular V' préximos de zero, pode ser

utilizada a aproximacdo dada em (12) para o desvio padrio circular v.

3 Metodologia

Os dados foram obtidos através das informagdes dos estudantes do PROFMAT
registradas no Sistema Integrado de Gestdo das Atividades Académicas da Universidade
Federal de Sao Jodo Del Rei, localizada no municipio de Sdo Jodo Del Rei — MG. Para
este trabalho, fez-se uso dos dados provenientes das cidades de origem dos estudantes
matriculados no curso ofertado no campus Santo Antonio. Foi analisado o periodo de

2017 — 2021, no qual ha 56 alunos matriculados oriundos de 26 cidades mineiras.

Utilizou-se métodos estatisticos circulares para averiguar as frequéncias direcionais
dos dados fornecidos. A partir das coordenadas geograficas de cada municipio fornecida
pelo Instituto Brasileiro de Geografia Estatistica IBGE), foram obtidas as distancias e
dire¢des para determinag@o das medidas angulares, tendo a cidade sede da UFSJ como

municipio de referéncia.

Para o calculo das distancias, de acordo com [1] se faz necessario obter a distincia
entre dois pontos geogrificos P; e P» se calculando entdo a diferenca de latitude (DLA)
e diferenca de longitude (DLO). Para se obter os valores da DLA e DLO € necessario
calcular a diferenca entre as latitudes e longitudes entre as coordenadas de P; e Ps.

Essas diferencas sdo aplicaveis para pequenas distancias, segundo [1] para angulos
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maiores que 7 graus deve-se levar em consideracio a curvatura da terra. Calculada
as diferencas, o proximo passo é transformar os valores angulares em distancia, que
generalizamos como D, porém para o calculo das diferenca de latitude e diferenga de

longitude chamaremos respectivamente de DLA e DLO.

S
D = [G(60) + M + %](1852) (13)
A medida D estd quantificada em graus(G), minutos(M) e segundos(S), o valor
1852 ¢ referente a transformac@o em Milhas Nauticas. Por meio da expressdo (13) as
diferencas (D) foram convertidas em distancia, considerando que uma milha ndutica
(1 NM), equivale 1 minuto da circunferéncia terrestre. Assim tem-se que uma milha

equivale a 1852 metros ou 1, 852Km.

Pelas propriedades de um triangulo retdngulo, sabe-se que a tangente € a divisdo
do cateto oposto pelo adjacente, seja P; a origem em um plano cartesiano, ou seja, o
ponto (0,0), podemos deduzir que o dngulo « do seguimento P; e P, em um circulo

trigonométrico, serd:

DLA
t == 14
an(a) = 5+ (14)
Sabendo-se o valor da tangente, o valor de « serd dado por:
arctan | ()| = tan(a 1) (15)

O valor de « é dado em modulo pois se faz necessdrio encontrar o quadrante ao

qual « pertence, e o quadrante serd dado de acordo com os sinais do DLA e DLO.

A cidade de Séo Jodo del Rei — MG foi considerada como 0° (zero grau). Para

realizacdo das analises utilizou-se o pacote circular e CircStats do software R [8].

4 Resultados e Discussoes

A Tabela 1 mostra os angulos encontrados e a distancia, em relagdo a cidade
de referéncia, para cada uma das 26 cidades de origem dos alunos matriculados no
PROFMAT.

A distribui¢do dos alunos, nas diversas cidades, esta representada nas Figuras 3 e
4, e percebe-se que alunos de vdrias regides do entorno de Sao Jodo del Rei frequentam

este programa de pés graduacio.
Considerando que os dados estdo distribuidos numa circunferéncia de raio 1, a
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Figura 3: Distribuicdo das cidades e seus respectivos dngulos

iz 212 i aas:Neves

N
Para dé Minas o)

s )]
(2e2) eoae\o Horizonte,
Betim

Nova Limal

Ibirité

Pte Nova

‘OCarmo da Mata

OConselheiro Lafaiete

[z

DResen Olagoabourada  copeiafiora

Alto|Rio

©OPrados

- O Santa cr ODores de Campos e
ascoricelos O Desterro do Melo

OBarbacena

) 265} ftutinga =) Anto

OTrés Pontas T B

OPiedade do Rio Grande

Paraguagu varginha

OSanta Rita de Ibitipoca
OEIGi Mendes (asa

257)

Bicas
- ©Juiz de Fora

O Andrelandia

Qltanhandu
Pedra da Mi 1;0‘ ) .5

Itajuba

média circular obtida foi § = 0, 398 rad ou § = 22°, o comprimento médio resultante
foi de R = 0,29 e a variancia circular V' = 0, 71. Note que os alunos esto distribuidos
em toda a regido do entorno de Sao Jodo del Rei. Além disso, os alunos estdo mais

concentrados nas cidade situadas ao norte da cidade sede do curso.

Em seguida foi encontrada a média circular e a variancias dos dados
5 Conclusiao

Os dados dos alunos do programa de pds graduagdio PROFMAT indicam que
a procura de alunos pelo curso é proveniente das diversas regides nas quais a UFSJ
estd inserida. Estes dados podem ser um indicativo da necessidade de formagdo de
professores em nivel mestrado profissional em Matemadtica nestas regides, e ainda
sugerir a necessidade de adequagdes na universidade e na cidade de Sdo Jodo de Rei, no

sentido da melhoria na infraestrutura para a recepcio destes alunos.
Nio hd uma concentragio dos alunos matriculados no curso em apenas uma regiao

Revista de Matematica de Ouro Preto 2022 8



RMAT: v.1 pp:9-10 2022 Universidade Federal de Ouro Preto

Cidade Niim. de alunos Lat. Longit. Dire¢do (O) Distancia(Km)

Sio Jodo del Rei 7 21°8'9” 44°15"43” 0 0,00
Santa Cruz de Minas 1 21°7'127 44°13'22” 22 4,69
Ubd 2 21°7'12” 42°56'34” 1 146,60
Prados 1 21°3'28” 44°4'48” 23 22,00
Resende Costa 1 20°55'19” 44°14'16” 84 23,54
Lagoa Dourada 3 20°54'50” 44°4'48” 50 32,05
Dores de Campos 1 21°6'32” 44°1'227 6 26,70
Barbacena 9 21°13'33” 43°46'26” 350 55,14
Desterro de Melo 2 21°8’49” 43°31'47 359 82,7
Ouro Branco 1 20°31'15” 43°41'31” 47 93,17
Divindpolis 7 20°8'33,6” 44°53'25,2” 127 130,59
Conselheiro Lafaiete 2 20°39'36” 43°47'9” 45 74,80
Belo Horizonte 3 19°55'0” 43°56'0” 75 140,30
Carmo da Mata 1 20°33'28” 44°52'15” 44 93,30
Cogqueiral 2 21°11'20” 45°26'27” 183 131,13
Lavras 2 21°14'42” 45°070” 188 82,90
Trés Pontas 1 21°22713” 45°30"44” 191 141,30
Varginha 1 21°233'3” 45°25"48” 199 137,70
El6i Mendes 1 21°36'36” 45°33'54” 200 154,00
Olimpio Noronha 1 22°4'4” 45°15'50” 223 152,00
Cruzilia 2 21°50'20” 44°48'28” 232 99,00
Itanhandu 1 22°17'45” 45°44'56” 240 149,00
Andrelandia 1 21°44'24” 44°18'32” 266 67,30
Piedade do Rio Grande 1 21°28'8” 44°11'45” 281 37,7,
Santa Rita de Ibitipoca 1 21°33'46” 43°54'54” 309 61,00
Juiz de Fora 1 21°41'20” 43°20740” 329 119,00

Tabela 1: Cidades de origem dos alunos do PROFMAT entre 2017 e 2021 suas respecti-
vas coordenadas geograficas com distancias em relagdo a Sdo Jodo del Rei - MG

Figura 4: Griéfico circular com a distribuicio dos alunos

Fonte: Os autores

especifica. Cerca de 30% dos alunos sdo oriundos da regido ao norte de Sdo Jodo del Rei.
Com isso, hd a indicativo de uma necessidade maior divulgac@o do curso nas cidades do
entorno, o que poderia resultar numa demanda maior de professores da educacio basica
em se matricular no programa. Esta pesquisa pode ser estendida para outros cursos da

institui¢do, tanto de graduagdo como de pds-graduagao.
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Regressao linear-circular para modelagem de dados
meteorologicos na cidade de Sao Joao del Rei

Resumo

Modelos de regressao sao utilizados para analisar o comportamento de uma variavel em
relacdo as outras. Quando os dados sao provenientes da reta real podem ser usados,
por exemplo, modelos de regressao linear. No entanto, quando os dados sao resultantes
de medidas angulares, que podem surgir a partir de observagoes relacionadas a direcao
de voos de passaros, dados meteoroldgicos, meses do ano, assim, a melhor alternativa
é utilizar os modelos de regressao para dados circulares. Neste trabalho, os dados sao
provenientes do INMET e referentes a estacao meteoroldgica situada na cidade de Sao
Joao del Rei-MG, no periodo de 01/01/2020 a 31/12/2021. O modelo linear-circular foi
selecionado, sendo a variavel resposta a radiacao solar, a variavel explicativa, circular, os
meses do ano e a covariavel umidade relativa do ar foi inserida. Para o ajuste foi utilizado
o software R. Os parametros foram significativos ao nivel de significancia de 1%. Para
validar o modelo foi utilizada a andlise dos residuos, e indicou ajuste satisfatorio. Através
da estatistica circular foi possivel verificar os periodos de picos de radiacao, e em que
meses do ano ocorreram altas radiagoes.
Palavras chave: Ventos, Radiagao, Correlagao, Direcao.

Introducao

Uma das maneiras de se analisar o comportamento de uma variavel em relagao a outra
¢ utilizando a regressao linear. Com isso tem-se a variavel resposta (Y;) e a variavel
preditora (x;), podendo ocorrer a inclusao de covariaveis. Uma suposicao da regressao
linear simples ou multipla é que a variavel resposta tem distribui¢ao normal (CASELLA;
BERGER, 2018; UYANIK; GULER, 2007). Ocorrem situacées em que as variaveis seguem
outras distribuigoes, como binomial, Poisson e Weibull. Nesse caso, podem ser utilizados
os modelos lineares generalizados. Assim, a variavel resposta Y; é considerada como
pertencente a uma familia de distribui¢oes chamada de familia exponencial. A variavel
x; esta relacionada com a média de Y; por meio de uma fungao de ligacdo (LOBATO;
VEIGA, 2020; MARQUES; VILLELA, 2020). Tanto na regressao linear como nos modelos
lineares generalizados os dados sao considerados como provenientes da reta real. No
entanto, ocorrem situagoes em que os dados sao resultantes de medidas circulares ou
angulares, estes podem ser vistos como localizados num circulo de raio unitario. Eles
podem surgir a partir de observacoes relacionadas a direcao de voos de passaros, dados
meteorologicos, ritmos circadianos, horarios, dias ou meses do ano (THORUP; RABOL;
ERNI, 2007; JAMMALAMADAKA; LUND, 2006; BRIGHENTTI et al, 2014). Quando
se trata de medidas circulares, a melhor forma de analisi-los é utilizar a estatistica para
dados circulares (FISHER, 1993), pois o uso da estatistica usual para dados lineares pode
levar a erros de interpretacao (MARDIA, 1972). Jammalamadaka (2001) e Mardia &
Jupp (2000) citam modelos de regressao especificos para dados circulares. Estes modelos
podem ser denominados linear-circular ou circular — linear, quando a varidvel resposta é
uma medida linear (situada na reta real) e a variavel explicativa é circular ou vice-versa,
ou circular-circular, quando as variaveis explicativas e resposta sao circulares.

Com relagao a distribuigao para a variavel aleatoria circular, existem diversos mode-
los de probabilidade, como uniforme, cardiéide, wrapped e von Mises. Neste artigo, os



dados circulares serao considerados como provenientes da distribuicao von Mises. Vale
mencionar que Fisher (1993) e Mardia & Jupp (2000) consideram que essa distribuicao,
em muitos aspectos, tem propriedades semelhantes & distribuicdo normal. Autores como,
Jammalamadaka & Lund (2006) e SenGupta & Ugwowo (2006), utilizaram modelos de
regressao para dados circulares para analisarem fené6menos meteorologicos, nos quais as
varidveis circulares foram as direcoes dos ventos, dias e meses do ano.

Este artigo estd organizado em seis secOes a segunda e terceira fornecem detalhes
sobre a estatistica para dados circulares, os modelos de distribuicao de probabilidade bem
como os modelos de regressao proprios desta area da estatistica. As duas secoes seguintes
contém uma aplicacdo a dados reais, de uma estacao meteorologica situada na cidade de
Sao Joao del Rei - MG, uma anélise dos resultados obtidos e a escolha de um modelo
de regressao para ajuste dos dados. E, por fim, na ultima parte é feita a conclusao da
pesquisa realizada.

Foram analisados dados angulares como dire¢ao dos ventos, dias e meses dos anos e
outros dados meteorologicos, avaliando a correlagao entre eles. Neste contexto o objetivo
principal deste trabalho foi ajustar modelos de regressao envolvendo variaveis circulares.
Deve-se destacar a relagao existente entre a radiacao e outras variaveis meteorologicas
como umidade relativa do ar e temperatura (OLIVEIRA; CAVAZZANA; SOUZA, 2019;
DALMAGO el al., 2006). Assim, no contexto da estatistica circular pretende-se ajustar
a varidvel resposta, a radiacao, em funcao das covaridveis: temperatura, velocidade dos
ventos, umidade relativa do ar, pressao e meses do ano.

Estatistica para dados circulares

Um ponto P do plano pode ser representado por (x,y) no caso de coordenadas retangulares
ou pode ser representado por (r,0) em coordenadas polares. Pode ser estabelecida uma
relacao entre as coordenadas retangulares e polares da seguinte maneira:

x =1 cost e y=rsind

Considerando uma circunferéncia de raio unitario, isto é, r = 1, £ = cosf e y = sin ¥

Portanto, um ponto P no circulo unitario pode ser representado por P = (cos d,sin 0).

Considere agora uma amostra aleatoria dada pelos vetores unitarios v1, ..., v, e seus
respectivos angulos 6y, ...6,. A média direcional  de 6y, ...,0, é a direcio resultante de
U1 + ... + v, dos vetores 07, ...,7,. Ela tem a mesma direcdo do centro de massa v de
01, ..., U, (MARDIA; JUPP, 2000).

Como o vetor ¥ é unitério, entao v = (C, S) = (cosf,sin ), dai o centro de massa sera
representado por:

o 1 n 1 n -
(C,9) = (ﬁ ;cosé’i, - ;smei) (1)

Portanto 0, a média circular, é a solucao das equacoes:

{

R =C? 4§

L QY

cos
sin 0

oyl o]

onde

- R . . . .
R = —, e esta medida é chamada de comprimento médio resultante e esta associada a
n

concentra¢ao dos dados. Note que 0 < R < 1. Para valores de R proximos 1(um) tem-se



que a concentracio dos dados e valores de R proximos de 0 (zero) ha uma forte dispersao
dos dados (MARDIA, 1972). )
A variancia circular V' é dada por V=1 — R, e o desvio padrao v é dado por

v=+/—2log(l-V)) (3)

Modelo de Probabilidade

Para a analise de dados provenientes de medidas angulares ou direcionais sao utilizados
modelos de probabilidade proprios. Se f(f) é uma fungao de densidade de probabilidade
de uma variavel aleatéria circular O, entao esta funcao satisfaz as seguintes propriedades:

i) £(6) >0
it) £(6+2r) = £(0)

21

i) F(0)do =1
0

Um dos modelos de probabilidade muito utilizado para dados circulares é o modelo von
Mises, o qual serda denotado por vM (p, k), o parametro p é a média direcional e x é o
parametro de concentracao (JAMMALAMADAKA; SENGUPTA, 2001).

O modelo ¢é dado por:
- 1
- 2nly(k)

em que I é a funcdo de Bessel modificada, de primeiro tipo e ordem 0, que pode ser
definida por

9(0, p, ) e (4)

1 2w 0
Iy(k) e do (5)
0

T or

Correlacgao e regressao para dados circulares

Em muitas situacoes praticas, quando se deseja verificar se ha alguma relacao ou depen-
déncia entre duas variaveis aleatérias, usa-se uma medida para verificar se esta dependén-
cia ocorre, a correlagao, e ela pode ser:

1. Linear- linear quando as variaveis sao lineares, ou sao provenientes de dados locali-
zados na reta real;

2. Linear- circular, quando uma varidvel é linear e a outra é circular;
3. Circular- circular no caso em que as duas variaveis sao circulares.

Para a correlacao linear-linear pode ser utilizado o coeficiente de correlagao (CASELLA;
BERGER, 2018) dado por:

D > (o ().
\/Z?:l(xi =230 (% — 9)?
Uma medida de correlagao entre uma variavel linear x e uma variavel angular «,
correlagao linear-circular (MARDIA; SUTTON, 1978), é dada por:

(6)

Pp




2 2
R2 T2c + Trs 2rmcrxsrcs (7)
e 1—1r2

onde
Tye = corr(x, cos a)

Tys = corr(z,sin o)
T'es = corr(cos a, sin )

Quando o valor de Ri)a esta proximo de 0 nao ha relagao entre as variaveis e quando
o valor estd proximo de 1 ha evidéncia de uma forte relagao entre as varidveis.

Considere agora uma amostra dada por (61, ¢1), ..., (0, ¢,) variaveis circulares e suas
respectivas médias direcionais, § e ¢ Jammalamadaka & Senguta (2001) sugerem a se-
guinte medida:

_ S sin(f; — 0) sin(¢; — @)
’ \/Z?ﬂ sin?(0; — 0) sin(¢; — @)

Se as varidveis § e ¢ sao independentes o valor de 7., serd bem préximo de zero,
quanto mais proximo o valor de r for de 1 maior sera a associacao entre as variaveis.

Quando as variaveis tém natureza linear pode ser verificada a forma da associacao entre
elas considerando varios tipos de ajustes, tais como a regressao linear propriamente dita
ou mesmo a regressao nao-linear, pois estes casos envolvem a defini¢ao do tipo de regressao
considerando os parametros. No entanto, nestes casos as estatisticas sdo provenientes de
dados trabalhados na reta real, ou dados que podem ser plotados no R". J4 a regressao que
envolve variaveis circulares, devido a natureza periédica dos dados, h4 modelos proprios
os quais podem ser circular-linear, linear-circular e circular-circular.

Neste artigo foi considerado o modelo de regressao linear-circular, quando a variavel
resposta é uma medida linear, quando a variavel explicativa é circular e a variavel resposta
é linear. Com isso, considerando a variavel resposta Y e a variavel explicativa circular 0,
o modelo de regressao sugerido por Mardia & Jupp (2000) é dado por:

T

(8)

Y; = Bo + Bicost; + Basinb; + ¢ (9)

comi=1,....,ne By, B, P2 0s parametros a serem estimados.

Metodologia

Os dados analisados nesta pesquisa foram obtidos do INMET e refere-se a cidade de Sao
Joao del Rei no estado de Minas Gerais. Nesta cidade had uma estagdo meteorologica
automatizada localizada no Campus Tancredo Neves - CTAN, da Universidade Federal
de Sao Joao del Rei -UFSJ. Os dados sao referentes aos anos de 2020 e 2021, para que
fosse possivel verificar o comportamento peridédico, ambos no periodo de 1 de janeiro a
31 de dezembro. E incluem varidveis como temperatura maxima, umidade relativa do
ar, velocidade dos ventos, radiagao e direcao dos ventos. Os dados sao diarios e relativos
aos horarios das Oh as 23h. As unidades de medidas para cada variavel estao listadas na
Tabela ( 1).

Inicialmente foram obtidas as médias mensais para cada variavel, salientando que para
os dados circulares é calculada a média circular.



Foram encontradas as correlagoes lineares, linear- circular e circular-circular e em
seguida os dados foram ajustados ao modelo linear- circular para as médias mensais e
meses do ano, vale destacar que as medidas para meses do ano foram transformadas em
circulares.

Os dados foram ajustados para o modelo de regressao linear-circular, onde as varidveis
circulares foram a direcao dos ventos e meses do ano. A anélise inicial se deu com o
modelo apenas com a variavel circular, e depois covariaveis foram incluidas.

Para validar a escolha do modelo foi realizada a analise dos residuos, o grafico com
os residuos e QQ plot. Para andlise e ajuste dados foram utilizados os pacotes circular e
CircStats do software R (R Development Core Team, 2021).

Resultados e discussoes

As médias para a pressao, radiacdo, temperatura maxima diaria, umidade relativa do ar,
velocidade e direcao dos ventos para os anos de 2020 e 2021 estao mostradas na figura
(1).

Com base nos graficos apresentadas na figura ( 1), observa-se que para os anos de 2020
e 2021 eles apresentam comportamento bem semelhantes, exceto nos gréaficos da pressao
atmosférica e direcao dos ventos. Com relagdo & pressao média mensal, vé-se que no ano
de 2020 houve uma queda da pressao atmosférica entre os meses de abril e setembro e
no grafico da direcao dos ventos ha diferenga consideravel desta variavel circular entre os
meses de abril e junho no ano de 2021.

Para obtencao da correlagao entre as diversas varidveis da planilha de dados mete-
orologicos verificou-se a auséncia de registros no periodo das 23h as 8h para a variavel
pressao, e para outras varidveis faltavam os dados em alguns dias nos horérios das 9h,
10h e 23h dessa maneira considerou-se apenas os dados do periodo das 11h as 21h.

Para a anélise de correlagao e regressao a variavel direcao dos ventos foi tratada como
circular e as demais lineares, desta forma obteve-se valores para os coeficientes de corre-
lacao de correlagao linear - linear e linear- circular para os anos de 2020 e 2021, conforme
mostrado nas tabelas ( 2) e ( 3).

Na correlacao linear-linear o maior valor obtido foi entre a temperatura e a radiacao,
tanto para 2020 como 2021, seguida dos valores de temperatura e pressao, no entanto
houve uma correlagao em 2020 e negativa em 2021, indicando realmente uma alteracao
devido a pressdao conforme observado na figura ( 1), fato semelhante aconteceu com a
pressao e radiacao.

O ajuste do modelo de regressao foi realizado para os casos linear-circular e circular-
circular, sendo considerado neste caso os meses do ano transformado em medidas angula-
res.

Inicialmente foi estudado o modelo 1, que contém apenas a covaridvel circular e em
seguida foram inseridas as outras covariaveis lineares, considerando a variavel resposta
radiacao. Para o modelo circular-circular, considerando a direcao dos ventos e os meses
do ano, como variaveis circulares, nao foi obtida significancia. No caso dos modelos de
regressao linear-circular, foi obtida significAncia com a variavel circular meses do ano,
sendo a variavel dire¢do dos ventos desconsiderada. A tabela ( 4) mostra as estimativas
dos parametros dos modelos analisados. O Modelo 1 é referente ao modelo considerando
as covariaveis meses dos anos e os Modelos 2 até 11 considera além da covariavel circular
as demais covariaveis lineares, sendo os 4 primeiros a inclusao de apenas uma delas e os
demais modelos duas.



Tabela 1: Unidades de medidas

Variavel Unidade de medida
Pressao mB
Radiagao KJ/m?
Diregao dos ventos Radianos
Velocidade dos ventos m/s
Umidade relativa do ar %
Temperatura maxima oC

Fonte: Os autores (2022)

Figura 1: Média das varidveis: umidade, temperatura, pressao, radiacao, velocidade e
direcdo dos ventos em fungao dos meses do ano de 2020 e 2021
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Tabela 2: Correlacao linear-linear e linear-circular relativa ao ano de 2020

Radiagao Pressao Temperatura Umidade Velocidade dos Ventos

Radiacgao 0,559 0,767 -0,294 0,312
Pressao 0,630 -0,105 0,264
Temperatura -0,025 0,304
Umidade -0,434
Dire¢ao dos ventos 0,038 0,267 0,126 0,391 0,029

Fonte: Os autores (2022)

Tabela 3: Correlacao linear-linear e linear-circular relativa ao ano de 2021

Radiacao Pressao Temperatura Umidade Velocidade dos Ventos

Radiacao -0,498 0,783 -0,228 0,087
Pressao -0,694 -0,643 -0,366
Temperatura 0,023 0,310
Umidade 0,059
Dire¢ao dos ventos 0,330 0,397 0,347 0,191 0,104

Fonte: Os autores (2022)

Tabela 4: Estimativas dos parametros dos modelos
Modelos Intercepto  Cos 6 Senf Umid. Temp Velocidade Pressao

1 1568,78% 178,33% 0,81

2 3130,87%  278,46* 187,70% -2603,42*

3 64,22 20,68 7,26 63,57*

4 2058,19%  206,86*  -41,62 -180,95

5 772466 184,80% 4,38 10,22
6 3760,83%  336,48* 213,25% -2930,69% -18,32

7 7909,80  279,01% 192,37% -2704,36* 5,19
8 3186,78%  281,66* 181,04% -2587,14* -24,29

9 9517,64 27,08 56 61,74* 2,89
10 537,22 48,79  -45,69 63,00%  -170,67

11 630543 209,78*  -32,75 9,15 -162,22
9,15

Obs.: Valores seguidos de asteriscos correspondem ao valor p < 0,05
Fonte : Os autores (2022)



O modelo escolhido foi 0 2, j4 que todos os parametros siao significativos, e o R?
ajustado apresentou o valor 0,864, isto significa que 86,4% dos dados sao explicados pelo
modelo. Dessa forma obtém-se a seguinte equacao de ajuste do modelo linear-circular:

Radiagio = 3130, 87 + 278, 46 cos(d) + 187, Tsin(f) — 2603, 42Umidade  (10)

sendo que @ corresponde aos meses do ano em radianos. Os valores preditos pelo modelo
estao apresentados na figura ( 2).

Figura 2: Grafico dos valores preditos do modelo
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Fonte: Os autores (2022)
Para validar a escolha do modelo 2 sera realizada a analise dos residuos. Uma maneira

pode ser realizada utilizando os valores ajustados e residuos Studentizado (PEWSEY;
NEUHAUSER; RUXTON, 2013).

Figura 3: Grafico dos residuos
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Os erros sao considerados independentes logo, eles ndo devem estar correlacionados,
eles também sao considerados identicamente distribuidos e com varidncia constante e
média zero. Na figura ( 3), observa-se que os erros estao distribuidos aleatoriamente em
torno do zero, indicando que nao ha nenhum padrao, isso evidencia que a variancia é
constante.

O grafico do QQ plot, mostrado na figura ( 4), mostra também a qualidade do ajuste,
pois nota-se que os erros estao normalmente distribuidos.

Figura 4: Gréfico QQ plot
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Fonte: Os autores (2022)

A normalidade é comprovada pelo teste de Shapiro - Wilk, o valor da estatistica do
teste foi W = 0,97905 e o valor p = 0,8777, entao a hipdtese nula, de que os erros estao
normalmente distribuidos nao é rejeitada.

Com relagao a homocedasticidade, foi comprovada pelo teste de Barlett, o valor p
obtido para a estatistica do teste igual a 0,4534 assim, a hip6tese nula nao é rejeitada, e
a variancia do erro é considerada constante.

Conclusoes

Para conjuntos de dados que envolvem medidas angulares ou circulares a estatistica cir-
cular é uma excelente ferramenta. Foi possivel ajustar os dados para o modelo linear
- circular, devido a relagao existente entre meses do ano e radiacao, foi incluida como
covariavel a umidade relativa do ar. A inclusao desta covariavel melhorou o ajuste. Nesse
caso, verificou-se que no periodo estudado, os anos de 2020 e 2021, ha um pico de radiacao
no més de setembro e valores de altas radiagoes ocorreram a partir do més de agosto e
permaneceram alta até o més de janeiro. Tais informagoes podem ser tteis para analisar
se numa regiao como essa, pode ser viavel investigar a utilizacao de fontes de energia
alternativas que dependem da incidéncia da energia solar.
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MODELOS COM EVENTOS MULTIPLOS PARA AVALIACAO DOS PICOS
DE RADIACAO SOLAR NA CIDADE DE SAO JOAO DEL REI - MG'

MODELS WITH MULTIPLE EVENTS TO EVALUATE THE PEAKS OF
SOLAR RADIATION IN THE CITY OF SAO JOAO DEL REI - MG

Clodoaldo Teodosio Santana da Silva’ e Carla Regina Guimaries Brighenti®

RESUMO

Devido a necessidade de utilizacdo de fontes renovaveis de energia, visando ndo apenas a utilizacao de usinas
hidrelétricas como matriz energética, fontes alternativas tém sido discutidas. Uma das alternativas ¢ o uso de
energia solar. O estado de Minas Gerais tem um potencial bastante alto para fazer uso da energia solar, pois a
incidéncia da radiac@o solar no estado é, em média, igual a 2314 KJ /m? por hora. Ao longo do dia, a radiagdo
solar pode exceder valores absolutos que permitem maior geracdo de energia e que podem compensar a baixa
produg@o em outros horarios. O objetivo do trabalho foi analisar o horario de ocorréncia de picos de radiagéo
utilizando o modelo de regressdo ndo paramétrico de Cox. Os dados analisados sdo referentes ao periodo de
01/01/2020 a 31/12/2020, da cidade de Sdo Jodo del Rei no estado de Minas Gerais. A cidade foi escolhida
para este estudo pois ha uma estacdo meteorologica automatica localizada na Universidade Federal de Sao
Jodo del Rei - UFSJ. Foram inseridas as covariaveis umidade relativa do ar e temperatura instantanea e, devido
a ocorréncia de horarios multiplos com radiagdo acima do valor médio, em um mesmo dia, foi considerada
uma extensdo do modelo de Cox, chamada de modelo AG, utilizado para modelar eventos multiplos. Inicial-
mente realizou-se uma analise descritiva dos dados, seguida da estimagdo dos parametros e analise de residuos
do modelo ajustado. Por meio do modelo obtido, foi possivel verificar a probabilidade de ocorréncia de picos
de radiagdo ao longo do dia.

Palavras-chave: Modelo AG, Modelo de Cox, Energia solar.

ABSTRACT

Due to the need to use renewable energy sources, aiming not only at the use of hydroelectric plants as an
energy matrix, alternative sources have been discussed. One of the alternatives is the use of solar energy.
The state of Minas Gerais has a very high potential to make use of solar energy, as the incidence of solar
radiation in the state is, on average, equal to 2314 KJ/m’ per hour. Throughout the day, solar radiation can
exceed absolute values that allow greater energy generation and that can compensate for low production at
other times. The objective of this work was to analyze the time of occurrence of radiation peaks using the Cox
non-parametric regression model. The analyzed data refer to the period 01/01/2020 to 12/31/2020, in the
city of Sdo Jodo del Rei in the state of Minas Gerais. The city was chosen for this study because there is an
automatic meteorological station located at the Federal University of Sdo Jodo del Rei - UFSJ. The covariates
relative humidity and instantaneous temperature were inserted and, due to the occurrence of multiple times
with radiation above the mean value, in the same day, an extension of the Cox model, called the AG model,
used to model events was considered. multiples. Initially, a descriptive analysis of the data was carried out,
1 Parte da Tese de Doutorado do Programa de P6s-Graduag@o em Estatistica e Experimentag¢ao Agropecuaria (PPGEE).
2 Doutorando - PPGEE/Universidade Federal de Lavras - UFLA e professor da Universidade Federal dos Vales de
Jequitinhonha e Mucuri - UFVJM. E-mail: teoelania@gmail.com

3 Orientadora - PPGEE/Universidade Federal de Lavras - UFLA e professora da Universidade Federal de Sao Joao del
Rei - UFSJ. E-mail: carlabrighenti@ufsj.edu.br
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followed by the estimation of the parameters and analysis of the residues of the adjusted model. Through the
model obtained, it was possible to verify the probability of occurrence of radiation peaks throughout the day.

Keywords: AG model, Cox's model, solar energy.

INTRODUCAO

A matriz energética do Brasil ainda estd associada as hidroelétricas, porém alguns fatores,
como periodos de estiagem, problemas ambientais, custo tem tornado necessario a busca por alterna-
tivas para a matriz energética. Uma fonte alternativa para a producdo de energia elétrica para o pais €
o melhor aproveitamento do recurso solar (PEREIRA et al., 2017).

A localizag@o geografica do Brasil favorece o uso e aproveitamento da energia solar, e esta
fonte de energia ndo gera prejuizos para o meio ambiente. A energia solar pode ser usada como fonte
de energia térmica ou ser convertida em energia elétrica, com a utilizagdo de células fotovoltaicas.
Segundo Wanderley ¢ Campos (2013) o uso da energia fotovoltaica ¢ uma fonte de energia ilimitada,
disponivel em varias partes do mundo, os materiais podem ser reciclados e ha ainda um beneficio
econdmico, que ¢ a geracao de empregos.

Vale destacar que “as fontes alternativas solar e edlica sdo as de maior potencial para a utiliza-
¢do e geragdo distribuida que se caracteriza pelo uso de geradores proximo ao local de consumo, sem
a necessidade de linhas de transmiss@o e conectadas diretamente as redes de distribuicdo de baixa
tensdo da concessionaria de energia” (MILANO, 2018).

Sendo o Brasil um pais com grande potencial para utilizacdo de energia solar, ha varias pes-
quisas sobre o assunto para avaliar o potencial nas diferentes regides. Minas Gerais ¢ um estado que
tem aproveitado bastante essa fonte renovavel de energia. Segundo Maiomi e Cardoso (2020) o estado
tem grandes oportunidades para o uso de células fotovoltaicas ou outras tecnologias relacionadas com
a energia solar. Isso ¢ confirmado pela Associacdo Brasileira de Energia Solar (ABSOLAR, 2021).
Dados desta associagdo mostram que Minas tem lideranga na geragdo distribuida de energia solar,
detendo 19,9% de todo o parque nacional, duas cidades mineiras estdo entre as maiores geradoras de
energia solar no Brasil, Uberlandia (2°) e Belo Horizonte (10°).

Para maximizar o aproveitamento da radiacdo solar, é necessario, além de ajustar a posi¢ao do
painel solar de acordo com a latitude local, avaliar o periodo do ano em que se requer mais energia
(GUIA TECNICO, 2014). O aproveitamento racional da energia solar no sentido de produzir instala-
¢oes bem dimensionadas e economicamente viaveis sO € possivel a partir de informagdes solarimétri-
cas consistentes da regido em questdao (PRADO et al., 2017).

Um dado indispensavel para um projeto de sistema fotovoltaico sdo os indices de incidén-
cia de radiacdo solar na localidade onde o sistema sera implantado (TIBA et al., 2000). De acordo

com o levantamento desenvolvido pelo Atlas solarimétrico do Brasil os valores de incidéncia de
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radiacdo para Minas Gerais revelam médias anuais em torno de 4,5 a 6,5 KWh / m? por dia para
toda a extensao do estado.

Varios trabalhos destacam os maiores picos de radiacao solar incidente nos diferentes horarios
ao longo do dia. As variagdes da radiacdo solar e da temperatura ambiente sobre um modulo fotovol-
taico afetam diretamente a operacdo das células fotovoltaicas (MIDEKSA; KALLBEKKEN, 2010).
O aumento da temperatura reduz a poténcia gerada, principalmente, por diminuir a tensao elétrica na
célula mesmo que a corrente elétrica aumente de modo inexpressivo. Além disso, as elevadas tempe-
raturas podem degradar significativamente as células fotovoltaicas e, portanto, reduzir a vida util do
modulo. Segundo Cantor (2017), existe uma relag@o direta entre aumento da temperatura dos painéis
fotovoltaicos com a reducdo da corrente respectivamente. Consequentemente, quanto maior for o
tempo de exposi¢ao solar, maior sera a temperatura dos pain€is e menor sera sua eficiéncia de geracgao.

Além da temperatura, outros fatores de perdas sdo significativos para a analise do potencial
solar brasileiro, como ¢ o caso da umidade. Segundo (FRANCISCO, 2019), a umidade possui uma
relacdo inversa com a energia gerada. Isso pode ser explicado pelo fato de que uma maior umidade
do ar pode indicar formagdes de nuvens e precipitagao, causando um bloqueio parcial do sol e, por
consequéncia, uma reducdo na geragdo de energia.

A intensidade da radiacdo solar muda a cada instante em funcdo da rotacdo da terra e sua
translacao ao redor do sol. Ao nivel do mar, ao meio-dia com céu limpo (sem nenhuma nuvem) a
intensidade da radiagdo solar atinge um valor proximo de 1000 W/m?. Este valor esta relacionado
ao chamado Hora de Sol Pico (HSP) que ¢ a insolacdo didria (ou mensal, ou anual, dependendo da
medida de tempo utilizada) que ¢ recebida por uma determinada superficie, levando-se em consi-
deracdo aspectos, como a localizagdo especifica, angulo de inclinacdo e orientagdo, levando-se em
consideragdo aspectos, como a localizagdo especifica, angulo de inclinacdo e orientacdo. A HSP ¢
obtida dividindo-se a irradiagdo do local (kWh/m?) por 1000 W/m? (ou 3600 KJ/m?)..

Assim, o pico da hora solar indica a quantidade de horas em que uma irradiacdo solar padroni-
zada de 1000 W/ m? ¢ recebida naquele local e, se as demais condigdes padronizadas também fossem
cumpridas exatamente, traria o nimero de horas por dia em que um painel fotovoltaico forneceria sua
poténcia de pico. Os dados referentes a tabela HSP sdao obtidos nos chamados mapas solarimétrico e,
no Brasil existem boas opgdes disponiveis para consulta.

Os horarios de Sol pico podem alterar em fungdo de diversos fatores tais como a temperatura
e a umidade (WANDERLEY; CAMPOS, 2013). Desta forma, avaliar os horarios do dia em que ha
maior incidéncia de radiagdo solar, principalmente associada a valores de temperatura e umidade se
torna uma ferramenta importante para planejamento de instalacdo de painéis fotovoltaicos.

Como ndo s6 os valores maximos de radia¢do solar, mas os valores que excedem determinado
padrdo, como por exemplo, a média global da regido, pode-se dizer que ocorrem eventos multiplos de inte-

resse. Além disso, ha dias em que este valor padrao, considerado como evento de interesse, ndo ¢ excedido
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e tal fato deve ser também considerado no modelo a ser ajustado, o que caracteriza uma incompletude de
um evento em determinados dias. Assim, para modelagem de horario de eventos multiplos, associado ao
estudo de covariaveis tais como a umidade e temperatura, pode-se utilizar uma extensao do modelo semi-
-paramétrico de Cox, denominado modelo AG (Andersen - Gill) (ANDERSEN; GILL, 1982).

Diante deste cenario promissor para o uso desta fonte alternativa de energia, este trabalho
propde o uso de modelos de eventos multiplos para analisar a ocorréncia da radiagdo acima de um
valor pré-estabelecido, incluindo covariaveis como a temperatura e umidade relativa do ar, a partir

dos dados provenientes da cidade de Sao Jodo del Rei- Minas Gerais.

METODOLOGIA

Sao Jodo del Rei ¢ uma cidade de Estado do Minas Gerais que se estende por 1 464,3 km? e
contava com 90.082 habitantes no ultimo censo ocorrido em 2010. Est4 situada na latitude 21°8* 117
Sul e na longitude 44° 15° 43" Qeste, com altitude média de 904 metros. O municipio foi escolhi-
do como modelo para esta analise por contar com uma estagdo meteorologica auxiliar automatica,
instalada no Campus Tancredo Neves - CTan/UFSJ-Universidade Federal de Sdo Jodo del Rei, em
convénio com o Instituto Nacional de Meteorologia - INMET / Ministério da Agricultura, Pecuaria
e Abastecimento - MAPA.

Com o objetivo de encontrar os valores da radiacdo solar em Sao Jodo del Rei foram utiliza-
dos os dados do programa Sundata disponibilizado pelo Centro de Referéncia para Energia Solar ¢
Eodlica Sérgio Brito - CRESESB/ Centro de Pesquisas de Energia Elétrica -CEPEL (CRESESB, 2021).
O Sundata ¢ uma plataforma hospedada na web composta por modelos climatologicos, capazes de in-
formar dados estimados de energia solar (Wh/m?) a partir de consultas por coordenadas geograficas.
O programa fornece os dados de irradiagdo solar para no minimo 3 localidades disponiveis proximas
do ponto de interesse. Sdo fornecidos os valores de irradia¢do solar, em KWh/m? por dia no plano
horizontal, correspondentes as diarias médias mensais para os 12 meses do ano.

Os dados analisados sdo referentes aos valores didrios no periodo de 01/01/2020 a 31/12/2020,
obtidos no site do INMET, nos quais constam a radiacdo em cada horario do dia e além da radiagao,
foram consideradas a temperatura e a umidade relativa do ar.

Para a analise dos dados foi usada uma técnica estatistica denominada analise de sobrevivén-
cia. Nesta analise a variavel estudada é o tempo até a ocorréncia de um evento de interesse. Outro
aspecto relevante ¢ a presenca de dados censurados, que podem ser compreendidos como dados
faltantes, incompletos ou perdidos. No caso deste trabalho a variavel de interesse € o horario até a
ocorréncia da radiagdo acima de 2500 KJ/m?.

Escolheu-se esta irradiancia devido ao fato de que o valor minimo da média de radiagdo

solar no Estado de Minas Gerais ¢ igual a 4,5 KW/m? por hora, para cada dia, o que corresponde
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a uma média horaria de 0,643 KW por hora. O que equivale a um valor médio de 2314 KJ/m? re-
gistrado a cada hora. Nos dias em que ndo houve radiacdo superior 2500 KJ/m? considerou-se a
ocorréncia de uma censura.

Além disso, a ocorréncia de varios horarios, em um mesmo dia, em que o limite de radiagdo
estabelecido ¢ atingido, origina os chamados eventos multiplos, que devem ser tratados com modelos
estatisticos apropriados.

Com o objetivo de ajustar os dados e escolher o modelo para fazer o ajuste, foi utilizado o mo-
delo semi-paramétrico de Cox. O modelo de regressdao de Cox permite a analise de dados cuja respos-
ta ¢ o tempo até a ocorréncia do evento de interesse (COLOSIMO; GIOLO, 2006). Como o objetivo
¢ verificar o tempo até a ocorréncia da radiagdo acima de 2500 KJ/m? o modelo de Cox é adequado.

O modelo dado pela expressao

At]x) = Ao(t)exp{x" B} (D

Possui um componente ndo paramétrico 4, (¢) denominado taxa de falha basal, isto se da

porque quando x = 0 tem-se que
A(t]x) = Ao(t)
e um componente paramétrico dado por exp{x” S}, onde 5 € o vetor de parametros que se deseja estimar.

Quando ha eventos multiplos, os quais sdo entendidos como aqueles que ocorrem mais de
uma vez, podem ser utilizadas extensdes do modelo de Cox.

Uma destas extensdes ¢ o modelo AG (Andersen - Gill) (ANDERSEN; GILL, 1982), neste
modelo os eventos s@o ordenados e independentes, isto ¢, 0 momento de ocorréncia de cada evento
¢ “independente do tempo decorrido anteriormente ou do nimero de eventos ocorridos até entdo”
(CARVALHO et al., 2011). No modelo AG O risco basal ndo varia entre os eventos, que neste trabalho
correspondem ao nimero de horarios em que a irradiancia solar foi igual ou superior a 2500 KJ/m?.

O modelo AG ¢ dado pela expressao

At|x) = Ao (D)exp{x" B} 2

Para verificar a qualidade do ajuste sera feita a andlise de residuos. Segundo Carvalho et a/ (2011)
os residuos escore sdo bastante uteis para se avaliar a influéncia de cada observagdo no modelo que
foi ajustado. Uma maneira bem simples ¢ calcular para cada observagao i

A= B = By 3)

Que ¢ a diferenga entre o vetor de parametros estimados pelo modelo e 0 mesmo vetor sem o dia

i. Se esta diferenga for zero a i- ésima observagdo tem pouca importancia no modelo. Assim obtém-se

AB=11DI 4)
onde | ¢ a matriz identidade e D ¢ “aproximadamente igual a matriz de residuos escore escalonada
pela variancia dos parametros £~ (CARVALHO et al., 2011).

Para estimar os parametros do modelo selecionado foi utilizado o pacote Survival do software R
(R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2009).
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RESULTADOS E DISCUSSOES

A radiacdo média anual para a cidade de Sdo Jodo del Rei corresponde a 4,83KWh /m? ao
dia, sendo que o valor maximo atingido foi de 4.067 KJ/m? no dia 25 do més de janeiro de 2020 as
16 horas. Entre 01 de janeiro de 2020 e 31 de dezembro de 2020 observou-se que foram acumulados

1.741 MWh / m?. Na figura 1 tem-se o grafico da radiacdo média mensal.

Figura 1 - Radiagdo didria no plano horizontal em Sao Jodo del Rei - MG.
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Fonte: Os autores.

Os horarios do evento de radia¢do superior a 2500 KJ / m? ocorreram entre 12 e 19h, sendo o
horario mais frequente o das 16h. No total foram obtidos 833 horarios de radia¢do superior a 2500 KJ/ m?,
sendo que a média de tal evento as 15 h e 48 min, com radiagdo média igual a 2971 + 340,36 KJ /m>.
Em 98 dias do ano nio foi atingido o pico estabelecido.

Foi elaborado o grafico dos dados horarios referentes aos dias quando a radiacdo solar inciden-

te foi superior a 2.500 KJ / m? (Figura 2).
Figura 2 - Grafico em colunas dos horarios de Radia¢do superior a 2500 KJ/m?em S&o Jodo del Rei - MG.
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Fonte: Os autores
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Para realizar a analise considerando os eventos multiplos, inicialmente foi encontrado o es-
timador ndo paramétrico de Kaplan-Meier. Este estimador foi proposto por Kaplan ¢ Meier (1958) ¢

utilizado para estimar a fungao de sobrevivéncia S(t), ¢ ¢ dado pela fungao:

5@ = Mygyee (M) 5)

nj

onde t.com j=1, ..., k sdo os horarios de ocorréncia dos picos de radiacao estabelecidos; dJ ¢ 0 nimero
de ocorréncias em ten, ¢ o niumero de horarios que podem ocorrer os picos em t.
Com os dados obtidos para esta pesquisa no site do INMET foi elaborada a Tabela 1 com os

valores do estimador de Kaplan-Meier (EKM) para cada horario em que ocorreu picos da radiagao solar.

Tabela 1 - Estimador de Kaplan- Meier

Tempo Sob risco Ocorréncia Kaplan - Meier
12 931 1 0,999
13 930 41 0,955
14 889 119 0,827
15 770 186 0,627
16 584 205 0,407
17 379 167 0,228
18 212 97 0,124
19 114 17 0,105

Fonte: os autores

Por meio do estimador de Kaplan-Meier observa-se (Tabela 1) que até as 12h ocorreu apenas um
evento, ou seja, apenas uma vez neste horario a radiagéo ultrapassou o valor de 2500 KJ/m?. No horario
das 13h ha a ocorréncia de 41 casos, as 14h vé-se 119 casos, e as 19h houve 17 ocorréncias. Sendo que
em 98 dias ndo ocorreu radiagdo superior a 2500 KJ/m?, os eventos destes dias foram considerados
como censurados. A representacao grafica do estimador de Kaplan - Meier em fun¢ao dos horarios de
ocorréncia de radiagdo superior a 2500 KJ/m? esta representado na figura 3. Considera-se neste caso
a possibilidade de ocorréncia de 100% dos eventos a partir das 12 h e ajusta-se por meio da técnica o

percentual j& ocorrido a cada intervalo. Assim, estima-se que 10,5% dos eventos foram censurados.

Figura 3 - Estimador de Kaplan - Meier.
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A seguir foram acrescentadas as covariaveis X, (Umidade relativa do ar) e X, (Temperatura
instantanea) no modelo de Cox adaptado para eventos multiplos AG. Analisando-se 4 possibilidades

de ajuste do modelo:

Modelo 1: Inclusdo da covariavel umidade relativa do ar - X.
Modelo 2: Inclusdo da covariavel temperatura instantanea - X..

Modelo 3: Inclusao simultanea das covaridveis umidade e temperatura.

Lo =

Modelo 4: Além das covariaveis umidade e temperatura, foi incluida a interacdo entre
estas duas covariaveis (X,. X,).
Para selecdo do modelo foi utilizado o teste da razdo de verossimilhanga sendo e o modelo 4

selecionado (Tabela 2).

Tabela 2 - Resumo dos modelos

Modelos Covariaveis Estimativas Log verossimilhanca
1 X, B=-0,0499 - 4032,14
2 X, B=0,19748 -4045,11
3 X, eX, Bi =-0,03165¢ B, =0,10512 -3995,57
4 X, X,eX.X,  B1=-0,27206, B,=-0,2477 e f3=0,00907 -3730,92

Fonte: Os autores

Para validar o uso do modelo AG, ¢ necessario que os tempos sejam independentes e isto
ocorre quando o valor da varidncia robusta ndo ¢ maior que duas vezes o valor da variancia estimada
(CARVALHO et al., 2011). De acordo com os resultados obtidos para a variancia robusta (Tabela 3)

tem-se que o valor obtido ¢ préximo da variancia estimada, isto indica que o modelo AG ¢ adequado.

Tabela 3 - Sele¢dao do modelo 4 - com a inclusdo das covariaveis umidade,
temperatura e a interacdo entre umidade e temperatura.

p Varifncia Variincia robusta
Umidade -0,27206 0,02149 0,02507
Temperatura -0,2477 0,03414 0,03963
Interagdo 0,00907 0,00079 0,00086

Fonte: Os autores

Assim de acordo com os parametros ajustados, o modelo escolhido ¢ dado pela seguinte expressao:
A = Ag(t) = el=027206%1(8) = 0,2477x3(6) + 0,00907x1(£) x2(8)] (6)
L
Em que x (t) € a umidade relativa do ar, x,(t) a temperatura instantanea e x (t).x,(f) € a interagdo
entre a temperatura e a umidade.

No gréfico dos residuos (figura 4) s@o analisados os valores que influenciam a estimativa dos

parametros no modelo selecionado.
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Figura 4 - Residuos escore
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Fonte: Os autores

A partir do modelo encontrado serdo analisados, como exemplo de aplicagdo, alguns cenarios,
levando em consideracdo as variagdes da temperatura e da umidade relativa do ar. No primeiro cena-
rio sera mantida constante a umidade relativa do ar, no segundo sera fixada a temperatura e por fim

sera considerada a variacdo tanto da umidade como da temperatura.

1) Mantendo-se a umidade relativa do ar em 65% e a temperatura varia de 30° C para 31° C, para um
mesmo horario em que a radiagdo ultrapassa 2500 KJ/m? entao:

A(t | Xq, Xy ) — /10 (tl Xq, Xy ) — Ao(t| X1, %y ) e—0,2706.65 —0,2477 .30 + 0,0097.65.30
/’{(t I X1, Xy ) — /10 (tl X1, %5 ) — Ao(t| Xq,X ) e—0,2706 .65 —0,2477.31 +0,0097.65.31

At ] %1 (65), x2 (30))

— 50,3828 _ 1.4
At %1 (65) 7, B1)  © A7

Isto significa que o risco da radia¢@o ultrapassar o valor de 2500 KJ / m? na cidade de Sao Jodo del Rei

¢ 1,47 vezes maior quando a temperatura varia de 30° C para 31° C, mantendo a umidade relativa do ar.

2) Mantendo-se a temperatura 30° C e a umidade relativa do ar variando de 65 % para 68 %, entdo,

ﬂ(t I X1, Xy ) — /10 (tl X1, %5 ) — Ao(t| X1, %y ) 6_0‘2706'65 —-0,2477 .30 + 0,0097.65.30
/1(t | xllxz ): /10 (tl xl ,xz ) — Ao(t| xl ’xz ) e—0,2706 .68 — 0,2477.30+0,0097.68.30

A(t]x1(65), x2 (30)) _ 006128 _
At %1 (68), 2, (30))  © 1,06

O risco da radiagdo ultrapassar o valor de 2500 KJ / m? ¢ 1,06 vezes maior.

3) No terceiro cenario tanto a temperatura como a umidade variam de 30°C e 65 % para 31° C e 68 % logo,

/’{(t I X1, Xy ) — /10 (tl X1, %5 ) — Ao(t| Xq,X ) e—0,2706.65 —0,2477 .30 + 0,0097.65.30
A(t | xl’xz ): /10 (tl xl ’xz ) — /10(” xl ,xz ) e—0,2706 .68 —0,2477.31+0,0097.68.31

A(t | x4 (65), Xz (30)) _

0,473 — |
A(t | x4 (68), xz (31)) 6

e

O risco aumenta cerca de 60 %.
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Na figura 5 tem-se a representacdo grafica do risco basal acumulado para o modelo AG, ob-

serve que o risco aumenta a medida que um novo episédio ocorre.

Figura 5 - Risco basal acumulado do Modelo AG
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Fonte: Os autores

CONCLUSOES

O uso do modelo de eventos multiplos AG pode ser uma alternativa para analise dos dados
envolvendo radia¢do e o horario de ocorréncia de picos de radiacdo. Por meio desta técnica verifi-
cou-se o risco de ocorréncia dos picos de radiagdo em fun¢do da temperatura e umidade ao longo do
dia, o que permite que se tenha uma ideia do melhor horario para que se obtenha um resultado mais
eficiente no que diz respeito a utilizacdo da luz solar como fonte de energia alternativa, viabilizando

uma economia a longo prazo.
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Modelo de Regressao com covariavel circular: teoria e
aplicacao em dados sobre atendimento de ocorréncia de
acidentes de transito

Resumo

Acidentes de transito tém sido causa de preocupacao devido aos custos com prejuizos
tanto sociais quanto economicos associados a eles. Alguns fatores devem ser levados
em consideracao quanto a ocorréncia destes acidentes, entres eles os horarios, dias da
semana, meses do ano e as localidades nas quais estes acidentes ocorrem, pois os cenarios
do transito podem variar. A modelagem do tempo para o atendimento aos envolvidos
nos acidentes, analisando uma possivel periodicidade nos horarios, pode contribuir para
melhorar o planejamento dos 6rgaos de transito. Nesta pesquisa foi analisado o tempo até
o inicio dos atendimentos de acidentes de transito, considerando trés regides do estado
de Minas Gerais durante os anos 2020 e 2021 e sua relacdo com o horario de ocorréncia.
Assim sendo, faz-se necessario utilizar uma estatistica propria para dados circulares. Além
disso, devido a falhas ou auséncias de registro na planilha de dados ocasionadas pelo atraso
prolongado no atendimento de algumas ocorréncias ou problemas técnicos, pode-se tratar
esses dados como censura. Portanto, propos-se neste trabalho o uso da técnica de anélise
de sobrevivéncia, utilizando a covariavel circular, ou seja, um modelo de regressao linear-
circular foi utilizado no contexto da andlise de sobrevivéncia para estimar o tempo de
inicio do atendimento as vitimas de acidentes de transito. A qualidade do ajuste foi
verificada por meio da anélise de residuos e o modelo foi considerado satisfatorio.
Palavras-chave: Anélise de sobrevivéncia, Log normal, vitimas.

Introducao

Acidentes automobilisticos tém sido causa de preocupacao, pois além das perdas de vidas,
causam problemas sociais e econdmicos, que vao desde afastamentos do trabalho, invalidez
e outros relacionados com a vitima e seus parentes (MARIN; QUEIROZ, 2000; RESENDE
et al., 2012; DINIZ et al., 2008).

Deslandes (1999) verificou, ao analisar a distribuicdo dos atendimentos por hora de
entrada em hospitais, no estado de Sao Paulo, que nos horérios das 8 as 20 horas h4 uma
demanda maior, exceto nos finais de semana, quando o cenério se inverte, o periodo com
maior niimero de atendimentos é das 20 as 8 horas. Foi observado, também, um aumento
dos casos a partir da sexta-feira ¢ uma diminui¢cao aos domingos.

Em acidentes que envolvem vitimas, quanto mais rapido for o atendimento menores
poderao ser os riscos, pois a demora do atendimento pode levar a consequéncias como
o agravamento das condic¢oes de satide dos envolvidos no acidente e até a morte (MA-
LESVIO; SOUZA, 2002). Logo, quanto mais rapido for o socorro melhores podem ser os
resultados, inclusive preservar a vida da vitima.

Portanto, é relevante avaliar o tempo para o inicio dos atendimentos as vitimas, pois
quanto mais rapido ele acontecer podera implicar na reducao na morte ou em outros pro-
blemas para a vitima (LADEIRA; BARRETO, 2008). Além disso, também é importante
investigar o horario em que o acidente ocorre, ja que eles podem ser mais comuns em de-
terminados horérios e periodos do dia, dependendo da regiao (DIAS et al., 2018; ASCARI
et al., 2013).



A qualidade do registro no local das ocorréncias é muito importante, pois essas infor-
macoes serao uteis para identificar os dias e horarios com maior demanda e que podem
requerer maior atengdo (DESLANDES, 2018).

Para se avaliar o tempo para o inicio dos atendimentos as vitimas foi utilizado uma
técnica estatistica chamada analise de sobrevivéncia, cujo objetivo é estimar o tempo até
a ocorréncia de um evento (COLOSIMO; GIOLO, 2006). No caso desta pesquisa, o tempo
até o inicio do atendimento a um acidente de transito.

Uma proposta deste trabalho é utilizar a variavel explicativa, horario dos acidentes, que
serd considerada como uma medida angular e, por isso, utilizar a estatistica para dados
circulares (FISHER, 1993; MARDIA, 1972). Ou seja, o modelo de regressao proprio
para dados circulares, no qual a variavel explicativa é circular (o horario do acidente) e a
variavel resposta é linear (o tempo até o inicio do atendimento). Assim, o modelo linear
- circular proposto por Mardia e Sutton (1978) foi utilizado no contexto da andlise de
sobrevivéncia.

Para a realizacao desta pesquisa fez-se uso de um banco de dados obtido junto &
Policia Militar de Minas Gerais (PMMG) que contém registros diarios dos acidentes, com
os horarios e tipo de acidentes e o horario de inicio dos atendimentos por parte da policia,
em trés regioes atendidas por trés batalhoes da policia militar localizados nas cidades de
Lavras, Sao Joao del Rei e Tedfilo Otoni.

Inicialmente algumas informacoes da estatistica circular foram consideradas, inclusive
foi verificado se os dados de cada regiao, por ano, se ajustavam & distribuicao von Mises.
O tempo decorrido desde o horario do acidente até o inicio aos atendimentos das vitimas
foi avaliado.

Em algumas situagoes o tempo para se iniciar o atendimento foi superior a 12 h ou
720 minutos, e esta informacdo foi considerada como censurada, o que significa que a
informacao foi tida como perdida ou faltante, j& que para a andlise desta pesquisa o
tempo maximo para inicio dos atendimentos foi de 12h (CARVALHO et al., 2011).

Este artigo esta organizado da seguinte maneira, na primeira segao ¢ feita uma revisao
de alguns conceitos da estatistica circular, na segunda uma abordagem sobre a anélise
de sobrevivéncia, incluindo alguns modelos de distribuicao de probabilidade. Nas duas
seguintes foram discutidas a aplicacao relativa aos horarios dos acidentes em algumas
rodovias de municipios mineiros e a anélise do tempo para se iniciar os atendimento as
pessoas envolvidas nos acidentes, e por fim as conclusoes.

Estatistica circular

Dados circulares sao apropriados para a analise de informacoes cuja medida é angular.
Esses dados estao presentes em informacoes relacionadas como, por exemplo, direcao dos
ventos e voos dos passaros, ou medidas, que podem ser convertidos em angulares, como
horarios, dias e meses do ano. Os dados podem ser medidos em graus ou em radianos.

Cada observagao circular pode ser representada geometricamente como um ponto em
circunferéncia de um circulo de raio r. Dado um ponto P = (z,y) no plano cartesiano, este
ponto pode também ser representado na forma trigonométrica, no sentido anti-horério,
como x = rcosf e y = rsinf, ou seja, P também pode ser representado por P =
(rcos@,rsinf). Se o circulo é unitéario, ou seja, 7 = 1, o ponto P sera representado por
P = (cos#,sinf) (FISHER, 1993).

Assim como se da com as observagoes na reta real, em que ha medidas tendéncia central
como média, mediana e moda, medidas de dispersao, também existem essas medidas para



estatistica circular, porém os conceitos nao sao os mesmos utilizados para os dados que
estao localizados na reta real (R).
Considerando (C,S), no qual
~ _ n
C=—-> " cosb;

1
n

_ 1
S==3" sing,
i sin

Entao a média direcional 6 é a solucao das equacoes:

C = Rcosf

(2)
S = Rsinf
R sera chamado de comprimento resultante e R de comprimento médio resultante, o
qual é dado por

R=+vV(C?+ 52 (3)
Porsuavez R2=C?+S%e¢e R=—.

Observe que 0 < R<1.
A média direcional é a solucao da equacao 2 e :

S

,

arctang, S>0,C>0

)
Il

arctang +7m, C<0 (4)

arctang+27r, S<0,C>0

A média direcional nao esta definida quando S = C = 0.
A mediana direcional dos angulos 61, ..., 6, é qualquer angulo ¢ tal que:

a) Metade dos pontos situa-se no arco [¢, ¢ + 7);
b) maioria dos pontos estd mais proxima de ¢ do que de ¢ + 7.

Quando o tamanho da amostra, n, é impar, a mediana é um tnico angulo, e quando
n é par a mediana serd a média aritmética entre os dois angulos centrais e adjacentes.

De acordo com Mardia (1972), a mediana direcional ¢ também pode ser definida como
a solucao da equacao:

¢+m 1
/¢ F(6)an = (5)

na qual f(6) é a fungao densidade de probabilidade de 6.

Agsim como nos dados lineares, a mediana é o segundo quartil ()2, e em funcao dele
podem ser determinados os quartis () e (D3, respectivamente, o primeiro e terceiro quar-
tis. Com esses valores, é possivel ainda construir um boxplot circular (BUTTARAZZI;
PANDOLFO; PORZIO, 2018; ABUZAID; MOHAMED; HUSSIN, 2021).
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Se R tem um valor préximo de 1 os dados direcionais estdo bem agrupados, caso R
esteja proximo de zero ha uma dispersao dos dados. Notando, assim, que R é uma medida
de concentragao dos dados (MARDIA, 1972). A partir deste fato sera dado o conceito da
variancia circular.

A variancia circular é dada por

V=1-R (6)

onde 0 <V < 1.

Quanto mais proximo de 0 for o valor da variancia circular mais concentrados estarao
os dados.

O desvio padrao circular de uma amostra é definido pela expressao

v={-2log(l - V)}z (7)

Modelo de probabilidade

Para a analise de dados provenientes de medidas angulares ou direcionais sao utilizados
modelos de probabilidade proprios. Se f(f) é uma fungao de densidade de probabilidade
de uma variavel aleatéria circular O, entao esta funcao satisfaz as seguintes propriedades:

a) f(0) > 0;
b) f(0+27) = f(0);

2w
c) f(6)do = 1.
0
Um dos modelos de probabilidade muito utilizado para dados circulares é o modelo von
Mises, o qual sera denotado por vM (u, k), o parametro p é a média direcional e K é o
parametro de concentracao (JAMMALAMADAKA; SENGUPTA, 2001).
O modelo ¢é dado por:

1
0 _ K cos(f—p) 8
onde [j é a funcao de Bessel modificada, de primeiro tipo e ordem 0, que pode ser definida
por
1 2 9
1 = — reost de 9
) =5 [ e )

Analise de Sobrevivéncia

A analise de sobrevivéncia pode ser entendida como um conjunto de procedimentos esta-
tisticos que sao tteis para realizar a analise de dados nos quais a variavel de interesse é o
tempo até que um determinado evento ocorra (KLEINBAUM; KLEIN, 2012). O tempo
pode ser dado em minutos e é contado a partir do inicio de um evento, o qual pode ser o
inicio para o atendimento as vitimas de um acidente. Quando o evento ocorre, diz-se que
houve a falha, no estudo em questao o evento ocorre quando o atendimento as vitimas é
iniciado.

Os dados relativos a falha e a censura serao representados pelo par (¢;,9;), onde 6; é a
funcao indicadora de falha ou censura, assumindo que J; = 1 se o dado indica que ocorreu
a falha (nao é censurado) e §; = 0 se o dado é censurado.

4



A fungao de sobrevivéncia, representada por S(t), é definida como sendo a probabi-
lidade de um individuo sobreviver mais que um tempo especificado t, ou seja, é a pro-

babilidade de que a varidvel aleatéria T' seja maior que um tempo especificado t, isto é,
S(t)=P(T >1).

Entao
Sit)y=P(T>t)=1—F(t) (10)
sendo F'(t) a funcdo densidade acumulada de T com fungio densidade de probabilidade
f().

Vale mencionar também o conceito de fun¢ao de risco (ou taxa de falha), denotada
por A(t), esta fungao é dada por
Pt<T<t+Al)|T >t
A(t) = tim 2= AT 2
A—0 At

(11)

A fungao de risco A(t) d4 a maneira em que a taxa instantanea de falha é modificada
com o tempo.
A funcao de risco acumulada é dada por

A funcao de verossimilhanca seré representada por:

n

L(O) = [[1£(t:. B))*[S(t:, 0)] (13)

i=1

sendo ¢; a fun¢ado indicadora de falha ou censura, § é o vetor de parametros e S(t) é a
funcao de sobrevivéncia.

Estimador de Kaplan- Meier

O estimador nao paramétrico de Kaplan-Meier é utilizado para estimar a funcao de so-
brevivéncia, e é muito utilizado para verificar se o modelo paramétrico se ajusta bem aos
dados.

Considere os k tempos de falhas ordenados e distintos, t; <t < ... < 1, e d; 0 nimero
de falhas em t;, com j = 1,...,n e n; é o nimero de individuos que estao sob risco em t;
(COLOSIMO; GIOLO, 2006). O estimador de Kaplan - Meier é dado por:

S(t) = H <nﬂ_dﬂ> _ H (1 _ dﬂ) (14)
jitj<t ) "
Alguns modelos probabilisticos

Existem trés abordagens na anélise de sobrevivéncia. A nao paramétrica (quando é uti-
lizado o estimador de Kaplan-Meier), o semiparamétrico - quando se utiliza o modelo de
Cox, e o paramétrico- neste caso, se faz uso de alguns modelos para estimar a variavel
aleatorio o tempo, como Weibull, Gama e Log normal.

A sua fung¢ao densidade de probabilidade da distribuigao Weibull é

f(t) = ar(at) " exp[—(at)] (15)
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a funcao de Sobrevivéncia é

S(t) = exp [—(at)] (16)
e a fungao taxa de falha (funcao de risco) é

At) = ay(at)™? (17)

A funcao densidade de probabilidade de uma varidvel aleatoria T'é dada por

1 1 (log(t) — p\>
f(t)zat\/%eXp (—2 <0> > t>0

1 € a média do logaritmo do tempo de falha e o é o desvio padrao.
A funcao de sobrevivéncia da distribuicao log-normal é dada por:

S(t) = ® (_bg(”*“> (18)

g

em que @ é a funcao distribuicao acumulada de uma normal padrao.
Outra funcao de densidade utilizada é distribuicao gama. Ela possui dois parametros:
o parametro de forma k e o de escala « e é dada por:

10 = prew (1) (19

em que ['(k) é a funcdo gama dada por

S(t) = /too Fl(tz;;k exp (—%) du (20)

Modelos de regressao na Analise de sobrevivéncia

No contexto da analise de sobrevivéncia, a varidvel resposta, o tempo até a ocorréncia
de um evento, segue uma distribuicao de probabilidade, que é uma fungao continua, nao
negativa e assimétrica. Considerando, por exemplo, o modelo T' = exp{Sy + Six}e.

Este modelo pode ser linearizado da seguinte maneira

y=logT = o+ b1z +v (21)

sendo v = loge, Note que neste modelo a distribuicao dos erros nao é necessariamente
normal.
O modelo ( 21) pode ser generalizado, incluindo um parametro de forma o. O tempo
T é dado por:
logT = p+ ov (22)

Tem-se que p é o parametro de locagao e o o parametro de escala. ¢ é uma variavel
aleatoria que segue alguma distribuicao de probabilidade que possa representar y = logT’
(CARVALHO et al., 2011; COLOSIMO; GIOLO, 2006).
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Considerando x” = (1,1, ..., x,) o vetor de covariaveis e 8 = (8, 1, ..., Bn)T 0 vetor
de parametros que serao estimados. Se T' é o tempo de sobrevivéncia, e a = exp{z’ 3},
onde z é o vetor de covaridveis e S é o vetor de parametros, a funcao de sobrevivéncia
para a distribuicao Weibull é dada por:

S(t|z) = exp <— <eXI){1;Tﬁ});> (23)

Se Y =logT, a funcao de sobrevivéncia sera:

S(yle) = exp (— exp (yj‘ﬁ)) (24)

Considere agora que Y = log T, as fun¢oes de densidade de probabilidade e de sobre-
vivéncia da distribui¢ao log normal sao dadas, respectivamente, por

k) = ——ex (—; (y‘aﬁ)) (25)

y-—xTﬁ)

g

Sylz)=1—-® ( (26)

Com a finalidade de escolher o modelo que melhor se ajusta aos dados, podem ser
utilizados alguns critérios como, o critério de informagao de Akaike (AIC) e o critério de
informacgao Bayesiano (BIC).

O critério de informagao de Akaike (AIC) é dado por

AIC = —2log(L) + 2p

e o critério de informagao Bayesiano (BIC) é dado por

BIC = —2log(L) + plog(n)

em que L é a funcao de verossimilhanca estimada nos valores dos parametros do modelo,
p é o nimero de parametros e n é o tamanho da amostra. Seréd indicado como melhor
modelo o que apresentar menor valor de AIC e BIC.

A anélise de residuos é importante para se verificar a qualidade do ajuste. Os residuos
de Cox-Snell auxiliam na avaliagdo do ajuste global do modelo e eles sao dados por:

& = A(t;]z;) (27)

sendo A() a fungao de taxa de falha acumulada. Exemplificando, para o modelo de
regressao log-normal o residuo de Cox-Snell sera:

b oy [1 e <1og<ti> - XKB))] 28)

g

Os residuos de Cox-Snell é; vém de uma populagao homogénea, e se o modelo for ade-
quado para representar os dados, os residuos devem seguir uma distribuicao exponencial
padrao (COLOSIMO; GIOLO, 2006)

Os residuos martingale, sao baseados em processos de contagem individual e sao dados
por:



M; = 6; — é; (29)

em que 9; é a funcao indicadora de censura e é; é o residuo de Cox-Snell, vale mencionar
que os residuos M; nao sao simetricamente distribuidos em torno do 0 (zero) (CARVALHO
et al., 2011).

Os residuos deviance sao definidos por

~

rp, = sinal(M;)\/—2(l; — 1;) (30)

no qual o sinal de (M;) é o sinal do residuo martingale para o i-ésimo individuo e [; e [;
sao os valores do logaritmo da fun¢ao de verossimilhanga para a observagao ¢ do modelo
dado e saturado, respectivamente. O residuo deviance estd distribuido simetricamente em

torno da reta y = 0 (CARRASQUINHA; VERISSIMO; VINGA, 2018).

Metodologia

Nesta pesquisa foi analisado o tempo até o inicio dos atendimentos de acidentes de transito
considerando trés localidades (Lavras, Sao Joao del Rei e Teofilo Otoni) do estado de
Minas Gerais durante os anos de 2020 e 2021. O que esta sendo considerado como tempo
para inicio do atendimento é o tempo decorrido entre o horario do acidente e horario em
que a viatura policial chega ao local do acidente. O banco de dados foi obtido junto a
Policia Militar de Minas Gerais (PMMG) e contém registros de acidentes de transito, com
o horéario, data , localizacao, e o tipo de acidente.

As localidades foram separadas pela proximidade das cidades de Lavras, Sao Joao del
Rei e Teodfilo Otoni, que abrigam um batalhao de policia atendendo as cidades listadas a
seguir:

Lavras - Boa Esperanca, Bom Sucesso, Campo Belo, Cana Verde, Candeias, Carmo
da Cachoeira, Ibituruna, Tjaci, Itumirim, Ttutinga, Ingai, Lavras, Luminarias, Per-
does, Ribeirao Vermelho, Santo Antonio do Amparo, Varginha.

Sao Joao del Rei - Andrelandia, Barroso, Bom Jardim, Concei¢ao da Barra de
Minas, Coronel Xavier Chaves, Dores de Campos, Lagoa Dourada, Madre Deus,
Nazareno, Piedade do Rio Grande, Prados, Resende Costa, Ritapolis, Santa Cruz
de Minas, Sao Joao del Rei, Sao Tiago, Sao Vicente, Tiradentes.

Teo6filo Otoni - Ataleia, Carlos Chagas, Frei Gaspar, Ladainha, Malacacheta, Novo
Oriente de Minas, Ouro Verde, Poté, Tedfilo Otoni.

Registrou-se 1160 horarios no periodo estudado, os anos 2020 e 2021, distribuidos da
seguinte maneira:

1. - Regiao de Lavras : 469 horarios.
2. - Regiao de Sao Joao del Rei: 273 horarios.

3. - Regiao de Tedfilo Otoni: 418 horéarios.



Cada horario de acidente foi transformado numa medida angular, utilizando equiva-
léncia que cada 1 hora corresponde a 15°. Para a variavel circular, horario do acidente,
algumas medidas da estatistica circular descritiva como média direcional, mediana, va-
riancia e desvio padrao foram obtidas. Isto foi feito para o periodo de 2020 e 2021, em
conjunto.

Na analise dos dados observou-se que em algumas informacoes pode ter ocorrido erros
nos registros, pois o horario do inicio do atendimento era um horario anterior ao da ocor-
réncia do fato. Em outras situacoes havia dados em que o horario do acidente era o mesmo
do horario da chamada, ou diferiam de poucos segundos. Assim, para nao comprometer
a andlise estas situacoes foram excluidas. Dessa forma, os 670 dados restantes estavam
distribuidos da seguinte maneira: 300 para Lavras e regiao, 217 para Sao Joao del Rei e
regiao e 153 para Teofilo Otoni e regiao.

Além disso, quando o tempo para iniciar um atendimento for superior a 12 h ou
720 minutos, a informagao foi considerada censurada, pois nestes casos houve falhas de
comunicacao ao relatar o atendimento do acidente. Assim, foram encontrados 36 dados
censurados, sendo 15 para a regiao de Lavras, 10 para Sao Joao del Rei e 11 em Tedfilo
Otoni.

O passo seguinte foi testar os modelos de distribuicao Weibull, Log normal e Gama
para variavel resposta, tempo até o inicio do atendimento e adaptar um modelo linear-
circular, no qual a variavel explicativa circular é o horario do acidente. O modelo é ba-
seado numa distribui¢ao no cilindro (MARDIA; SUTTON, 1978; ANDERSON-COOK;
NOBLE, 2001), em que a altura da curva no cilindro é a parte linear do modelo, figura
( 1). O modelo, proposto inicialmente por Mardia e Sutton (1978), considera uma distri-
bui¢ao conjunta, na qual a variavel circular © tem distribui¢ao von Mises (vM (g, k)), €
a componente linear x segue a distribuicao Normal condicionada ao valor de 6.

Assim, a distribuicao conjunta é dada por

F(a16) = 5 explmeos(d — )} exp (- 1 (1)
= ——ex - xp | ——
T g () TP MY o Jam S\ T 202
em que z, i, € R, 0, 1o € 10,27), k >0e
o . :
fe = L+ ﬁ{pl(cosﬁ — €OS o) + p2(sin @ — sin pp) } (32)

com o) =0*(1—p*) e p?=pi +p5,0<p<1

Como uma medida angular pode ser vista como um ponto no circulo de uma circun-
feréncia unitaria, pode ser escrito como (cosf,sinf). Cada horario de um acidente sera
visto como um ponto numa circunferéncia e esta medida serd associada a um angulo,
medido em radianos, e o tempo ¢ serd a variavel resposta, 0 <t € R.

Em relacao ao modelo proposto, a variavel resposta tempo é sempre positiva, £ > 0,
mas o modelo pode ser linearizado e —oo < y = log(t) < co. Os outros parametros per-
manecem inalterados assim, essa alteracao nao viola as pressuposicoes do modelo original.

O modelo estudado por Mardia e Sutton (1978), equagao (31), sera adaptado para
a anéalise de sobrevivéncia. Na ideia original se trata de uma fungao de densidade con-
junta dada pela distribuicao normal e a distribuicao von Mises. Nesta proposta, sera a
distribuicao conjunta entre a distribuicao log normal e a von Mises, nao violando nenhum
pressuposto do modelo proposto originalmente.

O modelo de regressao é dado por

T = exp{fBo + P1cos(6;) + B sin(b;) + v;}
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O qual pode ser linearizado

Y =logT = By + Bicosb; + Pasinb; +¢; (33)

Assim, y;(t) segue a distribuicao log-normal, e 64, ..., 0, sdo as variaveis exploratorias
angulares, ¢; é o erro, que é considerado como tendo média 0 e variancia constante;
Bo, B1, B2 sa0 os parametros a serem estimados.

Na forma matricial o modelo serd dado por

Y, =X8" +¢ (34)

A estimacdo dos parametros do modelo é realizada por meio do método da maxima
verossimilhanca, da seguinte maneira:

e (B e (2] e

Encontrando [ = log L, que é o log verossimilhanga,

S INEERIE L R )

Onde 6; ¢ a funcao indicadora de falha ou censura e X37 é dada por:

1 cosf; siné,;

1 cosfy sinb, Po
1

B2

1 cosf, sinb,

sendo [ a matriz dos parametros que serao estimados. As estimativas dos parametros
foram obtidas por meio do pacote survival do software R (R Development Core Team,
2021), sendo utilizado o método de Newton-Raphson.

Para selecao do modelo foram utilizados os critérios AIC e BIC. Covariaveis dicotomi-
cas foram incluidas (acidente com ou sem vitimas, o acidente ocorreu no sabado / domingo
ou segunda - sexta).

O teste log-rank foi utilizado para verificar se havia diferenca ou nao entre os tempos
de inicio dos atendimentos, quando ha vitimas no acidente e quando nao ha. Também se
verificou tal fato quando o acidente ocorre nos dias de sibado ou domingo, ou nos demais
dias da semana, sem levar em consideracao se neste dia houve ou nao feriados.

Apos a selecao do modelo, foi realizada a anélise de residuos com a finalidade de avaliar
a qualidade do ajuste. Uma maneira de avaliar a qualidade do modelo é por método
grafico. Para utilizar este método realiza-se a linearizagao da fungao de sobrevivéncia e
faz uma comparacao como o estimador de Kaplan-Meier.

Outro método grafico é comparar o modelo proposto com o estimador de Kaplan-
Meier, neste caso, o modelo se ajusta bem aos dados se os pontos do grafico estiverem
proximos da reta y = x, onde y é a funcao de sobrevivéncia do modelo que estd sendo
avaliado e = a funcao do estimador de Kaplan- Meier.
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Para que o modelo de regressao esteja bem ajustado, os residuos de Cox-Snell devem
seguir a distribui¢ao exponencial padrao, os modelos sdo considerados adequados quando
curvas de sobrevivéncia se aproximam das respectivas curvas do estimador de Kaplan-
Meier. Outros residuos que podem ser aplicados sao os residuos deviance e martingale.

Resultados

Foram construidos graficos dos horarios dos 1160 acidentes ocorridos durante os anos de
2020 e 2021, das trés localidades em conjunto. Um grafico linear (no qual no eixo X esté
representado o nimero de acidentes e no eixo Y o horario dos acidentes) e um grafico
circular, onde cada ponto no circulo unitario ¢ o horario de um acidente. A figura ( 2)
mostra estes graficos.

Nota-se que apresentacao do grafico circular permite uma melhor visualizacao dos
horarios de ocorréncia dos acidentes.

Com os horarios dos acidentes convertidos em radianos foi calculada, para efeito de
comparagao, a média aritmética. O valor encontrado foi 3, 65 radianos, o qual corresponde
ao horario de 13h56min. No entanto, o valor da média direcional foi de 4,00 radianos, a
qual equivale ao horario das 15h16min, note que ha uma diferenca de mais de uma hora.
De fato, considerar dados circulares como lineares pode conduzir a resultados equivocados.
A seguir serao analisados separadamente os anos de 2020 e 2021. As médias direcionais
foram, respectivamente 4, 07 radianos e 3, 96 radianos, sendo os horarios 15h32min, para
o ano de 2020 e 15h 07 min para o ano de 2021. Na figura ( 3) estao representados os
horarios dos acidentes para cada ano.

Em seguida foram analisados os dados das trés regides proximas as cidades mineiras
de Lavras, Sao Joao del Rei e Teofilo Otoni. Foram registrados 418 horarios de acidentes
para a regiao de Tedfilo Otoni, 469 para a regiao de Lavras e 273 para Sao Joao del Rei.

Como os valores do R, o comprimento médio resultante, ndo estd muito préoximo de
1, a variancia V dos dados é alta, pois V = 1 — R, outro fator a ser observar é que média
circular das regioes de Lavras e Sao Joao del Rei sao bem proximas, indicando que os
acidentes nestas regides ocorrem, em média, em horarios bem proximos.

Na tabela ( 1) estao listados o total de ocorréncias, a média circular, o respectivo
horéario e comprimento médio.

Os gréficos dos horarios dos acidentes por localidade e ano estao na figura ( 4).

Considerando que os dados seguem a distribuicao von Mises foi construido o boxplot
circular, os graficos estao nas figuras (5) e ( 6), nos boxplots ha a presenca de outliers,
estes sao referentes aos horarios em que nao é comum a ocorréncia de acidentes, ou pouco
provavel que eles ocorram.

Na tabela ( 2) estao algumas medidas da estatistica descritiva dos dados dos acidentes
nas estradas e a estimativa do parametro « da distribui¢ao von Mises.

Através da mediana direcional, percebe-se que a metade dos acidentes ocorrem até as
15h em Lavras e até as 16h na regiao de Sao Joao del Rei e Tedfilo Otoni. Com relagao
ao parametro x da distribuicdo von Mises, como k < 1 para as regioes de Sao Del Rei
e Teodfilo Otoni no ano de 2020 e Teofilo Otoni em 2021, nota-se claramente que nao ha
uma concentragao dos dados em determinados horarios especificos.

Apos entender como estao distribuidos os horarios dos acidentes, foi avaliado o tempo
de inicio dos atendimento as vitimas, isto é, o tempo em que a viatura policial foi acionada
para que o atendimento as vitimas fosse iniciado.

O primeiro passo foi encontrar o estimador nao paramétrico de Kaplan-Meier para
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Figura 1: Regressao cilindrica

Fonte: Os autores (2022)

Figura 2: Horério das ocorréncias dos acidentes

horéario(em radianos)
3
|
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Numero de observagdes

Fonte: Os autores (2022)

Tabela 1: Média Direcional, média dos horarios dos acidentes e R para cada regido

Regiao Numero de dados Média Direcional = Horario R
Teofilo Otoni 418 4,17 15h56min 0,33
Lavras 469 3,91 14h56min 0,29
Sao Joao del Rei 273 3,87 14h44min 0,27

Fonte: Os autores (2022)
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Figura 3: Horario das ocorréncias dos acidentes para os anos 2020 e 2021

Horarios dos acidentes durante o ano de 2020 Horarios dos acidentes durante o ano de 2021

Fonte: Os autores (2022)

Figura 4: Horario das ocorréncias dos acidentes por regioes e ano

Tedfilo Otoni- ano 2020 Lavras-ano 2020 Sao Joao del Rei-ano 2020

Tedfilo Otoni- ano 2021 Lavras-ano 2021 S&o Jodo del Rei-ano 2021

Fonte: Os autores (2022)
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Figura 5: Grafico boxplot das Localidades de Lavras, Sao Joao del Rei e Teoéfilo Otoni
referente ao ano de 2020

Lavras - 2020 Séo Jodo del Rei - 2020
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Tedfilo Otoni - 2020

Fonte: Os autores (2022)

Figura 6: Grafico boxplot da localidades de Lavras, Sao Joao del Rei e Teofilo Otoni para
o ano de 2021

Lavras - 2021 Séo Jodo del Rei - 2021

Tedbfilo Otoni - 2021

Fonte: Os autores (2022)
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cada localidade. As curvas estdo representadas na figura ( 7) e nota-se que, com relagao
ao tempo para inicio dos atendimentos aos envolvidos em acidentes no estado de Minas
Gerais durante os anos de 2020 e 2021, conjuntamente, este tempo ¢ menor em Lavras e
Sao Joao del Rei, e maior na localidade de Teofilo Otoni.

Para fins de comparagao, para Teoéfilo Otoni, foram registrados 153 dados e o tempo
médio para inicio do atendimento foi de 172, 14 minutos; para a regiao de Lavras, foram
registrados 300 dados e o tempo médio para inicio do atendimento foi de 90, 05 minutos
e Sao Joao del Rei, foram 217 dados e tempo de 101, 75 minutos.

A seguir foi feita uma comparacao do modelo utilizando, diretamente, a variavel circu-
lar, o horario em que o acidente ocorreu, medido em radianos, e este modelo foi comparado
com o modelo proposto, regressao linear-circular (MARDIA; SUTTON, 1978). Em em
todos o casos a variavel resposta, foi modelada pelos modelos Weibull, Log-normal e Gama
e o critério de escolha foi o AIC. Na tabela ( 3) estao os valores do AIC para os modelos :

1. Modelo I : T = exp{fy + (16;}

2. Modelo II : T' = exp{fy + 1 cosb; + [ sinb; }

Em que a covaridvel circular é angulo correspondente aos horéarios dos acidentes.

Os valores do AIC para o modelo linear-circular foram menores, e a melhor distribuicao
foi a log normal.

Além da covariavel, horario da ocorréncia do acidente, uma variavel circular, também
foram incluidas duas variaveis dicotomicas:

1) Acidentes com ou sem vitimas. Sendo considerado 1 se houver vitimas e 0 (zero)
caso nao haja vitimas.

2) O acidente ocorreu no periodo de segunda a sexta-feira, ou no sdbado ou domingo.
Neste caso, o valor foi 1 se ocorreu no final de semana e 0 (zero) se ocorreu em
outros dias da semana.

Também foram testados os modelos com de uma a inclusao da covariavel. A variavel
¢ dicotomica : existéncia ou nao de vitimas. A tabela ( 4) mostra os valores do AIC dos
modelos em analise.

O modelo Log normal foi o modelo selecionado, o modelo linear-circular, o modelo
completo foi dado por

y(t) = Bo + B1cos(0) + Bisin(f) + B3V + B4S + € (37)

Em que 6 é a variavel circular, V' é a covaridvel existéncia ou de vitimas, S é a
covariavel periodo da semana em que o acidente ocorreu (siébado /domingo ou segunda-
sexta) e [y, 01, B2, B3, f4 840 0s parametros que serdo estimados e €;, vetor de erros. Quatro
modelos foram testados. Os resultados estao na tabela ( 5),sendo que os valores que estao
com asteriscos indicam que o valor p é menor que 0,05. O critério de escolha foi os
menores valores para o AIC e o BIC.

O modelo selecionado possui a variavel circular e foi incluida a covariavel dicotomica,
acidente com ou sem vitimas.

As curvas de Kaplan - Meier foram construidas para comparar se héa diferencas entre o
tempo de inicio dos atendimentos quando h& ou nao vitimas e se o acidente ocorre sibado
/ domingo ou segunda-sexta-feira, figuras ( 8) e ( 9). O teste log-rank foi aplicado para
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Tabela 2: Resumo da estatistica descritiva e parametro de concentragao (k) para os anos

de 2020 e 2021

Ano Medidas descritivas Lavras Sao Joao del Rei  Teofilo Otoni
Média direcional ~ 3,88(14h 49min)  4,11(15h 4min)  4,24(16h 12min)
2020 Mediana 3,93(15h 0lmin) 4,25(16h 14min) 4,19(16h)
R 0,23 0,21 0,29
Variancia 0,77 0,79 0,71
Desvio padrao 0,73 0,68 1,57
K 0,48 0,42 0,61
Média direcional ~ 3,93(15h 0lmin) 3,70(14h 08min) 4,12(15h 44min)
2021 Mediana 4,01(15h 19min) 3,78(14h 27min) 4,12(15h 44min)
R 0,34 0,36 0,36
Variancia 0,66 0,64 0,64
Desvio padrao 0,73 0,95 0,95
K 0,72 0,77 0,78

Fonte: Os autores (2022)

Figura 7: Curva de Kaplan-Meier para o tempo de inicio dos atendimentos as vitimas dos

acidentes por localidade
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Fonte: Os autores (2022)

16

700



Tabela 3: Valores do AIC para os Modelos Weibull, Log-normal e Gama

AIC
Modelos Weibull Log-normal Gama
Geral 7161,19 7027,23 7215,55
Modelo I Teofilo Otoni ~ 1691,12 1666,83 1702,29
Lavras 3125,44 3030,92 3160,87
Sao Joao del Rei  2260,61 2192,51 2292,65
Geral 7081,13 6905,45 7154,90
Modelo II ~ Teéfilo Otoni  1690,19 1666,54 1700,56
Lavras 3112,46 3030,66 3138,07

Sao Joao del Rei 225241 2184,41 2283,87

Fonte: Os autores (2022)

Tabela 4: Valores do AIC para os Modelos Weibull, Log-normal e Gama, com a inclusao
de uma covariavel em cada modelo

AlIC
Modelos Weibull Log-normal Gama
Geral 7046,86 6888,31 7114,03
Com ou sem vitimas Teofilo Otoni 1678,51 1657,71 1688,24
Lavras 3103,42 3028,84 3126,11
Sao Joao del Rei 2248,18 2184,63 2276,81
Geral 7080,58 6906,61 7152,94
Sabado / domingo ou  Teofilo Otoni 1692,06 1668,39 1702,47
Segunda - Sexta-feira Lavras 3113,29 3032,30 3138,60

Sao Joao del Rei 2249,37 2184.,91 2277,47

Fonte: Os autores (2022)
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avaliar se ha diferencas entre os tempos de inicio dos atendimentos, nas situacdes em que
hé& ou nao vitimas; o acidente ocorre aos sabados / domingos ou no periodo de segunda -
sexta. O resultado estd na tabela ( 6). O valor p da estatistica do teste log-rank, mostra
que nao ha diferenca entre os tempos de inicio dos atendimentos quando os acidentes
ocorrem nos finais de semana e no periodo de segunda a sexta-feira. Essa constatacao
reforca a nao escolha da covariavel do periodo da semana em que o acidente ocorreu.

Uma maneira de avaliar a qualidade do modelo é por métodos graficos, na figura ( 10),
estd representado a grafico das probabilidades de sobrevivéncia dos residuos estimados
pelo estimador de Kaplan-Meier e pela log normal padrao e suas respectivas curvas de
sobrevivéncia. Quando o modelo se ajusta bem aos dados os pontos do grafico estao bem
proximos da reta y = x, em que y a funcao de sobrevivéncia da log normal e x a funcao do
estimador de Kaplan- Meier. Também as curvas de sobrevivéncia da log normal padrao e
Kaplan - Meier, avaliadas nos residuos, estao bem proximas.

O residuo deviance foi utilizado para avaliar o modelo, nota-se que os residuos estao
distribuidos aleatoriamente em torno da reta y = 0, evidenciando que os dados estao bem
ajustados, figura ( 11).

Na figura ( 12) héa a representacao grafica dos residuos martingales. Nos graficos é
possivel observar que alguns horarios estao mal ajustados, isto pode ser notado pelos
pontos cujos residuos sao mais negativos se comparados aos demais. Uma explicacao para
isto é que em algumas situacoes o inicio dos atendimentos foi superior a 720 minutos, um
dado censurado. O tempo longo produziu uma estimativa maior (negativamente) para
o residuo. No entanto, de um modo geral, os residuos indicam o bom ajuste do modelo
proposto para os dados do tempo de inicio dos atendimentos.

Diante da verificagao dos residuos o modelo de regressao escolhido para o tempo foi o
log normal, e utilizou modelo linear-circular (cujas variaveis explicativas sao circulares e
a resposta ¢ linear), e foi incluida a variavel dicotémica se houve ou nao vitimas. Assim,
o modelo para a funcao de sobrevivéncia é dada por:

(38)

S(t) = @ (— log(tempo) + By + [1 cosO; + Posinb; + 63903)
g

sendo ®() a distribui¢do acumulada da normal padrao e

1,  se houve vitimas
T3 = - "
0, se nao houve vitimas

Os parametros do modelo selecionado estao na tabela ( 7), é possivel observar que:
1. 1 e B2 sao positivos, nos horarios das 0 h as 6 h os atendimentos demoram mais.

2. Nos horérios das 12 h as 18 h a probabilidade dos atendimentos serem mais rapidos
€ maior.

3. Para a localidade de Lavras, como (B3 é muito menor que (51, quando os acidentes
ocorrem entre 6 h e 12 h eles sao atendidos mais rapidamente.

4. O coeficiente (3 negativo indica que quando ha vitimas os atendimentos sao mais
rapidos.

A razao de risco entre os tempos medianos foi estimada para o caso com ou sem
vitimas:
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Tabela 5: Valores dos parametros para o modelo Log-normal, com seus respectivos AIC

e BIC

Modelos 60 Bl 52 53 54 o AIC BIC
423% 029% 0,23% -051% -0,08 1,42 688981 6916,85

Geral 3,87% 0,28% 0,24* 1,44 690545 6923,48
421%  0,28% 0,23*% -0,51* 1,42 6888,31 6910,85

3,91% 0,29% 0,24* -0,11 1,43 6906,61 6929,14

387 0,20 0,04 -030 -0,08 1,30 3030,60 3052,86

Lavras 3,66 0,20 0,05 1,31 3030,66 3045,48
3,84% 0,20 0,04 0,05* 1,30 3028,84 3047,36

3,69% 0,20% 0,05 20,10 1,31 3032,30 3050,81

4,14* 0,39% 0,41* -0,35 -0,25 1,39 2184,97 2205,25

S.J.del Rei  3,76* 0,37* 0,44* 1,40 2184,41 2197,93
4,03% 0,37% 0,41* -0,33 1,39 2184,63 2201,53

3,85% 0,39% 0,43* 0,24 1,39 2184,91 2201,81

4,84* 0,27 0,32 -0,85* 0,19 1,53 1659,23 1677,41

Teofilo Otoni  4,43% 0,25 0,33 1,58 1666,54 1678,66
4,89* 0,27 0,31 -0,84* 1,53 1657,71 1672,87

439% 025 0,34 0,11 1,58 1668,39 1683,54

Fonte: Os autores (2022)

Figura 8: Curva de sobrevivéncia

- Kaplan-Meier para a variavel vitimas

Lavras S&o Jodo del Rei
o e g
- Vitimas - Vitimas
31 == com vitimas 31 --- com vitimas
o - © -
= S 7 —— sem vitimas -~ © 7 —— sem vitimas
E < U)/ <
S S
~ o~
s S
o <
< T T T T T T T T < T T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 0 100 200 300 400 500 600 700

Tempo para inicio do atendimento (minutos) Tempo para inicio do atendimento (minutos)

Tedfilo Otoni Geral
Vitimas Vitimas
T --- com vitimas b --- com vitimas
T — sem vitimas b — sem vitimas

S
00 02 04 06 08 1.0

S
00 02 04 06 08 10

T T T T T T T T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 500 600 700 0 100 200 300 400 500 600 700

Tempo para inicio do atendimento (minutos) Tempo para inicio do atendimento (minutos)

Fonte: Os autores (2022)

19



Figura 9: Curva de sobrevivéncia - Kaplan-Meier para a variavel dias da semama
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Tabela 6: Resultado do teste log-rank
Com/sem vitimas Finais de semana/segunda-sexta
Regiodes
Estatistica do teste valor p Estatistica do teste valor p
Lavras 6,38 0,01 0,46 0,50
Sao Joao del Rei 4,22 0,04 2,22 0,10
Teofilo Otoni 11,10 < 0,01 0,28 0,60
Geral 24,90 < 0,01 1,02 0,30

Fonte: Os autores (2022)

Tabela 7: Estimativas dos parametros e erro padrao (EP) para o modelo Log-normal

Modelos Bo(EP) Bi(EP) Ba( EP) Bs(EP) o(EP)
Geral 421 (0,10) 0,28 (0,09) 0,23 (0,08) -0,51 (0,12) 1,42 (0,03
Lavras 3,84 (0,13) 0,20 (0,12) 0,04 (0,11) -0,30 (0,15) 1,30 (0,04
S.J.del Rei 4,03 (0,23) 0,37 (0,16) 0,41 (0,13) -0,33 (0,25) 1,39 (
Teofilo Otoni 4,89 (0,19) 0,27 (0,19) 0,31 (0,18) -0,84 (0,25) 1,53 (0,06

Fonte: Os autores (2022)
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Figura 10: Sobrevivéncia dos residuos estimados pela Log normal padrao e pelo método

de Kaplan-Meier para as trés localidades
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Figura 12: Residuos martingale
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tos(x3 =0, B) _ explozos| exp[fo + Six1 + Pors] 1 (39)
tos(zs =1,5)  explozos]exp[Bo + fizy + B2 w2 + Paxs]  exp(Bs)

em que B é o vetor de parametros do modelo que foram estimados.

A razdo de risco entre os tempos medianos para cada regido estd na tabela ( 8),
comparando os resultados, percebe-se que em todas as localidades quando ha vitimas, os
atendimentos sao mais rapidos. Por exemplo, para a localidade de Lavras, quando nao ha
vitimas o tempo para inicio dos atendimentos é 67% maior, ou demora mais, em relacao
ao tempo para inicio dos atendimentos quando hé vitimas.

Tabela 8: Razao de risco para tempos medianos por localidade

Modelos Razao de riscos
Geral 1,67
Lavras 1,35

S.J.del Rei 1,39
Teofilo Otoni 2,33

Fonte: Os autores (2022)

A seguir, para compreensao do modelo proposto, serdo analisadas algumas situagoes
quando os angulos medem 30°, 120°, 210° e 300°, que sao os equivalentes aos horarios 2h,
8h, 14h e 20h, para cada uma das medidas angulares sera verificada a situagdo em que
os acidentes sao com vitimas ou sem vitimas, observe que foram escolhidas medidas em
cada um dos quadrantes. Isto sera feito para os modelos de cada localidade e o geral, os
graficos estdo na figura ( 13). Em todos os cenarios a localidade de Tedfilo Otoni tem
um tempo para inicio dos atendimentos maior, e durante as 2 h e 8 h da manha o tempo
¢ menor para Lavras, a tarde e a noite (14 h e 20 h) Lavras e Sdo Joao del Rei tém
comportamentos semelhantes.

Conclusao

As técnicas da estatistica circular tém se mostrado bastante tteis ao se estudar dados em
que ha a presenca de medidas angulares e periddicas. Com a utilizacao dessas informacdes,
na andlise de sobrevivéncia, foi possivel estudar horarios de acidentes (que sao medidas
que podem ser convertidas em angulares) e verificar o tempo para inicio dos atendimentos,
das trés localidades estudadas. Nota-se que a regiao de Teo6filo Otoni tem um maior tempo
para inicio dos atendimentos, os motivos pelos quais isto ocorre podem ser investigados,
apesar disso, quando ocorrem vitimas nos acidentes, o tempo para inicio dos atendimentos
¢ menor em todas as localidades e horérios, o que é muito importante para a preservacao
das vidas.

Notou-se também que nao havia diferenca significativa entre o tempo para se iniciar
os atendimentos, caso os acidentes ocorressem nos finais de semana ou nos demais dias.
Esta covariavel nao foi incluida no modelo, mas o parametro estimado para esta covariavel
foi negativa em todos os modelos, exceto para Tedfilo Otoni, tal fato indica que o tempo
para inicio do atendimento é um pouco menor quando os acidentes ocorrem aos sabados
e domingos em relacao aos demais dias da semana, no entanto essa diferenca nao foi
significativa.
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Figura 13: Curvas de sobrevivéncia para os horérios das 2h, 8h, 14h, 20h equivalendo aos
angulos 30°, 120°, 210°, 300°, respectivamente, para inicio dos atendimentos de acidentes:
(A) com vitimas; (B) sem vitimas
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Figura 14: Curvas de sobrevivéncia por localidades por horéario 2h, 8h, 14h, 20h, respecti-
vamente, 30°,120°,210°, 300°
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156
CONSIDERACOES FINAIS

O estudo da estatistica circular impde alguns desafios, se por um lado € uma area que pode
ser bastante utilizada em diversos contextos, por outro lado ha a necessidade de mais pesquisa e
informacdes, o que consideramos positivo, ja que, apesar de ndo ser uma drea nova, mais trabalhos
na perspectiva da estatistica aplicada faz-se necessario.

Durante a realizacao deste trabalho este desafio tornou-se evidente, o que inlcui a necessi-
dade de investigar mais fun¢des e pacotes em software como R.

Pretende-se dar sequéncia a pesquisa, principalmente do dltimo artigo incluindo os dados
de localizacdo geografica dos acidentes, o que tornaria possivel avaliar se hd ou ndo a ocorréncia
de eventos recorrentes em alguns municipios.

Outro ponto a investigar sdo os residuos na andlise de sobrevivéncia com a inclusdo das

varidveis circulares, para avaliar com mais precisao a qualidade do ajuste.
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