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RESUMO

MARTINS JUNIOR, HernaniO uso da distribuicio beta t generalizada para
os erros do modelo garch: uma aplicacdo no preco d@afé 2014. 99 p. Tese
(Doutorado em Estatistica e Experimentacdo Agrofuému - Universidade
Federal de Lavras, Lavras, MG.

Este trabalho analisa algumas distribuicbes deaghmibdade flexiveis,
especificamente a classe daeneralized Beta Generatedstuda algumas de
suas propriedades e propde o uso delas como posgsp para 0 erro,
componente aleatdrio em modelos de regressao. &elaxas pressuposicdes de
normalidade que geralmente o circundam. O método mdaxima
verossimilhanca é utilizado para a estimacgéo danpetros através do software
R. Dentre os algoritmos de estimacao existentegtifddado o de Nelder-Mead.
Diferentes distribuicbes foram utilizadas como hase o modelo de regressao
ARMA-GARCH aplicado a série de precos de café. foedas: Distribuicad
de Student, Distribuicdo Beta t, Distribuicdo Gafizada Beta t, além da
distribuicdo Normal. A matriz hessiana para os rfemlestimados, avaliada nas
estimativas paramétricas obtidas, também foi cadlaul numericamente
utilizando o R. Os resultados mostram que um g@olde ser obtido no que diz
respeito a qualidade do ajuste, quando comparagdodesempenhos destas
distribuicdes com o desempenho de distribuicGessiclas entdo utilizadas. O
teste de razdo de verossimilhancas foi feito caas & comparacdo de modelos
aninhados.

Palavras-chave: funcdo objetiva, otimizacdo, distribuicdo de phulidade,
estimagdo, modelo.

! Orientadora: Thelma Safadi — UFLA



ABSTRACT

MARTINS JUNIOR, HernaniThe use of Betat Generalized Distribution
used as assumption to GARCH models errors: A coffeprice aplication.
2014. XXX 99 p. Tese (Doutorado em Estatistica xpeimentacao
Agropecudria) - Universidade Federal de LavrasrasyMG?!

This work study some flexible distribution of Geslized Beta class, actually
the Generalized Beta Generatestudy some of its properties and show how can
they be used as assumption to the residuals oéssign models in the way to
supplant the no normality in some situations. Tikelihood method is used to
find the parameters estimative by R software. Tle&dér-Mead algorithm was
chosen to objective function optimization. Somdriigtions has been used as
base to ARMA-GARCH regression models applied toféee price series. They
were Student Distribution, Beta t Distribtution, GeneralizedtBe ditribution,
and the Normal Distribution. The hessian matrix &stimated models were
numerically computed, evaluated on the estimatddegaand again by support
of R software. The results shows a improvement wbempared with the
classical approach. The likelihood test was dormtopare nested models.

Keywords: Obijetive function, optimization, probability digtation, estimation,
model.

1 Advisor: Thelma Séafadi — UFLA



1 INTRODUCAO

Atualmente existem indmeras distribuicbes de pritidade
disponiveis na literatura. Profissionais de todoundo estudam esta classe
especial de funcdes. Distribuicbes de probabilidademuito sdo estudadas:
ver Fisher (1924), Jones (2001), Eugene, Lee e ¥@n(@002), Jones
(2004), Nadarajah e Gupta (2007), Alexander e(2812). O estudo das
distribuicdes é ferramenta preponderante no estad@riaveis aleatorias as
quais representam os mais diversos problemas nis difierentes areas,
apenas para citar algumas: em séries temporaiggnassao classica; em
analise de sobrevivéncia; ou mesmo na analiseldeegaextremos.

A estatistica, em muitas de suas areas, estadealtt distribuicdo
normal ou na pressuposi¢cado de normalidade. Quassoaaracteristica nao
se comprova, surgem o0s mais diversos problemas o{cfeita de
ajustamento, e/ou o ndo atendimento de pressugssigiue alimentam
véarias linhas de pesquisa onde se busca resolgegdpecificidades, como
pode ser visto em Gupta e Kundu (2001), Pascoal. ¢2010), e Ortega,
Cordeiro e Carrasco (2011)

Sendo assim, seria desejavel um modelo com gesetalpoder de
explicacdo. Um modelo que possa abarcar tantot@scées mais comuns
quanto as menos corriqueiras. Que seja uma fertameone uma vez
difundida, seja capaz de resolver uma gama maipratdemas.

O relaxamento da pressuposicao de normalidadsuhtascorrente
na literatura Jones (2004), Akinsete, Famoye e(26@8), Barreto, Santos e
Cordeiro (2010), Alexander et al. (2012).

Neste sentido este trabalho busca a utilizagaordedistribuicdo de
probabilidade recentemente apresentada por Alexasda. (2012), como
alternativa & modelagem de dados e, especificam@mtedelagem do erro
em modelos de regressao. Esta nova distribuic&supalo mais parametros

(o que dificulta o processo de estimacédo) apresengagrande flexibilidade
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no comportamento de suas curvas, e é exatamentguistse espera de uma
distribuicdo que possa modelar diferentes tiposlatbos, mesmo que isto
tenha um custo computacional elevado.

Desta forma o objetivo principal deste trabalhm éstudo da
distribuicdo beta t generalizada (um caso espataaGenerelized Beta
Generate)l apresentando suas propriedades e potencialidaties
modelagem de dados. Uma comparacdo com a distituicle Student é
intentada como forma de se verificar o desemperhsaddistribuig&o.

Seguindo a idéia apresentada em Jones (2004egese, dentre as
distribuices abarcadas pela GBG, apresentadaal@cander et al. (2012),
escolheu-se a distribuicdo Beta t Generalizada.

Esta distribuicdo teve suas principais propriedadstudadas, no
intuito de utiliza-la para modelar conjuntos deatadue apresentem elevado
grau de assimetria ou curtose. Um outro objetitenitado é, com o uso dela
minorar o erro de predicdo em modelos de regrgsaéo séries temporais,
ajustando o residuo nestes modelos.

Parte do processo inferencial deve ser refeit@ nova funcdo de
verossimilhanca € escrita com base nesta novaibdigfio, fato que
inevitavelmente acarretard mudancas no processsddec A busca pelas
estimativas para os parametros do modelo contisea am desafio uma vez
que o incremento de novos parametros aumentam eto ancomplexidade

do espago paramétrico, dificultando ainda maisoegsso de otimizagéo.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Distribuicbes de Probabilidade

2.1.1 Distribuicdo Beta

A distribuicdo Beta é uma das mais importantesribiscdes na
estatistica e na teoria da probabilidade. Seu grasd se da em parte pelo
fato de sua funcdo poder ser monotonicamente cresoe decrescente, em
forma de U ou unimodal. E uma func&o continuanitif entre 0 e 1 com

dois parametros de curva estritamente positiase,b. Sua densidade é

dada por
few(xab)=B(a ™ 21— §7, 0< x1. (1)

Nesta expresséuB(a, b), representa uma constante normalizadora, é a

r(@)r(b)

fungdo Beta, e é dada pd(a,b)= F@rh
a

, sendoT (0 a fungéo

Gama, dada por (a) = J:o X e * dx, Mood, Graybill e Boes (1974).

2.1.2 Distribuicdo Beta Generalizada

A distribuicdo Beta Generalizada foi introduzidar gMcDonald

(1984) sendo sua utilizagdo apenas possivel quattis os parametros

(a,b,0 forem maiores que =zero. Considerandd ~Beta(g h e

considerando a transforma@ﬁl&' ‘
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Wi(l- Wot dw

PUY £ ) = P(US X) = Ryy(¥) = —
@

(X°) tem-se a densidade da chamada distribuicio Beta

B(a b)

Derivando F,,

Generalizada possuindo 3 parametepdyec, cuja densidade é dada por:

fp(xabg=clah’ £ - 7 0< x1. (3

A Equacéo 3 é facilmente obtida conforme os paaisaixo:
d F Cc\ — .I: c Xc—l
& (X ) - beta(X ) C

=1 () (1-x)" o

B(a, b)
— C Xca—C(l_ XC) b-1 Xel
B(a, b)
— C ca-l7q _ C\b-1
—B(a,b)x (1-x%)"".

Outras importantes distribuicdes podem advir ddstibuicdo, como é o
caso da distribuicdo Kumaraswamy, Kwmaraswamy (3@ vem a tona

coma=1. Comc=1 tem-se a propria distribuic®Betaa,b)
2.1.3 Generalizagdo da Distribuicdo Beta

Tomando X = F_l(U) comU ~ Beta( a k) sendo Beta( a k) a

distribuicdo beta eFrepresentando uma distribuicdo de probabilidade

acumulada qualquer. Sendo assim:

F(x)
PIX<N=RF{U<f=PUs E} = jﬂ 6L - W™ d

(4)
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logo, a varidvel aleatériaX tem distribuicdo equivalente a uma
Generalizacdo da Beta (0 termo em ingléSeheralizedBeta Generated,

corrente na literatuyacuja densidade € dada por.

fo, (X)=B(a )" (N F(" 11— A" K. (5

Uma caracteristica interessante da densidade der&dieacdo da Beta é que
permanece simétrica s&=b fato que nos levara a seguinte densidade (6)

para a igualdade ent@&= b:

fo, (X)=B(aa) " f(N F(XL- AR XD0. (8
Observe quef, (x) = f,,(~x) como condi¢do para simetria, equivale a
fazer:

fog (x)=B(a @)™ f(Q F(37 - R 3™
=F (x)"[1- F(X)]**
=(1-a)a.
fug (-X)=B(a.a)" f(Q F(3" - A Y
=F (-x)""[1- F (-x)]**
=a(l-a).
Assim, F(=x) =1- F(X).
Desta ultima igualdade esta provada a simetrissiderando@ um namero
qualquer entre 0 e 1, um valor de probabilidade.

A primeira distribuicdo da classe Gerada Betser estudada foi a

distribuicio Beta Normal em Eugene et al. (2002)Xeortomando

f (X) = qo(x) eF (X) = CD(X) como sendo a densidade e a acumulada da
normal padrdo &X =®*(U), U ~Beta a 1), entdo X tem distribuigéo
Beta Normal Padrédo denotada d&n( 3, bO,ZI) , CUja densidade € dada por:

fo.(xab0l)=B(ah g 3o ( ¥ - ( ¥, Ko. (7
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A distribuicdo Beta Normal Padrdo admite diretamemtransformacéo de

locacdo-escala, uma vez que se:
PloX+usq =R X<(xu) d
PlO™(U) <(x-4)/ 0] = RU<®, (3] = PO(V),

0 que equivalentemente seria 0 mesmo que tomafido fbn(x; a, b,O,])

entdBooX + =Y O fon( v a by, U) , que é chamada de Beta Normal.

Os parametros e b controlam a assimetria e a curtose. Sendo a
funcéo de densidade da distribuicdo Beta Normalifimodal e senda=b
a densidade da beta normal é simétrica<tea densidade da beta normal é
assimeétrica positivamente ea&eb a densidade da beta normal é assimétrica
negativamente. Quando=b>1 a densidade da beta normal possui curtose
positiva, quandoa=b<1 possui curtose negativa. Todavia a variagdo da
assimetria e da curtose € bem limitada para asedifss parametrizacdes da
Beta Normal, fato que pode ser visto em Eugene glle@moye (2002) onde
0s autores mostram que a assimetria sempre setennorintervalo [-1,1] e
a maxima curtose encontrada é 4,18 para valorasede variando de 0,01 a
100. Este fato impossibilita um ajuste com quakdadiados cujas medidas

de curtose e assimetria extrapolam estes limites.

A distribuicdo Beta Normal é bimodal para certakres dea e b

e a solucdo analitica pagae b onde a distribuicdo € bimodal ndo pode ser

obtida algebricamente para tanto utiliza-se solug@mérica para um
namero de raizes das derivadas da Beta Normal (fegni@e e Eugene
2004). No caso de bimodalidade a distribuicéo érgtsca a direita quando
a<b e assimétrica a esquerda quar@eb. Assim esta distribuicdo é
muito versatil, permitindo descrever dados simésiic assimétricos,
unimodais e bimodais.

Eugene, Lee e Famoye (2002) descrevem a regibardalalidade
utiizando funcdo de regressdo a partir de gréfiodicativo de

unimodalidade-bimodalidade construido para umaé&eza de valores de

16



aeb. Esta funcdo é construida a partir ba(a b=0,0=1) e o
resultado € valido para os demais valoreside o por que a propriedade
de bimodalidade d8N é independente dos parametias 0. Para uma

prova completa, ver Eugene, Lee e Famoye (2002).

Sao diversas as distribuicbes oriundas a partirGésada Beta
dependendo de qual classe de funcéo é adotaddfa)a CasoF(X) seja

a funcdo de distribuicdo acumulada da distibuicdamkel tem-se a

distribuicdo Beta Gumbel introduzida por NadaragaKotz (2004). Caso
F(X) seja a funcédo de distribuicdo acumulada da disgdo Fréchet tem-
se a distribuicdo Beta Fréchet introduzida por Kgeh e Gupta (2004). Em
2006 propuseram a Beta Exponencial tomahdX) como sendo a funcdo

de distribuicdo acumulada da distribuicdo Expora@ndiadarajah e Kotz
(2006), neste trabalho os autores apresentam eR@egara a funcao
geradora de momentos e funcdo caracteristica, eappaes também a
distribuicdo para a soma e para a razdo da digfibiBeta Exponencial,
além das entropias de Rényi e Shannon. Muitas distribuicdes podem
ser deduzidas nesta mesma sistematica. Em Alexagtdat. (2012) é
apresentado as funcdes de densidades de divestabuiides oriundas
deste processo, sdo elas: Beta Normal, Beta LogidlpBetat de Student,
Beta Laplace, Beta Exponencial, Beta Weibull, B&ambel, Beta
Birnbaum-Sauders, Beta Gama, Beta Pareto, Betaficayi

Distribuicdes da classe da Generalizacdo da EBetasido usadas
com sucesso em diversas situacoes. Pode-se vaadBemal modelando
problemas do tipo dose resposta, Razzaghi (2009%eado utilizada para
modelar dados de enchentes, Akinsete, Famoye €2088) onde langam
mao da Beta Pareto, ja Jones e Larsen (2004) i@ostas distribuicbes t
assimeétrica e log F para dados de temperaturdstigbdicdo Gerada Beta

A proépria distribuicdo Beta surge como um casoi@#er da GBG

se para a distribuicéo paternE,(x), € tomada a distribuicdo uniforme

17



continua. Por fim duas outras importantes distcies sdo amplamente
discutidas: a distribuicdo log F Fisher (1924) disdribuicdo t assimétrica
proposta por Jones (2004) e melhor estudada pes Jofraddy (2003). Em
casos dea=b que como ja foi dito resulta em uma distribuic&oétrica,

surge como caso particular a distribuicdo t de &tudEstas duas
distribuicdes possuem diferentes conformagdes c®udaque em certas

situagOes proporcionam melhorias no ajuste.

2.1.4 Distribuicdo Generalizacdo da Beta3eneralized Beta Generated -
GBG)

A distribuicdo utilizada como base para este thabae uma
Generalizagdo da distribuicdo (GBG sigla do InglésBeta Generalized
Generatedl que por abreviacdo sera denotada por GBG. Coaside que a

distribuicdo Generalizada Beta tem em seu nuclem wariavel aleatoria.
Fazendo U= F(X;T), sendo F(X; T) uma funcdo de distribuicdo de

probabilidade acumulada com vetor de paramelrosa nova distribuicéo

que surge desta transformacéo é a GBG. A diferéesia nova distribuicdo
em relacdo a classe das distribuicdes Gerada Betgue F (X; T) é

exponenciada pelo parameto

A densidade da GBG €, entéo, dada por:

fwg(x7abg=cHab” { x) K %)

[1-F(x7)7 xO0. ®)

Esta distribuicdo pode ser obtida com a seguiatestormacao:
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Fé(x)

Fao¥= | = U (1~ U du

) Bab

dF(X)_ 1 c a-l _ ¢ b-1 1

~ —B(abf(x)(F(x)) (1-F ()" cF
— 1 ac-1 _ c\o1
'M(F(X) )(1-FX°9) " £,

e foi introduzida por Alexander et al. (2012), eementa outras distribuicdes
como casos particulares.

Uma grande variedade de distribuicbes pode séraga como
sendo F(X;T) e muitas das densidades oriundas desta transf@omac

podem ser vistas em Alexander et al. (2012).

A distribuicdo beta generalizada, por exemplo, fgue introduzida
por McDonald (1984), vem a tona, a partir da GB&para o nucleo desta
for tomada uma distribuicdo uniforme e se, alénodasfor igual a 1 tem-se
a Kumaraswamy Generalizada, se, aiedar igual a 1 tem-se a distribuicdo
Beta.

Peca importante no processo de estima¢ado dos @aodmusando o
pacote fitdistriplus do Software R, é a funcdo distribuicdo acumulada
representada por sua forma estocastica, que ndaessate deve ser

especificada no processo de estimacao. Supondo que
X ~ F'l(Ul’C), U ~B(a,b), a funcéo de distribuicdo acumulada pode ser

escrita como:

x7)°

F(x7,abg=HBa b’leF( W1~ W dw  (9)

funcao de distribuicdo esta, que pdde ser facileneerpretada pelo R.
Alguns trabalhos na Ultima década se dedicam &ud@sdesta
distribuicdo Jones (2004): se dedica ao estuddgienas caracteristicas da
distribuicho Gerada Beta mas focando especialmante casos de
distribuicbes paternas simétricas em torno de zemmo a distribuicdo

normal e a distribuicdo t de Student, objetivandm dsto o estudo das
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caracteristicas desta distribuicdo com nenhum op#&@ametro que nédo
sejam os parametros de locacédo e escala, aléneager uma distribuicdo

gerada com suporte em toda a reta Real.
Neste caso (conkr (X; T) simétrica)a eb governam a assimetria e o

peso das caudas. Camb a distribuicdo permanece simétrica; tornando as
caudas mais pesadas a medidaaj@eaumentado; e tornado-as mais leves a
medida em que é diminuido. Na medida em gaese torna diferente dea
distribuicdo se torna assimétrica. E o sinal dd#frenca é que dird se a
assimetria € positiva ou negativa. Sendo assimat@ de a distribuicéo
paterna ser simétrica facilita em muito o entendimelo comportamento da
distribuicdo a medida que se variam os demais pErém

A distribuicdo GBG pode ser escrita como uma coatiio linear
de distribuicdes F-exponenciadas cujas propriedémhesn estudadas por
diversos autores. Nadarajah e Gupta (2007) e Mikdh et al. (1995)
sendo que neste sdo apresentadas os k-ésimos rosntantfuncdo de
distribuicdo Weibull Exponenciada. A densidade d8GG pode ser

alternativamente escrita como:

fgbg(X' a, b! C) = i W g(i+c) ( )9' (10)

e sua distribuicdo pode ser escrita como:
Faog(%3,0,0=> WG .o (3, (11)
i=1

em queg, ., (X) é a densidade dEXF"™ |, G,,.,(X) € a distribuicgo

o m

' (a+i)B(a b+1)

da Expf®

Outra forma conveniente de definir a distribui€zZBG € através da

funcao confluente hipergeométrica
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cF(X)? r(o ir(a+ Jra-b+px (12)

aB(ahr(ar-b% (e ) |

com Cc = a+1. Esta funcéo é relacionada com as equacdes difaizcuja

Fog(Xa,b 0=

aplicacao é extensa em diversas areas da ciéncia.

Desta forma propriedades das GBG podem ser olatidstamente a
partir das propriedades da fungdo hipergeométri@amdshteyn e Ryzhik
(2000).

2.1.4.1 Momentos da GBG

Com objetivo de se descrever as propriedades idagudicoes de
probabilidades, comumente se usa 0S momentos paceeder a esperanga,
a variancia, a curtose a assimetria.

A esperanca de uma variavel aleatéria com disgdmuGBG é dada por:
E[X =] xb(ydx (19

fug(xi7.abQ=cB(ah” { x) { ¥)"1- K x)7T" ea

variancia é dada por:

E[XT-ET XN =" % ff X dw(j_o; XEf X d)f, (20)

(19) e (20) representam o primeiro momento (méeli@)segundo momento
centrado no primeiro (variancia). J& o terceiraartp momentos (assimetria
e curtose), como sdo utlizados classicamente, tB&o sua aplicacdo
indicada para a distribuicdo em questéo.

Os momentos da GBG séo dados por:
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4= E[(F‘l(U”C))S] U ~B(ab)

; 11 -1y, 10ey\® | a1 b-1
#S:LB( )(F (u )) u*(1- u)”*du

fazendou'’® = x

Hs IOB(ab( (X)) X1 x) "  ex *x* oy

U= OB( b)(F‘l(x)) X4 1- %)t dx

H = cB(a b ( F( R) ®H1- %) d; (21)

Fazendo uso dos momentos de probabilidade poraterad
t(s,r) = E[YS F(Y)r], em queY segue a distribui¢do ndcleo, o que pode
ser obtido para a maioria das distribui¢cdes, aesgéo para 0s momentos

pode ser reescrita de outras formas como:

Paraa ec inteiros,

ﬂS~CB(a,b)Z( 1)( ]t(se(f* 9-1),

Por outro lado, sa ouc forem reais e ndo inteiros a expressao para 0s
momentos € dada por,
[ = cB(a b)ii(_l)kﬂﬂ(a(wc) 1)( j( Jt( A 9-1)
=0 j= J
(22)

Segundo Alexander et al. (2012) distribuicdes @awdas pesadas,
como a distribuigdo em questdo, nem sempre posseE®iro e quarto
momentos bem definidos.

Comumente para demonstrar como 0s parametrds e ¢ estao
associados a assimetria e curtose, utilizam-sedagdiaseadas em quantis.

Quando se consideram distribuicbes com caudas gegadjue é buscado
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no escopo deste trabalho) € comum que a curtossiadéseja infinita, fato
que torna este momento ndo informativo. Sendo assayse a assimetria de
Bowley (Kenney e Keeping 1962), cuja funcao é daata

5= QB/4)-20(1/2)+ Q(1/4)
Q(3/4)-Q(1/4) ’

em queQ([)) sdo quartis. E usa-se a curtose de Moors (190p) fencéo é

dada por:

M = Q(7/8)-Q(5/8)-Q(3/8+ Q(1/8
Q(6/8)-Q(2/8) ’

em queQX([) sdo octis.

Esta concepcdo percentilica de momentos € muitdausa
literatura, recentemente muitos trabalhos como,epemplo, Alexander et
al. (2012) e Ledo, et al. (2013) lancam mao déstaita.

A distribuicdo GBG, assim como todas as distribesc oriundas
desta classe (GBN, GBW, GBt, entre outras) aprasem@bmo inovagao o
incremento do parametr@. Alexander et al. (2012) estudam tanto a
assimetria de Bowley quanto a curtose de Moorg ddgte novo parametro.
Para o caso da GBt a assimetria de Bowley temwrgegonformacao:

B=0sec=1
B>0sec>1
B<0Osec<1

Quandoc#1 o grau de assimetria aumenta com a curtose da

distribuicdo paterna e diminui com os valores@sb.

a=b=50
14}
—01 1
13
a=b=10 a=b=50
. , . . L . L . " L .

L
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

Figura 1 Assimetria de Bowley (esquerda) e curtose de Mddieita) para a
densidade da GBt com 5 graus de liberdade, em dude& (variando de 0 a 10)
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paraa=b=0,5, paraa=b=1, paraa=b=10 e paraa=b=50. (Fonte Alexander et al.
(2012))

Pode-se ver que para algumas parametrizacdes tla @Btose de
Moors pode ser extremamente grande e positiva,aéoocorre somente
para valores pequenos demas partindo-se de zero, onde a curtose parece
ser maxima, a curtose decresce rapidamente, atmgirminimo entc=2,
vide Figura 1. Seguindo a metodologia proposta lexakder et al. (2012)r,
gerou-se numeros aleatdrios da distribuicio GBt caiiferentes
parametrizacdes, considerando-se a assimetriarommfimostrado na Figura
2 e considerando a curtose conforme mostrado naa® Em ambos os
casos cada ponto representa a média dos coefgimitrilados de cada uma
das 100 amostras aleatérias geradas, cada amamtrposta de 160

observacdes.

1.0

a=1, b=0.1e A=1

0.5
|
0.5

a=0.1, b=0.1e A=1

a=15 e b=0.10

assimetria
0.0
assimetria

a=280, b=280e A=1

-0.5

-0.5
L

0 10 20 30 40
0 5 10 15 20

valores de C
valores de ¢
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o Q]
- | -
b=0.1, c=5e A=1
w0 wn
o c 7
8 B b=2, c=5e A=1
@ © l AN AR AWMty
£ o | E o] [t A0 174
g ° g ° r b=20, c=5e A=l
© ©
n wn
37 3
T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
valores de b valores de a

Figura 2 Coeficiente de assimetria de Bowley paadod simulados da GBt em
diferentes parametrizacdes (o traco vertical regmtasuma reta passando em 1 nas
abscissas).

Outro aspecto relevante € que paral a curtose da GBt € maio
gue a curtose da distribuicdode Student. Para pequenos valores de c a
curtose de Moors se torna excessivamente grandeeamo tempo que a
assimetria de Bowley, se torna negativa e com dtevalor em moédulo.
Sendo assim pode-se concluir que o parameétr&@ um parametro de

assimetria.

< F
a=0.1, b=0.1e A=1 a=0.1, b=0.1e A=1
o _| o
N I |
o a=0.5, b=0.5e A=1 g
g o g o
5 a=1l, b=1le A=1 5
o o
S s |
S - g -
! T T T T 1 T T T T
0 10 20 30 40 0 10 20 30 40
valores de C valores de C
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a=1, b=0.1e A=0.1

&1 Q -
g b
@ 2 a=1l, b=1le A=0.1
2 g4 £ ©
5 - 3 a=0.1, b=1e A=0.1
o

o
a=4, c=4e A=1 N

o - =

a=1, c=le A=1

T T T T T 1 T T T T
0 10 20 30 40 0 5 10 15 20

valores de b valores de C

Figura 3 Coeficiente de curtose de Moors para dasiosilados da GBt em
diferentes parametrizacdes (o traco vertical regmtasuma reta passando em 1 nas
abscissas).

s

O parametroA n#o interfere na assimetria, € um parametro de
escala como vai ser mostrado mais adiante. Todasia afirmacdo a

respeito da nédo interferéncia na curtose podeist@rva Figura 4.

o _|
=
o _J
N
[]
8 a=1, b=1e c=20
— o —
’g a=0.1, b=1 e c=20
o
& -
o
g

I I I I I
0 5 10 15 20

valores de A

Figura 4coeficiente de curtose calculado em funcéo deatites valores do
parémetr0/1 .
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2.1.4.2 Processo de estimacdo da GBG

Seja X=(xi...)§]) uma variavel aleatéria tal que

X~F

gbg( F(x,7);a b, Q , €m queT representa o vetor de parametros de

F (X) . A funcao de log verossimilhanga, é obtida dodogprodutério da

densidade da distribuicéo, e definida por:

|(7,a,b,¢ x) = nlog( g - rog[ & a b]+

iZ;:Iog f(x;7)+(ac- 1)2: log F( x;7) +

(b—l)iZ;:Iog([l— F(x7)). 23)

Esta funcdo deve ser maximizada em relacdo a caddos parédmetros,
derivando-se em relacdo a cada parametro e iguakn@ zero, fato que
gerard as funcdes escores, suporte para a estirpegdigamente dita. As

funcdes escores obtidas em Alexander et al. (2€H@ ppresentadas abaixo:

U, (6) ==nlg(2) ~g(a+ b] + S logl R %)}

U, (6) = =nly(2) ~y(a+ b + Ylogl1 - F(x ),

Iog[F (%;D)]log[ F( %; )]
—log[F*(x:7)]

U, (6 _E+aZIog[f(>q )] -(b- 1)2

: f(x r) D F(%:1) _
; +ac )Z F(>§;r)+c(b D

iF“(x r)]F(x )
= 1-F°(x;1)
(24)
@ representa o vetor com todos os parametros agotattos pora, b, €

(parametros incorporados no processo de geracaovaeadistribuicdo) e por
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T, um vetor de parametros representando os paré&neadistribuicdo
nucleo.

Estas funcbes escores tém natureza fortementéne@o, fato que
pode ser visto nas proprias funcbes escores, qudesd/adas em relacdo a
um parametro e se apresenta em funcao de outros.

Este sistema ndo possui solucdo analitica, contensenrecorre a
métodos numéricos implementados através de diversasnas
computacionais disponiveis em diversos softwares.

A segunda derivada em relacdo aos parametrogaesuimatriz da
informacdo esperada comumente chamada de matrisiahas As
observacbdes da diagonal principal da matriz hegsimversa estédo
associadas a dispersdo em torno da estimativa giprmquanto que as
demais observagBes representam a correlagdo erstrepacdmetros
componentes do modelo.

Para a construgdo de intervalos de confiancatestele hipoteses
para os parametros € necessario a matriz da irxf,éambservadal(ﬁ),

que sob certas condi¢cbes do espago paramétricocentexto de grandes

amostras, limite quand® tende ao infinito, possui distribuicdo normal

multivariada NM(O,I (9)_1) em que P é o nimero de parametros de

F (X; H) el (H) € a matriz da informacéo esperada. Vale ressgliara
matriz da informacao esperada € dificil de ser minada, entdo se usa como
aproximacaoJ (6?) que é a matriz de informacao observada avaliad@em

A partir dai pode-se construir intervalos de corfaae testes de hipoteses
para os parametros individualmente, o que certameantribui para o

conveniente entendimento dos parametros.
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2.1.5 A Distribuicdo Generalizada Beta t

A distribuicdo Generalizada Beta t, por abreviagast, foi
apresentada primeiramente na literatura em Alexagtds®l. (2012) onde foi
apresentado apenas sua densidade. A construcéstidaugdo GBt se da
de maneira simples. Basta incorporar a fungéo alawawa distribuicdo t

de Student no nudcleo da fun¢do acumulada da GBG

Utilizando a parametrizagéo utilizada por Alexareteal. (2012),

tomandoF (X;A) como sendo a acumulada da distribuicde Student,

dada por:
n_1 X
F(X,A)—E(Hmj, (25)
e sua densidade densidade € dada por:
Doy A
f(X,/‘)—(/‘ +X2)3/2’ (26)

entéo a funcdo densidade da GBt fazendo 25 e Bé&m

| ) AC 1 X ac-1
f (X,/]yav b’ C) - 2aCB(a,b) (A + )8)3/2£l+ \/A +X2j

3]

a funcdo (27) € apresentada em Alexander et al2j26omo fruto da

(27)

incorporacéo de (25) e (26) em (8).
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Onde A representa o parametro da funcdo niclédx;A) e F(X;A)

representam a fungéo densidade e fungédo de deesadachulada da fungéo

nucleo, respectivamente.

A funcéo (26) € chamada de Gerada Beta t, umgwez afirmado
que T(x;7) e F(XT) representariam a densidade e a acumulada da

distribuicdot de Student. Entretanto como visto que as funcgsg (26)
ndo apresentam a parametrizacdo da distribuicd® $tddent tal qual é

classicamente apresentada na literatura. A funeasidbde de Student é
+ -1 —(A+
dada por f(x;A)= F(%lj(r(/]/Z)\Mﬂ) (1+ X //1) e , COMO

pode ser visto em Mood, Graybill e Boes (1974),yT&002), Morettin e
Toloi 2004 e Bueno (2008).

Sendo assim a fungédo densidade (25) e a funcéoudasn(26) parece ter
propriedades interessantes e pode ser uma via lagsnsimples de se obter
(27) uma vez que a tradicional t de Student ndsypdsrma fechada para

sua funcdo acumulada.

Todavia, mesmo que a fungéo (27) ndo possua emisten uma
de Student tal qual é mais conhecida, ela apmsefdcilidade de
convergéncia quando utilizada como base de um matkekegressdo para
séries temporais. Também apresenta suporte ematoeia Real, e escrita
em funcdo da fungdo Beta ao invés da funcdo Gaata,pfode parecer
in6cuo, mas conforme frisa Sucarrat (2013), a farGama representa um
dos desafios em processos de otimizacdo uma veexgsie uma barreira
computacional (atualmente) para a funcdo gama eéndw seja, gama de
173 é 0 maximo que pode ser computado, uma vezagumcdo gama
generaliza o fatorial para numeros inteiros. Jandaase utiliza a funcéo

Beta esta barreira passa a ser mais distante, godbegar a 286.
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E claro que uma das maneiras de estender osdipai® a variacio
paramétrica seria reescrever a funcdo gama emdue@ma funcéo beta.
Isto é de fato um complicador a mais, que é dessade quando se usa da

funcéo (27), configurando uma vantagem a mais.

A funcao de distribuicdo acumulada da GBG, aptas@rem sua

forma estocastica, € dada por:

F(xAdabg=Ha b‘lf(w W1~ W dv (28)

que é facilmente implementada utilizando o softwBie uma maneira
simples para obter quantis da GBt é fazergrid com integracdes desta
funcdo acumulada. Sendo assim tomando uma sequéhicigrande e téo
ampla quanto desejada) no suporte da funcdo dédigtio, pode-se fazer
uma operacdo de integragdo para cada valor da rseguériada, tal

procedimento seria o equivalente ao da construgdanda tabela para a
distribuicdo. O grafico da funcdo quantilica advémpartir dos pares
ordenados (valor da sequéncia, resultado da iltegmrdispostos

graficamente.

De posse da funcdo de distribuicdo acumuladangaéuquantilica

viria de maneira trivial através da inversal%iéx;/l,a, b, (j Entretanto esta

operagdo de inversdo ndo € tdo simples quantoepdddgersos aftwares

foram utilizados com o intuito de se conseguir acéio inversa
-1(, - .
F ()M,a,bd, mas sem sucesso, mesmo utilizando alguns dos mais

poderososoftwaresexistentes como Blaple ou oWolfram/Alpha Segundo

a literatura consultada Alexander et al. (2012)rgéo quantilica é dada por:
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Qa0 9= F*{ Quay (97, (29)

em queQg,, (u) é a fungdo quantilica dB(&, b), mas esta forma que

também nao é simples de ser trabalhada, requegemiersao da funcéo
Beta.

2.1.5.1 Geracao de numeros aleatérios

Tomando X = F_l(U) comU ~ Beta( a t) sendo Beta( a t) a

distribuicdo Beta eFrepresentando uma distribuicdo de probabilidade
acumulada qualquer, niumeros aleatdrios com digtébuGBG podem ser
gerados facilmente. Supondo uma fung&o nucleo,fani#o de distribuicéo

acumulada seja dada por (25) fazendo a inversd(2%)e considerando

U ~Beta( at) e w=UY° entdo nameros aleatérios de uma variavel

aleatériaX ~ GBG( ah (;/1) serdo obtidos pela funcéo (30),

JA(w-1)

N R o1 (30)

Como se pode ver pela equacéo (30), o parandetianciona como

X =

um parametro de escala, aumentando ou diminuiradopditude da variavel
aleat6ria. Assim quanto maior fot maior sera a amplitude da variavel
aleatéria, independentemente dos demais parameésqgsarametrog, be c
controlam em conjunto a assimetria e a curtoseer@ites combinacdes de
a, b e c possibilitam o ajuste de um mesmo valor de curtese equivale a
dizer que um sistema possui diferentes solucdds. l€mbrar que a curtose
representa o peso relativo das caudas em relacdodaoda funcédo de
densidade, sendo assim estes trés parametros tardb@mminam a
dispersdo uma vez que caudas mais pesadas represeiados mais

dispersos. Desta fornaa be c cumprem o mesmo papel de.
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A geracdo de numeros aleatérios permite o estielmlgumas
propriedades da funcdo. Pode-se analisar comonggottam os momentos
da distribuicdo quando da variacdo dos paramefiste tipo de andlise é
preponderante quando do estudo de novas distrimiigh seguir algumas
propriedades da distribuicdo Bdt&eneralizada sdao demonstradas a partir

da geracgdo de numeros aleatorios.

As rotinas para geracdo de numeros aleatoriogstidbdicdo GBt
bem como da construcéo de graficos de assimettiatese estdo no Anexo
A.

2.1.5.2 Estimacgéao

Supondo que se deseje ajustar um conjunto de dXdos uma
distribuicdo GBt. Este processo de estimagdo pedéeio pelo método da
maxima verossimilhangca. Assim a partir da funcdo démsidade de
probabilidade da GBt cuja densidade € dada por, (a7funcédo de

verossimilhanca é

L(a,b,c.4; X)
ac-1 ¢t
_r Ac 1 X 1 X
= 1 1-—| 2 ,
[ 2aceanae X)”[ +J/1+>¢J 2°( +\//1+><2J

(31)
e a funcdo de log verossimilhanga sera dada por:
| =log(L (a,b,c.A;X)). (32)

As estimativas dos parametros sdo obtidas maaimdiz a fungéo
de log verossimilhanca em relacdo a cada um d@snediros. Estas funcdes

oriundas da derivacdo sdo as chamadas funcbesgseaao suporte ao
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processo de estimacédo, que é feito através de a®itmilativos de solucdo
de equacgbes nao lineares. Para o caso em quesdfo dbtidas 4 fungdes:

a A a a
da’ ob ac’ 04

Tanto as funcdes escores como a funcéo de logsienthanca por

serem muito grandes foram apresentadas no Anexo B.
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2.2 Modelos de Séries Temporais

Atualmente existem indmeras distribuicbes de pritidade
disponiveis na literatura e profissionais de todonendo estudam estas
distribuicbes que possuem papel preponderante mestrugdo e no

entendimento de modelos de regressao.

Os modelos para séries temporais sdo modelosntmgtaculiares,
dada a ocorréncia de correlagcdo das observacdesgmodo tempo e muitas
vezes ha uma heterocedasticidade condicional. Esiescteristicas s&o

tipicas de diversas séries financeiras.

As séries temporais envolvendo precos do café pmmte
representam um desafio a modelagem estatistichleRras envolvendo as
pressuposi¢des a respeito da natureza do erro cemt@nctonduzem a

grosseiras aproximacoes.

A economia brasileira tem o0 seu suporte na praduw@ café,
correspondendo a 15% do valor total da safra dgrido Pais. Este “ouro
verde” chegou ao Brasil por volta de 1730 e, desdéo, ele se destaca na
receita cambial, favorecendo outras atividadesalgs ndo sé na formagéo

de capital, mas também na geragcédo de empregos,ACEPE2).

Diante da importancia desta cultura e da dificdédde se fazer uma
modelagem apropriada deste tipo de série € queopdegpa construcao de
um modelo de regressdo baseado em uma distriboigé® flexivel. As
distribuicbes comumente utilizadas, Normalde Student, nem sempre séo
capazes de modelar o elevado grau de curtose reristesta série. Espera-
se, portanto, suplantar esta dificuldade, impleagmtuma funcdo de

probabilidade mais flexivel, na verossimilhancaapawariancia condicional.
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2.2.1Modelos ARIMA

A pressuposicdo de independéncia é importantissimadiversas
situacdes. E grande simplificadora no contexto mg@asicido de modelos,

estimacdo de parametros e processo inferencial.

Mas a pressuposi¢cdo de independéncia introduassémitacées ao
estudo de séries temporais onde a correlagdo &datente, onde os erros
séo auto-correlacionados e influenciam a evolugiprdcesso, Morettin e
Toloi (2004).

Desta forma os modelos ARIMAA(to-regressive Integrated
Moving Average -Autorregressivo Integrado Médias Méveis) sdo uma
ferramenta util para a modelagem de dados coregladbs. Estes modelos
sédo utilizados para descrever processos lineat@s@sarios, que podem ser

representados por:
Zi-pu=a+ya.,ty,a ,+1IF Z‘//k a-2¥,=1,
k=0

em qued, é um ruido brancoy = E(Z,) e ¢,,i, 1l é uma sequéncia de
parametros tal que o somatdrio de suas estimaivgsiadrado seja finito.
Uma das pressuposi¢cdes mais importantes envolvesidoodelos

ARIMA, é a estacionaridade. Para uma revisdo datalha respeito da

estacionaridade, ver Bueno (2008).

Para se obter a estacionaridade, uma das téenaasdifundidas é
tomar a diferenca entre as observagdes, Morettifplei (2004); Tsay
(2002).

As diferencas na série ao mesmo tempo em que teenrai obtencéo

de uma série estaciondaria, em se tratando de déreexeiras, tem uma
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interpretacdo direta que muito interessa ao im@stiu ao profissional que
lida diretamente neste campo, representa o retdansérie. O retorno da
série representa quanto a série variou no periamopreendido pela
diferenca, podendo representar uma alta no movorgasérie se o retorno
for positivo, ou pode representar uma baixa no mewto da série se o

retorno for negativo.

Considere-se uma série de diferencas (retorfas)t=1,...,n},

observadas em intervalos de tempo equidistanteta &fie pode ser

considerada como parte de uma realizacdo de umegswcestocastico
{a, t0 24 , cuja especificagéo fica completa a partir do egithento das

distribui¢des finito-dimensionais

Fa,.at..4)= P(at)s x,..a6 X x)

para qualquer tempo. Esta expressdo pode ser itaeson termos das

distribui¢cdes condicionais, e ser4 dada por:

F(a,.a)=F(a) R(ala)..F(ala-a)

muitas das vezes 0 interesse reside em saber camdistibuicbes
condicionais evoluem ao longo do tempo. E impoetastpor que a
distribuicdo dos retornos seja ndo degenerada, @ sonverge em
distribuicdo para uma distribuicdo conhecida quasdbmetida a um

processo de “normalizacao”.

A definicdo desta distribuicdo € peca fundamentaprocesso de
estimacdo. SeX é uma distribuicdo estavel entdo pode ser repd®n

como uma soma de variaveis aleatorias estavei@nBapgueX seja uma

variavel aleatoria, e que existam constantes naratiirasa,,, b, para cada

n, tais quea, X + hh, tem a mesma distribuicdo que a estatistica deno(de
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X, +...+ X,) da variavel aleatériX . Entéo diz-se queX é uma variavel

aleatdria estavel. Exemplo destas sao a distriouig@mal e Cauchy com
média e variancia conhecidas e desconhecidas tesmeente Morettin e
Toloi (2004).

Sob a condigdo de estabilidadg =n"“ com 0<a<2. O

coeficientea é chamado indice e determina o peso das caudas.=S2
entdo se tem a distribuicdo Normal, caso contt@no-se uma distribuicdo
com caudas mais pesadas que a da Normal <Sg < 2, X tém média
finita, e se0<a <1 Xteria média infinita como o caso da distribuicdo

Cauchy.

Se a distribuicaoX possuir caudas mais pesadas, geralmente seus
momentos de segunda ordem serdo infinitos, todmsvigtornos geralmente
possuem momentos de segunda ordem finitos, o guidia o uso destas
distribuicbes estaveis, exceto, € claro, no casdistabuicdo Normal, que
para 0 caso da modelagem de retornos, ndo é redadwrsegundo a

literatura.

Como pode ser visto, as distribuicbes de prolukdulk
desempenham papel crucial em todas as fazes ddagenfedeste tipo de
dado. As caracteristicas das distribuicbes tém cobjetivo primordial a
modelagem de uma realidade observada e a evolucésoddelas se da no
sentido de sempre melhorar o ajuste do modelo. Atando o poder

preditivo dos modelos.

De qualquer forma, independentemente da distdougm questao,
desde que seja continua, a obtencdo de estima@wasseus parametros se

da via o método da maxima verossimilhanca. Supgudoas distribuicdes

condicionais ft(at|a1,...,q_1) com funcdo de densidade dada por

f, (aT;B) , entdo a fungéo de verossimilhanca sera dada por:

38



f(a..a:6)= fl(ai:é’)lj t(a:0).

O estimador de maxima verossimilhanca @eé obtido maximizando a

funcéo de verossimilhanca ou o logaritmo dela.

Os modelos ARIMA nem sempre sédo capazes de mosletarthos
uma seérie de dados econométricos. Muitas das \E@emais parametros
gue se incorpore no modelo, ndo € possivel obteisnide eficiéncia
satisfatorios e além do mais muitas das pressijEssig respeito do residuo
acabam por ndo se verificar. Uma das causas contermecontrada é o fato
da variancia possuir um comportamento de agrupasedtque poderia ser
descrito como uma espécie de correlagdo no conmpenta da variancia.
Ou seja, variacbes grandes nos retornos tendenrean sgeguidas por
variagcfes igualmente grandes, assim como, variggggsenas nos retornos
tendem a serem seguidas por variacbes pequenasa-Serentdo ao longo

da série alguns agrupamentos de volatilidade gt&jalta ou baixa.

7

Neste caso é necessario um modelo que capte esiacio
sistematica da volatilidade, ou volatilidade esstica. Foi com foco na
resolucdo deste problema que Engle (1982) estudsériles inflacionarias

no Reino Unido, propés os modelos ARCH.
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2.2.2 Modelos ARCH

Quando se fala em séries financeiras, € comummarastrutura de
volatilidade condicional, e sendo assim, os mod@lesres do tipo ARIMA
ndo sdo adequados para descrever o comportamestés déries. Para este
tipo de série geralmente se usa os modelos daedd®EH (aitoregressive

conditional heteroscedasticjtgue foi introduzida por Engle (1982).

Nos modelos da classe ARCH o0s retornos séo sefmiddmnao
correlacionados, mas a variancia condicional (ilmlatie) é correlacionada

aos retornos por meio de uma funcéo quadraticafifido por:
—_ — 2 2
& =0, O =a,taa,t..ta,a. .,

sendo & € uma sequéncia de variaveis aleatorias i.i.d o@dia zero e
variancia 1,a,>0, a; 20, i >0, m é o nimero de parametros do modelo

ARCH. Usualmente&, tem distribuicdo t de student com graus de

liberdade, ou distribuicdo normal com média 0 eéawveria 1. A deducéo de
algumas das propriedades deste modelo pode serevistMorettin e Toloi

(2004). Considerando como exemplo um modelo ARCH(1)

— — 2
at _a-tgt’ o-t _a0+alat—l

E(a)=0:V(a)="2 i Cola. A= £ a d=0

1-a?

a curtose é dada p&t =3 > 3.

2
1

Ao se admitir que os retornos ao quadrado sigarmonelo ARCH
um dos aspectos que € peculiar a estes modelos élgpossui curtose

elevada. Este fato é considerado uma vantagemnumielos ARCH,
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entretanto os retornos positivos continuam a s¢ados da mesma maneira
que o0s retornos negativos, fato que ndo se vernificpratica, configurando
uma desvantagem do modelo ARCH, uma vez que esteypde assimetria

aos retornos.

Algumas restricdes paramétricas devem ser leverdasonsideracao
garantindo que a variancia da série seja finitaphtica, este componente

aleatdrio é assumido ter distribuicdo normat da Student.

Na abordagem ARCH grandes diferencas ao quadnaglica em
grande variancia condiciona; no retorno médio d@, . Sendo assim este

retorno tende a ser grande. Esta tendéncia impieiar probabilidade de
ocorréncia, 0 que gera 0s agrupamentos ao longéraa Este efeito ARCH

€ comum para varias series econdémicas.

2.2.2.1 Determinacdo da Ordem

A heterocedasticidade € detectada pelo teste érdean do modelo

pela funcdo de autocorrelagdo parcial afe Dentro de uma abordagem
ARCH, para uma dada amostra’ ¢ um estimador néo viesado para.
Todavia espera-se quaf seja linearmente relacionada da forma

a’,,...a,, em uma estrutura similar a de um modelo autcessiyo de

ordemm , ARCH (m).

2.2.2.2 Estimacgéao
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Para a estimacdo dos parametros comumente seuasafuhcdes
num contexto de modelos ARCH. Sob a pressuposiednodmalidade a

funcdo de verossimilhanca para um modelo AR@H(é dada por:

L(a|A) = f(ar| Fuy) f(a| Fy)- f(aw| F) f(a,...ala)

! exp{— & }f(al,...@“|a),

tﬂmﬂ N 2770}2 20t2

sendo A = (&, &,,...,8, )é a variavel aleatéria em questdo indexada pelo

tempo, a =(q,,a,..0,)'é um vetor de parametros de um modelo

ARCH({mM) com m<T e f(al...a\n|a) é a funcdo de densidade de

probabilidade conjunta que é desconhecida e poeseptar um produto em
T produtos pode ser retirada, transformando a vendbsinga exata em uma
verossimilhanga condicionada as primeiras obseesmc@ue € uma
aproximacdo da verossimilhanca exata. A log-vendfisinca €
matematicamente mais simples de ser trabalhadasfdaranando o
produtério em somatério, sendo que este pode siéménte maximizado.

Tal funcéo de log-verossimilhanca € dada por:

[CINEDS F.n(ag)gi}

2
t=m+1 2 2 o-t

sendo a representando o vetor de parametros que para @ dmsum
ARCH(m) modelando a varianciag, = a, +a,a’, +...+a,a.,,. Em
algumas situagdes é mais razoavel assumir&upossui distribuigdo t de
Student, justamente pelo fato de ser necessariodistrébuicdo de caudas
mais pesadas. Tomand®&, como sendo uma variavel aleatéria com

distribuicdo t de Student com v graus de liberdade, entdo
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Var(x,) =uU(v—-2) parav>2 e usando&, = X,/V/(V —2) Assim a

densidade de&, é dada por,

—(v+1)

f ()= D12 (1+ i
' rwav-2mr (v-2)

usandoa, = 0,5, F(g)= F(i]: f(g)= f(ijgl neste caso a
O, g, ) 0O

fungéo de verossimilhanga condicional paya dada por:

e o T((v+)r2) 1 A
A N P e {“ v-2)oz]

onde v>2 e A =(a,a,...,8,). As estimativas obtidas por este

procedimento sdo chamadas estimativas de maxinmssietilhanca sob a

pressuposigéo de distribuigBide Student. Aplicando o logaritmo tem-se

Llv+l & 1
l(v,o%|a_,,...a )=— —In| 1+ —— [+ = Ing? |.
(0 )=~ 3| Yt 1 | Lt

Considerando que o grau de liberdade seja préidefi o valor
usualmente fica entre 3 e 6. Caso o grau de liderdao seja pré-definido,

entéo o logaritmo da verossimilhanca fica:

T 2
(v, 07| apgrendr )= = D {VTH In(1+(Lj+1 Inaf}

t=m+1 V- 2)0.t2 2
+(T = m)[In(T ((v+1)/2)) = In(T (v 2))- 0,5In((v- 2y7)].

O grau de liberdade nem sempre é estimado. Endbarigaamente para que
possa se calcular a variancia baste que o grabetddde seja maior que 2,

comumente se utiliza o grau de liberdade como séyuil a 5, que € o
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menor grau de liberdade possivel para que a digtéibt de Student possua
forma fechada para os 4 primeiros momentos. Umglanexplanacdo a

respeito deste processo de estimagéo pode seemsizay (2002).

Um aspecto negativo do uso da distribuicdo t ddedtt no processo
de estimacdo de modelos econométricos € que aglesaesta distribuicdo
possuir caudas mais pesadas que as da normal agatdecistica € mais
acentuada num contexto de graus de liberdade nergssintoticamente as
duas distribuicbes sdo equivalentes. E vale ressaglte quando se fala em
séries temporais comumente lida-se com grandesti@®0su seja, grandes
graus de liberdade. Tsay (2002) quando apresemjaeoele chama de
inovacdo t, sugere a ndo estimacdo do parametra @Gealiberdade,
outrossim, fixa-o em GL=5, no intuito de assegaraaracteristica de caudas

pesadas para distribuicdo de base.

Hé& suposicdo de uma distribuigdde Student tenta suprir a falta de
ajustamento nas regibes caudais. Esta preocupagéoacqualidade do
ajuste nas regides caudais se torna ainda maisinédequando se trata de
dados financeiros, onde sabidamente é comum unssxake curtose. Os
modelos sempre evoluiram no sentido de captarweeais a natureza e o
mecanismo de variacdo de determinado conjunto desd&ntretanto, no
que diz respeito a natureza do residuo, comumentpta pela aproximagao
normal, ou quando muito por uma aproximacgdo viaetStudent. De
qualquer forma continua a se fazer aproximagOesteNeentido, este
trabalho propfe a construcdo de um modelo baseadiistribuicdo Beta t
Generalizada. Esta distribuicdo, por apresentaiadas combinacfes de

assimetria e curtose, pode ser promissora nestant

2.2.2.3 Verificacdo de um modelo ARCH
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Supondo o residuo de um modelo ARIMA, ao qualjg@stendo
ajustado um modelo ARCHI), segundo Morettin e Toloi (2004), as

observagdes padronizadas ou residuos do modelo,

. _ 4
R

sdo variaveis aleatorias i.i.d com distribuicdonmairpadréo ou t de Student.

Para se verificar a adequac¢@o do modelo calcutaestatistic® de Ljung-
Box para a sequénc@,, além disso o célculo dos coeficientes de assinetr

e curtose além de uma andlise gréfica a partirndeQ@-Plot podem ser

utilizadas para aferir o ajustamento.

2.2.2.4 Previsdo em um modelo ARCH
As previsoes de volatilidade um modelo ARGH( para um
horizontet+1 sdo obtidas por
é\-12(1) = ao + alatz ..t amatz—m’

as previsGekpassos a frente a partir da origem fixada eéo dadas por

i
Gy =a,+ Y aci(1-i), G2 -i)=al,,
i=1

sel 4 <0

2.2.3 Modelos GARCH

Bollerslev (1986), sugeriu uma generalizacéo paredelo ARCH,
chamado dé>eneralized ARCHu GARCH cuja evolucdo em relacdo ao
seu precursor € o fato de poder descrever a vdété condicional com um

menor numero de parametros. Seja uma série quatgqassumindo que a
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média do processo pode ser descrita por um modeMAA entdoa, segue

um modelo Generalizado Autorregressivo Condicioeale

Heteroscedastico, GARCH(p,q), se
2 5 2 3 2
a =0, o =a*tyaal+) B,
i=1 J:1

a,>0,a 20, ,BJ. > O,ZT:(M) (o +,8j )< 1, entdo para o préximo

periodo de previsdo da variancia tem-se uma mistainarevisao do dltimo

periodo e do ultimo retorno ao quadrado.

Para entender bem as propriedades de um modeloCEHAR

importante lancar mado de uma pequena transformaggzendo
n,=a -0} entdo o’ =a’ -1, entdo se pode reescrever a equagdo do

modelo GARCH da seguinte forma:

) max(p q) , g ,
o =a,t z (aB)aZ +’l+2:8,-0{_,-,
i=1 j=1
é visivel que se for igual a zero retorna-se ao modelo AR@MHJas}, néo
€ uma sequéncia i.i.d., é uma diferengca martingagssuindo

E[77] =0 e covlp, /7.-;1= 0, j= O. Este resultado pode ser diretamente

obtido de Tsay (2002) ou Morettin e Toloi (2004).

Um modelo GARCH pode ser visto como uma aplicati@aéia de

um ARMA a série ao quadradnf. Usando esta idéia tem-se que

a,

max(p .q) '
=S @+ )

E(é\t):1
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Pode-se ver que como o modelo ARCH(1) é um modlBid) para
0 quadrado do residuo, um modelo GARCH(1,1) é urdelaoARMA(1,1)

para o quadrado do residuo. Fazendo a substitl\f[(;écaf - 07, tem-se

ol =a,+adl, + Bo7,
a'(z V=4, t alarz—l +Bi( arz—l_ V=)
atz =a,+ (al + 131) at2—1 M :81\{—1-
gue é um ARMA(1,1) para o quadrado do residuo.

A variancia incondicional do quadrado do residuo é

Var(a?)= E[g]-(H a)°
=E[gY] = HoZ] = Ea}
=a,+a,E[a’,] + Bo?,
=a,+ (0’1 + ,31) E[ atz—l]

Como a, é um processo estacionarivar(a,)=a,/(1-a,—f£,) e uma

vez que @ =0, a variancia incondicional dos retornos € tambéem
21 —
aO/(l_al_ﬁl)’E[a-t] =H 612] .

Da mesma forma que uma modelo ARMA(1,1) pode serite
como um modelo AR¢), um modelo GARCH(1,1) pode ser escrito como
um ARCH (),
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2 2 2
o, =a,ta@, + Lo,

= aO + al 2—1-|- :81(ao + alat2—2+ 1810-’(2—2)
— 2
_a0+a1 2—1+a0ﬁ1+a1ﬁlatz—2+ﬁ1 0-t2—2

— 2
- aO + al 2—l+ aOﬂl +alﬂlat2—2+ﬂl (a0 +0’1q2_3+ﬂ10'£3)

a, L2 i
= + Q. IRy b AN
1-B, 1221‘,31 =B

Pode-se ver entdo que a variancia condicional mpde é uma soma
ponderada do residuo ao quadrado do tempo anteritretanto o peso

destes residuos na ponderacdo cai na medida ese @vanca no passado.
Dado que a variancia ndo condicional dos retornds

E[lo?] =a,/(L-a,- B), a equagdo do modelo GARCH(1,1) pode ser

reescrita por

oy =a, +a@’, + fO,
=(1-a,- lgl)E[UtZ] + a1atz—1 + 1810}2—1-

Desta forma pode-se ver que a variancia ndo camdicdo proximo periodo

é uma ponderacéo entre as variancias ndo condiidos retornoE[o?]
entre os retornos ao quadrado do Ultimo periadp, e a variancia néo

condicional do retorno no tempo anteriaﬁl, com pesos que somam 1,
(1—0’1 _:31)7 a, :81'

Isto € importante para se fazer previsdes pars aancias tanto
do préximo retorno quanto também pdrgassos adiante. A partir da

equacdo do modelo GARCH(1,1) pode-se escreveracaqude previsdo do
proximo periodo para a varianci@;, = o’ +(a, + B)' (o7 —07). Tsay
(2002) é uma fonte para estas demonstracfes. Aneaipara 0 proximo

passo € deduzida a seguir:
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oy =a,+a@l, + Lo,
a-tzi-l =4, + alE[ a12| It—]] + 181012
=a,+(a,+ B)o; + ot
=g’ + (a, + ﬁl)l(atz - 02)’
Oc, = ay+aE[a, |l ]+ BHOT,
=a,+(a,+ B)o7
=0’ +(a,+ B)(G%, - 07)

=g+ (o +ﬁ1)2(0-tz -0?),

-1

OA.t2+I =a, (o, + :81)&54—1
=g’ + (a,+ ﬁl)l (a-til—l - 02)
=0’ + (a, + :81)| (a-tz - 02)-

Em qud.; é a informacédo no tempd.

Pontos positivos e negativos dos modelos GARCHosamesmos
do modelo ARCH e assim como os modelos ARIMA, saa generalizacao
dos modelos autorregressivos, da mesma forma oslasodo tipo GARCH
propiciam, via de regra, melhor ajuste que um noddRCH, e com a

vantagem de considerar um menor numero de paré&netro

Dentre os modelos do tipo GARCH mais utilizadogaes
GARCH(1,1), segundo Morettin e Toloi (2004). Paittirse do modelo, cuja
volatilidade é expressa por

Utz =a +alatz—1+:810t2—1’ O<a,pB =<1 (@+ph)<1l

Primeiramente pode-se ver que se os componengs ou Bo’, forem

grandes, g7 também o sera, dai o comportamento de agrupamumto

volatilidade, ou seja, se houver uma grande vasidedde a haver outra

49



igualmente grande, assim como se houver uma peqagiasgao, tende a

haver outra igualmente pequena.

2.2.3.1 Curtose nos modelos GARCH

A volatilidade € sempre um importante aspecto raleegado em
conta no processo de estimacdo, entretanto € Uinaldide que pode ser
transposta. Para se ter uma idéia correta da uaté@te da volatilidade
estocastica, deve-se sempre considerar a curtose ntmdelos com
volatilidade. Considerando o modelo GARCH(1,1), éstrado como a

curtose esta sistematizada. Tal modelo pode sgtoegor
2

— — 2 2
a‘t - a-tgﬂ o-t - aO + alat—l + lgla-t—l’

com a,>0,0,20,8,>0, @,+5,)<1 e &é uma seqlencia i.i.d.

onde
E(g,) =0, var,)=1, E€g' )=K + 3
Em queK, é o excesso de curtose para a distribuicdo asayraide, .

Tendo que V(a)=E(0?)=al[l-(a,+B)], e que

E (Jt“) = (K, +3)E(g), sea; existir.

Tomando o quadrado do modelo de volatilidade tem-s

2

4 __ 2 2A 4 2 4 2 2 2
o =a;+taa, +tBo Yapal t2a oo poial,

Tomando a esperanca dé‘ e utilizando algumas propriedades, tem-se

50



_ a(L+a,+ )
L= (a, + AL - aZ(K, +2) — (@, + B)]

E(g))

Assegurando-se que senda, - (a, + 8,)° > 0 tem-se que

« o E@ _,_ (KAY[-@+BF] |
) [E('éllz)}2 1-(ay+B) - 207 -K.af

Sob a pressuposigdo de normaliddde= 0 entdoK, reduz-se a

KN = 3[1_ (0'1+,31)2] _
1= (0'1+,81)2—20’12

O sobrescritoN indica que a curtose é calculada sob a pressuposiga

normalidade. E ap6s algumas manipulacdes algélpaxes ser reescrita por

N 6a;
o1+ + (@ + B

Este resultado tem duas importantes implicacOgwirieira é que a curtose
s6 existira se o denominador for maior que zersegunda é que s& =0
entdo a curtose sera zero. Ou seja, 0 excesso reseudo modelo
GARCH(1,1) considerand@r, =0 ndo existe, 0 mesmo que dizer que o

modelo ndo possui caudas pesadas. Afora esta segandicdo, mesmo sob
a pressuposicdo de normalidade, o modelo GARCH(igbksui caudas

pesadas.

2.2.3.2 Estimacéao

A estimacao pelo método da maxima verossimilhdagzauso da

funcdo de distribuicdo conjunta. A funcdo de veroilsanca é pensada
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como uma funcdo dos parametros dado um conjunto dddos,

L(O[x,....x,).

Supbe-se que o residuo € independente. Esta cp@srmite que a
funcdo de distribuicdo conjunta seja dada pelo yittb das funcdes de
densidade de probabilidade marginais. No contextdRGH a
independéncia € pouco factivel, entretanto ainplassivel escrever a funcéo

de probabilidade conjunta como um produto de dedsisl marginais.

fa,...a)=fala,...a,)f@..a,)
=f(arla,.as) f@ala,a:)f(@,...a,

=f(ar|a,a.,) f(aa,a,) f(a)

Conquanto que a amostra seja suficientemente granalémo termo da

direita f(a,), pode ser desconsiderado Morettin e Toloi (2004).

Considerando o modelo GARCH(1,1),

— 2 _ 2 2
a‘[ - a-tgﬂ o-t - aO + alat—l + lgla-t—l’

sob a pressuposi¢éo de normalidade a fungao deswerithanga e dada por

L(ap, 0y, B[y, 2 )= |'2| (202, )°° expt 6, -p § 122,

E a funcéo de log verossimilhanca é dada por

|(0’0,0’1,,81,y|a1,.,,,aT )= —% |Og(2T)——zz log6? )__:;Z[ (ar;)zj

com o = a, +aal, + fO,.
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O relaxamento da pressuposicdo de normalidade paesiduo é
fato corrente na literatura a respeito de sériegppoeais. Comumente se
utiliza a distribuicdot de Student como distribuicdo base para o residuo,

neste caso a fung¢do de verossimilhanca é dada por:

L(ao’a1’1811v|au---,ar ):

_v+l
T

] r(v—;lj(r(V/Z)W)_lex{ﬁﬁJZ

t

com oy =a, +aa, + fO.

No software R, ha implementado, rotinas de estimaip modelo
GARCH através da funcdo niminb() e da funcdo oftiom o método “L-
BFGS-B”), entretanto em todos os casos o0 nd g@&diocalculo da funcéo
de log verossimilhanca que necessita de valoresgaariancia condicional,
cujo célculo, segundo Wurtz, Chalabi e Luksan (2008quer um duplo

loop para a sua implementacao mais simples.

# Caodigo para computagdo da Variancia Condicional
N = 10000; eps = round(rnorm(N), digits = 2) / 10
omega = 0.1; alpha = ¢(0.1, 0.05); gamma = c(0, bgta = c¢(0.4, 0.3);
delta=2
u = length(alpha); v = length(beta); uv = max(u,v)h =rep(0.1, uv)
# Case |: Conditional Variances as Double for-Loop:
for (i in(uv+1):N) {
ed=0
for (jin 1:u) {
ed = ed+alphalj]*(abs(epsl[i-j])-gammalj]*eps]i-j])delta
}
h[i] = omega + ed + sum(beta*h[i-(1:v)])

}

Entretanto o tempo gasto pelo duplo loop podeesemmido usando
a funcaofilter() que possibilita rapidez no processo de iteracaas®da

funcéofilter() € demonstrado nas linhas abaixo.
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# Usando duncaofilter() ao invés déoopspara a variancia condicional:
edelta = (abs(eps)-gamma*eps)~delta

edeltat = filter(edelta, filter = ¢(0, alpha), side = 1)

¢ = omega/(1-sum(beta))

h = c( h[1:uv], c + filter(edeltat[-(1:uv)], filter = beta, method =
"recursive", init = h[uv:1]- ¢))

O célculo da variancia condicional pelo métoddiltiam, aumenta a
velocidade da computacdo da funcdo objetiva enoantam dependo do
tamanho da série. Para a obtencdo do erro padr8oestimativas é
necessario a matriz hessiana e/ou a matriz gradigne podem ser

calculadas numericamente.

2.3 Métodos de Otimizacao

N&o ha como falar em modelos ndo lineares, comocaso dos
modelo GARCH sem falar de métodos de estimacaa ®atimizacdo de
parametros em modelos GARCH ha diversas funcdedeigmtadas e
diversos algoritmos séo utilizados para esta ptapd caminhar por entre
0 estado da arte, no que diz respeito a estimagémedelos GARCH, é
impossivel ndo se deparar com siglas tais como: BFFANN, CG, L-
BFGS-B, Nelder-Mead, entre outros algoritmos demizticdo, que sao
compilados dentro de funcdes diversas para otiddgis como “Ime”,

“optim”, “nlminb”.

Dentre os métodos de estimagdo o proposto poreNeddMead
(1965) é um método robusto, relativamente lento wezaque usa os valores
absolutos da funcdo objetiva, e € o mais utilizeal@ otimizacéo de funcbes
ndo diferenciaveis, é o método padréo da furoggdion(). Esta funcdo pode
ser usada tanto para um parametro quanto paragmpatdmetros. Também
opera quando ndo h& nenhum parametro, caso empgmasacomputa o

valor da funcéo.

54



Assim como o meétodo de Nelder-Mead, também se n#raco
implementado 0 método BFGS que € um método do Q@ipase-Newton.
Esse método foi proposto por Broyden, Fletcher,dfadb e Shanno.
Extensdo deste é o método L-BFGS-B que permitenatiégdo do espaco
paramétrico ao qual deve conter os valores inidaiprocesso de iteracao.
Este método foi proposto por Byrd et al. (1995)além desta nova
funcionalidade em relagdo ao seu predecessor,empacainda a vantagem

de ser mais rapido.

Fletcher e Reeves (1964) propuseram o métodoabfe\iacdo de
Conjugate Gradien)s método que € menos eficiente que o BFGS, porém é

melhor em solucéo de sistemas mais complexos.

Outro método que assim como o de Nelder-Meadzaitdpenas
valores da funcd@o objetiva (ndo sendo portanto liadgi pela funcéo
gradiente) é o método do recozimento, conhecidtiteratura por SANN
(sigla deSimulated AnnealingBelisle (1992). Pelo fato de utilizar apenas
valores da funcdo objetiva, € um método relativamdento e depende
massivamente dos parametros de controle. Nao éé&todmmuito utilizado
na estatistica mas figura entre um dos melhordéarata de minimizacao de

superficies de respostas complexas.

A existéncia de grande numero de algoritmos bemocde funcdes
de otimizacdo se d& pelo fato de ser complexaedataie se encontrar um

valor paramétrico que minimize a funcéo objetiveapgestes modelos.

Parte da solucdo deste desafio vem em muitos dasoslizacao de
uma abordagem de “dois estagios”, segundo Wurtglabh e Luksan
(2008). O primeiro estagio seria encontrar umacsmu(que seja alguma
perto da solucao étima do sistema de equacgtegantio algum algoritmo
gue possa limitar a variagdo da estimativa dengrdirdites de constricdo

previamente definidos, o que permite a obtencaedtienativas dentro do
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espaco paramétrico. Este primeiro estigio podalsancado via métodos
como L-BFGS-B e CG, gque permitem a constricdo gags paramétrico. O
segundo estagio consiste em utilizar as estimatb@slas no primeiro
estagio como valores iniciais para o segundo estégiqual é utilizado um
método de estimag¢do que ndo permite a constricsplaco paramétrico,
neste estagio pode se usar métodos de otimizagéo blelder-Mead ou
SANN (método do recozimento). Uma revisdo a regpééstes métodos

pode ser vista em Nocedal e Wright (1999).

Esta abordagem integrada em muitos casos pernstdugdo do
problema, e estd implementada em diversos pacatgisticos como
Matlab, Gauss e Ox. No R ela esta implementada mpétodo BFGS-NM.

O algoritmo padrdo para a estimacdo de modelos @GRARE
chamado de sqpSéquential quadratic programmingonstitui parte de
diversos softwares estatisticos como Ox e Matlagormos baseados em
sgp sdo extremamente eficientes como métodos méardis. Wurtz, Chalabi
e Luksan (2008) escreveu em R o programa SQP Rpera@onsiste num
método de programacao recursiva utilizado paraizdipgdo de modelos
GARCH.

2.4 Critérios de Avaliacdo de Modelos

Em se tratando de séries temporais é comum diéren
pesquisadores obterem diferentes modelos consitleramm mesmo
conjunto de dados entdo para minorar este fatmtart®bter resultados
consistentes uma importante ferramenta para meglinkdade do ajuste € o

teste ndo paramétrico da estatistica Q.

Dentre os testes ndo paramétricos talvez o miliadb seja o teste

de Ljung-Box cuja estatistica Q aplicada ao resichm quadrado,
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comumente aplicado ao residuo de um modelo ARMA(gmumente
ponto de partida para o ajuste de um modelo GAR@H(p\ estatistica

deste teste é dada por:
Q(m)=T(T-2) 322,
i=1

em queT é o comprimento da sériaf representa a série de residuos ao
quadrado,m € um numero escolhido de correlacdes a serem dadgsie
D, é a autocorrelagédo estimada do i-ésimo lag da &éri A estatistica do

teste Q(m) possui, assintoticamente, distribuicdo qui-quaalrambm
M- p— g graus de liberdade. Esta estatistica é importaatdeteccdo de

heteroscedasticidade condicional @e e € assintoticamente equivalente ao
teste dos multiplicadores de Lagrange.

Este teste equivalente ao tesdte para ar, =0 em uma regresséo
linear do tipo

a’=a,+aa_+--+a.a_+e, t=mrl. .., T,

m € um numero inteiro qualquer, € o comprimento da série é um

componente aleatério, per figurando o erro do ndehtdo a estatistida

sera dada por:

t=m+l t=mt+l

m Y (@)

t=m+1

F (Z@mS@) 0,

~ x*(m) sob H,

em que W representa a média daf e éf representa os residuos da

regressao linear.

O principio da parcimbnia, sempre presente nastoagéo de

modelos, tenta coadunar o numero de parametrostigi@éhde do modelo.
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Quanto mais parametros, melhor é o ajuste, corlusd tanto quanto
Obvia. Entdo geralmente o niumero de parametrosamadituir uma fungéo
penalizadora que deve compor alguma funcdo quedsell@sselecdo de um
modelo dentre outros. A maioria dos programasrjadm seus pacotes estes
critérios de selecdo compilados. De tal forma gpésao ajuste de um
modelo o célculo destas quantidades se d& de famwenatica. Dentre o0s
mais utilizados estéo o critério de Akaike (AlQglaiproveniente do inglés
Akaike Information Criterio)y o critério de Informacao Bayesiano (BIC,
sigla proveniente do ingléBayesian Information Criterign o critério de
Informacéo de Schwarz (SIC) e o critério de Harm&uinn (HQC, sigla do
inglés de Hannan Quinn Criterion Estes critérios sdo amplamente
utilizados em qualquer livro que trate de andliseséries temporais como
Tsay (2002), Morettin e Toloi (2004) e Bueno (2008% estatisticas dos

referidos testes sao dadas por:

AIC,(K) = =21(8)+ 2n/T,

BlC(k):—2|(é)+n@,

_=21(8) n+2*T
SIO(K =——= +Iog(—_|_ j
HQC(K) = -21(8) + ZnM .

Em quel(é) é a estimativa de maxima verosssimilhancd (@, n é o

namero de pardmetrosle é o comprimento da série.
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3 METODOLOGIA

3.1 A construgdo de uma nova proposta de estimagfara o modelo
GARCH

A chamada inovacdo t apresenta um progresso ncegso de
estimac&o, entretanto ajustes caudais ainda siandewios. E neste sentido
gue a proposta deste trabalho se dirige, uma vezojo certas condigdes o
processo da volatilidade é estritamente estacimnémas ndo fracamente

estaciondrio, uma vez que ndo possui os dois pesaiomentos.

A utilizacdo de uma distribuicdo mais razoavel vesentido de no

momento de se assumir uma distribuicdo para odertem modelo GARCH
(&), possa-se adotar uma distribuicdo que nédo caigtergdes, que

realmente seja capaz de captar o real comportandentesiduo, que tenha

caudas pesadas, assim como sugere o0 processatibdaale.

Considerando um modelo GARCH(1,1), cuja constrécédada por:

_ 2 — 2 2
a‘[ - Ut£t7 a-t - aO + alat—l + lgla-t—l’
entdo supondo qué&, tenha distribuicdo GBt cuja funcdo de densidade é

dada por:

f (é‘t|a, b, cA ,0'0,0'1,,81) =

ac-1 c

Ac 1 1__1 14__& |

&
1+—
2°B(a,b) (1 +&)*| " 1+g’ 27 Ja+g?
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Com & =al0,, e o/ =a,+aa’,+p0o?, fato que demanda uma

transformacéo de variavel do tipo
_ _pl & -l &)t
=0¢, Flg)=F| =+ |= flg)=f| — |F—,

a =0g, F(&) (Uj (€) (tha_t

a funcéo de verossimilhanga paasera dada por:

L(a.[ |a, b, C)A naoial’ﬂl)

Ac 1 1+ (a'[ /Ut ) -
2*B(a,b) A+ (a /o, )" Ja+(alo, )

b-1

J C
1_% 1+ (aT /Jt) i
20 JAa+@la) )| @

com

T
t=

o’ =a,+a@’,+ B0, e afungdo de log verossimilhanga sera dada por:

| (at |a, b,cA, !a0’al’ﬁl) = |Og( L( Q| a, b, cA ’aO’al’ﬁl))

assumindo que o residuo do modelo ARIMA tem distribuicdo GBt e

tomando 49:(a, b, c,)l,,ao,al,,Bl)T como sendo o verdadeiro vetor de

parametros. As estimativas dos parametros sdo asbtidaximizando a
funcdo de log verossimilhanca em relacdo a cadaasrparametros. Estas
funcbes oriundas da derivagdo da funt&fo as chamadas fungGes escores
e dao suporte ao processo de estimacao, que éateiteés de métodos
iterativos de solucdo de equacgdes nédo lineares.dP@aso em questao foram

obtidas 0 vetor de funcdes escores € dado por

t
U:U(H):(ﬂﬂid—d—a— 9 ) € por serem um pouco

complexas, sdo apresentadas somente em tornoragat@io, mas podem

ser obtidas via integracdo analitica utilizandaveafes como o Maple.
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Para intervalo de confianca e teste de hipétesesspeito dos
parametros do modelo, € necessario a obtencao tiia deinformacéo que

para o caso sera uma matfi@ﬂ)7x7, dada por:

0°l 01 01 of of oFf or
dada Oadb oac 0@Ad oJaa, 0 8a, 0 a&p
0°l 04 a1 of af af ar
obda oWb dWc o0WBA o0Ba, 0 Ba 088
0°l 04 01 of af af ar
dcda 0@db 0d@c 004 00a, 08a, 0 éS
0l 04 a1 of aFf af 9’
1(6) = ddoa dA0b 0Adoc 0404 dA0a, 0Ada, 0498
0°l 04 01 of af oFf il
dAda 0Adb 0dA0c 0404 0A0a, O0Ada, 0408
0l 01 01 of of oFf ar
da,0a daPb oda,0c da, 04 dada, dapa, da, 08
9’ 04 01 of af af ar
oada dapob daodc daoA odada, dada, dadp
9l 04 01 af 9’ 04 01
opoa o0pob o0poc 0LOA o0poa, OJfoa, J[B0f

I(H) € chamada de matriz hessiana ou matriz de desgvadgundas

(Mood, Graybill e Boes 1974). A variancia minimauwte estimador é dada

pelo Limite Inferior de Cramer-Rao, quelé =1/(—E[I (6?)]), entretanto

E[1(8)] é desconhecida, podendo ser estimada E)Eri (é’)] com &

estimador d&7.

Sendo assim, se tomarmos o inverso da matrizamesgi (6) ")

temos uma matriz de variancias e covariancias, argleelemento da

diagonal principal representam as variancias eriquaguie os demais
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elementos representam as covariancias. Por se tfatama matriz cuja
diagonal principal é composta por estimativas deéamaias, que sao
guantidades estritamentes positivas, estamos faldadima matriz positiva

definida, cuja estimativa pode ser dada por:
1(8)” T (6)G(O)G(O)'I(6),

em que G(f) é a matriz gradiente, ou seja, uma matriz de deas
parciais. Esta operacdo assemelha-se a uma restiacdolucao, garantido
que | ()" seja uma estimativa d(d)” e que seja positiva definida. Esta
aproximacao € via de regra utilizada em métodos énigos, parte da
premissa de qu&(8)G(6)' é aproximadamente igual l(6), ou seja, o
guadrado da matriz de derivadas primeiras comoxapaaslamente igual a

matriz de derivadas segundas Huber (1967).

Sendo assim os elementos da diagonal principal 14€)~

representam estimativas de variancia dos estimadde estimador de

maxima verossimilhanc#de 8 é calculado numericamente a partir da

solucéo do sistema de equacdes esddi@) = 0. Sob certas condigdes de

regularidade, ndo estandd no limite do espaco paramétricd,ﬁ(é—é?)

possui distribuicdo assintética normal muItivarid\la(O,I(H)_l) :

Intervalos de confianga para os parametros do imgadelem

facilmente ser obtidos:

ICu0)(8): §£Z,\1(8) i,

e 1(6) i, denota d-ésimo elemento da diagonal principal @)~ , com

i=1:--,7eZ,, éum quantil da distribuicdo normal padréo.
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A normalidade assintética também pode ser Utih peerificar a
qualidade do ajuste da distribuicdo, comparandistalilicdo GBt com um
de seus modelo aninhados como por exemplo asbdigiies:t de Student,
Beta e Kummaraswamy. Esta comparacdo pode sewvieitateste da razéo

de verossimilhancga cuja estatistica é dada por LR:
LR=2(1(0)- 1(0)),

sendol () a log verosssimilhanca do modelo aninhado ao molgh log
verossimilhanga é expressa p(@). LR tem distribuigdo assintéticg; em

que k representa a diferenca entre as dimensded ded .

Outros critérios de selecdo de modelos sdo contemsiizados,
como AIC, BIC, HQC, entre outros. Estes critéridi shaseados na
estimativa da funcdo de verosssimilhanca calculadan base nas
estimativas dos parametros estimados, e tem emtalega penalizada pela
guantidade de parametros. Quanto maior o nUmepaidanetros maior sera

a funcéo penalizadora.
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4 APLICACAO

4.1 Aplicacao para uma série temporal do preco deafe. Abordagem
classica

Dada a instabilidade da economia cafeeira ao laaganos, foi
analisado as variagbes ocorridas no preco do capartr do Modelo
Autorregressivo-Médias Moveis, ARMA, de Box-Jenkipara Séries
Estacionarias, utilizando uma série que abrangeotacbes didrias dos
precos do café desde o dia 02/09/1996 até 15/03/20trespondendo a um
total de 4074 observagfes. Figura 1. O preco mimienootacéo observado
foi de R$101,48, em dezembro do ano de 2001, exmaem maio de
2011, R$555,19.

Observando o gréafico da série original, Figuravérifica-se a
existéncia de periodos de pouca oscilacao e perelgrande oscilacdo dos
precos, 0 que caracteriza a volatilidade da s&®m.periodos de pouca
oscilacdo s&o indicios de mercado estavel, assimocos de grande
oscilacdo caracterizam periodos de instabilidad@rdeos. Os grupos de
comportamento, mais instaveis ou menos instaverssipsé ja sdo indicios

de que a série € correlacionada.

Preco do Café

o A‘.
) 3 I;\,‘ﬁ‘l
k- — i
Q | '”
: s B
B =1 |
g © /\ v ‘y;' ]ulu‘\ S\
& sl I*J 1 }JL., m _"‘\'VJUL

8 | w‘v W ‘*.'\WF

- T T T T T

0 1000 2000 3000 4000

Observagdes

Figura 5 Preco do café 02/09/1996 até 15/01/2013
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Na andlise de séries temporais a estacionaridadem& das
pressuposicbes mais importantes. Tradicionalmenténgease a
estacionaridade fazendo o uso das variacdes didaiasrie, chamadas de

retornos. Os retornos representam o quanto foriagZe no fechamento do
dia, e é dado poR, =logx — logx_,. Podemos analisar claramente as

variacfes dia apos dia a partir do grafico paréria sle retornos na Figura 6:

Série Estacionaria

Variacbesdiarias

-20 0 20 40

I I I I
0 1000 2000 3000 4000

Observacdes

Figura 6 Série estacionaria. Retornos do precatty variacdes diarias

As variacdes de prec¢o positivas podem ocorreddexiperspectivas
de queda de safra, eventos climéaticos que prejadiga lavoura, entre
outros. De outro modo, as variacdes de preco nvegatiodem ser ligadas a
incertezas do mercado, como queda no consumo oeraomos estoques de

café.

O intervalo correspondente ao periodo de 199608 207 a 10002

observacdo) ¢é caracterizado por grandes oscilacdesprridas
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significantemente nos anos de 1997, 1999 e 200@lta volatilidade

observada ao longo do ano de 1997 pode ser expligald baixo estoque
aliado as estimativas de safra para a época. Nmsd1999 e 2000 fatores
climaticos afetaram a producgdo, geadas ocorridasegides produtoras

caracterizaram o periodo de grandes variacoes.

O periodo correspondente ao inicio de 2003 atégimd semestre de
2005 (aproximadamente 15002 a 21002 observaca@racterizado por
maior estabilidade, possivelmente ocasionado por aequilibrio entre
consumo e producdo, além da boa posicdo do Brasie eos paises

produtores e exportadores de café na época.

Como podemos observar através do grafico, ha qeside baixa
volatilidade e periodos de alta instabilidade doscgs. As variacbes
negativas podem ser explicadas pelas altas saaign como as variacdes
positivas podem ser explicadas pela recuperacapreigos no mercado

internacional.

Como pode ser visto na Figura 7, a variancia da kagaritmica de
retornos foi controlada. Este fato é consagrada [igratura, jA que tog

transforma o efeito multiplicativo da variancia efaitos aditivos.

Prego do café (a) ” Preco do café (b)
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Figura 7 (a) Série Original de precos do café easrdb) Série de Log do preco;
(c) Série de Retornos, diferenca entre a observagdempa e no tempd-1; (d):
Série de Retornos na escala logaritmica.

De posse de uma série estacionaria e transfore@mda mostrado
na Figura.7 (d) ajustou-se o modelo ARMA. Para ssecedimentos foi

utilizado o programa R com o pacdgeries

Dentre os modelos ARMA ajustados, o que apresanemor AIC (-
19902,75) foi o ARMA (2,2), cujas estimativas sfoesentadas na Tabela
1. Modelos com mais parametros foram estimados, covbjetivo de se
obter um residuo independente. Mas nestes casasremiento de mais
parametros provocou um incremento da fun¢do pewhdia que compde o
Critério de Akaike.
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Tabela 1 Estimativas do modelo ARMA(2,2) para éesdée retornos do preco do
café

Parametro Estimativas Erro-Padrao
AR1 -0,8818 0,1099
AR2 -0,6784 0,1348
MA1 0,8502 0,1182
MA2 0,6120 0,1457

O intercepto do modelo ndo apresentou significapcietanto, foi retirado
do modelo. As estimativas acimas deverdo compooaeio ARMA cuja

forma geral é:
Zi= ARZa+ AB'Z2+ &= MAa~ MAg,
Assim, o0 modelo estimado é:
Z.=-0,881&1~ 0,678&-+a- 0,8502,~ 0,6140

Os residuos do ARMA (2,2) foram considerados ndicetacionados, fato

que pode ser visto na funcéo de autocorrelacaaadiasha Figura 8:

0.15
[

ACF

Figura 8 Funcéo de autocorrelagcdo para o residmocdizlo ARMA(2,2)
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Segundo Morettin e Toloi (2004), em Séries de ¢&¥egaso o
quadrado dos residuos seja correlacionado, deegustar um modelo da

ARCH para os residuos dos modelos ARMA.
Os modelos GARCH(p,q) devem ser ajustados enpagsos:
Estimacdo de um bom modelo ARMA
Zi= ARZ+ AR Zz+ a= MAa— MAa,
Célculo da correlacéo dos residuos ao quadrado;
D -G -6

T (a2  ~2\2
D> L&)

Os residuos ao quadrado devem apresentar normalkdadicional e serem
independentes. Estas pressuposi¢cdes séo verifipattageste de Ljung-Box

e pelo teste de Jarque-Bera respectivamente.

Tal procedimento foi realizado, assumindo disigéa t de Student
para os residuos, ajustando-se um ARMA(2,2) (csSmativas séo
apresentadas na Tabela 1) e para o seu residum aeodelo Garch(1,1),

cujas estimativas sdo apresentadas, Tabela 2:

Tabela 2 Estimativas para os parametros do GARQH(p.

Pardmetro Estimativa  Erro-Padréo T Probabilidacdkt| {
a, 1,23.10° 1,5.10° 8,22 2,22.10°7
a, 1,08.10" 4,52.10° 23,94 <2.10"7"
B, 8,66.10" 7,28.10° 1189 <2.10%7"

Assim o0 modelo GARCH(1,1) para o residuo do ARRIZ] fica:

2 _ 2 2
O-t _aO +al —1+ﬁ10-t—1’
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07 =1,23.10°+ 1,08.10a% + 8,66.1%;

O valor da funcdo de verossimilhanca para esteetootbi de
5275.879, foram necessarias 23 iteracbes e a ginaa foi apenas
relativa. Os critérios de informacao foram os setgsi AIC=-5.1372, BIC=-
5.1325, SIC=-5.1372, HQC=5.1335. Na andlise déduesdo modelo
GARCH, obteve-se pelo teste de Jarque-Bera, questduos satisfizeram a
condi¢cdo de normalidade condicional. E pelo testd jdng -Box, que os
residuos ao quadrado s@o ndo correlacionados. esta, completa-se a
andlise da série temporal dos precos do café.digpeitmo de estimacao é
consagrado pela literatura, Tsay (2002). E apamertiee ndo fere nenhum
grande pressuposto, naturalmente esta analise eeri@borada pelos
valores preditos para os retornos. Entretanto nscébuconstante por
melhorias, ndo deixa de inquietar uma peculiaridbmleesiduo em questéo,

fato adiante discutido.

Na Figura 9 sdo mostrados os residuos do primeiodela estimado
ARMA(2,2) e os residuos do segundo modelo ajustAiRMA(2,2)-
GARCH(1,1) com visivel melhoria no ajuste. Excedtog extremos quantis,
a modelagem da heterocedasticidade condicionaldéMo GARCH),
incrementa em muito a qualidade do ajuste. Todelémentos caudais
permanecem fora do ajuste. Estes valores extrenomsuroente sao
ignorados dada a sua natureza de pouca frequiéntiatanto em se tratando
de séries financeiras, estes valores devem teciabpéencao, por que estao
relacionados com grandes perdas ou grandes gahdesie-se a isto o fato
de serem bem mais frenquentes do que seria em dadidgicos ou
agrondmicos, configurando o que a literatura chal@acaudas pesadas,
caracteristica comum a dados financeiros. Destarta metodologia que
bem modele estas caudas pesadas é bem vinda aodé&aiados desta

natureza.
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Figura 9 (Acima) — Residuo para 0 modelo ARMA(2(2haixo) — Residuo para o
modelo ARMA(2,2)-GARCH(1,1)

Embora graficamente os residuos tenham uma deesidpdrentemente
normal, Figura 10, o teste de Shapio-Wilks param@nalidade, refuta esta
hipGtese a estatistica do teste foi W = 0,968@rwéé probabilidade < 2,2e-
16. O teste de Kolmogorov-Smirnov usado para meadaderéncia dos
residuos ( que sdo apresentados na Figura 9) parauma distribuicdo

normal simulada, com os parametros média zero ariéncia igual a
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variancia dos residuos (Figura 10). Este teste éamisugere a néo
aderéncia, uma vez que a estatistica foi D = 0,A846r de probabilidade <
2,2e-16. Sendo assim dois importantes testes estamnsonancia em negar
a normalidade deste residuo. Lembrando que a nidadal € pressuposi¢ao

para o modelo em questéo.
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Figura 10 Histograma dos residuos Densidade daai@mensidade da GBt

Apenas por curiosidade ajustou-se a distribuicdot GBs residuos,

utiizando o método da méxima verossimilhanca e aftwaire R. Os

parametros foram: a=5,799 (0,850); b=5,867(0,0764)+1,01 (0,038). Os
valores entre parénteses representam o erro pderéada estimativa. Todos
0s parametros podem ser considerados diferentezeme uma vez que
possuem erro padrdo pequeno em relacdo a magndadeespectiva

estimativa. A funcdo de log verossimilhanca avaliaths estimativas
apresentou valor igual a -5687,204; AIC igual 4380,40 e BIC igual a
11399,34. A matriz de correlacdo para os parameétiagresenta na Tabela
3.

Tabela 3 Matriz de correlacédo dos parametros ajastda GBt
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a b C
a 1,0000000 0,9467583 -0,6642245
b 0,9467583 1,0000000 -0,3948495
c -0,6642245 -0,3948495 1,0000000

A assimetria de Bowley (B) e a curtose de Moorsh foi
calculada para o residuo em questdo, obtendo-sg0@3M e M=-0,0054.
Indicando uma assimetria igual a zero, caracteaistidéntica a da
distribuicdo normal e uma curtose menor que a nigormdicando um

comportamento levemente platicirtico em relagéistailslicdo normal.

Desta forma temos uma aparente incongruéncia desituo em
relacdo a pressuposi¢cdo de normalidade. Um novoelmddi ajustado
objetivando uma melhoria na qualidade do ajuste d@mo a captacdo deste
comportamento da falta de ajuste sistematica agolatas caudas das

distribuicoes.
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4.2 Modelo ARIMA-GARCH para uma série temporal do peco de cafeé.
Sob a pressuposigéo de distribuicaa ‘de Student” para o residuo.

O primeiro passo para a estimacdo do modelo gobssuposicact
de Student” foi a construcdo da fungéo da funcéeedessimilhanga, tendo
a distribuicdo t de Student” como base. Rotinas foram feitas atililo o
Software R.

# escrevendo a funcéo de verossimilhanca
lIht=function(par){
v <- par[1l]; omega <- par[2]; alpha <- par[3]; leta <- par[4]
Z <-aii"2 ; Mean = mean(z"2)
e <- alphaO + alphal*c(Mean, z[-length(aii)]"2)
h <-filter(e, beta,"recursive”, init = Mean)
ei <-z/h
sum(log(0.5)+log(v)-1.5*log(v+ei*2)-0.5*log(h),Bength(z))

Vale lembrar que a distribuicdo apresentada aai configura a
distribuicdot de Student tal qual conhecemos, razdo pela quasfoita
entre aspas, outrossim, a funcdo base aqui apadseéta que Alexander et
al. (2012) chama dede Student. A variancia foi calculada recursivam@en
utilizando a funcadilter() e esta denotada plor

Considerando um modelo GARCH(1,1):
a =0 0] =ay+a, @, + o,

Pressupondo uma distribuicode Student para o residuo. A

verossimilhanga € expressa por:

|(a,b.c.A.a,,a,,B.56) =

ac-1 c
il Ac 1 & 1 &
lo 1+——= 1I-— | +—
2% %50 (4 +€t2)3’2( JA +gf} 2[ A+§2J

- (051097 ),
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come =0,/a, of =a,+a,a’, + Bo’, ecoma=b=c=1

Vale ressaltar que con¥l nenhuma assimetria extra é incorporada
e coma=b=1 a distribuicdo Beta (a,b) reduz-se a uma distréwiuniforme
continua, ndo imprimindo nenhum tipo de ponderagao distribuicdo
nucleo. Desta forma a funcdo de verossimilhanca resume a

verossimilhanca da distribuic@de Student:

. -— C A —_—
1(LL1A a0, B E) = Z[ IO{(/"L—QZ)W] O.5Io§af)]

t=2
— 2 _ 2 2
comé& =0,/a, 0; =0, +ad, + oy

Para otimizacédo desta fungéo fez-se uso do algoe otimizacdo
Nelder-Mead que no R pode ser implementado pelaafuroptim()
Entretanto este mesmo algoritmo esta implementadadlieersos softwares
estatisticos. Neste passo € necessario o0 arbittarderchutes iniciais para
inicio do processo de estimacdo. Também sdo cdblallaumericamente a
matriz hessiana e a matriz gradiente, com o objetie se obter uma
estimativa da matriz de covariancias. A raiz quaarmda diagonal da matriz
de covariancias é tomada como estimativa do erdsdpa Um teste t é
realizado para a estimativa de cada parametro.s Esééculos foram
computados utilizando o Software R e os resultas#as sumarizados na
Tabela 2.4

# ajustando os parametros

fit = optim(start = c¢(v=1, omega = var(aii), alpha= 0.108, beta =
0.8662), objective = lIht, control = list(tomega=5%)

# calculando a variancia

hes = hessian(liht,c(fitdpar[1].fitspar[2] fitbpar[3],fitdpar[4]))

g = grad(liht,c(fitspar[1],fitpar[2],fitdpar[3],fi t$par(4]))
rob = ginv(hes)%*%g%*%t(g)%*%ginv(hes)
R = sgrt(diag(rob))

#realizando um teste t
Estimativas = fit$par; t.cal=fit$par/R;Prob=pt(t.cal,4060, lower.tail=F)
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data.frame(estimativas,t.cal,Prob)

Também foram calculados os critérios para seletganodelos:
foram calculados o Critério da Informagédo de AkaikéC), o Critério da
Informacéo Bayesiano (BIC), o Critério da Informagde Schwarz e o

Critério de Hannan Quinn (HQC) que também sao aptados na Tabela 4:

Tabela 4 Estimativas, erro pardréo, valor de tler\de probabilidade para modelo
GARCH(1,1) sob a pressuposic¢ao de Distribui¢ie"Student” para o residuo

A Estimativas (Erro Valor de
Parametro ~ t calculado
Padréo) Prob.
A 1,306 (0,022) 45,1047 < 0,0000
a, 0,1994 (0,004) 40,9029 < 0,0000
a, 0,0062 (4,670) 0,0013 0,4995
B 0,7205 (0,280) 2,5741 0,0050

AlIC = -0,9209 BIC =-0,9147 SIC =-0,9209 HXX* -0,9187

O processo de otimizagdo deste tipo de funcdo sstrow
desafiador. InUmeros obstaculos tiveram de serradps, dentre eles a
escolha do método de otimizacdo. Atualmente haiteeatura diversos
métodos disponiveis e diversos algoritmos impleadod, cada um trazendo
consigo suas especificidades, que podem ou nadhlgnina resolucdo do
problema em questéo.

Algoritmos que possibilitam contricdo do espacoapetrico, a
principio, figuram como 0s mais promissores, mas algum tempo passa-
se a perceber que as estimativas obtidas quaseesesimrram nos limites
impostos, levando a crer numa possivel irrealiddds estimativas ou
mesmo numa possivel ineficacia do método. Dentremésodos que
possibilitam a constricdo do espaco paramétriccRFGS-B ou o BFGS
figuram entre os mais utilizados.

Os métodos que nao possibilitam a constricdo pagesparamétrico

costumam apresentar estimativas que nao tem iatagéio fisica, ou sem
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sentido pratico, ou seja, fora do espaco parameétii@ dentre os métodos
que nao possibilitam a constricdo do espaco paremmét método SANN ou
o de Nelder-Mead sdo os mais utilizados, este dlténtalvez o mais
tradicional de todos, sendo utilizado como padrd@ pliversas funcdes de
otimizacdo como a funcdoptim() por exemplo, embora ndo se possa
constringir o espaco paramétrico, pode-se utifiz@é@metros de controle que
controlam o ritmo de caminhamento do método atradés espaco
paramétrico. Ficam imunes ao viés, as vezes impmesi® pesquisador, ao
impor uma restricdo parameétrica, apresentam b@adexconvergéncia e séo
consistentes no valor das estimativas, mesmo careghniciais distintos,
fato que indica consisténcia do método.

Os limites computacionais de computacdo tambémeseptam um
desafio. A literatura ja fala, e este fato é faeite comprovado na pratica,
um limite computacional de=173 para funcdo GamaY e um limite
computacional da=b=286 para a funcdo Beta(). Esta facilidade analitica
de calculo da funcdo Beta em relacdo a funcdo Ga@mmuitas vezes
utilizada em favor dos processos de otimizacaoiskibuicaot de Student
como € conhecida classicamente, tem sua constamteodmalizacao
representada por uma funcdo Gama que entretan® gEdreescrita em
funcdo de uma funcao Beta.

De qualquer maneira, quando se ultrapassa esti#sslj 0 processo
€ automaticamente interrompido, e uma mensagentrdeéeapresentada.
Volta-se a estaca zero, analisa-se possiveis fathasnstru¢cdo do modelo,
possiveis erros na escrita da funcdo, e por finstque-se a adequacidade
do método escolhido.

Diversos métodos de otimizac¢do utilizam a matredignte como
ferramenta para o processo de otimizagdo, uma wezagmatriz gradiente
aponta para a dire¢cdo de maior crescimento dadujpgaacipio utilizado no
método de Newton-Raphson). Estes métodos comumesitapolam os

valores de algumas estimativas impossibilitandomputacdo da funcéo
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objetiva, seja por incapacidade de calculos, sel@ gxplosdo ao infinito da
funcao objetiva.

Sao muitos os fatores de que depende o sucesgoodesso de
estimacdo e muitas as nuances envolvidas em cadaognmétodos e
algoritmos implentados cujo dominio da linguagemmbeomo das
funcionalidade, por si, ja € um grande desafioa®goroblema em questédo a
funcdooptim() cujo método padréo de otimizacao é o Nelder-Mpadfim,
se mostrou a mais adequada e consistente, serdilo &mscolhida para a
aplicacdo proposta.

A computacdo numérica da fungdo hessiana para losod®m
muitos parametros também representou outro desEfi@xtremamente
comum em problemas desta natureza “o surgimentohateizes hessianas,
cujas inversas, apresentam valores negativos gardia principal, o que é
um contra censo uma vez gue estes valores sertanmatigas de variancias.
A solucdo também veio da literatura, que sugersoodgé uma aproximacao
robusta para a computacdo da matriz hessianag®steador sanduiche para

a variancia é utilizado em todo o processo de agfim dos novos modelos.

4.3 Modelo ARIMA-GARCH — Aplicagéo para uma série emporal do
preco de café. Sob a pressuposi¢do de distribuizE8Betat de Student”
para o residuo.

O proximo passo foi a estimagdo de um segundo lmodge
incorpora 2 novos parametros,e b correspondentes aos parametros da
distribuicdo Beta.

Considerando um modelo GARCH(1,1):
8 =0¢ ey =a,+aa,+ o,

Pressupondo uma distribuicdo BetaGeneralizada para o residuo. A

verossimilhanca é expressa por:
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l(a,b,c=1 0,0, B8) =

a-1 b-1
L A 1 & 1 £
log| — 1+ — 1-=| +—
DEE B(a,b)wsff’{ ng} 2[ 1/)I+512]

—i(O.SIog(af ),

comé =0,/a eo; =a,+ ., + S0,

De forma analoga ao procedimento do passo antarfoncdo de
verossimilhanca foi otimizada. Utilizando o mesnigo&tmo, através do
software R para a computacdo, e passando pelasawedificuldades ja
relatadas, embora agora avultadas devido a predenga maior nimero de
parametros, e devido a maior complexidade do espag@ameétrico,

utilizando a seguinte rotina:

#escrevendo a funcao de verossimilhanca
IIhBETA=function(par){
a <- par[l]; b <- par[2]; v <- par[3]; omega <- @r[4]; alpha <- par[5];
beta <- par[6]
Z <- aii*2 ; Mean = mean(z"2)
e <- omega + alpha*c(Mean, z[-length(aii)]*2)
h <- filter(e, beta,"recursive", init = Mean)
ei <-z/h
sum(log((v/((2™(a))*beta(a,b)*(v+eir2)"1.5))*((1+ei/(sqrt(v+eir2)))»
(a-1)*(1-(1/2)*((L+eilsqgrt(v+eir2))))N(b-1)}
0.5*log(h),2,length(z))
}
#estimando parametros
fit2= optim(c(a=.9,b=.9,v=1, omega = 0.1*var(aiijalpha = 0.13, beta =
0.86), IhBETA, control=list(maxit=1000,beta=1, alpa=0.5))
#calculando a variancia
hes2 =
hessian(IlhBETA,c(fit2$par[1],fit2$par[2].fit2$par| 3] fit2$par([4],fit2$pa
r[5].fit2$par[6]))

g =

grad(IlhBETA,c(fitspar[1].fitpar[2],fitbpar[3] fit $par[4],fitdpar[5],fit$
par(6]))

robusta = ginv(hes2)%*%g%*%t(g)%*%ginv(hes?2)

R = sqrt(diag(robusta))

#fazendo o teste t
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estimativas = fitgpar; t.cal=fit$par/R; Prob=pt(t.cal,4060, lower.tail=F)
data.frame(estimativas,t.cal,Prob)
# Calculando os critérios de informacao:
N = length(aii); NPAR = length(fit$par); fit$ics = c(
AIC = (-2*fit$value)/N + 2 * NPAR/N,

BIC = (-2*fitfvalue)/N + NPAR * log(N)/N,

SIC = (-2*it$value)/N + log((N+2*NPAR)/N)

HQIC = (-2*fit$value)/N + (2*NPAR*log(log(N)))/N ); fit$ics

as estimativas para o modeBeta t sdo apresentadas na Tabela 5 e como
se pode ver, os critérios de informacao (AIC, BBIC, HQIC) foram bem

menores que no modelb cujas estimativas de parametros e demais

estatisticas estdo dispostas na Tabela 4.

Tabela 5 Estimativas, erro pardréo, valor de tler\de probabilidade para modelo
GARCH(1,1) sob a pressuposic¢éo de DistribuicAo dBee Student” para o residuo

Parametro Estimativas (Erro t calculado Valor de
Padréo) Prob.

a 0,8930 (0,7644) 1,1681 0,1241
b 0,8850 (0,7616) 1,1620 0,1263
A 1,0052 (1,0052) 0,9999 0, 5869
a, 0,1179 (0,1179) 0,9999 0,5871
a, 0.0210 (0,0031) 6,7006 < 0.0000
B, 0.6880 (0,3123) 2,2027 < 0.0000

AIC =-1,43 BIC =-1,42 SIC =-1,43 HQIC =-1,43

O valor da verossimilhanca foi 844.0789, num esso com 261
iteracOes até atingir a convergéncia. Mais umao/ggande desafio é os
chutes iniciais. A busca por valores iniciais adetps ndo é tarefa simples
em uma estimacao simultdnea de numero tdo grandenptios. Este fato
torna o processo exaustivamente trabalhoso e ddmora

Cada processo de estimacao também gasta um temnpmeravel
quando comparado com as func@es ja existentes entegapara andlise de
séries temporais do R. Este fato nos faz pensan@pieestamos fazendo da

melhor forma o processo de estimacao, entretagt@mcorre é outra coisa.
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Em pacotes ja compilados, como por exemplo fGaestistem
funcdes que permitem ajustar modelos GARCH paragdadm diversos
niveis de assimetria e curtose, utilizando divediatribuicbes como por
exemplo a distribuicdo de Laplace, Cauchy, t-Assicg entre outras. Estas
distribuicdes tém parte de seus parametros estsndoetamente a partir
dos dados. Uma vez calculadas estas estatisticdarg@das na funcdo de
verossimilhanca e a partir de entdo é que comguaaesso de estimacao
propriamente dito.

Desta forma o processo nestes pacotes se da empessos.
Primeiro busca-se encontrar uma distribuicdo maésjaada para os dados,
cuja fungdo é parcialmente escrita em funcao dmattas ja calculadas e

parcialmente escrita em funcdo de parametros, gistes serem estimados.

4.4 Modelo ARIMA-GARCH - Aplicagdo para uma série emporal do
preco de café. Abordagem GBt

O dultimo modelo estimado foi segundo o modelo detop
incorporando além dos dois parametros anterioeeg b) um terceiro
parametroc correspondente ao parametro que deu génese dbudisEo
Generalizada Beta t a partir da Beta t. Este noweocvisto € um parametro

de curva responsavel por imprimir assimetria. &nténsiderando um
modelo GARCH(1,1): a =0¢& eol=a,+a@’,+ o,
pressupondo uma distribuicdo GBt para o residuegrassimilhanca é

expressa por:

I (a, b, C,A ,aoa ajjﬂl;gt) =

ac-1 c
il Ac 1 £, 1 £
lo 1+ — 1--| h———
; g 2°B(a,b) (A +£%)* \//] +&? 2 Ja+g?

—(T -2)0.5logE? ),
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come =a /o, eo; =a,+a@, + Lo

Esta funcé@o de verossimilhanca reescrita no céaligixo, seguida
da rotina de otimizacdo do modelo:

# escrevendo a fungéo de verossimilhanca
[IhBETAt=function(par){

a <- par[1]; b <- par[2]; c <- par[3]; v <- par[4]; omega <- par[5]; alpha
<- par[6]; beta <- par[7]

Z <- aii*2 ; Mean = mean(z"2)

e <- omega + alpha*c(Mean, z[-length(aii)]*2)

h <- filter(e, beta,"recursive", init = Mean)

ei <-z/h

sum(log((v*c/((2™(a*c))*beta(a,b)*(v+ei*2)"1.5))*((1+ei/(sqrt(v+eir2)))
(a*c-1))*(1-((1/2)"c)*((1+ei/sgrt(v+eir2))) )™ (b-1))-
log(h), 2,length(z))
}

# estimando parametros
fit= optim(c(a=.9,b=.9,c=1,v=1, omega = 0.1*var(3ii alpha = 0.13, beta
= 0.86), IIhBETA, control=list(maxit=1000,beta=1alpha=0.5))

#calculando a variancia

hes =

hessian(IlhBETAt,c(fit$par[1],fit2$par[2] fit2$par| 3].fit2$par[4],fit2Spa
r[5].fit2$par[6],fit2$par(7]))

g =

grad(IIhnBETAt,c(fitdpar[1],fitbpar[2],fitbpar[3],fi t$par[4],fitdpar[5],fit$
par[6]),fit2$par[7])

robusta = ginv(hes2)%*%g%*%t(g)%*%ginv(hes?2)

R = sqrt(diag(robusta))

#fazendo o teste t

estimativas = fit$par; t.cal=fit$par/R; Prob=pt(t.cal,4060, lower.tail=F)
data.frame(estimativas,t.cal,Prob)

# Calculando os critérios de informacao:
N = length(aii); NPAR = length(fit$par); fitSics = c(
AIC = (-2*fit2$value)/N + 2 * NPAR/N,
BIC = (-2*fit2$value)/N + NPAR * log(N)/N,
SIC = (-2*fit2$value)/N + log((N+2*NPAR)/N,
HQIC = (-2*fit2$value)/N + (2*NPAR*log(log(N)))/N ); fit$ics
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Os resultados do processo de estimacao destemmielo sdo
apresentados na Tabela 6:

Tabela 6 Estimativas, erro pardréo, valor de tler\de probabilidade para modelo
GARCH(1,1) sob a pressuposicao de Distribuicdo ‘“Balizada Betade Student”
para o residuo.

Parametro Estimativas (Erro Padréo) tdattn V. de

Prob.

a 0,8841 (0,5046) 1,8037
0,0356

b 0,8866 (0,5046) 0,8608
0,1946

1,0045 (0,7654) 1,3123
0,0947

A 1,0036 (0,5046) 0,9998
0,1587

a 0,1137 (0,1138) 0,9998
0 0,1587

a 0,0975 (0,0530) 1,8391
1 0,0329

B 0,6641 (0,3363) 1,9745
1 0,0241

AIC=-1,5424 BIC=-1,5316 SIC=-1,5424 HQIC=-1,5386

O valor da verossimilhanca foi 1795.75, num prscesom 274
iteracOes até atingir a convergéncia. O resultaekiadanalise se mostrou
surpreendente, redundando em valores ainda meder&sdos os critérios
de informacado calculados. A matriz de hessiana pamodelo proposto
pode ser obtida numericamente a partir da rotilmaaadescrita.

A diminuicdo constante dos critérios de informagaaddongo dos 3
modelos, diminuicdo esta que se deu na medida emsguaumentou o
namero de parametros, demonstrou a consisténcidéita proposta, este
fato pode ser visto na Tabela 7, na qual sdo numsras resultados dos

testes da Razéo de Verossimilhancas para os maeldsmados.

Tabela 7 Teste de razdo de Razéo de Verossimilbgaga modelos GBt, Bt e t

Teste Estatistica Valor de Probabilidade
GBt x Bt 443,3574 < 0,0001
GBtx t 2534,9366 < 0,0001
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Bt xt 2091,5791 < 0,0001

Como pode ser visto pela Tabela 7, todos os medsko
significativamente diferentes entre si. Houve umatiouada diminuicdo do
valor do critério de informacdo na medida em quearfo sendo
acrescentados novos parametros. Os modelos prepoptrecem

incrementar a qualidade do ajuste.

Na Tabela 8 sdo apresentados diferentes modelesserespectivos
critérios de informacdo. S&o apresentados 3 modestisnados sob a

pressuposi¢do de normalidade e os trés modelopaIpostos.

Tabela 8 Comparacéo de diferentes modelos basaangio critério da
informacéo de Akaike

Modelo Estimativa da Valor do AIC
Verossimilhanca
Normal (time -14190,88 6,97
series)
Normal (fGarch) -10454,77 5,14
Normal -40432,29 5,13
t 1877,71 -0,91
Betat 292350 -1,43
GBt 3145,18 -1,54

Trés dos modelos apresentados foram estimadas 9@Essuposi¢ao
de normalidade, cada um seguindo uma metodologiaestienacdo. O
primeiro (primeira linha da tabela) foi estimadailizando o pacote
timeSeries do software R, o segundo foi estimailiaarido o pacote fGarch
do software R, o terceiro e ultimo modelo estimadb a pressuposicdo de
normalidade foi estimado programando-se a proprimcdo de
verossimilhanca, utilizando o mesmo procedimenitzado para se estimar
0s modelos propostasBetat e GB. Como pode ser visto todos os modelos
propostos foram melhores, consoante o critério deaik®, que o0s

classicamente utilizados sob a pressuposicao deafidade.
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5 CONCLUSOES

Os modelos propostos apresentaram uma melhorpaiadade do
ajuste. Os modelos propostos, que sao eles model&tudent, modelo Beta
t de Student, e modelo Generalizado Beta t de Btugeopiciaram uma
melhoria na qualidade do ajuste na medida em gaarsentou o niumero de
parametros.

O modelo t de Student apresentou AIC igual a -6@®passo que o
modelo Beta t de Studente apresentou AIC igual,48;1o incremento de
dois novos parametros referentes a distribuicdoa Bgtopiciou um
incremento na melhoria do ajuste, fato que foitatEspelo teste de Razéao
de Verossimilhancas, cujo valor de probabilidaderfenor que 0,00001

O modelo Generalizado Beta t (GBt), apresentou igl@l a -1,54,
valor inferior ao obtido no modelo t de Studentc modelo Beta t de
Student. Esta diferenca mais uma vez foi atestadla teste de razdo de
verossimilhancas, que apontou superioridade do imd@aBt em relacdo aos
outros dois submodelos, e cujos valores de prddatié para ambas as
comparacao foi menor que 0,00001.

Considerando como critério de comparacao, aperatoo do AIC,
todos os modelo propostos apresentaram valores resai¢l877,71
considerando a distribuicdo t; 2923,50 consideramdbstribuicdo Beta t;
3145,18 considerando a distribuicdo GBt) que o rvaloresentado pelo
modelo baseado na distribuicdo Normal (-40432,28)ste caso ndo é
possivel construir um teste de razdo de verossamghs uma vez que O

modelo Normal ndo é aninhado a nenhum dos demais.

86



BIBLIOGRAFIA

AKAIKE, , H. A new look at the statistical modeladitification.|IEEE
Transactions on Automatic Control,Notre Dame, v19, n.6, p. 716-723,
dec. 1974. Disponivel em:
<http://www.unt.edu/rss/class/Jon/MiscDocs/Akaike74.pdf>. Acesso em:
10 jan. 2013.

AKINSETE, A.; FAMOYE, F.; LEE, C. The beta paretstiibution.
Statistics, Huntington, v. 42, n. 6, p. 547-563, oct. 2008.

ALEXANDER, C. et. al. Generelized beta-generatestritiutions.
Computational statistic & data analysis,United Kingdom, v. 56, n. 6, p.
1880-1897, sep. 2012. Disponivel em:
<http://dx.doi.org/10.1016/j.csda.2011.11.814cesso em: 10 de jan. de
2013.

BARRETO, W. SOUZA; SANTOS, A. H. S.; CORDEIRO, G. Whe beta
generalized exponential distributiqfournal of Statistical Comutations
and Simulation, Recife, v. 80, p. 159-172, 10 sep. 2008. Dispelrém:
<http://arxiv.org/pdf/0809.1889.pdf>. Acesso em:akiz. 2011.

BELISLE, C. J. P. Convergence theorems for a @assmulated annealing
Algorithms.J. Applied Probability, Michigam, v. 29, n. 4, p. 885-895, dec.
1992. Disponivel em: <http://www.jstor.org/stabléla721>. Acesso em:
20 fev. 2014.

BOLLERSLEYV, T. Generalized autoregressive condaion
heteroscedasticitylournal of Econometrics, San Diego, v. 31, p. 307-327,
feb. 1986.

BOYCE, W.Equacdes diferenciais elementares e problemas ddoas
de contorno.9. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2010.

BUENO, R. L. SEconometria de Séries TemporaisSao Paulo: Cengage
Learning, 2008.

BYRD, R. H. et al. A limited memory algorithm foobnd constrained
otimization.SIAMJ Scientific Compultting, lllinois, p. 1190-1208, may
1994.

ENGLE, R. F. Autorregressive conditional heterosaidity with estimates
of the variance of United Kingdom inflatioBconometrica, England, v. 50,
n. 4, p. 987-1007, jul. 1982.

87



EUGENE, N.; LEEA, C.; FAMOYE, F. Beta Normal Diditition and its
applicationsCommunication in statistics Theory and Methods,
Hamilton, v. 31, n. 4, p. 497-512, sep. 2002.

FAMOYE, F.; LEEA, C.; EUGENE, N. Beta-Normal Didirition:
Bimodality Properties and Applicatiodournal of Modern Applied
Statistical Methods,Hamilton, v. 3, n. 1, p. 84-103, 2004.

FISHER, R. A. On a Distribution yelding the erranttions of several well
know statisticsProceedings of the International Mathematical Congess
Toronto, p. 805-813, 1924.

FLETCHER, R.; REEVES, C. M. Function Minimizatioy Bonjugate
GradientsComputer Journal, Oxford, v. 7, n. 2, p. 148-154, 1964.

GRADSHTEYN, I. S.; RYZHIK, I. M.Table of Integrals, series and
products. 7. ed. San Diego: Academic Press, 2007.

GUPTA, R. D.; KUNDU, D. Exponentiated exponentiairily: an
alternative to gamma and WeibWiometrical Journal, New Jersey, n.
43, p. 117-130, 2001.

HUBER, P. J. The Behavior of Maximum Lilelihood @ndNonstandard
Conditions.Proceedings of the Fifth Berkeley Symposium on
Mathematical and Probability, Bekerley, v. 1, p. 805-813, 1967.

JONES, M. C. A Skew t distribution. In: CHARALAMBIES, M. V.;
KOUTRAS, M. V.; BALAKRISHNAN, N. (ed.) Probabilityand Statitistical
Models with Applications. London: Chapman and HGRC, 2001. p. 269-
277.

. Families of distributions arising from distitions of order
statisticsTest, London, v. 13, n. 1, p. 1-43, jun. 2004.

JONES, M. C.; FADDY, M. J. A skew extension of stdibution, with
applicationsJournal of the Royal Statistical SocietyNew Jersey, v. 65, n.
1, p. 159-174, 2003.

JONES, M. C.; LARSEN, P. V. Larsen. Multivariatestdibutions with
support above the diagonBliometrika, Oxford, v. 91, n. 4, p. 159-174,
2004.

KENNEY, J. F.; KEEPING, E. Svathematics of Statistics.New Jersey:
Princenton, 1962.

88



KUMARASWAMY, P. A generalized probability densityriction for
double-bounded random processkmirnal of Hydrology, New Orleans,
v. 46, n. 1-2, p. 79-88, 1980.

LEAO, J. et al. On some proerties of beta Inveragl@gh distribution.
Chilean Journal of Statistics,Chile, v. 4, n. 2, p. 111-131, sept. 2013.

MCDONALD, J. B. Some generalized functions for #iee distribution of
income.Econometrica, Cleveland, n. 52, p. 647-663, 1984.

MOOD, A. M.; GRAYBILL, F. A; BOES, D. Cintroduction to the
Theory of Statistics.3. ed. Mc Graw Hill, 1974.

MOORS, J. J. A. A quantilie alternative for Kurt®slournal of the Royal
Statistical Society D, The StatisticianTilburg, n. 37, p. 25-32, 1998.

MORETTIN, P. A; TOLOI, CAnélise de Séries TemporaisSao Paulo:
Edgar Bluncher, 2004.

NADARAJAH, S.; GUPTA, A. K. The exponentiated gamdiatribution
whit application to drought dat&alculatta Statistical Association Bulletin,
Mumfordganj Allahabad, n. 59, p. 29-54, 2007.

. The beta Fréchet distributifiar East Journal of Theoretical
Statistics Allahabad, v.14, n. 1 p. 15-24, 2004.

NADARAJAH, S.; KOTZ, S. Kotz. The Beta Gumbel Dibtution.
Mathematical Problemsin Engineering, London, n. 4, p. 323-332, 2004.

. The Beta Exponential Distributidgeliability. Engeneering and
System SafetiNew York, p. 689-697, 2006.

NELDER, J. A; MEAD, R. A Simplex Algorithm for Fution

Minimization. Computer Journal, Oxford, v.7, n. 4, p. 308-313, 2009.
Disponivel em:
<http://www.ime.unicamp.br/~sandra/MT853/handoutsBR628NelderMea
d1965%29.pdf>. Acesso em: 22 dez. 2013.

NOCEDAL, J., e S. J. WrighNumerical Optimization. New York,
Springer, 1999.

ORTEGA, E.; CORDEIRO, G.; CARRASCO, J. The log-gatfieed

modified Weibull regression moddrazilian Journal of Probability and
Statistics Sao Paulo, v. 25, n.1, p. 1-29, 2011.

89



PASCOA, M. et al. The Kumaraswamy-Generalized Garbis&ibutions
with Applications in Survival AnalysisStatistical Methodology,New
York, v. 8, n. 5, p. 411-433, 2010.

RAZZAGHI, M. Beta-normal distribution in dose-regs@ modeling and
risk assessment for quantitative responBesironmental and Ecological
Science Edimburgo, v. 16, n. 1, p. 21-36, 2009.

SUCARRAT, G. Betategarch: simulation, estimatiod &recasting of first-
order beta-skew-t-EGARCH modelhe R Journal, Yongstown, v.5, n. 2,

p. 137-147, 201Disponivel em: <http://journal.r-project.org/arci2013-

2/sucarrat.pdf>. Acesso em: 07 jan. 2014.

TSAY, R. S.Analysis of financial time seriesNew York: John Wiley &
Sons, 2002.

WURTZ, D.; CHALABI, Y.; LUKSAN, L. Parameter Estimian of ARMA
Models with GARCH/APARCH errors An R and SPlus saite
implementationJournal of Statistical Software,Los Angeles, v. w, n. 2,
p. 1-41, 2008. Disponivel em:
<http://faculty.washington.edu/ezivot/econ589/WEt&lGarch.pdf>.
Acesso em 07 jan 2014.

90



ANEXOS
Anexo A

Rotinas em R para geragéo de numeros aleatoridstiuicdo GBG, para
calculo dos coeficientes de assimetria e de cyrtosenstrucdo das Figuras
2,3e4.

Simulagéo de dados aleatérios e célculo do coafieide curtose, com o
parametre variando e demais fixos.

HHHHHH
¢ <- seq(0,40,0.1)
mediasl <-as.vector( matrix(0,1,401))
for(jin 1:401){
a=0.10; b=0.1; v=1;
bi=matrix(0,401,160)
for(i in 1:100){
bi[i,] = (sqrt(v)*(2*((rbeta(160,a,b))*(1/dj]))-1)) /((1-
(2*((rbeta(160,a,b))(1/c[j]))-1)*2)"0.5)
bi[i,] = sort(bi[i,])
}
R <- bi
curtose=matrix(0,100,7)
for(i in 1:100) {
curtoseli,7]=(R[i,140]-R[i,100]-R[i,60]+R[i,20])(R[i,120]-
R[i,40])
curtose[i,6]=R]i,140]
curtose[i,5]=R]i,120]
curtosel[i,4]=R]i,100]
curtosel[i,3]=R[i,60]
curtoseli,2]=R]i,40]
curtosel[i,1]=RJi,20]
}
mediasl[j] <- mean(curtosel[,7])
}
plot(mediasl~c, type="I", ylab="curtose",ylim=c(-50,50), xlab="valores
de C";
text(25,30,expression (paste ("a=0.1, ", "b=0.1 &, lambda,"=1")))

HHHHH A
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medias2 <-as.vector( matrix(0,1,401))
for(j in 1:401){
a=1; b=1; v=1,
bi=matrix(0,401,160)
for(i in 1:100){
bi[i,] = (sqrt(v)*(2*((rbeta(160,a,b))*(1/dj]))-1)) /((1-
(2*((rbeta(160,a,b))(1/c[j]))-1)*2)"0.5)
bi[i,] = sort(bi[i,])
}
R <- bi
curtose=matrix(0,100,7)
for(i in 1:100) {
curtoseli,7]=(R[i,140]-R[i,100]-R[i,60]+R[i,20])AR[i,120]-
R[i,40])
curtose[i,6]=R([i,140]
curtose[i,5]=R]i,120]
curtose[i,4]=R]i,100]
curtoseli,3]=R]i,60]
curtose[i,2]=R[i,40]
curtose[i,1]=R[i,20]
}

medias2[j] <- mean(curtose[,7])

}

lines(medias2~c, type="I", ylab="curtose")
text(30,0,expression (paste ("a=1, ", "b=1e "dmbda,"=1")))
HHHH R R R R R R
medias3 <-as.vector( matrix(0,1,401))
for(jin 1:401){
a=0.2; b=0.2; v=1;
bi=matrix(0,401,160)
for(i in 1:100){
bi[i,] = (sqrt(v)*(2*((rbeta(160,a,b))*(1/dj]))-1)) /((1-
(2*((rbeta(160,a,b))(1/c[j]))-1)*2)"0.5)
bi[i,] = sort(bi[i,])
}
R <- bi
curtose=matrix(0,100,7)
for(i in 1:100) {
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b)

curtoseli,7]=(R[i,140]-R[i,100]-R[i,60]+R[i,20])(R[i,120]-
R[i,40])
curtosel[i,6]=R]i,140]
curtose[i,5]=R]i,120]
curtosel[i,4]=R]i,100]
curtosel[i,3]=R[i,60]
curtose[i,2]=R[i,40]
curtosel[i,1]=RJi,20]
}
medias3[j] <- mean(curtosel,7])
}
lines(medias3~c, type="I", ylab="curtose")
text(15,10,expression (paste ("a=0.2, ", "0.2 e, lambda,"=1")))
abline(v=1, col="gray")

Simulagéo de dados aleatérios e célculo do coafieide assimetria, com 0

parametre variando e demais fixos.

HHHHHHH R T
cl <- seq(0,20,0.1)
mediasl <-as.vector( matrix(0,1,201))
for(j in 1:201){
a=0.10; b=0.10; v=1;
bi=matrix(0,100,100)
for(i in 1:100){
bi[i,] = (sqrt(v)*(2*((rbeta(100,a,b))*(1/dj]))-1)) /((1-
(2*((rbeta(100,a,b))(1/c[j]))-1)*2)"0.5)
bi[i,] = sort(bi[i,])
}
R <- bi
assimetria=matrix(0,100,4)
for(i in 1:100) {
assimetria[i,4]=(R[i,75]-2*R[i,50]+R{[i,25])/(R[i, 75]-
R[i,25])
assimetria[i,3]=R[i,75]
assimetria[i,2]=R][i,50]
assimetria[i,1]=R{[i,25]
}

mediasl[j] <- mean(assimetria[,4])
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}
plot(mediasl~c1l, type="1", ylab="assimetria");
text(15,0.5,expression (paste ("a=0.1, ", "b=0.1 &, lambda,"=1")))
HHHHHHH R R
for(jin 1:201){
a=1; b=1; v=1;
bi=matrix(0,100,100)
for(i in 1:100){
bi[i,] = (sqrt(v)*(2*((rbeta(100,a,b))*(1/dj]))-1)) /((1-
(2*((rbeta(100,a,b))(1/c[j]))-1)*2)"0.5)
bi[i,] = sort(bi[i,])
}
R <- bi
assimetria=matrix(0,100,4)
for(i in 1:100) {
assimetria[i,4]=(R[i,75]-2*R[i,50]+R{[i,25])/(R[i, 75]-

R[i,25])
assimetria[i,3]=R][i, 75]
assimetria[i,2]=R][i,50]
assimetria[i,1]=R{[i,25]
}
medias[j] <- mean(assimetria[,4])
}

lines(medias~c, type="I", ylab="assimetria")
text(12,0.2,expression (paste ("a=1, ", "b=1 e 'lambda,"=1")))
HHHRHHHH S
¢ <- seq(0,20,0.1)
medias2 <-as.vector( matrix(0,1,201))
for(j in 1:201){
a=280; b=280; v=1;
bi=matrix(0,100,100)
for(i in 1:100){
bifi,] = (sart(v)*(2*((rbeta(100,a,b))*(1/dj]))-1)) /((1-
(2*((rbeta(100,a,b))*(1/c[j]))-1)*2)"0.5)
bi[i,] = sort(bili,])
}
R <- bi
assimetria=matrix(0,100,4)
for(i in 1:100) {
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assimetria[i,4]=(R[i, 75]-2*R{[i,50]+R[i,25])/(R]i, 75]-

R[i,25])
assimetria[i,3]=R][i, 75]
assimetria[i,2]=R][i,50]
assimetria[i,1]=R{[i,25]
}
medias2[j] <- mean(assimetria[,4])
}

lines(medias2~c, type="I", ylab="assimetria");

HHH T

plot(mediasl~cl, type="1", ylab="assimetria", xlab="valores de c",
cex.lab=0.8);

text(15,0.5,expression (paste ("a=0.1, ", "b=0.1 &, lambda,"=1")))
lines(medias~c, type="I", ylab="assimetria")

lines(medias2~c, type="I", ylab="assimetria");
text(12,-0.12,expression (paste ("a=280, ", "b=28@ ", lambda,"=1")))
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Anexo B

Funcéo de verossimilhanca GBt

1
2.9¢B(a, b) (xl.2 +1)

ac— 1.
xi -l.¢ xi
+ 1.—1.2. 1.+ —
/xl.2+7L /xi2+7”

I(a,b,c, \;X)=nln

372 Ac [1.

Funcdes escores para estimacao de parametrodrifzuiido GBt

; l.n(a— (a,b)) "
/= 06931471806 1 ¢ — a + el 1.
da B(a, b) i=1

/= 5 n|B(a, b) In| 1.

C
2
_ 06931471806 ¢ | ¥ XAty B (i (a b))
/ xl.2 + A 9

|
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d N 1 A
_I:
ic =2 re (€ +2)"" [2-“5(‘%1’)

2

x. ac
_ 0.6931471806 Aca e pian 1.+ ;
2.9¢B(a, b)

|
o

X. ¢ X.
+— + ln[%J .+ ——
[ X7+ 2.9“B(a, b) X F A

c
X.
—1.) [0.6931471806 2.7 le [1. + —’]
A
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