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RESUMO

A teoria da Relatividade Geral (RG) descreve a interacdo gravitacional de maneira
bastante satisfatéria até em niveis cosmoldgicos, com impressionante concordancia
com observacdes experimentais. Todavia, ela apresenta alguns problemas na descrigao
de alguns fendmenos gravitacionais, principalmente no que concerne a formacao de
estruturas em nosso universo, presenca de singularidades, descrigdo e interpretacdo
de alguns constituintes, dentre outros. A fim de sanar essas dificuldades, teorias
alternativas tém sido propostas nas tltimas décadas, em geral modificacdes minimas
da teoria de Einstein. Em particular, a descricdo de fendmenos gravitacionais a partir
de geometrias alternativas a geometria riemanniana tém recebido grande atencdo. Ao
invés do formalismo ser construido em termos da geometria riemanniana e do tensor de
curvatura, é possivel desenvolver modelos andlogos a relatividade geral em termos da
geometria de Weitzenbock e do tensor de tor¢do, conhecida como teoria teleparalela, ou
ainda em termos da geometria de Weyl e do tensor de nao-metricidade, cujo modelo é
conhecido como teoria teleparalela simétrica. Esses dois modelos podem ser formulados
a partir de uma teoria de gauge, cujo grupo de simetria é o grupo de translagdes, o que
garante uma grande diferenga no desenvolvimento formal desses modelos em diversos
contextos. Apds um grande interesse na andlise de modelos envolvendo a tor¢do T,
recentemente a teoria alternativa e andloga em termos do tensor de ndo-metricidade Q
tem sido considerada em algumas analises devido a possibilidade de acoplamentos mais
gerais do que aqueles do tensor de tor¢do. Desta forma, aproveitamos a possibilidade
de explorar novos fendmenos gravitacionais no contexto da teoria teleparalela simétrica
neste trabalho. Portanto, neste trabalho revisamos os principais pontos envolvendo a
descricdo do universo em relagdo a alguns fendmenos cosmolégicos, e a aplicagdo do
modelo f(Q) na descri¢do do fendmeno de “big bounce”.

Palavras-chave: Tensor de ndo-metricidade. Geometria de Weyl. Gravidade modificada.
Cosmologia. Big bounce.



ABSTRACT

The General Relativity (GR) theory describes the gravitational interaction quite
satisfactorily even at cosmological levels, with impressive agreement with experimental
observations. However, it presents some problems in the description of some
gravitational phenomena, mainly with regard to the formation of structures in
our universe, the presence of singularities, description and interpretation of some
constituents, among others. In order to remedy these difficulties, alternative theories
have been proposed in recent decades, in general minimal modifications to Einstein’s
theory. In particular, the description of gravitational phenomena from alternative
geometries to Riemannian geometry has received great attention. Instead of formalism
being constructed in terms of Riemannian geometry and curvature tensor, it is possible
to develop models analogous to general relativity in terms of Weitzenbock geometry
and torsion tensor, known as teleparallel theory, or in terms of Weyl geometry and the
non-metricity tensor, whose model is known as symmetric teleparallel theory. These
two models can be formulated based on a gauge theory, whose symmetry group is the
translation group, which guarantees a big difference in the formal development of these
models in different contexts. After a great interest in the analysis of models involving
the T torsion, recently the alternative and analogous theory in terms of the non-metricity
tensor Q has been considered in some analyzes due to the possibility of more general
couplings than those of the torsion tensor. In this way, we took advantage of the
possibility of exploring new gravitational phenomena in the context of the symmetrical
teleparallel theory in this work. Therefore, in this work we review the main points
involving the description of the universe in relation to some cosmological phenomena,
and the application of the f(Q) model in the description of the phenomenon of “big
bounce” .

Keywords: Non-metricity tensor. Weyl geometry. Modified gravity. Cosmology. Big
bounce.
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1 INTRODUCAO

O papel da geometria, seja da geometria tridimensional euclideana da fisica
newtoniana ou ainda da geometria multidimensional da teoria de cordas, foi sempre
de grande destaque na fisica. Podemos encontrar aplicagdes da geometria nas mais
diferentes areas da fisica como uma elegante formulagdo dos problemas. De fato a
formulacédo de leis fisicas no contexto de geometria tem se mostrado extremamente
proficua, uma vez que o contetido de simetria se torna evidente e também comum
em diferentes contextos. Em geral todas as formulagdes de problemas modernos da
fisica buscam estabelecer justamente uma descricdo geométrica, vista a robustez desta
formula¢do. Um dos exemplos mais célebres dessa abordagem geométrica sdo as teorias
de gauge, seja a eletrofraca ou gravitacional, todas podem ser formuladas na teoria
de fibrados, sendo que a diferenga entre elas nesse contexto se resume a escolha do
contetido de simetria que cada uma possui (FELSAGER, 1998).

Podemos dizer, que apds os trabalhos de Minkowski, o grande marco cientifico
no uso de geometria na descri¢do de um sistema fisico é devido a proposta de Einstein,
em 1915, da interagdo gravitacional em termos da teoria da relatividade geral. A teoria
da relatividade geral descreve a gravitagdo a partir da curvatura do espago-tempo,
sendo a geometria riemanniana a estrutura matemadtica presente nesta formulagao.
No desenvolvimento desta teoria, Einstein recorreu ao principio da equivaléncia para
estabelecer que referenciais acelerados poderiam ser analogos a referenciais em repouso
em um campo gravitacional. Desta forma, Einstein estabeleceu que a gravitagao é
uma propriedade peculiar da geometria do espago-tempo, tal que a matéria-energia
do universo seria responsavel pela curvatura do espago-tempo. A fenomenologia da
relatividade geral é extremamente rica, e suas previsdes foram aplicadas em diversas
observagdes e experimentos com enorme precisdo (WILL, 2014). Podemos citar ainda
recentemente as observagdes das ondas gravitacionais geradas a partir da colisdo de
buracos negros (ABBOTT et al., 2016) e também a verificacdo direta da prépria existéncia
dos buracos negros (EVENT HORIZON TELESCOPE COLLABORATION et al., 2019).

Apesar do sucesso na descri¢do de diversos fendmenos, a relatividade geral
apresenta limita¢cdes na compreensdo e descrigdo de alguns fendmenos do Universo. Por
exemplo, através de dados observacionais, temos boas evidéncias de que o Universo esta

expandindo de forma acelerada e que o mesmo é formado por aproximadamente 95% das
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enigmaticas energia escura e matéria escura, sendo apenas 5% a contribui¢do de matéria
baridnica (RYDEN, 2017). Embora o modelo cosmolégico padrdo consiga responder até
certo ponto o contetdo de energia escura a partir da presenca da constante cosmoldgica
(embora ndo explique a sua origem), o problema de matéria escura permanece sem
solugdo satisfatoria (BERTONE; HOOPER, 2018). Temos ainda o problema da existéncia
da singularidade inicial do espago-tempo (KOLB; TURNER, 1990), além da tensdo de
Hubble (FREEDMAN, 2017) e da tensdo og (BATTYE; CHARNOCK; MOSS, 2015).

Diante desses problemas muitas abordagens alternativas a relatividade geral
foram sugeridas para resolvé-las, por exemplo, os cendrios com dimensdes extras,
ou campos adicionais, ou outras geometrias ndo-riemannianas, ou ainda contetido
de simetrias modificadas (SOTIRIOU, 2007, FARAONI, 2013; NOJIRI; ODINTSOV;
OIKONOMOU, 2017). De fato, apenas alguns anos apés a sua proposta, Weyl em 1918
foi o primeiro a apresentar uma modificacdo da relatividade geral, em sua tentativa
de unificagdo entre a gravitacdo e o eletromagnetismo (GOENNER, 2004; GOENNER,
2014). Uma generalizacgdo direta da relatividade geral é a chamada de teoria f(R),
que apresenta termos adicionais do tensor de curvatura (R). Podemos dizer que esta
proposta pode encontrar motiva¢do em diversos modelos fenomenoldgicos anteriores
que apresentam termos nao-lineares da curvatura, por exemplo a teoria inflaciondria de
Starobinsky R?, ou ainda com os contra-termos (de derivadas de ordem-superior) no
processo de renormalizac¢do da teoria gravitacional quantica R%e RWRW, etc. De fato,
as teorias modificadas f(R) tem grande apelo fenomenolégico, e sdo grandes candidatas
para descrever os problemas das exdticas energia escura e matéria escura sem a inclusdo
de componentes hipotéticas (SOTIRIOU; FARAONI, 2010).

Por outro lado, sabemos de geometria diferencial que existem outros objetos
geométricos capazes de descrever geometria ndo-euclidianas além da curvatura
(SHAPIRO, 2019), dentre eles o tensor de tor¢ao e o de ndo-metricidade. Desta forma,
podemos tomar uma abordagem distinta, e construir teorias alternativas a relatividade
ao usarmos geometrias diferentes. Num primeiro momento, podemos desenvolver
modelos a partir destas outras geometrias que sejam equivalentes a gravitagdo de
Einstein, onde os efeitos gravitacionais sdo atribuidos a tor¢do (T) (HEHL et al., 1976)
e a ndo-metricidade (Q) JIMENEZ; HEISENBERG; KOIVISTO, 2019). E desta forma

oferecem uma visdo completamente nova aos fendmenos gravitacionais. Dentre as
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principais diferencas conceituais entre a relatividade e essas teorias alternativas em
termos da tor¢do e ndo-metricidade é que a estrutura geométrica delas é de fato uma
teoria de gauge.

O primeiro exemplo é conhecido como teoria teleparalela, sendo que os efeitos
gravitacionais sdo atribuidos ao tensor de torcdo, e que para certa configuracao
é equivalente a teoria de Einstein (ALDROVANDI; PEREIRA, 2013). Dentre as
particularidades dessa teoria estd a sua formulagdo intrinsecamente em termos de
uma teoria de gauge. No teleparalelismo é considerado um transporte paralelo de
forma absoluta ou seja, ndo depende do caminho pelo qual o vetor transcorre uma
variedade. O tensor de tor¢do tem grande destaque ao ser intrinsecamente relacionado
com o spin, logo na descri¢do de campos fermidnicos em espagos curvos, por exemplo,
necessariamente a torgdo é presente. Neste contexto, a geometria é descrita pela conexao
Weitzenbock, uma conexao sem curvatura associada (HEHL et al., 1976; ALDROVANDI;
PEREIRA, 2013). Ademais, em nivel de acoplamento minimo, a densidade Lagrangiana
da teoria teleparalela difere da relatividade geral por um termo de fronteira, ou seja as
acdes funcionais sdo equivalentes. Outra caracteristica inerente que a teoria teleparalela
apresenta é que ela pode ser desenvolvida naturalmente, sem considerar o principio
da equivaléncia, o que resulta em um grande interesse no processo de quantizagdo
do campo gravitacional. A teoria f(T) é uma extensdo da teoria teleparalela, nesta
formulagdo sdo consideradas fungdes arbitrarias do escalar de tor¢dao. Essa construgao
permite, por exemplo, uma descri¢do adequada para a aceleragao tardia do Universo
sem inclusdo da constante cosmolégica (CAl et al., 2016).

Um outro exemplo de teoria gravitacional equivalente a relatividade, mas com
uso de uma geometria distinta, é a teoria teleparalela simétrica definida na geometria de
Weyl (POULIS; SALIM, 2011; WHEELER, 2018). Que estabelece a gravitacdo em termos
do tensor de ndo-metricidade Quuv = Vaguv, que demonstra a falha da conexao em ser
compativel com a métrica (NESTER; YO, 1999). E interessante notar que, assim como a
teoria teleparalela, a teoria simétrica é formulada em uma geometria ndo-riemanniana
de espago-tempo plano, apresentando uma conexao trivial. Por este fato, podemos
dizer que ela é uma das formulag¢ées equivalentes mais simples. A conexdo da teoria
simétrica possui uma sutileza interessante, porque, através de uma transformacao de

gauge é possivel simplifica-la para uma derivada parcial. Essa formulacdo possibilita
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uma nova perspectiva, por exemplo, para as fases de aceleracdo e desaceleragdo do
Universo, além das fases iniciais e finais da evolugdo cosmolégica (XU et al., 2019) e da
energia escura (HARKO et al., 2018). E possivel ainda que teorias teleparalela simétricas
consigam associar o contetido de energia escura com um cardter intrinseco relacionado
a propria geometria do espago-tempo, sem necessidades de componentes exéticas (LU;
ZHAO; CHEE, 2019).

Recentemente foi proposta uma extensdo da teoria teleparalela simétrica
considerando a forma de fung¢des nado-lineares do escalar de ndo-metricidade f(Q).
Da mesma forma que a teoria f(R), a versdo com o tensor de ndo-metricidade possui
grande interesse em aplicacdes fenomenolégicas de um novo ponto de vista JIMENEZ;
HEISENBERG; KOIVISTO, 2018; LAZKOZ et al., 2019; JIMENEZ et al., 2020). De
fato, em nivel de cosmologia no universo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker
(FLRW) a teoria f(Q) tem as mesmas interpreta¢des da teoria f(T) (sempre em termos
do acoplamento minimo) (JIMENEZ; HEISENBERG; KOIVISTO, 2019). Entretanto, elas
apresentam comportamentos distintos no tratamento de perturbagdes cosmologicas.
Portanto, neste trabalho almejamos estudar o uso de diferentes geometrias na descri¢do
de fendmenos gravitacionais, em particular na possibilidade de aplica¢cdes cosmolégicas
por meio da teoria f(Q).

Portanto, podemos dizer que a estrutura deste trabalho é da seguinte forma:
No capitulo 2, apresentamos uma revisdo do modelo cosmolégico padrado. Iniciamos
discutindo o papel da geometria na fisica desde a época de Newton. Apresentamos
ainda os principais resultados associados a relatividade restrita e o espago-tempo de
Minkowski. A descrigdo da interagdo gravitacional em nivel relativistico proposta por
Einstein é elaborada no contexto da relatividade geral, em que discutimos em detalhes o
principio da equivaléncia, fundamental para a teoria de Einstein. Ap6s um estudo das
equacdes de campo de Einstein, passamos a revisdo do modelo cosmolégico homogéneo
e isotropico de FLRW e consequentemente das equacdes de Friedmann, que descreverem
a evolugao do Universo.

Por sua vez, iniciamos no capitulo 3 uma discussdo das diferentes classes
geométricas que descrevem a interacdo gravitacional, podendo elas serem descritas
dependendo da escolha das componentes da conexdo. Apresentamos primeiramente

as trés formulag¢des equivalentes da teoria gravitacional, a relatividade geral descrita



16

em termos da geometria de Riemann e curvatura, a teoria teleparalela formulada na
geometria de Weitzenbock e do tensor de tor¢do, e por fim a teoria teleparalela simétrica
definida sobre a geometria de Weyl e do tensor de ndo-metricidade. Em nivel de
acoplamento minimo essas trés formulagdes sdo equivalentes, i.e., possuem a mesma
acdo e consequentemente geram as mesmas equagdes de campo. Contudo, em nivel
ndo-linear nos tensores geométricos, podemos definir teorias modificadas, por exemplo,
f(R), f(T) e f(Q), que ndo apresentam mais equivaléncia, portanto tém caracteristicas
Unicas e também aplica¢des fenomenoldgicas distintas.

Finalizamos esse trabalho no capitulo 4 com uma discussao da teoria gravitacional
f(Q). Discutimos as equagdes de campo deste modelo que servirdo primeiramente para
um estudo da cosmologia deste modelo. A fim de explorar novos territérios com este
modelo, analisamos o fendmeno de big bounce. Apresentamos uma revisdo da proposta
inicial de Bojowald (BOJOWALD, 2007) a fim de sanar o problema do horizonte sem a
necessidade da teoria inflaciondria. Esta proposta tem como elemento principal a teoria
de Loop Quantum Gravity. Revisamos brevemente a ideia deste modelo quantico da
gravitacdo para contextualizar este cendrio. Por fim, verificamos o comportamento de
bouncing do modelo f(Q) a partir da determinagado do fator de escala (em termos de uma
fungdo oscilatdria) e também da func¢do de onda do Universo a partir da equagao de

Wheeler-DeWitt.
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2 ASPECTOS DA RELATIVIDADE GERAL

Neste capitulo apresentaremos uma revisao de alguns fendmenos cosmolégicos
pertinentes para o nosso trabalho. Iniciamos primeiramente discutindo algumas
caracteristicas geométricas da mecanica Newtoniana e do espaco Euclideano, bem
como algumas de suas limita¢des e a necessidade de uma teoria relativistica. Do
ponto de vista da interagdo gravitacional, discutiremos o desenvolvimento da teoria
da Relatividade Geral, que é construida em contexto puramente geométrico, tendo
como base o principio de equivaléncia. Por fim, estudaremos o principio cosmolégico, a

solucdo de Robertson-Walker, as equag¢des de Friedmann e as componentes do Universo.

2.1 Relatividade Restrita

2.1.1 Geometria Euclidiana

A geometria euclidiana foi sintetizada por Euclides na Grécia antiga em seu
livro Os Elementos, no qual ele postulou vérios principios geométricos. Esta geometria
perdurou por mais de 2000 anos e é nela que estd fundamentada a ideia de espaco
descrita por Galileu e ainda nas trés leis apresentadas no trabalho Principios Matemdticos
da Filosofia Natural publicado por Newton em 1687. O espago da geometria euclidiana
é tridimensional, infinito, homogéneo e isotrépico, é o espaco que nossos sentidos
experimentam. Newton fundamenta a sua teoria descrevendo o espago como sendo
absoluto e imutavel, sendo que as suas leis podem determinar a trajetéria de um corpo
sabendo (se é conhecida) a forca que atua sobre este, logo, o espaco atua como um
palco e nada interfere no movimento. Assim como o espago, o tempo também tem suas
peculiaridades. Essa grandeza é considerada continua e flui constantemente. A duragao
dos eventos analisados independe do observador (GOLDSTEIN, 1980).

Portanto, tempo e espago sdo quantidades distintas na fisica newtoniana, o espago
é 0 cendrio em que 0s eventos ocorrem enquanto o tempo é a grandeza que ird medir a
duracdo desses fendmenos fisicos. E isto independe se o fendmeno verificado apresenta
referenciais que estdo em movimento relativo. Esta é a concepcéo clédssica de espaco e
tempo. Veremos adiante que na teoria da relatividade restrita, observadores inerciais

medirdo o tempo e o espago dos eventos de formas diferentes.
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A distancia entre dois eventos no espacgo tridimensional euclidiano pode ser
medida por meio da comparacado entre dois pontos infinitesimalmente préximos. Entao,
dado um ponto com sistema de coordenadas (x, vy, z) e outro ponto neste espaco
localizado em (x + Ax, y+ Ay, z+ Az). Em coordenadas cartesianas teremos entdo o

intervalo de comprimento definido por
As? = (8x)? + (Ay)? + (22)? = (aX ) + (oY) + (a2)2. (2.1)

Podemos notar que a distancia entre pontos/eventos é independente do sistema de
coordenadas, portanto, As é um invariante sob transformacdes de coordenadas.

Outra caracteristica peculiar da geometria euclidiana é a de que o espacgo é plano,
implicando que a soma dos angulos internos de um tridngulo é 180°. E também temos
valido o teorema de Pitdgoras para um triangulo retdngulo. Porém, as aplica¢des dos
principios da geometria euclidiana, como o teorema mencionado anteriormente, s6 sdo
vélidas para espagos que tém curvatura espacial nula. Um espago com curvatura é
descrito pela geometria riemanniana e o teorema de Pitdgoras deve ser reformulado.

Para uma particula livre de acdo de forcas, sempre podemos considerar um
sistema de coordenadas no qual a particula estd em condicdo inercial, ou seja, em
repouso ou em movimento retilineo uniforme. Estes sistemas de coordenadas, ou ainda
observadores, sdo definidos como referencias inerciais. Consequentemente, todos os
referenciais que se movem com velocidade constante em relacdo a um referencial inercial
também sado referenciais inerciais (PORTO; PORTO, 2008). Entretanto, um referencial
que se move com velocidade varidvel, ndo é considerado como referencial inercial, logo,
as leis de Newton ndo se aplicam a este referencial.

O principio da relatividade, ou o principio de Galileu, nos diz que as leis fisicas
da mecanica possuem um cardter covariante, em todos os sistemas inerciais. Ou seja,
as leis fisicas mantém as mesmas caracteristicas, quando mudamos de um referencial
inercial para outro.

Vamos estabelecer como as coordenadas de dois sistemas inerciais se relacionam.
Para isto, supomos dois sistemas S e S, com eixos paralelos entre si, veja a figura (2.1).
Adotando que o referencial S, com coordenadas (x, y,z), estd em repouso em relagao a
Terra e que o referencial S’, com coordenadas (x’,’,z’), se move com rapidez constante

v em relagdo a S ao longo do eixo x.
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Figura 2.1 - Referenciais inerciais.

S s
y y'
P
- - 1_;
R(1) R'(t) >
0 * 0’ X
z z'

Fonte: Producao do autor (2020).

As relagdes entre as coordenadas desses referenciais sao

x' =x-1t,
/!
vy (2.2)
z =2z,
=t

Na equacdo para o tempo, verificamos a caracteristica absoluta desta grandeza,
pois o tempo medido no referencial S é igual ao tempo medido no referencial S’. As
equagdes (2.2) sdo conhecidas como transformagdes de Galileu e nos mostram como se
dd a mudanga de um referencial inercial para outro.

A fisica newtoniana é fundamentada na lei da covaridncia e no principio da
relatividade de Galileu. A primeira estabelece que todos os referenciais inerciais sdo
equivalentes e capazes de descrever as leis fisicas. Enquanto a segunda verifica a
mudanca de quantidades fisicas quando mensuradas de diferentes referenciais.

Mas, com os trabalhos de James Clerk Maxwell sobre as equagdes do
eletromagnetismo cldssico por volta da metade do século XIX, algumas questdes foram
levantadas na época. Essas expressdes previram a existéncia de ondas eletromagnéticas
transportando energia e permite estabelecer a explicagdo de que aluz é de fato uma forma
da onda eletromagnética propagando-se no vdcuo com rapidez ¢ = W ~3x108m/s.
Ademais, o conhecimento da época estabelecia que a propagacdo ondulatéria deveria

ocorrer através de um meio material. Entdo para explicar a propagacao da luz foi
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sugerido a existéncia de um meio material que preenchesse todo o espaco, chamado de
éter.

Vamos exemplificar como as equagdes eletromagnéticas ndo sdo invariantes sob
transformagdes de Galileu (2.2). Por exemplo, a equagdo de onda vista pelo referencial
Sé 5

1 0%
Vip———-=0, 23
-2 3n (2.3)
em que ¢ é uma fungdo escalar e V2 é o operador Laplaciano. Fazendo as devidas
transformacdes a partir de (2.2), a equagdo de onda para um referencial inercial S’ fica
dp 1

1% 2
2 _ “ 2 A v G _
P SZmt 3 .V ETAR (@V)(@.V'p)=0, (2.4)

notamos que esta expressdo em S’ ndo possui a mesma forma em S, ou seja, ela ndo é
covariante sob transformacgoes de Galileu.

Observamos algumas inconsisténcias na lei de transformacao das equagdes de
onda (2.4). Para que essa expressao seja covariante é necessario que o éter exista, caso
contrdrio, as transformacgdes de Galileu devem ser reformuladas. Outra inquietagdo
consistia no fato de que as equac¢des de Maxwell pudessem ser incorretas, necessitando de
modificagdes. Contudo, as observagdes experimentais descartavam essa possibilidade
(EISBERG, 1979). Desta forma, um grande esforco foi realizado a fim de formular
transformacoes de coordenadas adequadas, que preservassem a invaridncia das leis de
Maxwell. Para isso, buscaram encontrar de formas experimentais a existéncia do éter, e
assim averiguar a qual observador privilegiado esta relacionada a velocidade da luz c.

Alguns experimentos tentaram encontrar o referencial privilegiado caracterizado
pelo éter, o qual manteria as equagdes do eletromagnetismo vélidas e consequentemente
a sua existéncia, como o experimento de Michelson-Morley realizado em 1886 (NETO,
2015), através do fendmeno da interferéncia. Eles nao tiveram sucesso em medir a
velocidade da luz em relagdo a Terra, e assim encontrar o referencial privilegiado, mesmo
tendo repetido o experimento varias vezes durante épocas diferentes do ano.

Percebemos portanto que as transformacdes de Galileu ndo sdo adequadas para
explicar fendmenos com velocidades proximas a daluz c. Grande parte dessas afirmacdes

deve-se a atribuigdo do tempo. Discutiremos a seguir um conjunto de resultados
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apresentados por Lorentz, Einstein, et al, inclusive as transformagdes corretas entre
referenciais inerciais, que permitem a descrigdo satisfatéria da dindmica relativistica.
Para resolver os problemas que descrevemos anteriormente, Albert Einstein fez
uso de dois postulados para desenvolver a teoria que deu explicagdes coerentes a respeito
do éter e da ndo covaridncia das leis do eletromagnetismo segundo as transformacdes
de Galileu.
Em 1905 Einstein publica a teoria da relatividade restrita e seu contetdo é

expresso na forma de dois postulados:

1. O principio da relatividade. Todas as leis fisicas sdo as mesmas para todos os

sistemas inerciais que se movimentam uniformemente um em relagdo aos outros.

Este postulado é equivalente ao conceito de Galileu, pois todos os referenciais inerciais

sdo igualmente validos e as leis da fisica sdo as mesmas nestes referenciais inerciais.

2. A constancia da velocidade da luz. O médulo da velocidade da luz no vacuo é

independente da fonte e é a mesma para todos os referenciais inerciais.

A partir deste conjunto de postulados Einstein desenvolve uma generalizacdo da
teoria Newtoniana para a dindmica agora de particulas relativisticas. Ademais, neste
contexto, o éter é eliminado, uma vez que ndo hé referenciais privilegiados.

Ap6s uma série de trabalhos, H. Lorentz estabelece em 1904 um conjunto de
transformagdes que deixa as equagdes de Maxwell invariantes. Vale a pena ressaltar
que elas foram derivadas por Einstein a partir dos dois postulados da sua teoria da
relatividade restrita em 1905. Por outro lado, ndo é possivel estabelecer esses postulados
a partir das transformacdes, ou seja, os postulados sdo fundamentais.

Tomemos os referenciais inerciais S e S/, onde S’ se move com velocidade
constante v em relagdo a S e paralelo a direc¢do do eixo x. Consideremos queem t =t =0
as origens de S e S’ coincidem. E que os eixos de coordenadas em x e x” coincidam
e 0s eixos de coordenadas de y e z sdo paralelos a ¥’ e z’. Os referenciais atribuidos

apresentam as coordenadas (x, y, z, t) e (x’, v/, Z’, t’), portanto, as expressdes que



22

relacionam o mesmo evento para os dois sistemas de coordenadas em questdo sdo:

t'=y(t—-ovx)

x' =y(x—vt) 25)
y=y

z =z,

—1
2

expressdes que descrevem fendmenos relativisticos como a dilatagdo do tempo e a

em que é definido y = como o fator de Lorentz, onde f = v/c. Essas sdo as

contracdo do espaco.
O limite néo relativistico das transformacdes de Lorentz, que pode ser obtido a

partir de v?/c? — 0, situagdo em que encontramos
xX'=x-ot, Y=y, zZ=z et =t (2.6)

que nada mais sdo do que as transformacdes de Galileu.

Objetos de extrema importancia na teoria relativistica sdo aqueles chamados de
invariantes. Vamos explorar agora a invariancia do intervalo entre eventos relativisticos.
Veremos que este intervalo ndo apresenta as mesmas caracteristicas de um espaco
euclidiano (2.1).

Vamos mostrar que o intervalo espaco-temporal infinitesimal (2s)* = (cat)® -
(ax)? - (Ay)2 — (Az)?, entre os eventos P; e Py, é invariante. Para isso vamos considerar,

por simplicidade, apenas as coordenadas (f1,x1) e (f2,x2)
AS? = AP — AX2. (2.7)

No referencial S’ com coordenadas descritas pela as equagdes (2.5), podemos mostrar
que

APZ — Ax'? = A2 — AX2,

Segue, portanto que

As" = As. (2.8)
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Notemos que o intervalo espago-temporal entre os eventos ndo depende do
referencial em que ele é calculado, logo, ele é um invariante em relacdo a uma
transformacdo de coordenadas. Desta forma, na relatividade de Einstein, o intervalo
espacial ndo é mais invariante, como o de Galileu, e também o tempo ndo é absoluto,
contrario a ideia de Newton, mas sim a combinacdo de espaco e tempo que consiste em
uma quantidade invariante na relatividade de Einstein.

Iremos agora definir o intervalo ds entre dois eventos infinitesimalmente préximos.
Como exemplo, podemos designar um primeiro evento que consiste na emissdao de um
sinal luminoso propagando-se com velocidade c a partir de um ponto de coordenadas
(x1,¥1,21), no instante t;. Enquanto o segundo evento consiste da chegada no ponto
de coordenadas (x2,y2,z2) no instante . Portanto, os dois eventos no espaco plano

possuem o seguinte elemento de linha
ds? = 2dt? —dx? - dyz —dz?, (2.9)

onde c é a velocidade da luz, t a coordenada temporal e (x, y,z) sdo as coordenadas do
espaco. Esta expressdo é conhecida como elemento de linha de Minkowski, ou ainda
intervalo do espago-tempo, que é invariante sob as transformacgdes de Lorentz. Fora
Minkowski que em 1908 introduziu a ideia de um espaco-tempo quadridimensional
como um ambiente natural para expressarmos as equagdes de Maxwell de forma
covariante (naturalmente, este também é ambiente natural para a relatividade de
Einstein).

Podemos introduzir o quadrivetor posi¢do contravariante x* = (ct,x, y,z). Desta

forma, podemos expressar o elemento de linha como
ds? = Nuvdxtdx’ (2.10)

em que usamos a conven¢do de somatoéria de Einstein, e Nuv é o tensor métrico de
Minkowski. Este tensor métrico representa a geometria plana da relatividade restrita, e

tem os seguintes elementos

N = diag(+1,-1,-1,-1). (2.11)
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H. Minkowski estruturou a geometria da relatividade restrita introduzindo a
componente temporal ao sistema de coordenadas espaciais, propondo entdo para a
fisica relativistica uma geometria do espago-tempo quadridimensional, a qual contém a
métrica de Minkowski. Foi Minkowski quem introduziu primeiramente o conceito de
espago-tempo na relatividade restrita, ou seja, ele unificou o espago e o tempo em uma
s6 unidade no dmbito relativistico.

Considere um referencial em um sistema de coordenadas quadridimensional (ct,
x, Y, z), com O sendo a origem deste sistema. Adotando um evento qualquer denotado
por A, representando as coordenadas espaciais e temporal, que se inicia em O. Vamos
agora analisar a relacdo dos possiveis eventos passados ou futuros, sobre a regido que
o sistema de coordenadas que adotamos engloba, com o evento A. Esta ideia sera
abordada através do diagrama de Minkowski, ou seja, faremos uma andlise geométrica
dos possiveis movimentos que as particulas podem seguir. Devido a isotropia espacial
presente no postulado 2, consideraremos apenas o eixo x das coordenadas espaciais,
enquanto a abscissa corresponde a coordenada temporal. Observe que 0s eixos x e t sdo
ortogonais.

As descricdes mencionadas acima permitem construir uma representacdo
diagramética chamado de cone de luz, figura (2.2) em que as cavidades internas
do cone representaram o nosso futuro absoluto e o nosso passado absoluto. Este diagrama
nos ajudard a analisar a velocidade através da inclinagdo da reta. Chamaremos de linha
do Universo a curva que representa geometricamente os pontos no espago-tempo que
correspondem ao movimento de uma particula, mostrada na figura (2.2). O dngulo de
inclinagdo 0 em relagdo ao eixo horizontal x é dado, tg(0) = %% =L

Portanto, no caso de uma onda luminosa que se propaga com v = ¢ teremos
uma reta de inclinagdo de 45° com os eixos, uma particula em repouso é expressada
simplesmente por uma linha na vertical. Para particulas com velocidade inferiores a da
luz teremos v < ¢ portanto o angulo de inclinacdo deve ser 0 < 45°.

As retas ab e cd representam a propagacado de dois sinais luminosos (velocidade
c) em sentidos opostos que passam pela origem O ou seja, no ponto x =0 quando t =0,

com inclinagdo 0 em relagdo ao eixo t com x = =*ct.
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Figura 2.2 — Representagdo do cone de luz.

a Futuro | absoluto c

Linha do universo

Absolutamente afastado
0 x

Absolutamente afastado

d Passado | absoluto b

Fonte: Producédo do autor (2020).

A dindmica de todas as particulas fisicas é definida dentro dos dominios aOc e
bOd. No dominio aOc as linhas de movimento dos eventos de O a qualquer outro ponto
sdo todas do tipo-tempo ds? > 0, e como elas ocorrem apés a origem caracterizamos essa
regido como o futuro absoluto. Por outro lado, para o dominio bOd os acontecimentos
ocorrem antes de O, tal que o caracterizamos como passado absoluto (FARAONI, 2013).

Os intervalos do tipo-espaco compreendem a regido entre O e aos dominios
de dOa e cOb. Esse dominio é caracterizado como absolutamente afastado perante O,
porque para todos os referenciais inerciais os eventos ocorrem em pontos diferentes do
espaco. Este dominio foge da nossa compreensado pois precisariamos de particulas que
viajassem mais rapido que a luz, violando assim o principio da causalidade (FARAONI,

2013).

2.2 Relatividade Geral

A teoria da Relatividade Geral foi apresentada por Einstein em 1915, a qual
suplantou o conceito de for¢a proposto pela teoria de Newton para a gravitacdo. Apos
desenvolver a relatividade restrita, Einstein percebeu duas questdes que sua teoria
abordava. A primeira consistia na classe privilegiada dos referenciais inerciais e

a segunda permeava na incompatibilidade da propagacdo instantanea da interacao



26

gravitacional newtoniana com o postulado da constancia da luz, a partir da propagacdo
instantanea para realizar a mediacdo gravitacional descrita pela teoria newtoniana.

O principio da equivaléncia é o alicerce fundamental para descrever a
geometrizacdo da gravidade. Ele pode ser enunciado da seguinte forma: ndo ha
como discernir um experimento realizado por um referencial inercial em um campo
gravitacional local, de um experimento realizado por um referencial acelerado em uma
regido ausente de campo gravitacional. Este principio garante a equivaléncia entre os
referenciais inerciais num campo gravitacional com referenciais acelerados ou vice-versa
todos os experimentos realizados corroboraram tal hip6tese (TINO et al., 2020). Portanto,
todas as leis fisicas sdo as mesmas e independem dos referenciais adotados.

Portanto, é importante enfatizar que a equivaléncia entre os referenciais nao-
inercial e gravitacional é um aspecto local, pois em regides macroscépicas seriam notadas
a inomogeneidade do campo gravitacional, detectando assim alteragdes nas trajetorias
dos corpos de testes, por exemplo.

Na secdo anterior definimos o elemento de linha do espago-tempo
quadrimensional plano de Minkowski presente na relatividade restrita, que é expresso

como

ds? = nydafdx’ = Adt* —dx® — dy? — dz?., (2.12)

E como sabemos ds? é um invariante sobre transformacdes de Lorentz, ou seja, independe
da escolha de sistemas de coordenadas inerciais.

Observe que em nossa discussdo sobre o elemento de linha (2.12), ndo
fizemos nenhuma mengado de que os eventos estivessem ou nao sujeitos a campos
gravitacionais. De fato a relatividade restrita ndo considera efeitos gravitacionais em
seu desenvolvimento.

Podemos ilustrar algumas ideias bédsicas de como inserir efeitos gravitacionais a
partir de uma discussao de efeitos ndo-inerciais incluidos na métrica de Minkowski a
partir de transformagdes de coordenadas adequadas. Para isso, faremos uso do principio
de equivaléncia que estabelece que localmente referenciais ndo-inerciais sdo equivalentes
a referenciais gravitacionais. Pois qualquer corpo de teste, com as mesmas condicoes
iniciais, se movimentam da mesma forma quando estdo na presenca de campos de

gravidade, independentemente de sua massa (GASPERINI; SABBATA, 1985). Desta
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forma, poderemos analisar como o elemento de linha se comporta sobre influéncia desse
tipo de campo.

Para escrever a métrica na presenca da gravidade precisamos realizar mudangcas
nas coordenadas espaciais e temporal, adequadamente, de um referencial inercial
para um referencial ndo-inercial, sendo que o ultimo serd responsavel por realizar
a intermediagdo para a descri¢cdo da presenca do campo gravitacional. No caso do
referencial ndo-inercial S’, consideraremos que ele gira ao longo do eixo Z com velocidade
angular constante w e possui coordenadas (ct’,x’,y’,z"), logo as transformagdes das

coordenadas S e S’ ficam

X" = xcoswt + ysenwt

—xsenwt + iy cos wt (2.13)

<
Il

= Z.

Desta forma, o elemento de linha sob essas transformacgoes fica
ds® = [c2 —w (x2 + yz)] At —dx'? —dy'? — dz’? + 2wy’ dx’'dt’ +2wx’dy dt’ . (2.14)

Percebemos, através da equacao (2.14), que a presenca de um campo de gravitagao
(responsével pela rotagdo) modifica a estrutura geométrica do espago de Minkowski.
Notamos que o elemento de linha de um referencial ndo-inercial é uma forma quadratica

dos diferenciais dx", e isto nos permite escrever (2.14) na seguinte notacado
ds? = Suv(x)dxtdx’. (2.15)

Observe que o elemento de linha foi escrito em termos de um tensor métrico g,v(x),
que é uma fungdo das coordenadas do referencial ndo inercial. Este tensor é simétrico,
Suv = §vu, logo representa dez fungdes das coordenadas espaciais e temporal. Portanto
esse tensor nos permite medir distancias e angulos entre vetores tangentes no espago-
tempo curvilineo (ndo-inercial), bem como as propriedades geométricas do espago-
tempo. Entdo, um espago métrico é descrito pelas componentes de g que descrevem as
geometrias de sistemas curvilineos, que sdo reduzidas a métrica de Minkowski para um

referencial inercial.
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De fato, as componentes da métrica ndo-inercial g(x) podem ser relacionadas

com as componentes da métrica de Minkowski 1 a partir da seguinte transformacao

& IEP
gyv(x) = ﬁaﬁwy, (2.16)

em que ¢ sdo os sistemas de coordenadas localmente inerciais, enquanto x* o sistema de

coordenadas gerais. Por sua vez, as componentes contravariantes do tensor métrico sdo

dxH ox¥
g"(x) = n“ﬁ@ e (2.17)
e elas satisfazem a relacao
a8 =0l (2.18)

Um dos problemas do célculo tensorial é o desenvolvimento de um operador
diferencial que atue em um tensor gerando assim um novo objeto que preserve
as caracteristicas tensoriais, i.e., sdo objetos matemadticos que apresentam leis de
transformacgdo homogéneas bem definidas. Para um sistema curvilineo de coordenadas
a derivada usual de um vetor dA* ndo é um vetor, assim também como a derivada
parcial de um tensor d,,A". Isso se deve pelo fato de que as derivadas que conhecemos
nao sao invariantes sob transformacoes de sistemas de coordenadas. Para sanar esse
problema, introduziremos o operador chamado de derivada covariante, que possui o
cardter covariante desejado e também mantém o aspecto tensorial quando ele atua em
um tensor.

Temos que o diferencial de um vetor se desenvolve perante a forma

u 2 bt
AAH(x) = gidA'V(x’) + A" (x)5 ox

v de,a. (219)

Como mencionamos, notamos que a derivada de um vetor nao resulta em um tensor, a

~ ~ . 92t
nao ser que a tranSformagaO Satlea(_;a 3

Sagev = 0, isto €, se xt' forem fungoes lineares das

coordenadas de x'".

Apresentaremos a seguir como podemos generalizar o operador diferencial
de tal forma que ele seja invariante sob transformagdes gerais de coordenadas em
uma estrutura curvilinea. Dado um campo vetorial A no plano (x,y), onde A" sdo as

componentes de um vetor na posi¢do x". Transportemos este vetor em um espago curvo,
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da posigdo x* até a posicao x* +dx", ficando com as componentes A* +5AH nesta tltima
localizacdo. Contrério ao que ocorre no caso cartesiano, o transporte paralelo de um
vetor em um sistema curvilineo geralmente alterara as componentes do vetor deslocado.
De fato, esse deslocamento produzird uma variacdo 6A nas componentes de A*.
Ilustramos na figura (2.3) como se d4 o transporte paralelo ao longo de uma
curva sobre uma superficie bidimensional, em que o vetor A é transportado de um
ponto P até um ponto Q de modo que as suas componentes assumam a variagdo 0A.

Observe que em um sistema cartesiano 6A* = 0.

Figura 2.3 — Transporte paralelo de vetores sobre uma superficie curva bidimensional.

DA* = dA* — A%

A

A+ A* + §AH A* + dA*

dxH

P(x") Q(x* + dx*)
Fonte: Produgéo do autor (2020).

Desta forma, definimos a diferenca DA* entre dois vetores, analisados no mesmo

ponto, apds o transporte paralelo por meio de
DAH*(x) = dA*(x) — 0A* (x). (2.20)

Podemos impor que a variagdo 0A" dependa do deslocamento dx* e seja linear nas
componentes de A¥,

SAH(x) = —Tgat A% (x + dx)dxP (2.21)

sendo as fungdes I'gy* conhecidas como conexao afim, que nos permitem determinar
a variagdo de um vetor conectando os pontos tangentes do espago-tempo através do
transporte paralelo.

Sempre, consideramos na Relatividade Geral a conexdo com indices covariantes
simétricos, neste caso temos Faﬁﬂ = Fﬁa“, que é conhecida como simbolo de Christoffel
(GASPERINI; SABBATA, 1985). Contudo, sua forma explicita depende do sistema

de coordenadas a ser adotado, pois, podemos ter um espago-tempo com um campo
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gravitacional ausente, mas, com uma conexdo com componentes ndo nulas caso o
sistema de coordenadas usado, seja, por exemplo, o sistema curvilineo. No caso de um
sistema cartesiano, em que a conexdo deve ser nula I'g,* = 0, 0s vetores transportados
em um plano sdo os mesmos depois do transporte paralelo porque ndo sofrem altera¢des
em suas componentes, ou seja, DA* torna-se dA". Portanto, esse é um dos motivos que
implica que a conexdo ndo é de fato um tensor, e sim um pseudo-tensor, pois se um
tensor desaparece em algum sistema de coordenadas ele deve ser nulo em todos os
outros sistemas.
A derivada covariante de um vetor é

o
VpAu = IpAu—Ty, A (2.22)

Por fim, definimos a derivada covariante de um tensor misto como

VAl = 9gAl, -T, “AF +T, KA, (2.23)

p p

Esse operador é invariante sob transformagdes gerais de coordenadas, preservando as
caracteristicas tensoriais quando um tensor é diferenciado.

Podemos escrever o simbolo de Christoffel em termos da derivada do tensor
métrico

L ga
Fyvﬁ = Egﬁ (a‘ugva + avgay - aag‘uv) . (2.24)

E importante notar que esta configuracdo da conexdo é simplificada por que

~ . . .~ . . e ~ ~ o .
ndo consideramos a contribuigdo antissimétrica da conexdo, tor¢ao I =0, ou ainda

[uv]
escrevemos que o produto escalar de vetores permanece constante ao longo de um
deslocamento paralelo de uma curva, que nada mais é do que a condicdo de metricidade
Vgu = 0. De fato, curvatura, tor¢cdao e ndo-metricidade sdo objetos importantes no
desenvolvimento do contetido da geometria de teorias equivalentes ou alternativas
a relatividade geral, e que serdo discutidas com maiores detalhes no capitulo (3).
Em particular, a teoria da relatividade geral foi desenvolvida somente em termos de
curvatura, que corresponde a geometria riemanniana. Neste caso, Einstein descreve

efeito dos campos gravitacionais a partir da curvatura do espago-tempo causada pela

presenca de matéria.
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De maneira geral, os diferentes objetos geométricos que podem estar presentes
na conexao afim!

P { p }+1<Wﬁ L, (2.25)

(uv) pv

onde {yﬁ V} é outra notagdo para o simbolo de Christoffel, K wﬂ é o tensor de Contorcédo e
L wﬁ é o tensor de Disformacdo (GASPERINI; SABBATA, 1985). Por exemplo, temos a
teoria de Weyl em que o objeto geométrico fundamental é o tensor de ndo-metricidade
Vaguv # 0; temos ainda a teoria de Einstein-Cartan, em que além da curvatura, temos uma

tor¢cdo ndo-nula I’ ]a # 0 2; ou ainda podemos considerar que as trés quantidades sdo
uv

[
ndo nulas, esta é conhecida como teoria de métrica afim (GASPERINI; SABBATA, 1985).
Trataremos com um pouco mais de detalhes essas teorias alternativas a relatividade

geral no capitulo 3.

2.2.1 Geodésicas e tensor de curvatura

Vamos agora discutir a equagdo de movimento de uma particula na auséncia
de forcas externas, sob influéncia somente de efeitos geométricos da gravitacdo. Na
mecanica ndo relativistica, descrita pela geometria euclidiana, a menor trajetéria de
uma particula entre dois pontos é uma linha reta. Segundo a mecénica de Newton, sdo
as forgas que causam 0s movimentos dos corpos, entao, neste ponto de vista, é a forga
gravitacional é que determina a trajetéria de uma particula. Entretanto, na relatividade
geral veremos que uma particula seguird trajetdrias curvas determinadas pela geometria
do espago-tempo, que sdo chamadas de geodésicas (CARROLL, 2004). Dada uma
geometria curva qualquer, iremos encontrar a expressao que descreve o movimento de
uma particula entre pontos de uma superficie curva, livre de a¢des de forgas, mas, na
presenca de gravidade. Entdo a geodésica é definida como a menor curva que conecta

dois pontos em qualquer tipo de espago, com ou sem curvatura (CARROLL, 2004).

1" As defini¢oes dessas quantidades sdo dadas na secdo (3.2).
2 Definimos tensores antissimétricos por colchetes nos seus indices covariantes,

A[yv] = %(Ayv _Av,u)/

e os tensores simétricos sdo representados por parénteses entre seus indices covariantes,

Ay = % (Aw + Avu)-
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Para descrever este movimento vamos partir do principio da a¢do minima.
Segundo este principio, existe uma integral S, intitulada acdo, que tem seu valor minimo

para um movimento real. A agdo escrita em termos do parametro afim (A)? fica,

A2 dxt dxv
S—f/\l ‘/_ﬁﬁd/\' (2.26)

Calculando 6S =0, temos:

6f A~ 8uvdxtdx’dA = 0. (2.27)

Através do principio de Hamilton a equagdo de Euler-Lagrange fica,

A2V 1dx® dx’

gHVd_,[z+Eﬁﬁ(gagyv"'avg‘ua_aygav) =0, (2.28)

onde definimos dt = =2 \/—g;vdx*dxVdA, que é o tempo proprio da particula. Agora,
identificando o segundo termo de (2.28) com as componentes da conexdo (2.24),
chegamos a equacdo da Geodésica,

d’xf g dxt dx”
+ I’ =
dt? wodt dt

(2.29)

Para um sistema cartesiano em especifico onde podemos escolher que I P w = 0, neste
caso a equacdo da geodésica fica d?x”/dt? = 0, que é a expressdo de uma reta no sistema
euclidiano.

A relatividade geral descreve efeitos gravitacionais a partir de um objeto
geométrico chamado curvatura. De um ponto de vista geométrico, o tensor de Riemann
ou tensor de Curvatura, é a quantidade responsavel por medir a variacdo na orientagao
que um determinado vetor sofre ao transportamos paralelamente em um espago-tempo
curvo, com efeito, observamos que ao final do seu transporte ao longo de um caminho
fechado o vetor sofrerd uma rotacdo em relacdo a sua orientacdo inicial. Uma das
maneiras de obter o tensor de Riemann é a partir do cdlculo do comutador de duas

derivadas covariantes (CARROLL, 2004).

3 Parametro arbitrario utilizado para descrever geodésicas, e que é definido a partir da condigéo
de que o transporte paralelo preserve vetores tangentes. Por exemplo, no caso de geodésicas
do tipo-tempo o tempo préprio é um pardmetro afim.
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Portanto, dadas as curvas x* e x”, representadas pelo o paralelogramo da figura
(2.4), transportaremos um vetor A* sob a curva x* e em seguida pela x", e depois
pelo o caminho inverso. Como sabemos as componentes de um vetor dependem do
caminho que eles percorrem, entdo, se transportamos paralelamente um vetor entre
dois pontos seguindo dois percursos distintos, teremos no final da trajetéria orientacdes
distintas para os vetores. Desta forma, podemos dizer que as derivadas covariantes

pelos caminhos sdo diferentes,
ViV, A" £V, V, AY (2.30)

ou seja, isto implica em dizer que as derivadas ndo comutam em espagos curvos.

Figura 2.4 — Transporte paralelo de vetores.

-

Vu

Fonte: Producédo do autor (2020).
De fato, o comutador das derivadas covariantes é

V,V, A% —V,V,A% = (ayravﬁ)Aﬁ _ (avra#ﬁ)Aﬁ + Fayarav AP _Famra# AP = R PVAﬁ’

p p
(2.31)

p

que nos dé a seguinte defini¢do para o tensor de Riemann

R = (9ul%0) = (T 1p) + 16T s =TT (2.32)

Hp°
O tensor de Riemann, ou tensor de curvatura, fornece algumas caracteristicas do espago.
Esse tensor mede a alteracdo de um campo tensorial por uma variedade quando é
transportado por um caminho fechado. No caso especifico de um espago plano onde

teremos I'* wy = 0, consequente, o tensor de curvatura também sera R‘XW =0, ou seja,

B
teremos um espacgo sem curvatura.
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Uma importante relacdo satisfeita pelo tensor de Riemann é a identidade de
Bianchi,

R % LR o
vp

woip +Rpuaﬁ =0, (2.33)

;V

u

onde definimos a derivada covariante por meio do simbolo (;).

.“61/

Ao contrairmos a equagao (2.33) com dois tensores 6, f

encontramos a seguinte
relacéo:

[R“V - % gWR] =0, (2.34)

SV
em que identificamos o tensor de Ricci RWV()é = Ry, € 0 escalar de Ricci R. Podemos

ainda expressar esta equagdo em termos do conhecido tensor de Einstein
1
Gyv = Ryv - Egva, (2.35)

ticando da seguinte forma

V,G" =0. (2.36)

E importante comentar que o escalar de Ricci, por ser um invariante sobre transformacoes
gerais de coordenadas, é utilizado para compor teorias gravitacionais minimamente
modificadas, por exemplo f(R) (FELICE; TSUJIKAWA, 2010; SOTIRIOU; FARAONI,
2010).

2.2.2 Equagdes de campo de Einstein

A relatividade geral é uma teoria que foi desenvolvida tendo como base a
geometria riemanniana, portanto uma geometria ndo-euclidiana onde o espago-tempo
agora apresenta curvatura. Usando experimentos mentais e com auxilio do principio
da equivaléncia, Einstein estabelece a equivaléncia de referenciais acelerados com
referenciais em repouso em um campo gravitacional, o que permite concluir que
a gravidade altera a estrutura do espago-tempo por meio da curvatura. Entdo, na
relatividade geral, a matéria é a fonte da gravitacdo que atua através da deformacado do
espaco-tempo e que consequentemente determina a trajetoria das particulas sob acdo
da interacdo gravitacional.

Desenvolveremos as equagdes de campo de Einstein através do principio

variacional na formulagdo Lagrangiana. Para isso exigimos que a lagrangiana seja uma
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funcdo invariante sob transformacdes de coordenadas e contenha termos dindmicos e

de acoplamento. Para obter as equa¢des de campo consideraremos a seguinte acao,
S=54+5y¢, (2.37)

em que Sy € a contribui¢do da agdo referente ao campo gravitacional e S que considera

as fontes de matéria. Seja o funcional

S= f L +—gd*x, (2.38)
Q

onde Q) é um volume no espago-tempo, g é o determinante da métrica g = detg"", \/~g
uma densidade escalar de peso unitério. A parte gravitacional é dada por L¢ = R.

Temos que o principio de minima agdo nos da

5 f L+~gd*x=0. (2.39)
Q

Abordando primeiramente a componente gravitacional da acdo S,

3

_ 4 —
sg_16ntQd xy—gR (2.40)

que nada mais é que a conhecida agdo de Einstein-Hilbert, cuja varia¢do fornece

3

08 = T—= fQ d*x|R (6 v=3)+ V=g (4R)], (2.41)

C3 1 v v v 4
05g= fQ VE| 38R 08 + Ry (6") 4.8 (oRw)| ', 242

onde usamos que 6 4/~ = —% V—8(guw68"") (GASPERINI; SABBATA, 1985). Ademais,
a variagdo do tensor de Ricci nos fornece a expressao conhecida como identidade de

Palatini (D’'INVERNO, 1992),

OR iy = VaOI®, = V0T (2.43)
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Portanto a variagdo da contribuicdo gravitacional (2.42) fica

3 1 ) ) )
167G fQ \/__g[‘zgwR(ég” )+ Ry (6g") + 8" (Vaéfc‘yv—vvér“#a)]d‘lx. (2.44)

6Sg =

Desenvolvendo apenas o terceiro termo da integral da expressdo acima, observamos,

ap0s aplicar o teorema de Gauss, que

7= s, (VA 5T~ VT 0T ),

onde dS, é o elemento de drea da hiper-superficie, ¢ um termo de superficie que nas
extremidades da hiper-superficie se anula pois as variagdes da métrica sdo zero nessa

regido. Por fim, temos que a agdo completa fica escrita somente em termos de

c? 1 8nG
%5 = T6nG fQ VS| Ruv = 38R+ g T 056 =0 (245)

onde definimos o tensor energia-momento,

2 6(Lrv=g)

T —
YTy ogt

(2.46)

em que 6/5g"" é a derivada funcional com respeito a métrica. E o tensor energia
momento que nos dd informacao sobre a distribuicdo de matéria, que é justamente
a fonte que produz a gravitagdo, ou seja, a matéria é quem produz a deformacdo na
estrutura do espaco-tempo.

Portanto, como as variagdes 6¢*" sdo arbitrarias, segue que as equagdes de campo
de Einstein sdo

1 8nG
R[JV - EgluvR = _C_4T[_lv. (2.47)

Ademas, podemos reescrever as equagdes de Einstein em termos do tensor (2.35), logo

Gyv = _KTyv . (2.48)

onde definimos « = 8’;—4G.
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Estas expressdes nos mostram como o espago-tempo reage se curvando na
presenga de uma fonte de energia, ou, inversamente, quando a energia é influenciada e
distribuida pela curvatura do espago-tempo do Universo.

As equacdes de Einstein sdo equagdes diferenciais de segunda ordem em termos
do tensor métrico ¢g"V, totalizando dez equagdes independentes que descrevem como a
matéria influencia o comportamento da geometria do espago-tempo, ou vice-e-versa.

Um caso mais simples que podemos analisar das equagdes gravitacionais é na
auséncia de matéria,

1
Ry =38R = 0. (2.49)

Por complementaridade, discutiremos a seguir algumas propriedades do tensor
energia-momento. Vimos anteriormente que ele é responsavel por caracterizar
informagdes das fontes de gravitacdo nas equagdes, logo é importante estabelecer
as suas principais caracteristicas. Primeiramente, de acordo com a identidade de Bianchi
V,G" =0, segue das equagdes de campo (2.48) segue a lei de conservacdo do tensor

energia-momento

vV, T = 0. (2.50)

De fato, pelo teorema de Noether, o tensor TH" significa fisicamente o fluxo do
quadrimomento p* que transcorre através da hiper-superficie constante x", as quais

envolvem as fontes de campo, e suas componentes sdo vistas como:

e T% — densidade de energia, que descreve o fluxo de energia por uma superficie

na direcdo temporal.

e T = T% — densidade de momento linear, que descreve o fluxo de energia pela

superficie x', em que i = 1,2,3.
e Tl — pressao, fluxo pela superficie em que x/ é constante, em que i = j=1,2,3.
e T/ — tensao de cisalhamento, para (i # ).

Em particular, na aplicacdo da gravitagdo em problemas cosmolégicos supde-se
que o contetido de energia pode ser muito bem descrito através de uma aproximacdo
de fluido perfeito (um fluido isotrépico que se encontra em repouso em relagdo ao seu
sistema de referéncia. O fluido perfeito é o caso mais geral de um conjunto de particulas

em repouso umas em relacdo as outras, que representam a poeira) (WEINBERG, 1972).
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Um fluido perfeito é aidealizacdo de uma quantidade que ndo apresenta condugao
térmica e nem viscosidade, o qual é escrito apenas em termos da densidade de massa
de repouso p e a densidade de pressdo p. Vimos que a componente T descreve
o fluxo de energia de um fluido, como estamos exigindo que o fluido perfeito ndo
conduza calor através das particulas relativisticas pela superficie do hiper-volume,
temos que os componentes se restringem T = T% = 0. O mesmo ocorre para as tensdes
de cisalhamento, forgas internas a superficie que também sdo desconsideradas.

Considerando que estamos em um sistema localmente comével a um elemento

do sistema, o fluido que observamos ao nosso redor apresenta uma pressdo isotrépica,

p 0 0 0
0 -p 0 0

T = P , (2.51)
00 —p 0
00 0 —p

a partir de agora iremos assumir as unidades naturais, ou seja, a velocidade da luz

sendo ¢ = 1. Em um sistema inercial esse fluido perfeito pode ser expressado,

Ty = (p+p)uytiy +pguv (2.52)

com a quadri-velocidade do fluido sendo definida por u* = dx*/dt, sendo 7 o tempo
proprio desse observador.
Por exemplo, no caso do contetido de radiagdo, o tensor energia-momento para o

campo eletromagnético é (GASPERINI; SABBATA, 1985; CARROLL, 2004)
1
T = FyF"P — 1 g FagFF, (2.53)

em que o tensor eletromagnético é definido por F,, = d,A, —d, Ay, e A, € o campo de

gauge eletromagnético.

2.3 Cosmologia

A &rea da fisica que estuda a descricdo da estrutura e evolucdo do Universo

é conhecida como cosmologia (WEINBERG, 1972; COLES; LUCCHIN, 2003). Albert
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Einstein deu inicio a cosmologia moderna, quando publicou, em 1917, um artigo pautado
na sua recém formada teoria da relatividade geral, no qual almejava explicar a evolugado
do Universo. Ele acreditava na concepgao de um Universo estatico, para isso incluiu
nos seus calculos a constante cosmoldgica, com o intuito dela gerar uma forga repulsiva
e assim proporcionar solucdes para este Universo.

Os modelos cosmolégicos sdo fundamentados a partir do principio cosmolégico,
que estabelece que o Universo, quando visto a partir de uma escala suficientemente
grande, possui propriedades que sdo as mesmas para todos os observadores. Duas
consequéncias do principio cosmolégico sdo a homogeneidade e isotropia do Universo
em grandes escalas. Observagdes indicam que o Universo deve ser ndo estatico se
ele obedece o principio cosmolégico (WEINBERG, 1972). Alexander Friedmann foi o
primeiro a seguir o principio cosmolégico, em trabalhos de 1922 e 1924 (FRIEDMANN,
1999; HUBISZ, 2014), para estabelecer as equagdes que descrevem a dindmica de um
universo homogeéneo e isotrépico, as conhecidas equagdes de Friedmann (CARROLL,
2004). De maneira independente, Georges Lemaitre obteve as equacdes de um Universo
em expansdo em 1927 (LUMINET, 2013).

Em seu estudo da dindmica do Universo, Friedmann introduziu uma quantidade
responsavel por caracterizar a expansao relativa do universo chamado de fator de escala
a(t), que em geral depende do contetido do Universo como pressédo p(t) e a densidade
p(t). De fato, o comportamento de a(t) é uma questdo dinamica, que é determinada
pelas equacdes de Einstein, ou ainda em termos das equagdes de Friedmann.

A isotropia pode ser explicada a partir de observac¢des do Universo. Edwin
Hubble notou em 1929 que as galdxias estavam se afastando uma das outras em grandes
propor¢des (WEINBERG, 1972). Hubble constatou que a velocidade de afastamento é
proporcional a distancia em relacdo a galdxia observada e a nossa galdxia por exemplo,
ou seja o Universo estava em expansado. Foram evidéncias como esta que permitiram
considerar o Universo como sendo isotrépico. Acidentalmente Penzias e Wilson, em
1965, descobriram a radiagdao cosmica de fundo (PENZIAS; WILSON, 1965; GAWISER;
SILK, 2000) estabelecendo a validade para o principio cosmoldgico. Por sua vez, a
homogeneidade implica que observadores em diferentes galdxias em um determinando
instante de tempo irdo observar as mesmas caracteristicas do Universo ao seu redor, o

que contém a ideia de que ndo existe um referencial privilegiado.
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A nivel de curiosidade, existem outros modelos cosmoldgicos que carregam
algumas propriedades do principio cosmolégico, como por exemplo modelos
cosmolégicos tipo Bianchi, que descrevem Universos homogéneos mas que ndo sdo
necessariamente isotropicos em se¢des espaciais (ELLIS; MACCALLUM, 1969) e o
modelo de Lemaitre-Tolman-Bondi que considera apenas isotropia, sem homogeneidade
(ENQVIST, 2008; YU; LI; WEI, 2020). Descreveremos a seguir alguns dos elementos
fundamentais do modelo FLRW, em particular as suas implicagdes na descri¢do do

universo.

2.3.1 Meétrica de Robertson-Walker

O modelo FLRW é uma descrigdo de um Universo homogéneo e isotrépico a
partir de solugdes das equagdes de Einstein, que contém o estado de expansdo do
Universo. A métrica de Robertson-Walker é o elemento de linha que descreve como é a
geometria do Universo de um espago-tempo quadrimensional. Portanto, o elemento de

linha deste universo é

2
1—kr?

dsp,, = —dt* +a2(t)l +7° (d92 + senzedqb)l. (2.54)

Sendo a grandeza a(t) o fator de escala, que depende do tempo césmico ¢, e que
descreve a dindmica da geometria do espago-tempo. O termo ¢t da métrica refere-se
ao tempo cosmolégico proprio, este é o tempo medido por um observador comével
a expansdo do Universo. O parametro k identifica as diferentes possibilidades de
geometria do Universo, veja a figura (2.5). Teremos um Universo espacialmente plano se
k =0, o Universo plano apresenta caracteristicas da geometria euclidiana, é espacialmente
infinito e as observagdes atuais indicam que o nosso Universo é geometricamente plano,
com uma margem de erro de apenas 0.4% (BERNARDIS et al., 2000). No caso k=1
temos um espaco de geometria fechada. Enquanto que para k = —1 o espago é uma
geometria aberta, pois as linhas paralelas vado se distanciando umas em relacdes as

outras.
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Figura 2.5 — As trés possiveis geometrias do Universo através da métrica FRW. a. k = 1 representa
um Universo esférico fechado, onde a soma dos angulos internos de um triangulo é
maior que 180° e o comprimento das circunferéncias sdo menores que 27tr. b. k=0
Universo plano, geometria euclidiana com Universo de dimensdo infinita. ¢. k= -1
Universo hiperbélico aberto de tamanho infinito, a soma dos angulos internos de
um tridngulo é menor que 180° e 0 comprimento das circunferéncias sdo maiores

que 27tr.

a.

k=0

Fonte: Producédo do autor (2020).

Discutiremos nesta se¢do as equagdes de Friedmann, que permitem estudar

caracteristicas de um Universo em expansdo descrito por um fluido perfeito, com

densidades de energia e pressdo conhecidos. Este modelo cosmolégico considera que a

gravitagdo é descrita pela teoria da relatividade geral. A partir do elemento de linha

(2.54) podemos determinar as seguintes componentes para a métrica g, que descreve o

espago-tempo

Suv =

0

a(t)
1—kr?

0
0

0
0
a?(Hr?

0

0
0
0

a?(t)r*sen? (0)

(2.55)

Como o modelo de FLRW faz uso do principio cosmolégico em suas formulagéo,

podemos considerar a fonte da curvatura do Universo como um fluido perfeito.

Portanto, consideraremos que este fluido ndo conduz calor, ndo apresenta cisalhamento

e viscosidade, consideracdes sustentadas pela isotropia. Desta forma o tensor energia-

momento é escrito sobre forma (2.52)

Tuv = (p+p)uptty+pguv,

(2.56)

sendo u, = (1,0,0,0) o vetor de quadri-velocidade de um observador comével no fluido.
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Vamos agora derivar a partir das equagdes de campo de Einstein as expressoes
responsaveis pela dindmica do Universo de FLRW. Considerando como ponto de partida
as componentes da métrica (2.55), podemos calcular as componentes ndo nulas do
simbolo de Christoffel, que permitem por fim determinar as seguintes componentes do

tensor de Ricci (CARROLL, 2004),

ii aii + 24% + 2k
Ry=-3=, Rp=——"—-—,
tt p rr (1 —k?’z)
Rog = 1*(ai+24%+2k), Rgp = r* (ai+24% + 2k) sen®6. (2.57)

Por fim, temos ainda que o escalar de Ricci é dado por

i (E)Z N a% , (2.58)

Por sua vez, as componentes ndo nulas do tensor de energia-momento sdo

diagonais

2

2sen? Op. (2.59)

a

Tu=p, Tp=——7mp, T :azrz, Typ = ar
tH=p "= erP 00 P o]

Agora temos todas as quantidades necessarias para encontrarmos as equagdes

de campo de Einstein, desenvolvidas por Friedmann. Para isso vamos substituir

as equagoes (2.57) e as equagdes (2.59) nas equacgdes de Einstein. As duas solugdes

encontradas por Friedmann sdo, para a componente temporal,

kp k
H2=——-—| 2.60
3 a2 (2.60)
e para componente espacial
i , k
2= =—xp—(H)" - — 2.61
o =Kp (H) a3 (2.61)

onde definimos o pardmetro de Hubble, H = 4, que identifica a taxa de expansdo do
Universo, com o ponto correspondendo a derivada em relacdo ao tempo césmico.
Ademais, podemos ainda obter, através da combinacdo das equagdes (2.60) e

(2.61), a seguinte relacdo linear do pardmetro de Hubble com os constituintes de energia



43

e pressao

LB =T (o4 3p), (2.62)

= =-""Zp-2| (2.63)

Notamos na equagéao (2.62) que tanto a pressdao como a densidade de energia sdo
a causa da taxa de expansdo da parte espacial do Universo; de fato, o caso p+3p <0
representa uma aceleracdo do Universo, pois temos que d?a/dt?> > 0. Por outro lado, se
p +3p > 0 fornece um Universo que estd desacelerando pois d?a/dt* < 0.

Temos ainda a partir da lei de conservacdo do tensor energia-momento (2.50) a
seguinte relacdo

a
p+3E (p+p)=0, (2.64)

que é conhecida como a equagdo da continuidade do fluido césmico e como em
qualquer outro sistema fechado ela expressa a conservacdo da energia. Frequentemente,
podemos escolher uma equacdo de estado para expressar as caracteristicas do fluido
que adotarmos. De fato, a equacdo de estado permite estabelecer uma relacdo entre as
varidveis p e p para assim expressar as componentes do fluido perfeito que constitui
o Universo (CARROLL, 2004). Como um exemplo, podemos descrever a chamada
matéria baridnica, parte constituinte do nosso universo, como um gés composto por
particulas massivas nado-relativisticas (CARROLL, 2004).
As componentes mais relevantes que formam o Universo sdo: radiagdo, matéria
e constante cosmoldgica. Portanto, assumimos na cosmologia a existéncia da equagdo
de estado (CARROLL, 2004)
p=wp, (2.65)

onde w é uma parametro que ndo depende, necessariamente, do tempo. Desenvolvendo
a equagdo de energia do fluido (2.64), temos que
) a
P 30+w)s, (2.66)
P a
sendo w é um parametro livre da teoria, e em geral depende do contetido de matéria. A

partir da suposicdo de que w seja uma constante, podemos realizar uma integracao, de

tal forma que podemos avaliar como se da a evolugdo temporal dos parametros que
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caracterizam a distribuicao de matéria,
p oc q~30+@), (2.67)

Diferentes valores de w fornecem indicadores para verificar o comportamento da
dindmica de um Universo em diferentes épocas. Os valores de interesse do parametro
@ sdo obtidos a partir de andlises do comportamento dos constituintes do Universo
(WEINBERG, 1972).

A radiacdo e a poeira (matéria ndo-relativistica fracamente interagente, logo com
pressdo nula) sdo os exemplos mais comuns de fluidos usados na cosmologia. Dizemos
que um Universo tenha dominio de poeira se ele apresenta w = 0. As estrelas e as
galdxias comuns sdo exemplos de matéria cuja a pressdo é desprezivel em comparacdo
com a densidade de energia.

Quando escolhemos que w =0, a equagao (2.67) é escrita como
pm(H) oca?, (2.68)

esta expressdo nos mostra o comportamento decrescente da densidade de energia da
matéria em relacdo ao parametro a.

Por sua vez, a época de radiagdo corresponde a era em que a energia do Universo
era dominada pelos fétons, que interagiam com prétons, elétrons e ntcleos (parte
significativa do Universo a época). De fato, o tensor de momento-energia T, dado por
(2.56) possui trago nulo Tﬁ = 0. Isto implica que a radiagdo tem a seguinte equagdo de

estado

1
p= 5‘0' (2.69)

Logo, para um Universo cuja a densidade de energia estd sob a forma de radiagdo, temos
que w =1/3, e o caracterizamos como sendo dominado pela radiagao.

Caso w =1/3, vemos que a densidade de energia se comporta como
pr(t) ca™, (2.70)

Observamos que a densidade de energia da radiacdo decai mais rapidamente em

comparacdo com a densidade de matéria. Atualmente, a contribui¢do da densidade de
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radiacdo é consideravelmente menor do que a da matéria. Tudo indica que no passado,
quando o Universo era menor, a densidade de radiacdo era dominante (CARROLL,
2004), estabelecendo a era da radiacao.

Einstein, baseado em observagdes experimentais da época, desenvolveu um
modelo cosmolégico em 1917 que possuia caracteristicas de um Universo estatico.
Contudo, tendo em vista que as suas equagdes de campo descreviam um Universo
acelerado ou desacelerado entdo, para compensar os efeitos atrativos da gravidade
o que levaria a um Universo em contragdo e consequentemente adequar sua teoria
com as observacoes, ele incluiu em seu desenvolvimento uma constante, sendo ela
responsavel em produzir uma forga repulsiva para balancear a atracdo gravitacional e
assim reproduzir o seu Universo estdtico. Mas, apesar das descobertas de um Universo
em expansdo por Hubble em 1929 (HUBBLE, 1929) terem desbancado os trabalhos de
Einstein, atualmente, no modelo cosmolégico padrao, a constante cosmoldgica esta
relacionada com uma densidade de energia do vdcuo sendo uma forte candidata para
descrever a expansdo acelerada do Universo.

No caso em que a constante cosmolégica A é considerada, as equagdes de campo

de Einstein sdo escritas por

2.71)

Usualmente, considerar a constante cosmolégica no lado direito da equagdo de campo

é associa-la a um contetido de “matéria”, melhor dizendo vacuo. Definimos assim, o
(V) _ Aguv

tensor de momento-energia do vacuo T, = ==, de tal forma que podemos escrever
1 V)
Ryv = 5Rguw = = (T = Tpa)). (2.72)

Naturalmente, o tensor do vacuo quando escrito na forma de um fluido perfeito

leva a:
A
pA:—pA: —. (273)
K
Portanto, a partir da densidade de energia (2.65) temos, entdo, que a equagao de estado

é w = —1, e neste caso a densidade de energia é

pa(t) o< a’, (2.74)
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essa expressdo caracteriza um Universo dominado pelo vacuo. Vale a pena comentar
que, no contexto do modelo ACDM, ela pode representar a expansdo acelerada do
Universo evidenciada pela energia escura onde ps = const. De fato, o dominio da
contribui¢do da energia do vdcuo no Universo é descrito pelas solugdes de De Sitter
(GASPERINI; SABBATA, 1985).

Podemos levar em consideragdo a contribui¢do da constante cosmoldgica nas

equagdes de Friedmann. Neste caso, encontramos que

2y PO kA
H0)="3"~ 553 (2.75)
e também
T 2 o +3pte] + 5 | 2.76)

Temos o parametro de aceleracdo escrito com a constante cosmolégica. Estas sdo as
expressdes para o Universo estatico de Einstein.

A fim de resolver as equagdes (2.75) e (2.76) é necessdrio especificar o tipo de
equacdo de estado estamos considerando, ou ainda, que época do universo estamos
interessados em descrever por meio de escolhas da equacdo de estado do fluido, bem

como as fung¢des de densidade de energia e/ou pressao.
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3 GEOMETRIA E MODELOS EQUIVALENTES

Discutiremos neste capitulo alguns objetos geométricos apresentados
anteriormente e que sdo presentes na geometria curva, e que sdo Uteis para o
desenvolvimento de teorias alternativas a relatividade geral. Abordaremos o fato
de que a conexdo em sua forma mais geral pode ser escrita em termos de quantidades
além do simbolo de Christoffel, para auxiliar na formulagado de teorias modificadas em
termos de geometria ndo-riemannianas. De maneira complementar, apresentaremos
algumas caracteristicas da acdo dos tensores de tor¢do e de ndo-metricidade no transporte
de vetores sobre uma determinada variedade a fim de elucidar o seu contetido fisico.

Por complementaridade, discutiremos alguns modelos gravitacionais alternativos
(equivalentes e extensdes da relatividade geral) que levam em consideragdo esses objetos

geométricos para além da curvatura.

3.1 Formulacdes equivalentes

A partir da geometria afim, é possivel obter todas as geometrias riemanniana e
ndo-riemannianas por meio de certas condi¢gdes sobre as componentes da conexdo, veja
a ilustracdo na figura (3.1).

Explicitamente, é possivel considerarmos condi¢des sobre a conexdao (GASPERINI;
SABBATA, 1985; JIMENEZ; HEISENBERG; KOIVISTO, 2019),

e, =&} + K%, + L

. (3.1)

pv?
obtendo as seguintes formulagdes:

1. A geometria de Riemann-Cartan é obtida ao tomarmos a componente da nao-
metricidade nula, ou seja Q = 0, mantendo apenas com a curvatura R#0 e a

torcao T #0;

2. A geometria teleparalela desconsidera a curvatura R =0, a parte simétrica
da conexdo, considerando apenas as componentes de tor¢do T # 0 e de nédo-
metricidade Q # 0, esta geometria tem como caracteristica que o transporte de

vetores é independente do caminho;
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3. A geometria livre de tor¢do é obtida ao excluirmos a tor¢do T = 0, e expressarmos

a conexdo apenas em termos do tensor de ndo-metricidade Q # 0 e de curvatura

R #0;

4. Na geometria de Riemann, desconsideramos as componentes de tor¢ao T=0e
ndo-metricidade Q = 0, e a conexao fica escrita apenas em termos da curvatura

R #0, e é conhecida como conexao de Levi-Civita (LC);

5. A geometria Weitzenbdck (W) considera somente a componente de tor¢ao T # 0,

removendo curvatura R = 0 e ndo-metricidade Q = 0;

6. A geometria teleparalela simétrica apresenta somente a componente de néo-

metricidade Q # 0, sendo as demais nulas, curvatura R =0 e tor¢do T =0;

7. Por fim, considerando todas as componentes da conexdo nulas, curvatura R =0,

torcdo T = 0 e ndo-metricidade Q = 0 temos o espago de Minkowski.

Figura 3.1 — Subclasses da geometria métrica-afim, dependendo das propriedades da conexao.

Riemann
LC
Riemann-Cartan Qppr=0, torsion free
LC
A —_
Qppuv=0 T =0 T2 ,,=0
Minkowski
. b, symmetric
Weitzenbock Y
w teleparallel
Qpuv=0, STP
R 0 =0
= STP,
prY T 1, =0
teleparallel
Ry =0

Fonte: (JARV et al., 2018)

Podemos agora caracterizar diferentes espago-tempo com o uso dos objetos

geométricos mencionados anteriormente:

e O espaco métrico explora a conexdo compativel com a métrica V,¢,, = 0. No
y

espago métrico o transporte paralelo dos vetores é conservado. O tensor de
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nao-metricidade Quva =V gva € 0 objeto responséavel por medir o comprimento

dos vetores sob deslocamento paralelo.

e O espaco sem tor¢do explora a conexdo simétrica, em que o tensor de torgao é
nulo T“W (I') = 0. O tensor de torgdo é responsavel por medir o ndo fechamento de

uma curva fechada realizada por vetores sob deslocamento paralelo.

¢ O espaco plano tem-se que o tensor de curvatura é nulo R*, (I')=0. Estes

puv
espacos sdo uteis porque durante o transporte paralelo os vetores ndo sofrem
rotagdo, ocorrendo somente translagdo. Este fato ajuda na comparacado de vetores

distribuidos em diferentes pontos do espago-tempo.

3.2 Objetos geométricos

O objeto fundamental para inciarmos o desenvolvimento de teorias mais gerais
para a gravitacdo é a conexdo afim. Como é bem conhecido, é a conexdo a quantidade
responsavel pela mediagdo da gravidade, logo modificagdes em sua estrutura permitem
a descricdo de novos modelos gravitacionais (LU; ZHAO; CHEE, 2019).

Vamos relembrar de alguns objetos geométricos presentes na conexdo afim. A

conexdo afim é expressa em termos de trés componentes,

T, = {6 )+ K% + L%, (3.2)
O primeiro termo é simbolo de Christoffel, componente simétrica da conexao,
1
{‘uﬁv} = Egﬁa (aHgWX +0v&au _&agyv); (3.3)

esta quantidade é compativel com a métrica. Por sua vez, o segundo termo é o tensor
de contor¢ao dado por,

K =1f -1 -T1,7, (3.4)

. . 2 . ~ ~ P . . o4
sendo a componente anti-simétrica da conexdo, em que a tor¢do € definida T, =

F[w]

= —Twa. Por fim temos o tensor disformacao,

Ly = %(Qwﬁ -Q/f, - W), (3.5)
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definido em termos do tensor de ndo-metricidade

Viu&va = vaa/ (3.6)

que corresponde a falha da conexdo em ndo ser métrica compativel, ou ainda que atesta
o fato de os comprimentos e angulos de vetores ndo serem preservados sob transporte
paralelo.

Vale a pena observar que a contorg¢do e a disformacdo sdo tensores verdadeiros,
segundo a lei de transformagéo geral de coordenadas, enquanto o simbolo de Christoffel
é um pseudo-tensor Além disso, eles apresentam aspectos tensoriais quando sdo

submetidas a transformacgoes de coordenadas.

3.3 Relatividade Geral

O tensor métrico, definido a partir de um dado elemento de linha, determina em

cada ponto da variedade riemanniana um produto interno

o (0) = hy () Ty (x) = b, () -1, (%) g, (3.7)

sendo h Hﬂ versores desta variedade. Ademais, esse elemento é essencial para calcularmos
distancias e angulos, e consequentemente determinar a geometria do sistema fisico. A
relatividade geral é uma teoria puramente da geometria curva, livre de tor¢do T =0 e do
tensor de ndo-metricidade Q = 0. Neste caso a conexdo é simplesmente a conexdo de

Levi-Civita (ou simbolos de Christoffel),

1
{‘uﬁv} = Egﬁa (a‘ugva + avgafy - aagyv), (3.8)

que consiste na situacdo em que escrevemos a conexdo apenas em termos da métrica.

Lembramos que o tensor de Curvatura é definido por

o4 _ o o p o P a
R, = (9T )—(avrﬁy )+rw L P (3.9)
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Portanto, com as informagdes sobre os objetos que compdem a geometria

riemanniana, construimos as equagdes de campo da relatividade geral,
1
R‘uv - Eg‘uvR = KT#v.

As equagdes de campo de Einstein que encontramos sdo descritas puramente por uma
variedade que apresenta curvatura do espago-tempo, ou seja, sdo propriedades da
geometria riemanniana, e as quantidades que caracterizam essa geometria sdo a conexao
de Christoffel e o tensor de Riemann, por exemplo. Uma das caracteristicas da curvatura
estd presente no efeito sobre o deslocamento de um vetor ao longo de um circuito
fechado: o vetor transportado ao ser comparado com o vetor inicial apresentard uma

variagdo, de fato uma rotagdo, descrita pelo tensor de curvatura R, veja a figura (3.2).

Figura 3.2 — A rotacdo de um vetor transportado ao longo de uma curva fechada é dada pela
curvatura na geometria riemanniana.

wvp

P=p

Fonte: Producdo do autor (2020).

3.3.1 Acao da teoria da Relatividade Geral

Comecemos pela formulagdo desenvolvida por Einstein para descrever os efeitos
gravitacionais. Apresentaremos a a¢do de Einstein-Hilbert, que estabelece que a

dinamica do espacgo-tempo é descrita pelo escalar de curvatura

1
SRGw) = TG fQ d*x V=gR(g) (3.10)

sendo R = ¢g"R,, o escalar de curvatura da conex@o Levi-Civita (3.8). Nesta acdo a
métrica é a quantidade fundamental, que possui 10 componentes indeterminadas. Uma
caracteristica desta ac¢do estd na sua invariancia sob Difeomorfismo (Diffs), que nos
fornece uma simetria de gauge sobre quatro parametros. Mas, ao fixarmos um gauge, ou

seja, se realizarmos uma escolha adequada de coordenadas, isso nos dard a liberdade
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de limitar outras quatro componentes da métrica, reduzindo assim o ntimero de graus
de liberdade de uma propagacao fisica para 10 —4 —4 = 2; esses 2 graus de liberdade
correspondem a uma particula de spin 2 sem massa. Em um nivel mais aprofundado e
técnico, para uma conexdo simétrica e sem torgdo, é adequado adicionar aos campos
multiplicadores de Lagrange, que impde explicitamente as restrigdes na agdo como a
seguir (JIMENEZ; HEISENBERG; KOIVISTO, 2019)

N

— 4 v uv 3 uv
SRG(z) - jg;d x[ﬁg# R#V(r)"‘Aa Tayv"'/\avaa . (3-11)

Podemos recuperar a a¢do (3.10) ao resolvermos as restri¢des impostas a conexao
integravel e determinar os multiplicadores de Lagrange A e A, e substituir os resultados
na equacdo (3.11).

Algumas dificuldades surgem naturalmente através desta formulacdo na
descricdo de um espago-tempo curvo, e estdo relacionadas com o formalismo
hamiltoniano desta teoria. Sabemos que a a¢do de Einstein-Hilbert (3.10) contém
derivadas segundas da métrica, fazendo com que o principio variacional ndo seja bem
definido. Essa questdo é resolvida pela inclusdo do termo de fronteira Gibbons-Hawking-
York (GHY) de acordo com a referéncia (GIBBONS; HAWKING, 1977), estabelecendo
assim um formalismo hamiltoniano consistente, e permitindo a defini¢do de energia e
momento angular do sistema de acordo com a referéncia (]IMENEZ; HEISENBERG;
KOIVISTO, 2019).

3.3.2 Extensdes da relatividade geral: a teoria f(R)

Apbs a proposta da teoria da relatividade geral em 1915, ocorreram muitas
motivagdes de tentativas de unificacdo da relatividade geral com outras areas da fisica
(GOENNER, 2004; GOENNER, 2014). Como vimos Weyl sugeriu uma nova geometria
para tentar unificar a gravitacdo ao eletromagnetismo, assim como a descrigdo do spin a
partir do conceito de tor¢do. Podemos dizer que modificar a teoria da gravitagdo é uma
maneira de encontrarmos equag¢des de campo que generalizem as equagdes de campo
da relatividade geral de Einstein. Por exemplo, a fim de descrever os contetidos de
energia escura e matéria escura, relacionados respectivamente com a expansao acelerada

do universo, curvas de rotacdo de galaxias, formacdo de estruturas, etc, sdo propostas
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modifica¢des das mais diferentes formas da teoria gravitacional de Einstein (NOJIRI;
ODINTSOV; OIKONOMOU, 2017).

Uma extensdo bastante estudada para descrever a intera¢do gravitacional sdo
as teorias f(R), que consideram fung¢des ndo lineares do tensor escalar de curvatura R
(FELICE; TSUJIKAWA, 2010; SOTIRIOU; FARAONI, 2010). Por exemplo, essa teoria
possibilita explicar a expansdo acelerada do Universo, sem a necessidade de incluir
componentes hipotéticos de matéria e energia escura. Vale a pena enfatizar que a
motivacdo deste capitulo é discutir as necessidades de modificar a teoria gravitacional e
quais os métodos usados para formular essas teorias alternativas.

Em geral, a acdo para a teoria f(R) pode ser escrita da seguinte forma

S= %fd‘lx V=8f(R)+S¢. (3.12)

Podemos representar esta fungdo por uma série (SOTIRIOU; FARAONI, 2010)

ar R? R3
R)=..+—=+—-2A+R+—+—.., 3.13

onde a; e f; sdo constantes com dimensdes adequadas.

Conhecemos dois métodos equivalentes de determinar as equagdes de campo
a partir da ac¢do de Einstein-Hilbert, o formalismo métrico e o de Palatini (SOTIRIOU;
FARAONI, 2010; FELICE; TSUJIKAWA, 2010). A formulacdo métrica consiste na
variagdo somente do tensor métrico, enquanto que a formulagdo de Palatini considera
a métrica e a conexdo como objetos independentes. Quando aplicadas a relatividade
geral, estas duas interpretagdes fornecem as mesmas equagdes de campo. Porém, no
caso de modelos alternativos, por exemplo a teoria f(R), as equagdes que encontraremos

dependerdo do método usado para formular a agédo.

3.3.2.1 Formalismo Métrico

Desenvolvendo a variagdo da agdo (3.12), encontramos por meio do formalismo

métrico a seguinte equagdo de campo

1
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of _

sendo a notagdo % = fg, também define-se que 0= V*V,. A equagdo de campo de
Einstein é recuperada ao escolhermos f(R) = R.

Sabemos que as equagdes de campo na relatividade geral apresentam derivadas
parciais de segunda ordem da métrica. Por sua vez, podemos verificar a partir das
expressdes obtidas (3.14), elas também sdo equagdes diferenciais parciais, porém agora

de quarta ordem.

3.3.2.2 Formalismo de Palatini

No formalismo de Palatini a métrica e a conexdo sdo tratadas como quantidades
independentes (CARROLL, 2004). Desta forma, vemos que para aplicarmos este
formalismo é necessario considerarmos dois campos independentes para descrever a
gravitacdo: o campo métrico simétrico e uma conexdo afim. De fato, aideia por tras deste
formalismo é elucidar que o uso dos simbolos de Christoffel na agdo de Einstein-Hilbert
ndo precisa ser uma suposicdo adicional, mas que realmente esta informagéo ja esta
naturalmente presente na construgéo.

Para enfatizar o fato de que a conexdo ndo estd necessariamente definida em
termos da métrica, ou seja, as conexdes escritas como o simbolo de Christoffel, indicamos
as derivadas covariantes associadas a esta conexdo por V.

Portanto, pelo principio variacional chegamos as equagdes para o campo métrico

fRR(yv)(r) - %fgyv =8nGT (3.15)

e também para a conexdo afim I

—Vo (V=3 fre")+ Vo (V=2 frg"*)5)) = 0. (3.16)

Agora, o tensor R, (I') pode ser escrito em termos das suas componentes simétrica e
antissimétrica. Mas como R[ w] (INg"" = 0 temos que apenas a sua parte simétrica R( ) I)
é presente na equacgdo (3.15). Por sua vez, a equagdo (3.16) nos fornece a dindmica
dos coeficientes I'” uv em termos dos campos g. Vemos assim que a equagdo (3.15) é a

generalizacdo das equacgdes de Einstein.
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3.4 Teoria teleparalela

H. Weyl em 1918, ap6s a formulacdo da relatividade geral, trabalhou na unificagado
da gravitacdo e do eletromagnetismo (GOENNER, 2004; GOENNER, 2014). Apesar
do trabalho de Weyl ndo ter obtido éxito, Einstein enxergou nessa proposta uma
oportunidade para tentar desenvolver uma teoria unificadora. Sua ideia foi introduzir
um outro campo que daria a dindmica para a geometria sem ser a métrica, e esses
campos sdo os vierbein. Os campos vierbein sdo bases ortogonais construidas a partir de
um conjunto de vetores linearmente independentes, desenvolvidos sobre cada ponto
de uma variedade, para assim descrever o espago quadrimensional (ALDROVANDI;
PEREIRA, 2013).

As tentativas em descrever uma teoria unificada possibilitaram introduzir nogdes
de teoria de gauge a gravitagdo. A partir da condicao teleparalela Kenji Hayashi e Takeshi
Shirafuji em 1979, desenvolveram uma teoria de gauge do grupo de translagdes para a
gravitacdo divulgada por “New General Relativy” (HAYASHI; SHIRAFU]JI, 1979). Neste
novo formalismo o espago-tempo é globalmente plano e a mediagdo gravitacional é
descrita exclusivamente pelo tensor de tor¢do. Teorias gravitacionais que sdo construidas
por meio deste tensor carregam um cendrio propicio para incluir o spin a gravidade,
devido o spin ser a fonte do tensor de tor¢cao (HAMMOND, 2002).

Discutiremos a seguir como a teoria teleparalela tem as mesmas equagdes de
campo da relatividade geral, sendo que suas a¢des diferenciam-se apenas por um termo
de derivada total. Entretanto, diferentemente da relatividade geral onde a nocdo de
forca é desprezivel, na teoria teleparalela a tor¢do exerce uma forca anédloga a forca de
Lorentz do eletromagnetismo. Logo, na teoria teleparalela equivalente da relatividade

geral ndo temos geodésicas.

3.4.1 Geometria de Weitzenbock

A geometria de Weitzenbock estd intrinsecamente vinculada a tor¢do, ou melhor,
a translagdo de vetores, sendo representada em uma variedade de Weitzenbock W4,
ou seja, temos pontos relacionados localmente ao espago tangente que sdo descritos
por um espago de Minkowski. Como vimos anteriormente, a torc¢do se relaciona ao

fato de um percurso no espaco ambiente ndo apresentar uma curva fechada em um
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plano tangente a variedade. Na figura (3.3) podemos visualizar o transporte de dois
vetores infinitesimais em um circuito fechado, mostrando que ndo conseguimos realizar

o fechamento no plano tangente.

Figura 3.3 — O ndo fechamento do circuito formado quando comparamos o vetor transportado
paralelamente sob efeito de tor¢do com a sua condigdo inicial no mesmo ponto.

p’

P —’

a
T

Fonte: Producédo do autor (2020).

A conexao escrita em termos da métrica e da torgao, fica
TO( o o
T, ={ &)+ K% (3.17)

este objeto é conhecido como conexdo de Weitzenbdck, traremos um pouco mais de
detalhes desda quantidade futuramente, sendo que K%, € o tensor de contorgao.

Podemos caracterizar dois tipos de geodésicas, uma delas é a geodésica métrica
que é definida como a menor distancia entre dois pontos de uma curva. Entdo, dado
um elemento de linha ds e a métrica associada, desenvolvemos a equacdo da geodésica
meétrica

C
B+ T, 045 =0, (3.18)

onde o ponto () significa a derivada em relagdo ao tempo préprio, sendo que neste
contexto representaremos o simbolo de Christoffel por lc"“ -

Por outro lado, podemos ter a geodésica afim, também conhecida como
autoparalela, que é entendida como a curva mais curta de uma superficie da geometria.

Esta nova geodésica pode ser obtida a partir do conceito de derivada covariante

T
B+ T, 05 = 0. (3.19)



57

A distingdo entre as geodésicas métrica e afim, na geometria riemanianna, é
irrelevante pois as duas apresentam como defini¢do a menor distancia de uma curva.
Contudo, em outras geometrias elas sdo quantidades distintas.

Para introduzirmos spin em uma teoria gravitacional é necessario considerarmos
um espago geométrico que apresente tor¢do, por exemplo a geometria de Riemann-
Cartan. Isto se da pelo fato de que podemos considerar que a fonte de torgdo é o spin.
Portanto, podemos dizer que a grande motivac¢do de se estudar teorias da relatividade

com torcdo é a possivel inser¢do do spin a gravidade (HEHL et al., 1976).

3.4.2 Nogdes matematicas

Para discutimos a teoria teleparalela para a gravitagdo precisamos descrever o
formalismo de vierbein sobre uma variedade do espaco-tempo. Teremos em cada ponto
da variedade um espago tangente, caracterizado na geometria de Minkowski, descrito
pela métrica

Ny = diag(1,-1,-1,-1).

Assumimos a notacdo de que as letras gregas, como p,v, ..., descreverdo o espago-tempo
fisico, enquanto que as letras latinas, a,b,c...i, j... designardo o espago tangente.
Os campos dindmicos da teoria paralela, ou seja, os vierbein, podem ser escritos

através da relagdo com a métrica do espaco quadridimensional
uv = Nl (" () (3.20)
enquanto que a sua inversa € identificada da seguinte forma
g =1"H," (\)H," (x), (3.21)

onde H," é a inversa do campo vierbein h",. Ademais, elas satisfazem a condigdo de

ortonormalidade
h®,(x)H," (x) = 0},
pee ! (3.22)
hP, (0 H," (x) = 8.
Portanto, no contexto do teleparalelismo, as coordenadas do espago-tempo serdo

representadas por x* na variedade W*, enquanto que x* as coordenadas do espaco
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tangente. Desta forma, vemos que x sdo coordenadas localmente inerciais, e que sdo
relacionadas com o espaco-tempo de Minkowski.

O elemento de linha do espago W* é descrito por
ds? = gy (x)dxdx”, (3.23)

por sua vez, o elemento de linha invariante do espago tangente é descrito pela expressao
a seguir

do? = nydx"dx’. (3.24)

Estas expressdes explicitam a relacdo entre o tensor métrico da variedade W* com o
tensor métrico de Minkowski.

Devido ao fato de que os vierbein sdo definidos sob transformagdes de Lorentz
no espago tangente, essas compreendendo 6 graus de liberdade, a quantidade de
componentes independentes deste campo é reduzido para 10 de um total de 16. Isso
correspondente ao mesmo nimero de graus de liberdade do tensor métrico. Portanto,
0s campos vierbein correspondem as mesmas informagdes do que o tensor métrico, s6

que definidos em uma variedade de Weitzenbock W+.

3.4.3 Transporte paralelo e teleparalelismo

A fim de definirmos a conexdo Weitzenbock, faremos uso do conceito de transporte
paralelo, em que iremos deslocar o campo / sobre a variedade W*. Seja dado o vierbein h* u
localizado no ponto x#, vamos deslocar este campo até uma posigdo infinitesimalmente
proxima x* +dx¥, tal que h”, +dh",, em que 6h",, serd a sua variagdo. A diferenciagdo

invariante entre os campos fica
Al a a a
DK®, = dh", +oh",,. (3.25)

Caso a condicdo teleparalela seja mantida verdadeira, o comprimento do vetor
transportado em paralelo serd preservado.
Podemos remover efeitos da curvatura em (3.17), para isso precisamos admitir

um paralelismo absoluto dos vierbein ao longo da variedade espago-temporal, quando sédo
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transportadas paralelalemente entre pontos infinitesimalmente préximos
Vb, = dyh®, =17, 05 = 0. (3.26)

Vemos assim que a teoria que exige que as componentes do vierbein permanegam
paralelas durante o deslocamento é conhecida como teoria teleparalela, sendo a conexao
de Weitzenbock presente neste desenvolvimento.

A conexdo de Weitzenbock escrita em termos dos vierbeins pode ser obtida

diretamente da condicdo de ortogonalidade
Iy =H 9. (3.27)
Substituindo a equagdo (3.20) na conexdo de Levi-Civita, obtemos entdo
TO( 24 (24
T, = {5} + K% (3.28)
em que definimos por conveniéncia
o _ 1 o 0 0
Ko =3 7,5+ T, - T (3.29)

Portanto, temos uma conexdo em termos da tor¢do na variedade W*#, com tensor de
torcdo representado por

17, = %h”a (0,0~ 1. (3.30)

Por fim, ao realizarmos o cédlculo explicito da curvatura, relacionado com a conexado

(3.28), obteremos que ela é identicamente nula,
R% (1) = 0.

Esta é chamada de condicdo de teleparalelismo.
Desta forma, a intera¢do gravitacional descrita pela teoria teleparalela é mediada

exclusivamente pelo tensor de tor¢do, numa geometria plana para o espago-tempo.
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Devemos notar, todavia, que ao usarmos a conexao (3.17) o tensor de curvatura

na geometria em questdo é descrito em termos de duas contribuicdes distintas

W

R, =0, (3.31)

R, =R
Vi puv

P p

C
sendo que R%, € o tensor de Riemann usual em termos do simbolo de Christoffel,

Pu
enquanto

Wa (04
R%,, = VoK*,

g -V, K, +K’ K%, —K

(24
st K K%, (3.32)

p vp
estd escrito exclusivamente em termos da conexdao de Weitzenbock.

Podemos observar que este tensor de Riemann definido com a conexao (3.28)
ndo possui as mesmas simetrias do que o tensor definido na geometria riemanniana,

por exemplo

W 4%

Raﬁvu 3'é Rvyaﬁ- (333)
Isto implica que o tensor de Ricci definido através da contracdo do tensor de Riemann

3.9), R%, . =R,,, ndo é mais simétrico. Consequentemente isso faz com que o tensor
uav u

de Einstein também ndo seja mais simétrico.

3.4.4 Acao e equacgdes de campo

O Teleparalelismo métrico é uma teoria alternativa a relatividade geral, sendo
que a sua principal estrutura geométrica atribuida a gravidade é o tensor de torgdo ao
invés da curvatura. Neste caso, temos a geometria de Weitzenbdock.

A fim de desenvolvermos a agdo funcional relacionada com esta teoria, podemos
fazer uso de uma combinagdo irredutivel envolvendo o tensor de tor¢dao. Essa
combinagio tem forma quadrética e paridade par, logo JIMENEZ; HEISENBERG;
KOIVISTO, 2018)

T=c1Tau T + T THY + 3T, T (3.34)

sendo c¢; os parametros livres da teoria, enquanto T, = T}, € 0 trago do tensor de torgdo.
As restrigdes na ac¢do sdo efetuadas através da inser¢do adequada de multiplicadores de

Lagrange (que sdo definidos por convencdo, como densidades tensoriais), de maneira
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que a agdo quadratica fica,

ST:—fd4x
Q

O proximo passo consiste em verificarmos a possibilidade de recuperar a

_g v a v
TanT F AR+ A,Q.0 | (3.35)

relatividade geral através de uma escolha adequada dos parametros do modelo. Para

isso, podemos usar a relagado (3.32), para escrever
C o C o 2
R=R+T+2V, T = R+ T~ 29, (hT"), (3.36)

em que Téa representacdo do tensor T equagdo (3.34), entretanto, com a configuracdo
c3=-20p = —4c; = -1.

Observe que as constantes cy, ¢z e c3 da equagdo (3.34), oferecem possibilidades
para o desenvolvimento de outras teorias. De fato, existem outros modelos resultantes
de valores especificos destes pardmetros; esses modelos sdo construidos de tal forma a
concordar com observacdes experimentais e também com propostas de fenomenologia
futura (BLAGOJEVIC, 2001). Apresentamos a seguir alguns cendrios obtidos a partir de
(3.34), que correspondem a relatividade geral na aproximagao linear de campo fraco,

que possuem significativo interesse (BLAGOJEVIC, 2001; HAYASHI; SHIRAFU]JI, 1979):
i) 2c1+c2+c3=0, para ¢z =-1. (3.37)

Esta familia descreve uma teoria gravitacional equivalente a relatividade geral
para matéria sem spin (BLAGOJEVIC, 2001). Outra escolha relevante é descrita pela
condicao

Zl) 2c1—cp =0. (3.38)

No ambito gravitacional, esta configuracdo leva a Lagrangiana de Einstein-Hilbert
Ly = f d*x \/=gR com aspectos da geometria riemanniana, por meio da expressao (3.36).
Caso a variedade seja desprovida de curvatura, ou seja, dotado de uma geometria
de Weitzenbock, isto implica que a Lagrangiana é equivalente a Lagrangiana da

relatividade geral, somente se os valores das constantes forem

 o3=-1. (3.39)

N[ =

1
Cl:Z’sz
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Estes valores estdo de acordo com os requisitos expressos em (3.37) e (3.38). Essa
configura¢do dos parametros, aplicada a (3.39) com R = 0, é chamada de teoria teleparalela,
que discutiremos a seguir. Outro exemplo que tem como formulacdo a Lagrangiana
Lrc=- f d*x y=gR onde R é o invariante dado pela expressdo (3.36) é conhecida como
teoria de Einstein-Cartan, com o formalismo matemaético definido pela geometria de
Riemann-Cartan (SCIAMA, 1962; SCIAMA, 1964; HEHL et al., 1976; KHANAPURKAR,
2018).

Explicitamente, temos que

O 1 1
= T e+ 5T Topa =TT, (3.40)

7

Essa quantidade é chamada de escalar de tor¢do, sendo ela escrita em termos do “vetor
de tor¢ao T\, =T ,.
Considerando a condigao teleparalela, ou seja espago plano com R = 0, a equagao
(3.36) é expressa por
ﬁ:—?+FT (3.41)

onde definimos Fr = %% (hT#) como sendo o termo de fronteira. Portanto, a acdo da

formulagéo teleparalela da teoria gravitacional é escrita como

1

— 4 T

em que h = det(h* #) = /=g é o determinante do campo de vierbein, T é o escalar de torgdo
e Sy, € a acdo de matéria.

Finalmente, como a acdo de Einstein-Hilbert é linear no escalar de Ricci e a agao
do teleparalela também é linear ao escalar de torgdo, isso significa que as duas ag¢oes

satisfazem a seguinte relagao

1

Sert =St =yg.5 | Ax(R+1)
1 4
—_ — lLl
= | @9, (i7", (3.43)

ou seja as agdes de Einstein-Hilbert e a teleparalela diferem apenas por uma derivada

total, o termo de fronteira Fr. Essas rela¢des indicam que as equagdes de campo
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das teorias sdo iguais, o que prova que a teoria teleparalela é equivalente a teoria da
relatividade geral.
A equagdo de campo da teoria teleparalela pode ser obtida variando a agdo (3.42)

com respeito ao vierbein, obtendo (ALDROVANDI; PEREIRA, 2013)

%&y (hS, )= T",.8 1" - %TH“LI = 4nGT" (3.44)

com o tensor de energia-momento definido a partir de T = %(%’") , enquanto definimos
A

o superpotencial através de
S, =5 = %(Ka“” + 65T = S3T"). (3.45)
O superpotencial (3.45) também é usado para reescrever o escalar de tor¢do como
T=5T,, (3.46)

0 que permite expressar a agdo em uma maneira mais compacta.

Analogamente a teoria f(R) da relatividade geral, onde se desenvolve a acdo com
respeito a uma fungdo arbitrdria do escalar de Ricci, na teoria teleparalela a acdo também
pode ser desenvolvida a partir de uma fungdo do escalar de torcao, é a teoria conhecida
como f(T). Ingenuamente, dada a equivaléncia das teorias, era de se esperar que a teoria
f(T) também fosse equivalente a teoria f(R), mas de fato elas sdo bastantes diferentes,
ou seja, podem gerar contetdo fisico completamente diferentes (DIALEKTOPOULOS,
2019).

A acgdo generalizada da teoria f(T) é escrita como

1
S = Tgg | Tf (D +Sm, (3.47)

e, novamente, variando a agdo com respeito ao campo vierbein, teremos as equagdes de

campo

Ahfrr(9,T)S, 0 + 41,0, (hS,) fr— 4 frT,, S, ~hf(T)OY, = 16nGHT},  (3.48)
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onde fr = % e Tﬁ é o tensor de energia-momento. Podemos recuperar as equagdes de
campo da teoria teleparalela para a escolha f(T) — T.

Podemos ver acima que as equagdes de campo da teoria f(T) sdo de segunda
ordem, enquanto da teoria f(R) é de quarta ordem (XU et al., 2019), elas sdao bastantes
usadas na cosmologia para explicar a expansdo acelerada do universo em um periodo

tardio, sem a necessidade de suposi¢des de componentes hipotéticas (CAl et al., 2016).

3.5 Teoria teleparalela simétrica

Discutimos anteriormente que a teoria da relatividade geral desenvolvida por
Einstein é estabelecida na geometria Riemanniana, nessa teoria o efeito da gravidade é
mediada por uma curvatura da geometria do espago-tempo. Também, apresentamos a
gravitagdo teleparalela, uma teoria que se baseia na torg¢do para descrever as interagdes
gravitacionais. Essa formulacdo pode ser desenvolvida por uma teoria de gauge para o
grupo de translagdes. Mas, como ja reafirmamos existe também uma terceira formulagdo
equivalente a relatividade geral, conhecida como a teoria teleparalela simétrica (NESTER;
YO, 1999; ADAK; KALAY; SERT, 2006; MOL, 2017; LU; ZHAO; CHEE, 2019; XU et
al., 2019; DIALEKTOPOULQOS, 2019). As extensdes do teleparalelismo simétrico como
teorias modificada da gravidade de f(Q) foram abordadas recentemente nos artigos
(JIMENEZ; HEISENBERG; KOIVISTO, 2018; JIMENEZ et al., 2020).

O objeto geométrico principal deste formalismo é o tensor de ndo-metricidade Q,
expressa a falha da conexdo em ser compativel com métricas, e é definida na geometria
de Weyl (POULIS; SALIM, 2011; WHEELER, 2018). Esta teoria equivalente é atribuida a
uma geometria ndo-Riemanniana, porém plana por conta do teleparalelismo, isso nos
garante uma curvatura nula R = 0. Ademais, ela também ¢é simétrica, caso a conexdo
afim seja tal que a efeitos de tor¢do T sdo desconsiderados. Uma observagédo de efeitos
tisicos do teleleparalelismo simétrico é que nesta abordagem é possivel separar os efeitos
gravitacionais dos inerciais (]IMENEZ; HEISENBERG; KOIVISTO, 2019).

Alguns aspectos interessantes da descri¢do da interacdo gravitacional a partir
de f(Q) sdo: possibilidade da expansao acelerada do Universo, sem a necessidade de
componentes exoéticas ou campos extras (LU; ZHAO; CHEE, 2019; XU et al., 2019);
é possivel remover a conexdo da geometria de Weyl a partir de uma transformagao

adequada de coordenadas (LU; ZHAO; CHEE, 2019).



65

3.5.1 Geometria de Weyl

Ao estudarmos o transporte paralelo de vetores na geometria de Weyl,
necessariamente um campo compensador A dx! deve ser introduzido, provocando a
condigdo de ndo-metricidade na conexao. Surpreendentemente, Weyl identificou que A,
era o quadripotencial eletromagnético (surgimento do principio de gauge). No espaco
de Weyl quando um vetor é deslocado paralelamente através da variedade ele tem
seu comprimento alterado, e isto dependera do caminho percorrido entre os diferentes
pontos do circuito.

O grande diferencial desta geometria estd em torno do tensor de ndo-metricidade,

que expressa a falha da conexdo em ser compativel com métricas,

vaa = vygva # 0.

Este tensor expressa geometricamente o cdlculo da variagdo do comprimento
de vetores transportados paralelamente através de uma variedade (JIMENEZ;

HEISENBERG; KOIVISTO, 2019), veja ilustra¢do na figura (3.4).

Figura 3.4 — A variagdo do comprimento de um vetor transportado é dada pelo tensor de
nao-metricidade: Equivalente Teleparalelo Simétrico da Relatividade Geral.

}Qauv

Fonte: Producdo do autor (2020).

Portanto, na geometria riemanniana os vetores tém seu médulo mantido
constantes e dire¢des alteradas, enquanto no espaco de Weyl seus médulos sao

modificados e as dire¢Oes sdo preservadas.

3.5.2 Nogdes matematicas

Nesta secdo discutiremos como algumas grandezas geométricas podem ser

reescritas em termos do tensor Quyy. Na geometria de Weyl a conex@o (3.2) € escrita
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somente em termos da ndo-metricidade, logo

fva _{oc

o = {5+ L (3.49)

L
Esta € conhecida como a conexdo com nao-metricidade I';,, em que L%,

pvs
é chamado de tensor disformacdo, e corresponde a conexdo que depende apenas

do tensor de ndo-metricidade, (3.5). Lembramos que a disformacédo L“W = L‘XW e

L L
consequentemente a conexao € simétrica I, =T, .

A geodésica afim, também conhecida como autoparalela, é entendida neste
contexto como a menor curva que assemelha-se a uma reta da geometria. Podemos

obter esta geodésica a partir do conceito de derivada covariante
L
¥ +T9, 1% =0. (3.50)

Considerando novamente a forma quadratica de segunda ordem mais geral com
paridade par, mas agora escrita em termos tensor de ndo-metricidade, encontramos a

sua decomposic¢do sobre a forma de

Q= ZQupy Q™ = ZQupy QP = 2 QuQ + (4 + D0aQ™ + 2QuQ", (3.51)

onde os dois tracos independentes do tensor de ndo-metricidade sdo definidos por, Q, =
g”AQa ud = Qa?\ eQu = gW\ Quar = Q)‘C¥ )~ Desta forma, a teoria teleparalela simétrica para
a gravitacdo pode ser formulada em termos da agdo quadrética com os multiplicadores
de Lagrange apropriados

So=- f d4x|ﬂQ +A, MR
Q

e ot AT - (3.52)

p

Observamos que o conjunto da forma quadratica tem cinco parametros livres, e a
conexdo novamente também é arbitrdria. Isso nos permitir explorar a teoria em geral
e analisar a possibilidade de algum caso em particular que nos forneca uma teoria

equivalente a relatividade geral.
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Podemos expressar de maneira geral o tensor de Riemann afim em termos dos

tensores de disformacao e contorgao, assim

La _ Ca’
RE gy = Ry Bu

(K7 + L7 ) (K, +L%,) - (Kpﬁ# +Lpﬁy)(1<“vp +1%,,), (3.53)

+ Vg (K% 4 L%, = Vi (K + 1%, )+

com a V sendo a derivada covariante usual em termos da conexdo afim I'. Desta forma

podemos encontrar o escalar de Ricci como

L C
_ B 1B Yo B 1B \ouv
R=R+Vy(K',, +L",,)g" —VV(K gutL ﬁy)g“ +

p p p p p p p p
+ g (KPy +L VH)(K 6ot L ﬁp)—gW(K gL ﬂy)(K wtLly). (3.54)

Ademais, para uma conexdo livre de tor¢do T, = 0, podemos escrever a expressao
acima sob a forma
1L<=E+Q+va(Qa—Qa). (3.55)
L
Portanto, sob a condi¢do de teleparalelismo, ou seja que R =0, a relacdo do escalar

de Ricci com a abordagem mais geral do escalar de ndo-metricidade, é fornecida pela

seguinte relagdo

elol

=Q-Va(Q"-Q"). (3.56)

A partir deste resultado podemos encontrar a relagdo que corresponde a equivaléncia

da teoria teleparalela simétrica com a relatividade geral

0

=Q-Va(Q*-0), (3.57)
neste caso, o escalar irredutivel do tensor de ndo-metricidade é escrita como

. 1 oy 1 Bay 1 a1 ~

Q= 7Qupy Q% = 5Qup Q™7 - 2QuQ" + 5QuQ", (358)

com a seguinte escolha de valores dos parametros: ¢4 =0,e —c1 =cp = —c3 =—-2c5 =1/2

na equacdo (3.51). Temos entdo que a acdo equivalente a teoria da relatividade geral é

SQ:—fd4x
Q

(3.59)

VE
167ZGQ]'
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No contexto da teoria teleparalela simétrica, o termo de fronteira é dado por
Fo=Va(Q*+Q%). (3.60)

A partir da expressao I% =Q- Fo podemos averiguar algumas diferencas com
respeito a relatividade geral. Primeiramente, a acdo de Einstein-Hilbert difere desta
teoria por um termo de fronteira Fg =V, (Q“ + Q“), 0 que mostra que resultard em
equagdes de campos equivalentes. O superpotential é descrito na teoria pelo conjugado

da ndo-metricidade, que satisfaz a seguinte relacdo

1 dQ
P = — 3.61
20Qauv (3.61)
Temos explicitamente que este tensor possui a seguinte forma
p* —1L“ ! Q% — Q% +6% Q (3.62)
A A Suv Suv W= || .

Discutiremos a seguir algumas caracteristicas da teoria gravitacional formulada

no contexto do teleparalelismo simétrico, em particular a sua estrutura de gauge.

3.5.3 Equagdes de campo

Primeiramente, podemos observar que o escalar irredutivel (3.51) pode ser escrito

em termos do superpotencial (3.62), logo
Q= Qa,uvpayv, (3.63)

esta é a expressdo fundamental que devemos incluir na agdo. No caso particular, de

equivaléncia com relatividade geral, temos que a acdo é escrita como

1 4 o
SQ = e d X gQ+SM, (3.64)

que nos fornece as seguintes equagdes de campo

1 1 1 .
VP + 5VuQu + QuaptuQ™ ) = 5 Q0P = 58 [Q+ Ve (Q* = Q%) = —2xTyw. (365)
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Vamos agora explorar o contetido de simetria da teoria, discutindo algumas
restricdes que podemos utilizar para simplificar essa formulagio (JIMENEZ;
HEISENBERG; KOIVISTO, 2018). Devido a condicdo teleparalela, a variedade apresenta
uma geometria plana, portanto a conexdo tem um aspecto puramente inercial, isso
indica que podemos realizar uma transformacdo de gauge do grupo linear GL(4,R)

parametrizada por A* U (]IMENEZ; HEISENBERG; KOIVISTO, 2019)

_ (A1) B
r“w—(/\ )ﬁ&[HA o (3.66)

Neste caso, a conexdo tem um aspecto mais simples, tal que a matriz de transformagdo

a
satisfaz (A‘l) ﬁ8[y/\ﬁ ,) = 0. Desta forma, podemos parametrizar essa transformacgao
através de A% u= du&%, onde & € um campo vetorial arbitrario. Portanto, o conjunto de
fungdes que parametrizam a conexdo na geometria teleparalela simétrica, descrita pelo

elemento geral do GL(4,R), é
ox%

R

0, 0yEP . (3.67)

Este resultado mostra como a conexdo trivial muda sob uma transformacdo de
coordenadas, fazendo com que ela possa ser anulada por um diffeomorfismo
(DIALEKTOPOULQS, 2019). A transformagédo de gauge que faz com que a conexdo
seja anulada é denominada de condicdo de gauge coincidente, pois para que a relagdao
(3.67) seja nula, devemos ter que &* = x*, desde que a origem do espaco tangente, que é
parametrizado por &*, coincide com a origem do espago-tempo fisico. Essa condicao de
gauge é definida por uma transformacao linear afim x* — ax* +b, com constantes a e
b. Finalmente, podemos concluir por meio das restri¢des discutidas acima temos que
Q = Q(r,&) é de fato uma transformacio de gauge geral.

A acdo (3.64) pode ser escrita equivalentemente em termos do tensor disformacao

1 T p p
o — wfra _qa
SCoinc = 167G Ld XV—8& (L ﬁyL v L ﬁaL yv)' (3.68)

Observe, contudo, que devido a trivialidade da conexdo e o gauge coincidente, obtemos

a seguinte relacdo

{o)=-1%,. (3.69)



70

Desta forma, a agdo (3.64), pode ser escrita em termos do simbolo de Christoffel (3.69), o
que nos fornece

1

Scoine = Soll =01= 17 L”m v=gg"” (gl - i))- (3.70)

A equagdo (3.70) é chamada de agdo coincidente da teoria de Einstein (JIMENEZ;
HEISENBERG; KOIVISTO, 2019), que reproduz a equacdo da relatividade geral sem os
termos de contorno de Gibbons-Hawking e York.

Assim como na teoria teleparalela, a teoria simétrica também apresenta uma
simetria adicional. Para o caso do gauge coincidente, a simetria adicional aparece
como uma simetria de difeomorfismo. Diferentemente da teoria teleparalela, em que a
métrica e a conexdo sao relacionadas, na teoria simétrica a conexao é fundamentalmente
inercial e a dinamica do sistema é determinada exclusivamente pela métrica, por um
espaco-tempo fisico trivial, equacio (3.70). Podemos destacar que os campos & em

(3.67), que parametrizam a conexdo, interpretam o papel dos campos de Stuckelberg.!

1 Os campos de Stiickelberg sdo uma composigdo de campos introduzidos para compensar
qualquer invariancia do gauge.
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4 BOUNCING COSMOLOGICO NA TEORIA f(Q)

Discutiremos neste capitulo que apesar do modelo cosmolégico de concordéancia
descrever boa parte da evolugdo do Universo e tendo sua teoria estabelecida pelas
observagdes experimentais, este modelo apresenta alguns problemas que motivaram
a construgdo de teorias complementares, como o cendrio inflaciondrio. Embora a
proposta inflaciondria tenha resolvido alguns problemas cosmolégicos, trazendo novas
perspectivas, ela ndo aborda o problema da singularidade do big bang. Portanto, neste
contexto, algumas propostas foram sugeridas para esclarecer os detalhes do inicio
do Universo, como, por exemplo, considerar efeitos quanticos a fim de regularizar
este regime. Entdo, é nesta circunstancia que discutiremos uma proposta para obter
solugdes do tipo bouncing a partir da teoria f(Q), que sdo apreciadas porque evitam a

singularidade do big bang.

4.1 Motivacdes a proposta bouncing

A fim de contextualizar a motivagéo fisica para a proposta de bouncing, faremos
uma breve discussdo sobre os problemas que levaram a uma extensdo do modelo
cosmoldgico padrdo, conhecida como teoria inflaciondria. Este paradigma descreve
muito bem o cendrio inicial do Universo além de resolver alguns dos problemas
inexplicados pelo modelo cosmolégico. Contudo, esta formulagdo ndo se preocupa
em resolver a singularidade, além de apresentar alguns problemas. Estes pretextos
motivaram uma nova abordagem para descrever a evolugdo cosmolégica, conhecida
como big bouncing (BOJOWALD, 2007). Neste modelo a singularidade ndo é alcangada,
pois o salto cosmolégico! ocorre quando o Universo atinge um raio minimo durante
uma fase de contracgao.

Na secédo (2.3) deste trabalho discutimos o modelo cosmolégico de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker (FLRW), que também ¢é conhecido como Modelo
Cosmolégico Padrdao (MCP). Atualmente, é a teoria que melhor descreve a evolugdo
do Universo e estd em boa concordancia com os dados observacionais. Na construgao

do MCP é feito uso do principio cosmolégico. Este principio considera que o Universo

1 A teoria do big bouncing explica que o Universo passa por longos periodos de expansao e
contracdo, e durante um processo de implosao os efeitos quanticos predominantes provocam
uma explosdo, i.e. um grande salto cosmolégico.
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é homogéneo e isotropico em grandes escalas, ou seja, as propriedades do Universo
ndo dependem dos observadores que acompanham a expansao cosmoldgica (GRON;
HERVIK, 2007).

Nesse contexto o Universo parte da singularidade inicial do big bang, seguindo
por um processo inflaciondrio, decorrente de uma expansdo acelerada, onde o campo
responsavel pela inflagdo (inflaton) decai em particulas do modelo padrao, iniciando a
fase conhecida como era da radiacdo (BAUMANN, 2009; KINNEY, 2003; KINNEY, 2009).
Estima-se que este processo durou até os primeiros elementos leves serem formados
(BAUMANN, 2009; KINNEY, 2003; KINNEY, 2009). E, conforme o Universo foi se
expandindo e consequentemente se resfriando, a densidade de radiagao foi diminuindo
a tal ponto que a dindmica do Universo passou a ser descrita pela matéria. Atualmente
o Universo encontra-se em expansao acelerada, supostamente governada pela constante
cosmolégica (GRON; HERVIK, 2007).

Contudo, para compreender melhor os periodos evolutivos (ou ainda épocas) do
Universo o MCP pode ser estudado de forma sequencial: o cendrio inflaciondrio, Hot
Big Bang? (HBB) e o modelo ACDM (GR@N; HERVIK, 2007). Esta abordagem é bastante
adequada para analisar as fases evolutivas do Universo sem perdas de coeréncia, uma
vez que cada um destes periodos evolutivos tém suas proprias fontes de energia (GRON;
HERVIK, 2007).

A descricdo da Radiacio Césmica de Fundo em Microondas (RCFM)? é uma das

evidéncias que corroboram o fato de HBB ser um modelo bem sucedido para retratar a

2 Modelo cosmolégico descrito pelas equagdes de Friedmann (2.62) e (2.63) que explicam
praticamente todo o periodo evolutivo do Universo, tendo na RCFM e a expansdo do Universo
as principais evidéncias que lhe consolidam (COLES; LUCCHIN, 2003; GRON; HERVIK,
2007).

3 Radiagdo eletromagnética que chega a terra em todas as direcdes, pois, esta radiagdo esta
presente em todo o Universo, tendo sua origem durante o processo de recombinagdo. A
RCFM foi prevista por Gamow, Alpher e Herman (GAMOW, 1948), em 1948, sendo descoberta
por Arno Penzias e Robert Wilson (PENZIAS; WILSON, 1965). Sua formacdo pode ser
estimada durante o Universo primordial, que apresentava condi¢des extremas de densidade
e temperatura. Conforme o Universo foi se expandindo, o seu plasma inicial composto por
matéria e fétons possibilitou a formagdo dos primeiros dtomos leves. Isto significa que a
radiacdo passou a interagir cada vez menos com a matéria (com elétrons por exemplo) até um
certo ponto em que esta interagdo passou a ser insignificante. Ou seja, a radiagdo passou a
percorrer livremente todo o Universo, este processo é conhecido como desacoplamento da
radiacdo com a matéria. Portanto a RCFM é uma evidéncia da superficie de espalhamento desta
radiacdo com a matéria e que atualmente sdo verificadas a partir de observag¢des experimentais
(WRIGHT, 2004).
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evolucdo do Universo (DODELSON, 2003). A fim de elucidar o carater da singularidade
de big bang vamos considerar a condi¢do de que a densidade de energia p depende do

fator de escala conforme a equacao (2.67),
p oc q~30+®) (4.1)

onde

a(t) o $30+0), (4.2)

note que a(t) — 0 conforme regredimos no tempo, ou seja, quando t — 0 observamos
que p — 0. Logo, teremos uma singularidade inicial do Universo (big bang) acarretando
em valores infinitos para a densidade e temperatura. Estas peculiaridades levam a uma
quebra da predibilidade da relatividade geral neste regime (WEINBERG, 1972).
Apesar do modelo cosmolégico descrever grande parte da evolucdo do Universo
e estd em concordadncia com observagdes experimentais, uma descri¢do do estado inicial
do Universo ainda permanece sem respostas satisfatorias (KOLB; TURNER, 1990).
Com o propésito de elucidar os principais problemas que motivaram o
desenvolvimento de teorias alternativas para sanar os problemas relacionados do
modelo cosmolégico padrao, iremos discutir brevemente o problema do horizonte e

posteriormente a teoria inflaciondria. (SHANKS et al., 2012).

41.1 O problema do Horizonte

As observagdes atuais nos mostram que sdo apenas pequenos desvios na
temperatura da RCFM, da ordem de 1072, que diferenciam regides do Universo
observavel que estdo extremamente afastadas, i.e. apresentam uma anisotropia
(WRIGHT, 2004). O modelo cosmolégico ndo é capaz de explicar essa homogeneidade
na radiagdo em largas escalas, pois, uma vez havendo um horizonte cosmolégico, nao se
esperava uma grande semelhanca entre as regides que estavam causalmente desconexas
no passado (WRIGHT, 2004). De fato, esperava-se que tais regides mostrassem indica¢des
de temperaturas diferentes, contudo, as observagdes da RCFM nos mostram uma
homogeneidade da temperatura (BAUMANN, 2009). Este é conhecido como problema

do horizonte, ou ainda problema da homogeneidade.
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A descoberta feita por Hubble em 1929 (HUBBLE, 1929) foi determinante para
explicar a expansdo do Universo. Tais evidéncias levaram George Gamow (GAMOW,
1948), com seus alunos a Ralph Alpher e Robert Herman (ALPHER; HERMAN, 1948),
a proposta da radiagdo césmica de fundo em microondas (RCFM). Esta radiacdo foi
observada experimentalmente por Arnold A. Penzias e Robert W. Wilson em 1965
(PENZIAS; WILSON, 1965). Portanto, a andlise da RCFM confirmou a hipétese de que
em grandes escalas o Universo é homogéneo e isotrépico, isto estd de acordo com o
principio cosmoldégico.

Inicialmente o Universo era composto de uma estrutura extremamente densa e
quente, portanto, a temperatura neste periodo era tdo extrema a tal ponto de que os
elétrons e prétons ndo conseguiam se ligar para formar os primeiros &tomos, como o
hidrogénio e o hélio (KOLB; TURNER, 1990). Neste ambiente, as flutuag¢des iniciais da
densidade primordial provocaram pequenas diferencas na temperatura deste contetido
em diferentes regides.

Entdo, quando o Universo tinha aproximadamente 380.000 anos e temperatura
por volta de 3000 K ele ja havia se expandido e resfriado o suficiente para formar os
primeiros dtomos leves (KINNEY, 2003). Tais condi¢des fizeram com que a radiac¢do
se separasse da interagdo com a matéria, consequentemente os fé6tons comegaram a se
propagar livremente pelo espaco (KINNEY, 2003). Este processo é conhecido como
recombinacdo (COLES; LUCCHIN, 2003). Portanto, as observagoes atuais da RCFM

apresentam as evidéncias da dltima superficie de espalhamento (WRIGHT, 2004).

4.1.2 Teoria inflacionaria

Discutimos nas se¢des anteriores como o MCP nédo consegue explicar de maneira
satisfatoria toda a evolucdo cosmoldgica, apresentando significativa limitacdo para
descrever a formacdo inicial do Universo. Foi neste contexto que Alan Guth formulou a
teoria inflaciondria em 1981 (GUTH, 1981), com a proposta de resolver os problemas
relacionados com as condic@es iniciais do Universo. A teoria proposta por Guth é
chamada de inflagdo velha, pois atualmente existe uma gama de modelos inflaciondrios
(KINNEY, 2009; BAUMANN, 2009; SENATORE, 2016).

A abordagem inflaciondria também descreve a dinamica das perturbacoes

cosmoldgicas quando o Universo ainda era jovem, permitindo assim explicar a formacdo
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das estruturas em grandes escalas (BAUMANN, 2009; KINNEY, 2009). Realmente, esta
proposta ndo se limitou em resolver apenas os problemas do big bang, mas também
prop6s uma explicacdo para a origem das estruturas observadas atualmente, bem como
também previu a anisotropia da temperatura da RCFM (BAUMANN, 2009; KINNEY,
2009; SENATORE, 2016).

O cendrio inflaciondrio estima que o Universo inicialmente se expandiu de forma
exponencialmente acelerada ap6ds o big bang e antes da nucleossintese (KOLB; TURNER,
1990). Esta proposta tem como principal ingrediente o campo escalar que permeava o
Universo, chamado de inflaton, atuando como a fonte que impulsiona este processo
(BORDE; GUTH; VILENKIN, 2003). Modelos atuais da inflacdo estimam que este

episédio durou uma pequena fragio de segundos, ocorrendo em 10734

s ap0s o big bang
(BAUMANN, 2009), e durante este intervalo o Universo aumentou o fator de escala por
uma ordem de 10°° do seu tamanho original (BOTHUN, 1998).

A proposta de Guth para descrever a dindmica do Universo primordial
considera que o inflaton domina a densidade de energia do Universo (CARROLL,
2004; BAUMANN, 2009; SENATORE, 2016). O inflaton é caracterizado por um campo

escalar que é minimamente acoplado a gravitagao, de tal forma que

S(¢)=- f d*x \/—_g[%awa“(p + v(¢)], (4.3)

onde ¢ é campo escalar real e homogéneo do inflaton minimamente acoplado a gravidade
e V((p) é a energia potencial associada ao campo ¢, sendo que a forma do potencial
V(qb) dependera da teoria inflaciondria assumida (GUTH, 1981).

O problema do horizonte, apresentado na secdo (4.1.1), foi solucionado com
a teoria da inflagdo (GUTH, 1981; ALBRECHT; STEINHARDT, 1982). A solugao
consiste na seguinte interpretacdo: a expansdo exponencial causada pela inflagdo
deformou o espago-tempo, alongando as pequenas regides do espaco a tamanhos
exorbitantes em comparagdo com seus tamanhos originais (GUTH, 1981). Desta forma
as inomogeneidades, curvatura e anisotropia foram suavizadas, ficando naturalmente
pequenas. Logo, o processo inflaciondrio apresenta uma explicagdo para ao fato de que
as regides separadas do Universo atual tém as mesmas propriedades: elas estavam
conectadas causalmente no periodo anterior a inflacdo (KINNEY, 2003; KINNEY, 2009;
BAUMANN, 2009).
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4.1.3 Proposta alternativa aos modelos inflacionarios

Contudo, mesmo com o éxito em descrever os problemas cosmolégicos
mencionados anteriormente, foi verificado que o processo inflacionario possui alguns
problemas conforme os estudos se intensificavam sobre este tema (IJJAS; STEINHARDT;
LOEB, 2013). Por exemplo, a maioria dos modelos inflaciondrios estdo sujeitos a inflacdo
eterna, criando espectros de universos-bolha com propriedades fisicas completamente
diferentes (STEINHARDT, 1983).

Sabemos que o MCP assume que os componentes do Universo tém origem a
partir de uma singularidade do espago-tempo do big bang. Mesmo que a inflagdo
descreva apenas uma pequena fracdo de segundos do tempo do Universo ap6s o big
bang ela ndo muda a existéncia da singularidade (BORDE; GUTH; VILENKIN, 2003).

Algumas solugdes alternativas ao MCP foram desenvolvidas para tentar descrever
os estagios iniciais do Universo. Alguns desses modelos almejam descrever os problemas
cosmolégicos modernos. Neste contexto, uma das propostas mais interessantes diz que
o Universo passou por um periodo de expansado seguido por uma fase de contragdo
acelerada até atingir um raio minimo. Este processo de transicdo de um regime de
contragdo para o atual cendrio de expansao acelerada do Universo é conhecido como
“big bounce” (BOJOWALD, 2007; NOVELLO; BERGLIAFFA, 2008; BATTEFELD; PETER,
2015).

Entdo, os principais problemas cosmolégicos no contexto bouncing sao resolvidos
durante a fase de contracdo por meio de um mecanismo de suavizagdo, desde que
as regides do Universo atual estivessem em conexdo causal durante este processo
(BRANDENBERGER, 2010; BATTEFELD; PETER, 2015). Além disso, este formalismo
traz uma nova abordagem para modelar o Universo inicial fornecendo uma nova
perspectiva em evitar os problemas do MCP sem a necessidade de considerar um
processo inflaciondrio (BOJOWALD, 2007).

Modelos de big bounce tém recebido uma grande atencdo nas tltimas décadas
em diferentes contextos. Esses modelos tém o fendmeno de bouncing oriundos de
modificagdes quanticas (NOVELLO; BERGLIAFFA, 2008). A gravidade quantica tem
como principais objetivos revelar a natureza da singularidade no inicio do Universo,
descrever a origem da matéria, campos gravitacionais e a natureza do espago-tempo.

Em teorias de Loop Quantum Cosmology (LQC), solug¢des do tipo bouncing aparecem
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naturalmente, podendo descrever toda uma dindmica cosmoldgica a partir do bouncing
(BOJOWALD, 2007). Os estudos sobre LQC mostram que saltos cosmolégicos sdo
alcancados ap6s a curvatura do espago-tempo atingir a escala de Planck (ASHTEKAR;
SINGH, 2011).

4.2 Uma breve discussio sobre Loop Quantum Cosmology

Algumas propostas alternativas a relatividade geral foram sugeridas para evitar
o regime da singularidade do big bang, onde as condi¢des de densidade de matéria
e temperatura, assim como a curvatura, sdo levadas a valores exorbitantes. Neste
contexto, as equacdes da relatividade geral perdem toda a sua validade. E nesse ambito
que sdo sugeridas modificagdes na estrutura da teoria da relatividade geral com a
intencdo de desenvolver uma teoria mais completa. Em uma das principais correntes
de pensamento, espera-se que no regime de alta curvatura efeitos quanticos sejam uma
proposta promissora para resolver os problemas cosmolégicos.

O Loop Quantum Cosmology (LQC) é uma proposta para a cosmologia quantica.
Pois por assim dizer, o LQC é uma extensdo direta dos efeitos quanticos descritos pelo
Loop Quantum Gravity (LQG) que sdo aplicados em espacos-tempos cosmolégicos. O
LQG foi desenvolvida inicialmente por Ashtekar em 1986 (ASHTEKAR, 1986), almejando
descrever uma quantizacdo completa da teoria da gravitagdo de Einstein. Atualmente
esta teoria encontra-se bem consolidada devido ao intenso desenvolvimento que lhe
sucederam. Posteriormente, Carlo Rovelli e Ashtekar mostraram que o espago-tempo é
descrito por linhas de loops do campo gravitacional, onde o espaco passa a ser composto
agora por pequenas estruturas conhecidas como quanta de gravidade ou quantum de
espaco-tempo (ROVELLIL VIDOTTO, 2014).

No contexto cosmolégico do LQC o big bang é substituidos pelo bounce
(BOJOWALD, 2007). No LQC os observaveis fisicos ndo sdo infinitos quando analisamos
o Universo préoximo a uma provavel singularidade, pelo contrario ap6s o Universo
atingir um raio minimo um salto quantico ocorre. Mostraremos brevemente que a
dinamica evolutiva no contexto do LQC é mediada pela relacdo da densidade de energia

p com p.*. Portanto, as técnicas de quantizacio realizadas no LQC permitem solucdes

4 Descreve a densidade de matéria maxima a ser alcancada. Quando a densidade de matéria
alcancga a densidade critica, dentro do regime Planckiano, o salto cosmolégico ocorre (CRAIG,
2013).
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ndo-singulares quando sdo aplicadas a cosmologia (ASHTEKAR; PAWLOWSKI; SINGH,
2006). Podemos ter uma breve perspectiva deste cendrio analisando a equagao de

Friedmann descrita pelo LQC que fica reduzida a: (ASHTEKAR; BIANCHI, 2021)
£\2
= (1) =22 (1 _ ﬁ), @4

onde p. = V3/ (32712)/3 Gll%l) conhecida como densidade critica, sendo que y é definido
como o parametro de Barbero-Immirzi e Ip; é o comprimento de Planck (GAMBINI;
PULLIN, 2011).

Observe que esta expressdo difere da teoria da RG por um termo quadratico da
densidade de energia ,o2 /pe, i.e. um termo de corre¢do quantica (ASHTEKAR; BIANCHI,
2021), o que implica em consequéncias determinantes na evolugéo inicial do Universo.
Contudo, agora 4 pode assumir valor igual a zero, diferentemente da relatividade geral
onde temos apenas que 4 pode assumir somente valores positivos ou negativos, isso quer
dizer que o Universo se expande ou se contrai, big bang e big crunch, respectivamente. O
fato da teoria LQC permitir 4 = 0, obtemos como consequéncia o bouncing cosmolégico
(ASHTEKAR; SINGH, 2011), isto ocorre quando a corregdo quantica aproxima-se do
valor de p = p. (ASHTEKAR; BIANCHI, 2021). Este evento s6 é possivel devido ao sinal
negativo na correcdo quantica e que durante o regime de Planck® desencadeia uma forca
repulsiva efetiva (ASHTEKAR; BIANCHI, 2021).

Portanto, apresentaremos a seguir um estudo sobre a possibilidade da teoria f(Q)
gerar solugdes cosmoldgicas do tipo bouncing. Ademais, consideramos o formalismo
Arnowitt - Deser - Misner (ADM) na acdo da Teoria Teleparalela Simétrica modificada
com o intuito em desenvolver uma Cosmologia Quantica de gravidade em f(Q).
Desenvolvendo o formalismo hamiltoniano para a teoria f(Q) conseguimos determinar
a funcdo de onda do universo por meio da equagdo de Wheeler-DeWitt (ROVELLI,
2015).

4.3 Teoria f(Q) e as equacdes de movimento

A teoria de gravidade f(Q) é uma extensdo ndo-linear da Teoria Teleparalela

Simétrica (3.64), equivalente a relatividade geral. Ela é construida em analogia a teoria

> Estado com alto grau energético, onde a relatividade geral ndo é mais adequada.
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f(R), s6 que em termos do escalar de ndo-metricidade, garantindo assim maior liberdade
para aplicacdes fenomenolédgicas desta teoria (LAZKOZ et al., 2019).

Agora, podemos usar o escalar de ndo-metricidade (3.63), para a proposta de
uma ac¢ao nao-linear

Sq = f \/—_gd4x[—%f(é)+£m]. (4.5)

Uma condigdo sobre essa agdo é que no caso em que f (Q) = Q/87G, esta agido deve
recuperar os resultados da relatividade geral. Desta forma, ela possui um vinculo
bastante forte sobre a sua forma funcional. A partir deste ponto, omitiremos o simbolo
(°) no escalar de ndo-metricidade, apenas para ndo sobrecarregar a notagao.

A partir da variacdo da acdo com respeito a métrica obtemos as seguintes equagdes

de campo

1 1 ~
v) - EQayv + EQagyv _5(();[Qv))+

1 1
+fa(@)|(Va = 5Q L%+ 53 Vi@~ L%, |+

28w [ fQ+ @ Va(Q Q)] = ¥Ti, (46)

1 a
/e @VaQ(Q,

onde usamos a seguinte notagao fq = %(?)'
Por sua vez, as equagdes de campo também podem ser obtidas através do

formalismo de Palatini (JIMENEZ et al., 2020), tal que

2

1 a a
=V (YRR @P ) + 380 (@ + fo@ (PunQ. " =200, = ¥Thn. - 47)

Neste caso, o tensor que faz o papel da conexdo no formalismo de primeira ordem é o
tensor conjugado P¢,, (3.61).
A fim de expressar as equacdes de movimento para a cosmologia de f(Q), vamos

considerar seguinte métrica de FLRW
ds? = —=NZ?dt? + a*(t)dx;dx’, (4.8)

onde N(f) é a fungao de lapso que mede a variagdo do tempo préprio em relagdo ao

tempo t e a(t) é o fator de escala. Ao usarmos os elementos da métrica (4.8) na defini¢do
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do escalar de ndo-metricidade (3.63), podemos escrever a acdo (4.5) da seguinte forma

5ot [ devmef@ = ——— [ dama f( 52 (4.9)
161G 3 167G '

a’N?

que contém uma invariancia de reparametrizagdo no tempo t — ((t), N(t) = N(t)/L(t)
para uma fungdo arbitrdria de C(t).
Para a escolha N =1 , as equagdes de campo de um universo descrito por uma

densidade p e pressio p sio dadas por (JIMENEZ et al., 2020)

6foH? ~ 2 £(Q) = 8Gp, (4.10)

(12fqoH? + fo) H = 4nG(p +p). (4.11)

Essas equagdes de campo, permitem uma descri¢do completa de fendmenos cosmolégicos

no contexto da teoria f(Q).

4.4 Bouncing Cosmolégico a partir do método de reducao de ordem

Como discutimos anteriormente, solug¢des do tipo bouncing sdo apreciadas porque
evitam uma singularidade inicial do big bang. Neste modelo, o Universo é representado
de forma ciclica onde uma expansdo é seguida por uma contragéo.

Portanto, para dar inicio ao desenvolvimento deste topico vamos adotar o
elemento de linha (FLRW) espacialmente plano com a fung¢do de lapso N(t) e fator de
escala a(t) (4.8) para encontrar solugdes cosmoldgicas de bouncing para a teoria f(Q).
Porém, como em qualquer teoria modificada, solu¢des das equagdes de campo sdo
analiticamente desafiadoras. Entédo, recorremos ao método da redugdo de ordem das
equagdes de campo (SIMON, 1992) onde as quantidades geométricas sdo escritas em
uma expansdo perturbativa. Neste caso, consideraremos o termo de ordem mais baixa,

que é responsavel por gerar soluc¢des perturbativamente préximas a relatividade geral.

® Esta escolha mantém a consisténcia do princfpio cosmolégico, evitando assim que o observador
ndo presencie a aceleragdo nem a dilatacdo do tempo, e também que a expansao do Universo a
uma taxa constante.
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Podemos parametrizar a fun¢do f(Q) utilizando o método de redugao

f(Q)=xQ+e¢(Q). (4.12)

Atente que consideramos a condigdo € (Q) < kQ, ou seja, recuperamos a Teoria
Teleparalela Simétrica ao tomarmos o limite € — 0. Portanto, este pardmetro controla
o quanto a nossa funcdo difere das equagdes de Einstein (BAJARDI; VERNIERI;
CAPOZZIELLO, 2020).

Agora vamos substituir a equagao (4.12) na equagdo de Friedmann (4.10)

3kH? +6e¢g (QQH? - %eqb Q) =p. (4.13)

Observe que para ordens mais baixas, em que € — 0, nés recuperamos a Teoria
Teleparalela Simétrica pois, a expressao (4.13) nos da a equagdo de Friedmann da
Teoria Teleparalela Simétrica em termos de Q (BAJARDI; VERNIERL; CAPOZZIELLO,
2020)

p= gq. (4.14)

Essa expressdo nada mais é que a solu¢do em ordem zero de (4.12). A expressao (4.14)
na Teoria Teleparalela Simétrica é a propria equagao de Friedmann escrita em termos do
escalar de ndo-metricidade.

Podemos reescrever a equacao (4.13) da seguinte forma

1= L+ o690+ 30()] (4.15)

Haja visto que cendrios bouncing sdo uma consequéncia direta do LQC, vamos comparar
a expressdo (4.15) com a equacao de Friedmann da teoria LQC equagao (4.4) a fim de
introduzir seus efeitos na teoria f(Q). Desta forma, lembremos da equagdo de Friedmann

na teoria LQC (4.4) que apresenta a seguinte forma:

H? = ﬁll—ﬁl. (4.16)
3k Pe
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Comparando as expressdes (4.15) e (4.16), e também usando o valor para a

densidade (4.14), encontramos

(KQ)

~90@Q+ 5@+ 2 =0, 417)
€Pc
cuja a solucdo para ¢ (Q) é
1

Q= ("E) fe1yQ) @18)

sendo c; uma constante de integracao.

Substituindo a expressao (4.18) em (4.12) encontramos a fungdo

fQ= Q+— +&14Q, (4.19)

em que definimos & = ecy. Portanto, esta é a fungéo que pode descrever solu¢des em uma
cosmologia bouncing na Teoria Teleparalela Simétrica associada & cosmologia quéntica
em loop. Munidos da solugdo (4.19) procederemos agora a anélise do fator de escala e

também da funcdo de onda do Universo no formalismo hamiltoniano.

4.5 Cosmologia quantica na teoria f(Q) e fun¢iao de onda para o Universo

Procederemos agora para a andlise do fator de escala. A partir da (4.9) temos
que § = —5- f vV=8f(Q)d*x. Ademais, dentre as diferentes configuracoes do sistema,
estamos interessados naquelas que satisfazem a métrica FLRW, i.e. o elemento de linha

(4.8). Neste caso, encontramos

___f{ SNF(Q) - A[ Z\?z(aﬂ}dt. (4.20)

Observe que fizemos uso do multiplicador de Lagrange a fim de impor a configuracdo
desejada do sistema. Além disso, devemos notar que ndo estamos mais trabalhando com
uma densidade Lagrangeana, mas sim com uma Lagrangeana, pois todas as quantidades
dependem somente do tempo. Vemos também que a variacdo com respeito ao escalar
de ndo-metricidade nos fornece o seguinte valor para o multiplicador de Lagrange:

A=a’Nfq.



83

A partir de (4.20), podemos identificar a seguinte Lagrangeana

L= —%a3N(f(Q)—QfQ)—3%fQ. (4.21)

E importante mencionar que esta expressio, além de permitir determinar o fator
de escala a partir das equagdes de movimento, ela é ponto chave para a discussdo da
equagdo de Wheeler-DeWitt na proxima segdo (4.6).

No que segue, devemos notar que estamos considerando um espacgo de varidveis
tridimensional que depende apenas das seguintes varidveis S = {g,N,Q}. Portanto, o
espaco de configuragdo tem dimensao menor do que o esperado, pois ele depende
apenas de quatro variaveis: 7S = {a,N, Q,4} pois o Lagrangeano ¢ independente de Q e
N (BAJARDI; VERNIERI; CAPOZZIELLO, 2020).

O sistema de equacgdes diferenciais desenvolvidas a partir da equagdo de Euler-

Lagrange sao

a— —a*N°(f(Q) - Qfg) + 2Nd? fo +4Naii fq — 4ad foN + 4NaiQfoq = 0, (4.22)
-2
N - 6% fo—a*N(f(@-Qfg) =0, (4.23)
1 42
Q—-Q= 6@;:—2' (4.24)

Perceba, que a expressdo (4.24) é a equagdo obtida na Teoria Teleparalela Simétrica a
qual é expressa em termos do escalar de ndo-metricidade.
Considerando que a funcdo de lapso seja N = 1, simplificamos as equagdes acima,

sem modificar seu contetido. Desta forma

a— —a*(f (Q) - Qfq) + 24> fo +4aiifq +4adQfaq =0, (4.25)
N — 6ad® fo —a* (£ (Q) - Qfg) =0, (4.26)
a‘2
Q—Q=6-. (4.27)
a

Substituindo o escalar (4.27) na expressdo (4.26) obtemos a primeira equagdo de campo

da teoria

6’H2fo—%f(Q> =0. (4.28)
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Agora, derivando a equacgdo (4.26) em relacdo ao tempo, obtemos

=3
124 f — 12‘% fo +12d2Qfo0 =0,

-3 - .
Por fim, substituindo Q = 12(“—2 — Z_3)’ na expressdo acima, encontramos a segunda

equagdo de campo

12H? foo + fo =0|. (4.29)

Portanto, o conjunto de equag¢des de campo que descrevem a teoria f(Q) é

612 fo-3F(@ =0, (4:30)

12H? foo + fo =0, (4.31)

que sdo as equagdes de campo da teoria no vacuo. Portanto, usando a forma funcional
(4.19), que corresponde a uma teoria f(Q) sujeita a efeitos da LQC, no conjunto de

equagdes (4.30) e (4.31), encontramos uma solugdo exponencial para a(t) com o seguinte

[C1pc
a(t)=ageN 3¢ t, (4.32)

_ _oPe
Q) = ZK. (4.33)

comportamento:

Observamos na solugédo (4.32) para a(t) que, para o caso em que p./3x > 0, tem um
comportamento oscilatério. De fato, isto mostra que a teoria f(Q), sob as devidas

condig¢des, possui a solugdes cosmoldgicas do tipo bouncing.

4.6 Formalismo Hamiltoniano

Ap6s verificar explicitamente o comportamento bouncing de f(Q) a partir da
expressdo para o fator de escala a(t) (4.32), procedemos agora para a andlise da equacado de
Wheeler-DeWitt para a teoria f(Q). Para isso, devemos passar da descri¢do Lagrangeana
para a Hamiltoniana. Desta forma, devemos calcular os momentos canonicamente
conjugados as varidveis (a,N, Q). Contudo, notamos que o tinico momento conjugado

serd definido por

Ty = 8_L :—K—% 6pC +2Q+3¢;

da pe N| « ” \/_

(4.34)
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Desta forma, podemos inverter a relagdo, e expressar a velocidade em termos do

momento
_Npe

i=
ax?c

T(a/ (435)

Pe )
KZ\/G

Pela definicdo a Hamiltoniana é dada por meio de uma transformada de Legendre

onde definimos ¢ = 6% +20Q+3¢;

da Lagrangeana

H=Y pi-L. (4.36)

Portanto, ao usarmos a Lagrangeana (4.21) e o momento (4.35), temos que a hamiltoniana

para este sistema é escrita como

Np, 1 2
H= o+ 30N (f(Q)-0fo) +35; fo. (4.37)

observe que ndo ha momentos relacionados com N e Q. Ademais, substituindo a forma

funcional (4.19) para f(Q), encontramos

(4.38)

2 2
1 aa((KQ) 3, @)+1 pe VQr;

2a(61<pc +x2 \/6+2Q3/2 +351pc) '

Agora que estamos de posse da Hamiltoniana podemos desenvolver a equagdo
de Wheeler-DeWitt’”. Neste contexto, temos uma interpretacio de quantizagéo para a
cosmologia a partir de funcdes de onda que sdo autovetores do operador hamiltoniano.

A equagdo de Wheeler-DeWitt tem a seguinte forma
A@|yy =0, (4.39)

onde 1 é a funcdo de onda e 7L (x) é o operador que descreve uma teoria da gravitagao

quantizada. Em termos do operador (4.38), temos que

Q2 ) ) ( pc\Q 2*Y(a,Q)
—|k"—=3 ,Q) - =0, 4.40
6 (K De \/6C1 l,b (ﬂ Q) 6Kpc 4 K2 \/6 + 2Q3/2 + 351 pe aaz ( )

com ¢ (a,Q) descrevendo a fungdo de onda do Universo, que é um objeto matematico

pertencente ao espago de Hilbert. Ademais, como estamos trabalhando no espaco

7" Apresentamos no apéndice (A) uma breve discussio da equacdo de Wheeler-DeWitt.
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de configuracdo, fizemos uso da identificagdo do operador momento com a derivada:

flg = —1 %. Com o intuito de simplificarmos a forma funcional da equagédo diferencial

acima definimos

6pc\Q

a(Q,N) = = . (4.41)
(Kzﬁ -3 \/651) (61<pC +12/Q+2Q3/2 + 3€1pc)
Desta forma, a equacdo (4.40) apresenta uma forma mais compacta
zyb(a Q)
a*y(a,Q) - a(QN) —55— =0, (4.42)

de modo que esta expressdo fica reduzida a uma equacado de Bessel. De fato, a solugdo
completa de (4.42) consiste na superposi¢do de linear de fun¢des de Bessel de primeiro

tipo

¥(a,0) = XIZ Cz\/—]__( «f) (§)+c3\/51%(3“j5)r(£)], (4.43)

sendo que C; e C3 sdo coeficientes complexos, enquanto [, (x) representa a funcao de
Bessel do primeiro tipo e I'(z) é a fungdo gama de Euler.

A fim de termos uma melhor visualiza¢gdo do comportamento da solugdo (4.43)
iremos expressa-la em termos das integrais de Schlafli (ABRAMOWITZ; STEGUN,
1965),

3 C 00 _( a3
(av,a) = Cf [ ( )senxldx+—2f e \3va
v 1/12 ? 0 \a 2 Jo
3
N G (T —(
+C3 [6 ( )senxldx 2[) e

Podemos simplificar esta expressdo um pouco mais ao escolhermos C, = C3 =c. Esta

)senhx+ %x

dx+

)senhx— %x

dax . (4.44)

escolha arbitraria ndo gera qualquer implicagdo no comportamento da fun¢do de onda,
pois o comportamento da fungdo de onda resultante é o mesmo independente dos

valores das constantes. Neste caso, ficamos com

cVa ™ x [ a® x o0 —(S’f/a)senhx 1
IP(oc,a)—m j(; ZCOS[—E—(ﬁ)senxlcos(g)dx+j0‘ e senh(gx)dx .
(4.45)
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Desta forma, podemos construir o grafico da uma funcdo de onda para o Universo,
sem perdas de generalidade, a fim de obter uma caracterizacdo qualitativa da equagdo

(4.44).

Figura 4.1 — Funcado de onda do Universo.

Y(a)

Fonte: Autor, 2021.

Esta funcdo de onda foi gerada a partir de fun¢des de Bessel do primeiro tipo,
onde admitimos como expressdo analitica apenas a representacdo integral. Observe que
a frequéncia de oscila¢des da funcdo de onda aumenta a medida que aumenta o valor
de a. Conforme o gréfico se prolonga os universos cldssicos podem ser recuperados
ao preservarmos o critério de Hartle, obtendo uma oscilagdo assintoticamente perfeita

(BAJARDI; VERNIERI; CAPOZZIELLO, 2020).
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5 CONCLUSAO

Discutimos nesta dissertagao a possibilidade da descrigdo de efeitos gravitacionais
a partir de diferentes geometrias ndo Riemannianas. As geometrias de Weitzenbock e de
Weyl sdo caracterizadas pelos tensores de torgdo e de ndo-metricidade, respectivamente.
Além da conhecida descri¢do na geometria Riemanniana, efeitos gravitacionais podem
ser descritos de maneira equivalente em nivel linear nessas geometrias. Contudo,
quando passamos ao nivel ndo-linear verificamos um comportamento distinto em cada
classe de modelo, permitindo assim a descri¢do de fendmenos gravitacionais bastante
interessantes. O pseudotensor conexao tem um papel fundamental na elaboragdo desses
modelos, pois é por meio de sua configuracdo que podemos estabelecer geometrias
além da Riemanniana que descreveram outras teorias gravitacionais.

Teorias que sdo desenvolvidas a partir do tensor de tor¢do apresentam como
motivagdo a possibilidade de incluir o spin a gravitagdo (HEHL et al., 1976). Neste
trabalho, apresentamos uma discussdo sobre a teoria teleparalela equivalente da
relatividade geral que é descrita apenas pelo tensor de torcdo, sendo a geometria
Weitzenbock a estrutura matemética desse espaco-tempo. Mostramos que a agao
desta teoria difere da acdo de Einstein-Hilbert apenas por um termo de fronteira,
consequentemente esta caracteristica revela que as equagdes de campo sdo as mesmas
da teoria da relatividade geral, i.e., sdo teorias completamente equivalentes.

Entretanto, o principal foco deste trabalho foi no desenvolvimento da teoria
em que os efeitos gravitacionais sdo atribuidos ao tensor de ndo-metricidade. Isto
implica que os vetores transportados pela variedade tem seus médulos alterados, sendo
desenvolvida a partir da geometria de Weyl (POULIS; SALIM, 2011; WHEELER, 2018).
Outra particularidade fascinantemente no uso desse tensor é que, para um determinado
caso, podemos ter outra formulagdo gravitacional equivalente a relatividade geral.
Esta é conhecida como Teoria Equivalente Teleparalela Simétrica. Entretanto, assim
como a Teoria Teleparalela, a Teoria Teleparalela Simétrica também equivale a teoria da
relatividade geral a menos de um termo de derivada total, isto significa que tal teoria
também apresenta as mesmas equagdes de campos da teoria de Einstein.

Para finalizar a discussao destas teorias mostramos que mesmo que elas sejam

equivalentes em nivel linear, notamos grandes diferencas na suas extensdes ndo-lineares
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f(R), f(T) e f(Q). Entdo, foram mostrados as equac¢des de campo dessas teorias que,
quando aplicadas no contexto cosmolégico, podem descrever a evolucdo do Universo.

Contudo, modelos que apresentam fungdes arbitrarias do escalar de curvatura
ou do escalar de tor¢do ja foram extensivamente estudados. Apesar do tensor de
nado-metricidade ser conhecido ha bastante tempo, teorias que envolvem este objeto
matemético tém ganhado repercussio apenas recentemente (JIMENEZ; HEISENBERG;
KOIVISTO, 2019). Dentre as diferentes motivagdes, podemos destacar a recente
formulacdo da extensdo f(Q) (JIMENEZ; HEISENBERG; KOIVISTO, 2018), trazendo um
novo terreno de exploracdo e que motivaram a comunidade cientifica em desenvolver
novas abordagens gravitacionais. Outros fatores que tornam a Teoria Teleparalela
Simétrica atraente, sdo que ela é bastante simples quando comparada com as outras
formulacdes, além de ser desenvolvida em um espago-tempo plano. Também é possivel
realizar uma escolha adequada de coordenadas na estrutura geométrica desta geometria
que faz com que a conexao desapareca, chamada de gauge coincidente (JIMENEZ et al.,
2020).

Ap6s discutirmos as diferentes classes de geometrias equivalentes para a descrigao
de efeitos gravitacionais, passamos ao capitulo (4), onde apresentamos uma descri¢do
do problema de bouncing na teoria f(Q), isto é na geometria de Weyl. Iniciamos o
capitulo explorando a problemética em torno do MCP que levou a proposta do cendrio
inflaciondrio, o qual explica as primeiras fra¢des de segundo do inicio do Universo. A
teoria inflaciondria foi inicialmente sugerida por Guth (GUTH, 1981). Durante a inflagdo
uma extrema pressdo negativa desencadeou uma expansdo acelerada do Universo.
Esse fendmeno consiste em uma resolugao elegante dos problemas cosmolégicos da
planura e do horizonte por exemplo, além de abordar outros aspectos relevantes para a
cosmologia como a formacao das estruturas. Contudo, logo verificou-se que ela também
apresenta algumas limitagdes, ademais, ela ndo soluciona o problema da singularidade
inicial do Universo.

Ainda neste contexto, um outro ponto de vista sugere que efeitos quanticos
sejam responsaveis por esclarecer os fendmenos citados acima. Portanto, para uma
compreensdo fisica mais adequada, ndo apenas para tratar da singularidade mas
também com a intensdo de construir uma teoria mais completa, ndo podemos desprezar

as caracteristicas da mecéanica quantica. E neste ambiente, que modelos quanticos
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gravitacionais foram propostos. O melhor exemplo é a Loop Quantum Gravity, que
quando aplicada a cosmologia, permite descrever que o Universo apresenta uma fase
de contracdo e também de expansdo, que corresponde ao bouncing. Isto é alcancado
quando a curvatura do espago-tempo atinge um raio minimo ou seja, coincide com a
escala de Planck. O surpreendente é que neste modelo a singularidade é evitada, uma
vez que as grandezas relevantes ficam finitas préximo do bouncing.

Para alcancar solu¢des cosmoldgicas do tipo bouncing a partir de f(Q), mostramos
por meio do método de redugdo de ordem que podemos escrever as quantidades
geométricas da Teoria Teleparalela Simétrica em uma expansdo perturbativa de ordem
mais baixa, para apresentar solu¢des perturbativas préximas a relatividade geral. Este
recurso nos permite encontrar dentre as possiveis formas para a fungdo f(Q) a tinica que
evita a singularidade do big bang e consequentemente descreve um salto cosmolégico. A
andlise se concentrou nas equagdes de movimento da teoria f(Q), cuja solugdes permitiu
determinarmos o fator de escala, que neste caso corresponde a uma solugdo exponencial
que apresenta um comportamento oscilatério. Para finalizar, discutimos brevemente
uma solucdo da equagdo de Wheeler-DeWitt no contexto Hamiltoniano, o que permitiu
determinarmos a fun¢do de onda do Universo Observamos que esta fun¢do de onda
admite um comportamento assintoticamente peridédico, devido temos como solu¢do uma
combinacdo linear de fun¢des de Bessel de primeiro tipo. Apesar da fun¢do de onda ndo
ter uma interpretagdo esclarecedora, ela nos permite inferir um comportamento sobre o
Universo primitivo assim como nos permite identificar a passagem do comportamento
quantico para o classico (BAJARDI; VERNIERI; CAPOZZIELLO, 2020).

Portanto, nesta dissertagado realizamos uma revisdo das teorias equivalentes da
relatividade geral, conhecidas como trindade da relatividade (JIMENEZ; HEISENBERG;
KOIVISTO, 2019). Dentre elas escolhemos a extensdo f(Q) da Teoria Teleparalela
Simétrica sendo o tensor de ndo-metricidade o principal objeto matemético responsavel
pelos efeitos gravitacionais. Também estudamos e discutimos os efeitos cosmolégicos
numa nova abordagem que considera efeitos quanticos para modelar a evolugdo do
Universo. Apesar de estarmos distantes de encontrarmos respostas para todos os
problemas relacionados ao Universo e ainda ndo termos a teoria final que unifique
todas as forcas da natureza, esperamos que o desenvolvimento de estudos sobre a teoria

de big bounce por meio da teoria f(Q) possa deixar mais transparente os problemas
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conceituais e matemadticos envolvendo os aspectos cosmolégicos, além de instigar o uso
de geometrias ndo-Riemannianas e motivar os estudos por meio desta teoria.

Como comentdrio final, cabe mencionar que iremos escrever um artigo de revisao
sobre o uso de diferentes geometrias para a descri¢do de efeitos gravitacionais, bem

como de modelos equivalentes.
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APENDICE A -1 Formalismo ADM da Relatividade Geral e equacio de
Wheeler-DeWitt

Discutimos nesta se¢do uma breve introdugdo aos principais resultados do
formalismo ADM para relatividade geral e consequentemente a defini¢do da equacdo
de Wheeler-DeWitt.

Tendo como base a mecénica quantica, vemos a necessidade de formular a
relatividade geral no contexto hamiltoniano a fim de descrever o seu comportamento
quantico. Além disso, antes de obtermos a descri¢do, é necessdrio desenvolver o
formalismo de Dirac para sistemas singulares (SUNDERMEYER, 1982), que é o caso
da relatividade geral (DIRAC, 1958). Desta forma, podemos impor as relages de
comutac¢do a um Hamiltoniano quantizado e neste caso encontrar a fun¢do de onda do
universo.

A abordagem padrao para a descri¢do Hamiltoniana da teoria gravitacional é
a do formalismo Arnowitt-Deser-Misner (ADM), que consiste em uma abordagem
dindmica da relatividade geral, e considera uma decomposi¢ao do espago-tempo por
meio de hipersuperficies espaciais arbitrarias tridimensionais (ARNOWITT; DESER;
MISNER, 2008). Nesse procedimento o espago-tempo é decomposto como uma unido
em espaco mais tempo. Portanto, esta abordagem fornece uma descricao alternativa da
densidade Lagrangeana da relatividade geral.

Para inciar uma breve discussdo deste formalismo destacaremos algumas
quantidades relevantes. Por exemplo, as hipersuperficies espaciais serdo denotadas
por }.;, N é a fungdo de lapso, N; é o vetor, e y;; € a métrica tridimensional dessa
hipersuperficie. A fun¢do de lapso calcula a taxa na mudanca do tempo em relagdo
a coordenada do tempo em } ;. Portanto, y;;, N e N’ serdo os objetos matematicos
utilizados para desenvolver a formula¢do canonica.

Vamos agora discutir como podemos calcular a distancia entre dois pontos de

uma hipersuperficie entre os instantes f e t +dt.
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Figura A1 - Evolugdo do campo t* (fluxo temporal) através da foliagdo do espago-tempo sobre
hipersuperficies espaciais.

yij(t +dt,x,y,2)

Fonte: Producdo do autor (2021).

Em cada hipersuperficie temos uma métrica espacial decomposta em
Yij = 8ij +ninj, (1)

em que 71 sdo os vetores unitdrios, e i,j = 1,2,3. Portanto, a distancia (espacial) entre

pontos de uma hipersuperficie é dada por
®)ds? = yijdxidxj . (2)

O campo do vetor normal unitario n* obedece as relagdes

ot
Au - RN
n N (9xy' 3)

gun’nt = -1. 4)
A segunda expressdo corresponde a condicdo de paralelismo entre dois vetores unitarios
n” e n*. Por sua vez, segue que a funcado de lapso é

N = _g‘th‘unv/ (5)

onde o fluxo temporal t# é definido a partir de

_ oxt

= —.
ot

(6)
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O movimento tangente em relacdo a hipersuperficie é caracterizado pela fungao
shift
N' = y;'.tf . (7)

A partir dessas defini¢des da funcao lapso e shift, podemos escrever o elemento
de linha, distancia entre os pontos de duas hipersuperficies como (GOURGOULHON,
2012):

ds? = N2dt -y (dx' + N'dt ) (dx + NVdt ) (8)

A partir do elemento de linha (8) podemos escrever o tensor métrico em termos

de N e N' (GOURGOULHON, 2012)

_ (N2 _ NN ‘
(N2-N;N') N; o

Suv =
Nj Vij

No processo de foliagdo, além da curvatura intrinseca, temos a presenca de uma

curvatura extrinsecal que é definir por

Kij=

1 [9N; IN;
2N

i Nk _j
Eﬁ' o —FkiN —hijl, (10)

logo o escalar de Ricci pode ser escrito em termos de quantidades tridimensionais, o

tensor de curvatura extrinseca e do tensor de curvatura intrinseca
R = (yijyu—yayjn) KIKH - OR.
Desta forma, a densidade Lagrangeana pode ser reescrita sob a forma
£ =5 N (KiK; - (K +OR (11)
= 5 VPN(KIK; = (K +O R).

onde @R é a curvatura tridimensional intrinseca e y é o determinante da métrica
tridimensional "/ dado pela relagdo /=g = /yN.

A densidade Lagrangeana pode ser reescrita em termos da supermétrica,

£ = 2N(GMK;Ky + v7OR), (12)

! Curvatura extrinseca corresponde a curvatura devido ao processo de incorporar
hipersuperficies (de dimensdo D) para descrever o espago-tempo (de dimensdo D+1).
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sendo que a supermétrica é definida por
Giikl — W [E (VlkV]l n ,)/ll,)/]k) _ 7/1]7/lk] . (13)

Agora que temos a densidade Lagrangeana, onde identificamos os graus de
liberdade dinAmicos como N, N’ e y/, obtemos as seguintes densidades de momentos

(GOURGOULHON, 2012)

=2 o, (14)
SN
ni= 0L _ 0, (15)
6N;
. oL K W .. .. ”
nil= — = Kyl — K1) = Gl K, 16
oy 2 (Ky ) K (16)

Note que as duas primeiras expressdes sdo nulas, como é de ser esperar uma vez que
(12) ndo depende das velocidades de N e N'. Ademais, elas também nos fornecem os
vinculos primdrios desta teoria.

Podemos calcular a densidade Hamiltoniana para este sistema a partir de
H =ty L. (17)
Em que a Hamiltoniana canodnica é definida por
H, = f (r+ NG+ ) = S YN (KifKij ~ (ki) +® R)d3x, (18)

Definimos a Hamiltoniana total, que fica reduzida devido aos seus vinculos a

seguinte expressao (POISSON, 2002)
Hy = f(N’Ho +NH + A+ Aini) dx
em que também é conveniente definimos a super-Hamiltoniana e o super-momento:
Ho = Gt = \WOR; (19)

H' = -2V 7. (20)
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Agora escreveremos as rela¢des por meio dos parénteses de Poisson das varidveis

candnicas N, N;, Vij, T, e 1V,

NtX),n(t, )} =06(-1), (21)
{Ni(t, %), 7 (t, )} = ] (¥~ 1), (22)
{rij (£,0), 7 (¢, )} = 6116 (¥~ ). (23)

A imposic¢do de que a evolugdo temporal dos vinculos primérios seja nula nos dé

as seguintes relacoes

h(t/f) = {T((t/f)/HT (t/Z)} = fd3z{n(tlf)/N(t/Z)}HO (trZ) =—Ho (t/f) ~0, (24)

ﬁ%ua=pqnajﬁajn:f}%pﬂzajwazﬁﬂana:—Han@zo. (25)

Que nos fornecem os vinculos secundérios Hy ~ 0 e H! ~ 0. Portanto, podemos
confirmar que todos os parénteses de Poisson sdo fracamente nulos além de que todos
os vinculos sdo de primeira classe, uma vez que todos os vinculos possuem parénteses
de Poisson nulos entre si (SUNDERMEYER, 1982).

Em posse da hamiltoniana do sistema, podemos proceder para a sua quantizagao.
A fim de implementar o processo de quantizacdo, utilizaremos o principio da
correspondéncia que toda fungdo cldssica torna-se um operador autoadjunto atuando
no espago de Hilbert, e ainda que todos parénteses de Poisson fundamentais sdo
elevados a relagdes de comutagdo desses operadores. N&o trataremos os detalhes
deste formalismo com todo seu rigor pois estd além do escopo deste trabalho, mas,
ele pode ser obtido na seguinte referéncia (SUNDERMEYER, 1982). Algumas relagdes
sdo relevantes no processo de quantiza¢do candnica, dentre elas, temos a atuagdo dos

vinculos hamiltonianos nas func¢des de onda
fh =0, (26)

Y =0, (27)

Hoy =0, (28)
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Hip=0. (29)

Dando sequéncia ao desenvolvimento, o préximo passo para resolvermos as

equagdes (26) - (29) no espago de configuragdo, é a identificacdo dos operadores momento

em termos de diferenciais funcionais

fl= _iéiN’ (30)
fil = _iéiNi’ (31)
Al = _iéijl (32)
de modo que temos as seguintes rela¢cdes de comutacdo fundamentais
[7i0), 78] = iskis® (- y), (33)
(34)

1
Kl _ ksl , slsk
6i]._§(61.6].+6i6].),

todas as demais relagdes sdo identicamente nulas.
Das relagdes dos vinculos, ou melhor, do vinculo da super Hamiltoniana (28),

encontramos a condi¢do que determina a dindmica do sistema
Aly) =0, (35)

que corresponde a uma equagdo do tipo Schroedinger. Por fim, elevando a fungdo
super-hamiltoniano (19) a nivel de operadores por meio da equagdo (32), e substituindo
seu resultado em (35), encontramos a conhecida equagdo Wheeler-DeWitt

2 K )
Vi- VY R|[py =0. (36)

1 o 0 (37)

onde
Vi=—G;j; ,
Vy M 0Yij OV ik

sendo 1 a funcdo de onda do Universo que depende apenas da 3-geometria da

hipersuperficie.



	INTRODUÇÃO
	ASPECTOS DA RELATIVIDADE GERAL
	Relatividade Restrita
	Geometria Euclidiana

	Relatividade Geral
	Geodésicas e tensor de curvatura
	Equações de campo de Einstein

	Cosmologia
	Métrica de Robertson-Walker


	GEOMETRIA E MODELOS EQUIVALENTES
	Formulações equivalentes 
	Objetos geométricos
	Relatividade Geral
	Ação da teoria da Relatividade Geral
	Extensões da relatividade geral: a teoria TEXT
	Formalismo Métrico
	Formalismo de Palatini


	Teoria teleparalela
	Geometria de Weitzenböck
	Noções matemáticas
	Transporte paralelo e teleparalelismo
	Ação e equações de campo

	Teoria teleparalela simétrica
	Geometria de Weyl
	Noções matemáticas
	Equações de campo


	BOUNCING COSMOLÓGICO NA TEORIA TEXT
	Motivações à proposta bouncing
	O problema do Horizonte
	Teoria inflacionária
	Proposta alternativa aos modelos inflacionários

	Uma breve discussão sobre Loop Quantum Cosmology
	Teoria TEXT e as equações de movimento
	Bouncing Cosmológico a partir do método de redução de ordem
	Cosmologia quântica na teoria TEXT e função de onda para o Universo 
	Formalismo Hamiltoniano

	CONCLUSÃO
	 REFERÊNCIAS
	 APENDICE A – 1 Formalismo ADM da Relatividade Geral e equação de Wheeler-DeWitt

