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RESUMO

O estatistico-matematico Charles Stein, em 1955, em uma publicacdo
denominada “Inadmissibility of the usual estimator for the mean of a
multivariate normal distribution” (GRUBER, 1998) surpreendeu o mundo da
estatistica com sua prova de que o estimador de maxima verossimilhanca é
inadmissivel, salvo nos casos unidimensional e bidimensional. Stein mostrou
que, caso se admita um estimador viesado, h4 estimadores com erro quadratico
médio inferior ao erro quadritico médio do estimador de mdxima verossimilhanga.
Esses estimadores compdem a classe dos chamados estimadores de encolhimento
(shrinkage). Esses estimadores t€ém, em geral, erro quadritico médio menor que
os estimadores usuais, como mostraremos no decorrer deste trabalho.

Palavras-chave: Erro quadrdtico médio. Estimador. Encolhimento.



ABSTRACT

The statistician-mathematician Charles Stein, in 1955, in a publication
“Inadmissibility of the usual estimator for the mean of a multivariate normal
distribution'’ (GRUBER, 1998) surprised the world of statistics with its proof that
the maximum likelihood estimator is inadmissible, except in the one-dimensional
and two-dimensional cases. Stein showed that, in case a biased estimator is
admitted, there are estimators with mean square error inferior to the mean square
error of the maximum likelihood estimator. These estimators comprise a class
denominated shrinkage estimators. These estimators have, in general, mean square
error lower than the usual estimators, as will be presented over the course of this
work.

Keywords: Mean square error. Estimator. Shrinkage.
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1 INTRODUCAO

O estatistico-matematico Charles Stein, em 1955, em uma publicagdo
denominada “Inadmissibility of the usual estimator for the mean of a
multivariate normal distribution” (GRUBER, 1998) surpreendeu o mundo da
estatistica com sua prova de que o estimador de médxima verossimilhanga &
inadmissivel, salvo nos casos unidimensional e bidimensional. Stein mostrou
que, caso se admita um estimador viesado, hd estimadores com erro quadrético
médio inferior ao erro quadritico médio do estimador de mdaxima
verossimilhanca. Esses estimadores compdem a classe dos chamados
estimadores de encolhimento (shrinkage).

Como objetivo geral, pretende-se neste estudo verificar a aplicabilidade
de alguns dos estimadores de encolhimentos e compara-los, em termos do erro
quadratico médio, com os estimadores usuais. Estes estimadores podem ser
obtidos por uma abordagem Bayesiana, como pretende-se mostrar no decorrer
deste trabalho.

Para os objetivos especificos, pretende-se analisar o estimador viesado e o
ndo viesado da varidncia através do erro quadritico médio. Comparar o estimador
usual com o estimador de encolhimento utilizando do Erro Quadratico Médio
como medida base de comparacdo. Também como objetivo especifico, espera-
se que a simulagdo mostre um melhor caminho para a escolha do estimador. Os
estimadores de encolhimento, em geral, tém erro quadratico médio menor que 0s
estimadores usuais, como pretende-se mostrar no decorrer deste trabalho e também
através da simulacdo.

Justifica-se a escolha do tema em estudo em razdo de sua aplicabilidade

em vdérias dreas do conhecimento onde se destaca a genética. Torna-se, assim,



de suma importancia aprofundar os conhecimentos em um tema relacionado aos
estudos voltados para a estatistica e experimentagdo agropecudria. Esta ¢ uma
drea que tem como meta qualificar e aprimorar os conhecimentos para que o
profissional possa atuar como docente ou pesquisador em institui¢des de ensino
publicas ou privadas. Sendo assim, torna-se relevante buscar temas que contribuam

para garantir o alcance da meta almejada.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Erro Quadratico Médio (EQM)

Definicao: O Erro Quadratico Médio (EQM) de um estimador W de um
parametro 6 € a funcéo de 0 definida por Eg[(W — 0)2].

O Erro Quadritico Médio mede a média das diferengas quadréticas entre
as estimativas obtidas por W e o pardmetro . O EQM tem, pelo menos, duas
vantagens em relacdo a outras medidas de distdncia: primeiro ele é tratavel

analiticamente e, segundo, pode ser reescrito como

Eo[(W = 0)*] = Varg[W] + (Eo(W — 6))>

0 que permite a sua interpretacdo como a soma de duas parcelas: a variancia e o
quadrado do viés.

A primeira parcela, Vary[W], mede a variabilidade do estimador,
conhecida como precisdo, e a segunda parcela, (viesg[W])?, é denominada de
exatiddo. Dizemos que W é um estimador ndo viesado quando E[W] =
6. Podemos destacar também que, para encontrar um estimador com boas
propriedades de EQM, precisamos encontrar estimadores que controlem a

variancia e o viés.
2.2 Inferéncia Bayesiana

A estatistica cldssica supde que o pardmetro de uma distribuicdo é um
nimero e utiliza uma amostra aleatdria para fazer inferéncia sobre esse nimero.
No contexto de inferéncia Bayesiana, supde-se que o parametro da distribuicdo
seja uma varidvel aleatéria e que todo o conhecimento sobre essa varidvel aleatdria

esteja contido em uma distribui¢do de probabilidade, chamada de distribui¢io
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a priori. Conhecida uma amostra aleatéria, o procedimento Bayesiano consiste
em obter uma nova distribui¢do para o parametro, a distribui¢do a posteriori, que

incorpore a priori a informacao contida na amostra aleatéria.
Teorema de Bayes

Considere 8 um parametro desconhecido da distribui¢do de uma varidvel
aleatéria X. Para obtermos fg|x (61X), fungdo de probabilidade de 6 dado X, aplica-

se a definicdo de probabilidade condicional, ou seja,

fox(6,x)

Joix (Blx) = W

Como fe x(6,x) = fxie(x10)fo(d) segue que

fxie(x10) fo(6)

2] =
foix (61x) 700

A funcio fxe(x|¢) € denominada a funcio de verossimilhanca. A funcgio
fo(0), que serd denotada m (), representa a distribui¢cdo a priori e a fungfo
foix (6lx), que serd denotada  (6]x), representa a distribui¢do a posteriori. O termo
m ¢ a constante normalizadora e fx(x) é a marginal. Denotando fx(x) por g(x),

o Teorema de Bayes se expressa por

[ (x16) m(6)

70k = g(x)

com

o(x) = f F (10 ()0

Observe que g(x) s6 depende dos dados. Em outras palavras, a

distribuicdo a posteriori é proporcional a funcio de verossimilhanga multiplicada
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pela distribui¢do a priori.

n(flx) cc  f(xl6)  7(6) (2.1)
—_——  —

Verossimilhanca Priori

A distribuicdo a priori combinada com a fun¢do de verossimilhanca nos
fornece a distribuicio a posteriori 7(6|x) visto em (2.1). A distribuicdo a posteriori
incorpora a informagdo da amostra. Com a distribui¢cdo a posteriori pode-se
estimar o parAmetro 6 como a média, moda ou mediana da mesma. Neste trabalho
vamos utilizar a média da posteriori, denominada de estimador de Bayes, para
estimar os parametros em estudo.

Na maioria das vezes pode-se prescindir da fun¢do g(x) e considerar,
simplesmente, que a posteriori € proporcional a verossimilhanca multiplicada pela

priori, o chamado nicleo da posteriori.

2.3 Estimador de Bayes

Apresentaremos a seguir as defini¢des da fungdo perda, fungdo risco e
risco de Bayes, para finalmente apresentarmos o estimador de Bayes.

Definicdo: (Fungdo Perda) Considere estimar 7(f). Seja T =
t(X1,X2,....X,) um estimador de 7(d). Define-se como funcdo perda desse
estimador, com notagao I(t; 6), qualquer fungao real que satisfaca:

(1) I(t; 6) = 0 para todos os possiveis valores ¢ e todo 6 no espago paramétrico.
(1) I(¢;6) = O para t = 7(0)

A funcdo I(t; 6) representa a perda decorrente de se estimar 7(¢) por T,

supondo 6 o verdadeiro valor do pardmetro.

Definicao: (Fungdo Risco) Para uma dada fungdo perda I(-;-) a funcdo
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risco de um estimador T' = #(X1,X>,...,X,,) denotada por R,(0), é definida por

R(0) Eoll(1;0)]

Egll(1(X1,X2,....Xn); 0)]

+00 +00

n
f...fl(t(Xl,Xz,...,X,,);G)l_[f(x,-;é)dx] . dx,
2 o i=1

Definicao: (Risco de Bayes) O risco de Bayes do estimador 7T =
t(Xi,...,X,;) com relagdo a fungdo perda /(¢;60) e a distribuicdo priori acumulada

G(.), denotado por r;(¢), é definido por

(1) = f R(O)dG(0)do = f R(0)g(6)do
® el

Ou, seja, o risco de Bayes de um estimador é o risco médio no espago
paramétrico G.

Definicao: (Estimador de Bayes) O estimador de Bayes de 7(6) denotado
de TZG = IZG(Xl, ...,X,), em relacdo a funcdo perda [(.;.) e a distribuicdo priori
acumulada G(.), é definido como sendo o estimador com menor risco de Bayes,

isto €, o estimador 7, , que satisfaz

r1.6(t[g) < 116(@)

para todo estimador T = #(Xy, ... ,X,) de 7(6).
Para uma funcio perda ndo quadrética, encontrar o estimador de Bayes
pode ser complicado. No entanto, para perda quadratica esse problema pode ser

relativamente simples. Nesse sentido vamos procurar um estimador #(Xy,...,X,)
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que minimize a expressao

f R.(60)g(0) = f Eg[[6X,, ... X,) = ()| g(0)do
(S}

[C]

Agora,

[ Eo|ltX1,....X) = @)1 g(6)do
(C]

= [ [1tCxrs . xn) = 7O fy..ox, (X1, - - xal6) [T dxi ¢ g(6)dO
o lo i=1
X (X150,X|60)8(6)
- g{ J [7(0) = 11, .. )P PO dH}

=f { [1x0) = t(x1, .. .x)) forx, =a....Xy=x, (Ol x1, - . ,xn>d9}

com Q = R”

Desde que o integrando nd3o seja negativo, a integral dupla pode
ser minimizada se a expressdo dentro das chaves é minimizada para cada
X1,...,X;. Mas, a expressdo dentro das chaves € a esperanga condicional
de [1(®)—t(x1,...,x,)]* em relacdo a distribuicdo a posteriori de ®, dado
X1 = x1,...,Xp = X, que é minimizada para #*(xp,...,x,) igual a esperanca
condicional de 7(®) em relagdo a mesma. Por isso, o estimador de Bayes de 7(®)

em relacdo a funcdo perda quadratica é dado por
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[(®) [Hl f(xiw)] 2(6)d6

E[TO®)X| =x1,....X, = x,] = -
) [1_11 f(xil6)

g(0)do

Exemplo 1

Suponhamos que X ~ N (6,1) e que 6 ~ N(0,1). O objetivo é obter o
estimador de Bayes para 6. Para isso calcula-se, utilizando o teorema de Bayes, a
distribuicao a posteriori

(6]x) e f(x|0)m(6)

7 (6]%)

K
@
>
a=

1 < 1
) ; (x; — 9)2} exp {—592}
Z(xi—9)2+02 }

(x7 = 2x,60 + 6%) + ¢

|
|
B
|
|
|

|

1 [ n
-3 _92 n+1)— 29; xil}

|

o 20T

_(1 + 2%)
‘zmlil)[@‘ i ;)] }
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x 1
(1+1)> (1)

A posteriori, neste caso, ¢ N ( ) O estimador de Bayes para 6

~—

1
n

¢ a esperanca da posteriori, ou seja, 6 = T Repare que neste exemplo ndo foi
n
necessdrio o cdlculo da marginal g(.). Como queriamos a esperanga da posteriori,

bastou o niicleo da mesma para obtermos essa informacao.

Exemplo 2

.2 L. .

Seja X = {Xi,...,X,,} uma amostra aleatéria de uma densidade normal
com média desconhecida 6 e varidncia conhecida 0'%. Assumindo que 6 ~ N (].1,0'%),
com u e 0'% desconhecidos, o objetivo é construir um estimador Bayesiano

empirico para 6. Conforme o teorema de Bayes:

f(X10)7(6)

e = g(®)

em que

1 1
f(X0) = —————exp {— (x; — 9)2}

( 7'['0'2

1 (6 — w)?
) =
0 | )

1 0 — p)? 1 1 ¢ 2
g(®) = f exp exps— » (xi—6)+do
o1 V2r { 207 (2 n 0'%)"/2 205 l

(6)

RS S NS U o DRy S RCES
Jeaeme = (2770'%)"/2 CXP{ 20'% j= = }m\/ﬂexp{ 207 }

J(X10)

Chamando
1 1

o \/ZZ' (271_0_%)"/2 =




entao

-1 | [
= kp (¥) exp {202 5 0'% (62 - 20,u) + 0'% ng*—20 ) x
1921 ]

-1
:kzcaexp{z .
0'10'

M=

-2 x;0 + 6
,1(x o )02—29,”,12

=ki(X)exp{— -

ka(®) = ki () exp{

.

-1 | [ L
= kp(¥) exp {20_2 0'% (92 - 29,u) + a’% ng* —20 ) x; }
1 | 1]

2
05 | 1

1

n

i=1

2
2

(03 (6 = 264) + nr? [ 6° - wm}

( 2.4 2) o2 2=
2 1 ,u+n0' X
192

0'%/1+mr%§ 2]
1 o~ o2 +no?

m(6|%) o exp{ —= ——
2 ki

2 2
O'2+}’l0'1

17

05+ noy
_2
02+n0'1 0'5/1+n0'%x
k(X) = ky (D) exp { 6’—( I a— (2.2)
2 1
o5+ no o2u+notx o2y +no?x 2
= k(X) exp ( 22 2 1) ( 2# 12 ]+( Z'L; 12 )
20 0'2+nO'1 05 +noy
9 0'§,u+noﬁi 2
—k _1 - o‘%+na’%
= k(¥)exp 5 T
0'%4—’10'%
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2 2=
.y 2 1: oSutnoy X Al .
LOgO, a posterior1 € uma normal com média £ [9|)?] = ﬁ € variancia
2 1
2 ;2
oo
Var [9|)?] = %
05 +no

Considerando n = 1, segue que X = x e os "estimadores"para média e

variancia sdo, respectivamente

2 + 2
E[0lx] = 2277
O-2+0-I
0'20'2
— 172
Var[6|x] = —(r%w%

Podemos observar que os "estimadores"da média e da varidncia dependem
dos parametros u e 0'%. No proximo capitulo utilizaremos o método Bayesiano

empirico para estimar estes valores.

Exemplo 3

Considere um vetor X = (X1,...,X,)emque X ~N(6,])ed = (6y,...,0,)
com 6; ~ N (0,a). Queremos o estimador de Bayes para o vetor de médias 8. Como
a variancia a das prioris sdo desconhecidas tem-se um caso tipico de aplicacdo do

estimador Bayesiano empirico. Considere a distribui¢dao de X; condicionada a 6.

Flalo) = \/% exp {—%(x,- - 9»2}

com distribuicao a priori de 6 dada por

1 1
n(®) = ex {—— ﬂ}.
V2ra P 2a

Aplicando o Teorema de Bayes

S (xil0)m(6;)

m(0;|x;) = 20)
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com

g(x) = f F(x10,)m(6;)d6;

Calculando 7(6;]x;)g(x;):

1 1 1 1
T (9i|xi) g (Xi) — E exp {_E(Xi - 9[)2} E exXp {_ZG?}

L epl-t—ay i
= —(xi —0)? = 2
drva P\ T2 T T,
1 o — o 6;
= exps—=|(x; — 6; -
e P75 (i i)+ P
L . ! 2xi0; + 607 i
= X —— -0 " —
2na P17 2" N o a
1 1|, 1 5
= zﬂ\/aexp{—z [0, (1 + ;)+xi —2x101]}
1 1, 1 1
= 2ﬂ\/aexp{—zxi}exp{—§ 012(1+;)—2xi0i]}
1 1, 1 1 2x0;
= exp{—=x;pexps—=[1+ i —
2na p{ 2x’} Xp{ 2( a) D)
a
_ 1 1 B 1{a+1 > 2)6,'9,‘
= 27{\/Eexp{ 2xi}exp{—§( P )Qi —(lil)
a
= ! exp{—lxiz}exp - [6‘2—29,-x, a ]
2na 2 241 a+1
= ! exp{—lx-2 expqy-— (0,—x- a )2—()6' a )2
2n+a 27 2-4 ‘a+1 "a+1
= ! ex {—lx2 ex ! ( a )2 ! 0, a_y
2na P 27 P 2.4 xla+l XP1T - (l xia+l)]}




20

Entdo, como a posteriori « (6;|x;) € Normal (

glxp) =

w3 ) 5
2 a_ T 5% i X
2r(a+ 1) 2-5\ 2 (a+1) Yr—a
1 a \?
— 0 — x;——
crfegeles2 ]

1 e{12 1 2} 1 e{l[(g a)2}
——————exp{—= Xpy—=—— (|6 — xi——
Vir@+1) 2% T 2@ s Pl (e

1 ex{ 12(1 a )} 1 ex{ 1 [(6 a )2]}
- _Z2(1- —— g — x4
V2r@+1D) 27 a+1 ot P 2- [\ Ta+
SEREANER I |
@+ D) 27 Pl 2= a1
Ty e{ U= e{l[(e ol

X X i_-xi_
@+ D) 2@ D) oy Pl 2= a+l
a+

- (6: - i { }
2na -2 2(a+1)

1 exp (Qi—ﬁxi) exp x?

X - 5 X -
2na 20 2@+ 1)

2
1 (6 - a47x) 1 12
eXpy—35 2 expq—=
Var -4 2 V2rnvVa+1 2a+1

2
1 1 (91 - aa?xl)
= m(0ilx) = ———=exp Ty
2 a:l—_l a+l

i

1 1 X
\/ﬂ‘\la+1 20+1

a+1x,,a+1) o estimador de
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Bayes para 6; dado que se conhece x; é a esperanca da posteriori.

) ]
= -2 x = (1 - )xi (2.3)

a+1 a+1

Entio, o estimador de Bayes 6; é um encolhimento do estimador usual.

2.4 Método Bayesiano empirico

A precisdo das inferéncias estatisticas que sao feitas utilizando os métodos
Bayesianos, geralmente, depende fortemente de um bom conhecimento a priori.
Quando a informagao a priori, representada pela distribuicao a priori, é incompleta
ou desconhecida pode ser obtida a partir dos dados. Esse método é chamado de

Método Bayesiano Empirico.

Exemplo 4

Considere X uma varidvel aleatdria discreta com distribui¢do Poisson de
parametro u e uma distribui¢do a priori m(u) totalmente desconhecida.
Observada uma amostra X = x, a verossimilhanca é dada por:

e Hu*

J&w) = —
X

Aplicando o teorema de Bayes, a posteriori mr(u|x) é igual a

.
()

m(ulx) = 200

em que a marginal de x é dada por

o
o) = f ¢ Gy

x!
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O estimador de Bayes para u é a média da distribuicao a posteriori

o
s = Elul = f WS o

x!g(x)
(x+Dlg(x+1) e Myl
= £ e a(udu (2.4)
x!g(x) (x+Dlgx+1)
1
x+Dlgx+1)
xlg (x)
Como X tem distribuicdo discreta, se xi, .. .,X, sdo observagdes ocorridas

no passado, as prioris g(x) e g(x + 1) podem ser estimadas pelas suas frequéncias
relativas.
card ({i; x; = x})

§(x) =
n

card {i; x; = x+ 1})
n

gx+1)=
Desta forma o estimador de Bayes empirico é dado por

R (x+Dgx+1)
S E)

Repare que jip ndo depende dos pardmetros da distribuicdo a priori. Isso
s6 ocorre devido a particularidade da distribui¢do dos dados ser uma distribui¢ao
discreta que segue uma Poisson. No passo (2.4), onde se completa a integral
para que a mesma se transforme numa fdp (func@o densidade de probabilidade), a
distribuicdo a priori desaparece com a integral.

Observe que mesmo com a distribui¢@o a priori totalmente desconhecida
conseguimos estimar a média pelo método Bayesiano. Esse exemplo ilustra bem

em que consiste 0 método Bayesiano empirico. Nele os dados so utilizados duas
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vezes, na fungao de verossimilhanca, neste caso f(x|u), e na estimativa da marginal
de x denominada g(x).
Aplicacao:

O nimero de acidentes por semana segue uma distribuicdo Poisson.
Em uma semana ocorreram 4 acidentes. Suponha que o nimero de acidentes

observados nas ultimas 10 semanas foram
5874414425

Os estimadores de g(4) e g(4 + 1) sdo, respectivamente
4
5(4) = —
4{C)) 0

2

g4+1)=—

10

Entéo, para este caso, o estimador Bayesiano empirico é

. _@A+Dg4+1) S5 5
fp=————=7 =5

RO
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Continuacao do Exemplo 2
Para um melhor entendimento do método Bayesiano empirico serd
apresentada a continuagdo do exemplo 2. Suponha p conjuntos de dados

independentes, cada um com n dados.

X11 e Xnl

-xlp ‘e xnp

Para o modelo de efeito aleatério a tabela ANOVA €

SQ E

dentro B (p—1)(nos +03)
2
entre W p(n—1)03

E - Esperanca

S O - Soma de quadrados

Pelo método ANOVA o estimador da variancia da priori é

2
B w 73

n(n—l)_np(n—l)_ n

N
O'l—

e o estimador para média da priori é

M~
‘M=
=

=
Il
T
o
~
I
MR

Utilizando estes estimadores, o estimador Bayesiano empirico é dado por

_ A L onx

0'2/1+n0-2.x A o'2+a'2

_ 72 1 _Ah_ % 2
E[01F] = — - =0=17

o5+ no =+

2 1 0—% 0—%
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Este estimador tem uma interpretacao interessante. Reescrito como

1
)
O—l _

X

6 = 0+

+ qul =

T2t T
7T 9 ]
n
ele € uma combinacio linear da média da priori e da média amostral. Se n — 0

entdod — fiesen — coentdo § — X
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3 ESTIMADORES DE ENCOLHIMENTO

Os estimadores nao viesados apresentam uma deficiéncia que geralmente

A

ndo é explicitada. Seja 8 = ([3 1,[31() um estimador nao viesado de um vetor de

parametros 8 = (B1,...,6¢). Tem-se que

k k
EBP] = B = D E[A]
=i

i i=1

(verlp] + ([ )

Var || + 181

M=

1

1l
—_

M~

1

1l
—_

Observe, entdo, que, apesar de ﬁ ser um estimador nao viesado de 3, ||[A3||2
é um estimador viesado de ||8]|>, com tendéncia a superestimar o valor ||3]|*>. Esta
deficiéncia dos estimadores nao viesados foi uma das motivagdes para a obtencao
do estimador de James-Stein e também para se adotar a estratégia de propor
estimadores obtidos por encolhimento de estimadores ndo viesados.

Os estimadores de encolhimento, apesar de viesados, estdo sendo
estudados em vdrias dreas da estatistica aplicada. Em geral, esses estimadores
tém Erro Quadritico Médio (EQM) menor do que os estimadores ndo viesados.

Vamos destacar alguns casos cldssicos de encolhimento em que isso acontece.

3.1 O estimador usual da Variancia

Sejam X1,X>,....X;,, cOpias independentes de uma mesma N(y,(rz). A

estatistica
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1 < _
§%=— > - Xy
n i=1

é um estimador ndo viesado de o pois

E[s?] = [%IZI](Xi—X)z}
1 n
= TE| R %w (X - p)

e seu erro quadratico médio € dado por:
2
E[(52 —0'2) ] = Var[Sz]
Sabemos que:

a) SeY ~ x2,entdo E [Y] = 2n. (MOOD; BOES; GRAYBILL, 1974, p. 542-543)

b) @15 .42 (MOOD; BOES; GRAYBILL, 1974, p. 245)

(o

Entao,

— 2 _
Var[(n l)S}:(n 1

2
— — ) Var [52] =2(n-1)
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2(n-Dot  20*
-1 (-1

Var [S 2] =

O estimador para o2, tanto pelo método dos momentos, quanto pelo

método da mixima verossimilhanca, é dado por
o 1Y )
== X=X
=

Observe que este estimador, além de ser um estimador viesado de o, ja

que

1 ¢ _
0* = ) X X)
i=1

iarmﬂ

i=1

E[é’2] n;lnilE

também é um encolhimento do estimador nio viesado S pois,

1 I
o2 =" SQ:(I——)Sz
n n

Vamos calcular a variancia de 6 para nos auxiliar no célculo dos EQMs.

2
Var[é‘z] = Var[n_ ISZ] = (n— 1) Var[Sz] = —2(n— 1)0'4

n n n?

Mostraremos a seguir que o
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ou seja, o EQM do estimador viesado 6> é menor que o EQM do estimador nio

viesado S2.

Var [6’2 - 0'2] + (E [6‘2 - 0'2])2

2(n-1)c* - 2
n-1)o +(n 10_2_0_2)
n? n

(2”_ 1)04 G.1)

E [(6’2 - 0'2)2]

n2

Como S? é um estimador nio viesado, entdo podemos escrever

E [(52 - 02)2] - Var[S?] 3.2)

(2 4
= (7)o
Desta forma, com as equagdes (3.1) e (3.2) podemos concluir que

E [(&2 - 02)2] - (2”’”; 1)0'4 < (i]) ‘o [(52 - 0'2)2] (3.3)

n—

Para mostrar que a desigualdade (3.3) € verdadeira basta observar que

2n—1 2

n2 n—1

e2n-1)mn-1) <2n?

2 -2n-n+1<2n?
o2 +1<2n%+3n

< 1<3n

Esta desigualdade sempre é valida j4 que n representa o tamanho da

amostra, ou seja, n > 1. Portanto, podemos concluir que &2 tem menor EQM
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do que S2.

3.2 Estimador com Erro Quadratico Médio Minimo (EQMM)

Considere o modelo

Yi=pu+e

emquei = 1,2,3,...,n. ¥; s@o observagdes independentes, u representa o parametro
a ser estimado e &; sdo os erros independentes associados ao modelo. Assumindo

que & ~ N(0,0?), o estimador de quadrados minimos para u é dado por

Entdo, i é um estimador ndo viesado de u. Queremos determinar uma
constante ¢ tal que o estimador cY tenha erro quadritico médio minimo. Para

tanto considere a funcdo H dada por

E [(cf’ - ,u)z]

= E [CZYZ —2cYu +,uz]

H(c)

= ’E [Yz] —2cuE [I_/] +

= (Var [Y] + (E [Y])Z) - 2c,u2 + ,u2

o2
= ¢ (— +/12) — ZC,u2 +,u2
n

eqe L . . . ~ . ’
Utilizando a técnica usual da diferenciagado e igualando H (c) a zero temos
condicdes de encontrar o valor de ¢ que minimiza ou maximiza o erro quadratico
médio do estimador c¥Y. Neste caso calcularemos a segunda derivada de H para

mostrar que ¢ ¢ minimo.
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, o?
H (c)=2c(—+,uz)—2,u2 =0
n

Efetuando as contas teremos

2
2¢, (0-— +/.12) -21* =0
n

(3.4)
A derivada segunda de H é
2
H'(c,) = 2(0— +,112) >0
n

Logo, ¢, é ponto de minimo
Repare que o valor de ¢ que minimiza a funcdo H depende dos parametros
populacionais. Substituindo-se u e o pelos estimadores usuais, nio viesados, ¥ e

s% tem-se este estimador.

o = Y 3.5)

O estimador (3.5) pode ser obtido com uma abordagem Bayesiana como

serd visto no capitulo seguinte.

3.3 O Estimador de James - Stein como um estimador Bayesiano empirico
No exemplo 3 com X = {X,...,X,}, X; ~ N(6,I) e 8; ~ N(0,a) o estimador

de Bayes (2.3) foi expresso por
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N a 1
0 = =1- y
arl ( a+l)xl

O estimador 6; depende do pardmetro a das prioris, que é desconhecido,
por isso vamos estimd-lo. Suponhamos que os dados observados sdo provenientes
de uma populagdo com densidade g(x;) que, como mostrado no exemplo 3, é
N(0,a + 1). Considere Z; a varidvel aleatdria dada por

Xi

Z; = =7 ~ N(O,l)
Va+1

Assim, se elevarmos Z ao quadrado e somarmos teremos

5 x2
Zplzg _ =l i _ X'X
i=1 l (\/a+1)2 atl

Como a soma dos quadrados de p normais padrdo independentes tem
el o~ . A X'X 1~
distribui¢@o qui - quadrado com parametro p, segue que ¥ = 25 tem distribui¢ao

Y ~ x*(p)
Segue a seguinte relacio:

X'X 1 1 1
= o = —
a+1 XX Ya+1

(3.6)

Aplicando a esperanca em ambos os lados da equagdo (3.6) segue que

#| s

1
(a+1)Y

/
E|l=
Y

1
a+1
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Como Y ~ Gama(%,1) segue que

segue que,

€ portanto

-2 1
E|E=Z|=
X'X a+1
Portanto, pelo métodos dos momentos podemos estimar —5 por .

Vimos em (2.3) que o estimador de Bayes é

5 a ! 1
i = Xi=|1= Xi
a+17" a+1

7z

o resultado € o estimador de James-Stein

- - 1 p—2
entdo, substituindo —7 Por L.

explicitado a seguir.
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N -2
Q{S = (1 - ];('X )xi

Observe que o estimador de James - Stein sé é um estimador de

encolhimento para p > 2.
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4 ABORDAGEM BAYESIANA EM ALGUNS ESTIMADORES DE
ENCOLHIMENTO

Neste capitulo vamos discutir a abordagem Bayesiana para alguns dos

estimadores de encolhimento que estudamos anteriormente.

4.1 Estimador com erro quadratico médio minimo, sua aproximacio pelo

estimador Bayesiano empirico

Neste topico vamos discutir a abordagem Bayesiana para o estimador com
erro quadritico médio minimo. Vamos assumir que o pardmetro u ~ N(0,72).
Neste caso, diferente da sessdo (3.2) onde a anélise foi feita com uma abordagem
frequentista, o pardmetro u tem distribui¢do de probabilidade. O EQM ¢ dado pela

relacdo
E[(cy —w? = E[*5* = 2ciu + 1] (4.1)

Para calcular o EQM vamos calcular as esperancas separadamente. Para

isso precisamos das func¢des densidades de probabilidade de u e y.

1
ool o)
29

n

fi—):

2
a-
27Tn

I I
b= o5 )

Neste caso

E[c** = 2cyu + 2] = f f (5% = 2cyu + ) f5 fududy



E [02

Efuy]

¥

Calculemos cada integral separadamente:

I
—
%

36

= [Var [¥] + (E[j/])z]

2
(

= A—+7
n

ffuyrexp{——(y m}
:f frexp{——@ u)}

- frgmenl

1
B fﬂ V2772 =P {_ﬁu }E[y]d'u

— 2 1

- [ et o
= E[’]

= (Var[u] + (E[u])?)

= T2

1 exp L (/12) dudy
V2n1? 272
1 1,
-—— dy|d
272 exp{ 22 } dhs

L _ _
eXP {—27@ —/1)2} dy|du
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Por fim, temos que

E[1] Varlu] + (E[u])*

Substituindo na equagdo (4.1):

E[c*Y = 2cyu + pi°]

E[(cy — p)*]

E[¢*5°] - 2cE[ju] + E[i’]
2 o’ 2 2 2
= ¢ (—+T )—ZCT +T
n

Derivando a funcdo H(c) = E [(cjz - ,u)z] em relagdo a c:

dH 2
© = 2c0-— +2¢1? = 2c1?
dc n

Igualando a zero, para determinarmos os pontos criticos, neste caso

minimo ja que H"(c,) > 0.

o2
2e— +2¢t? = 2c7?
n

Il
(=

72

Co = )
feac)
—+T

Portanto, em relacdo a densidade mistura o estimador de erro quadrético

médio minimo € dado por
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Note a diferenca em relacdo ao exemplo 3 em que

Observe que ¢, depende de parametros populacionais, entdo vamos ter que

estima-los. Primeiro, vamos reescrever c,

n
C0:—
2
S +n
.

. 2 2 - . .
Vamos estimar ‘:—2 com % Entéo, o estimador de u; é dado por

n -
52 Y
iz +n

O exemplo 2 nos mostrou que se uma variavel aleatéria X tem distribui¢ao

X~N (9,0%) e 6 e tem uma priori 8 ~ N (ﬂo,o‘%), entdo a posteriori, aplicando o

teorema de Bayes, é
( _ o%mﬁn(r%x)z
2 2
0'2+’l0'l
ﬂ(@l)?)OCCXp 5 2 2
2 719

2 2
O'Z'H’lO'1

2= 2 2
1 9193

X A .
€ variancia — 5
O'2+n0'

2
T5H0 +no

Ou seja, a posteriori € uma normal com média =5——
(Tz'H’lO'1

Em particular, temos que X = ¥ ~ N (,u,0'2) eu ~N (0,72) entdo para

1

to = 0 e n =1 podemos escrever a posteriori da seguinte forma

25 2
Y ) 4.2)

1
”(ﬂb’)‘xeXP - 252 (ﬂ_0_2+7_2
o2+72

Utilizando o estimador de Bayes, a média da posteriori (4.2), segue que



39

. 2y
b=——77
o? + 12
L . . 2
Dividindo numerador e denominador por 72 e se estimarmos ‘TLZ com 43

vamos concluir que
= fo

Portanto, estimador de Bayes € o mesmo que o de menor erro quadratico

médio entre os estimadores da forma cy em relacdo a preditiva.

4.2 EQM do estimador de Bayes da Binomial
i Xi
Sejam Xi, ... ,X, iid Bernoulli (p). O EMV p de p é dado por p = =—

n
ja que a funcdo de verossimilhanca L(p|lx) = p’(1 — p)* 7 em quey = } x;
i=1

Aplicando o log em ambos os lados da equagdo acima temos
log L(plx) = ylogp + (n—y)log (1 - p)

Derivando em relagdo ao parametro p e igualando a zero vamos obter o

estimador de médxima verossimilhanga:

OlogL(ply) _y (n-y) _ 0
dp p l-p
O valor de p que maximiza a func¢do de verossimilhanga é

_(n—y)
=155

Y
p

(I-py=m-y)p



Célculo do EQM de p

E|(p-p)]

Vale lembrar que

£[%]

Var[X]

Var[X]

>

Il
Il
<

S <

Var [p] + (E[p - p])*
Var|p]

Var[X]

40

(4.3)

n
OBS: Como a soma da Bernoulli ¢ uma Binomial sabemos que >, E[X;] = np e

=

Var[X;] =np(1 - p)
1

1

i=1

Agora ja temos ferramentas suficientes para calcular o EQM do p que é
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dado por
E|(p-p?| = Var[p]+(E[(-p))’
- Var[x]+ (£[%]- )
= Var[X]
pp=1)

n

n
Vamos calcular estimador de Bayes da Binomial. Como ¥ = } X; é
i=1
Binomial (n,p) € conveniente assumir que a distribui¢do a priori de p seja uma

Beta (a@,8). Assim, aplicando o teorema de Bayes

f(ply) <« p’(1 = p)*™~ pa—l(l _ p)ﬁ—l o py+(l—l(1 _ P)n_y+’8_l
f0oIp) a(p)

Nestas condicdes a distribui¢c@o a posteriori f(ply) € uma Beta(y + a,n —

v+ ). Assim f(ply) € descrita da seguinte forma

_ 1 +a—1,1 _  \n—y+p—1
f(ply)—B(era,n_erﬁ)p) (1-p"~

O estimador de Bayes da Binomial é dado pela média da posteriori. Se

X ~ Beta(a,B), E[X] = ﬁg Entdo, neste caso

y+a

bp =
P a+pf+n
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Agora podemos calcular o EQM de pp

E|(ps - p)|

Var [pg] + (E [ps - p))°

y+a y+a 2
Var| —— | +|E|———|-p
a+pB+n a+pB+n
2
y a 1
Vv E E -
a a/+ﬁ+n+a/+ﬂ+n +(a/+ﬂ+n[ ]+ Elal] p)
1 np+a 2
————Var[y] + Var +( P —p)
(@ +B+n) a+B+n a+pB+n
np(1-p) +( npta )2
(@+B+n)? \a+B+n

Vamos escolher a e 8 de tal forma que torne o EQM de pp constante

para futuras comparagdes. Adotaremos @ = f§ = \/g. Substituindo os valores

a=p= \/§ em pge pgpemE [(133 - p)z] temos que

N Y++/%
PB =
~ Y+\/¥

PB = Vn+n



e o erro quadratico médio de pp pode ser expresso por

E|(ps - p)’]

np(1-p) np+ \[

np(1-p) [(”1” \ﬁ)‘(

1
4
+n

it \/§+n)p

2

(i)

(Ve i)

p(-p) (0= )20 3 o]

(Vi+n) (Vi+n)

np(l—p>+[\/§‘219\/§r

(Visn)  (Vaen)

2
T W R e A

(en] (Vi)

np—np2+§—np+p2n

(Vr+n)

N

(Vi+n)

n

4(n + \/r_l)z

43

Se quisermos escolher entre pp e p baseado no EQM a figura Figura 4

¢ util. Para pequenos valores de n, pp é a melhor escolha, a menos que exista

uma forte crenca de que p estd proximo de O ou 1.

Ja para valores maiores

de n, p é a melhor escolha, a menos que exista uma grande crenca de p estar

proximo de 1/2. Podemos destacar também que mesmo que o EQM ndo mostre

que um estimador é sempre melhor do que o outro, essas informacdes fornecidas
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sdo uteis. Informacdes estas que combinadas com o conhecimento do problema,
por parte do pesquisador, podem nos auxiliar na escolha de um melhor estimador

para determinada situacdo (CASELLA; BERGER, 2010).
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)

‘X

EQM(

EQM(pp)

0,5

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2 4

n = 400

)

‘X

EQM(

0.5 4

0.4 4

0.3 4

0.2 4

0.14

Comparacao dos EQMs de p (azul) e pp (vermelho).

Figura 1
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5 A SIMULACAO

Na secdo 3.2 foi discutido o estimador com erro quadratico médio minimo.

Esse "estimador”, na sua forma nao operacional, é expresso por:
fA=c,Y =——Y (5.1)

Como a expressdo (5.1) depende dos parimetros populacionais o> e

7

M, o caminho para transformd-lo em um legitimo estimador & substituir esses

pardmetros por seus estimadores usuais.

7”2
fo= 57 (5.2)

Por simulacdo estudamos o erro quadratico médio do estimador (5.2).
Para isso foram geradas 10.000 amostras de tamanhos 20, 40 e 100, provenientes
das distribui¢des uniforme, normal e exponencial dupla, com variancias 4, 16 e
36 conhecidas. Os Erros Quadriticos Médios observados nas simulacdes estdo

mostrados nas figuras 2 , 3 e 4 a seguir.
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Figura 2 Erros quadriticos médios dos estimadores i (vermelho), f1, (verde) e
Y (azul), para amostras de tamanhos 20, 40 e 100 e variancias 4, 16 ¢
36 para uma populag@o com distribui¢do normal.
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Uniforme
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Figura 3 Erros quadraticos médios dos estimadores ji1 (vermelho), fi, (verde) e
Y (azul), para amostras de tamanhos 20, 40 e 100 e varidncias 4, 16 e
36 para uma populacdo com distribuicdo uniforme.
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Figura4 Erros quadraticos médios dos estimadores ji (vermelho), fi, (verde) e
Y (azul), para amostras de tamanhos 20, 40 e 100 e variancias 4, 16 e
36 para uma populacdo com distribuicdo exponencial dupla.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

As figuras 2, 3 e 4 mostram que os comportamentos dos erros quadraticos
médios dos estimadores fi, fi, € Y, praticamente, ndo dependem da distribuigiio
da populagdo original. Os grificos mostraram que o erro quadratico médio
do "estimador'ndo operacional i se comporta conforme o esperado, ou seja,
sistematicamente menor do que o erro quadritico médio do estimador usual Y.
O que ndo se esperava € o resultado obtido para o erro quadratico médio do
estimador f1, que s6 é menor que o erro quadratico médio de Y para valores da
esperanca populacional em um intervalo centrado na média zero. Quando os
parametros populacionais presentes na expressdo [ foram substituidos pelos seus
estimadores usuais esperava-se que o estimador [, assim obtido mantivesse seu
comportamento, ou seja, erro quadratico médio inferior ao erro quadratico médio
de Y, tal fato ndo foi observado no estudo das simulagdes. As figuras 2, 3 e 4
mostram que esse comportamento sé acontece para valores de média populacional
em um intervalo centrado no zero. As figuras mostram ainda que esse intervalo é
crescente com a varidncia populacional e decrescente com o tamanho da amostra,
porém fora desse intervalo o erro quadritico médio de f1, €, sistematicamente,
maior que o erro quadratico médio do estimador usual. Este fato, inesperado, abre

portas para futuras investigacoes.
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APENDICE

APENDICE A - Rotina para geragdo do grafico dos erros quadraticos médios
para uma amostra com populagio com distribuicdo normal, uniforme e
Exponencial dupla.

1. Rotina para geracdo do grafico dos erros quadriticos médios para uma
amostra com populagdo com distribui¢do normal.

simulacao Normal

VAR = c(4,16,36)

nvar = length(VAR) # As variancias
MU = seq(-5,5,0.25) # As médias
nmu = length(MU)

N = 1000 # 0 numero de amostras para cada média
0 caso da distribuicao NORMAL (mu,var)

MN = matrix(0,nvarxnmu,4)
colnames(MN) = c("Variancia real", "Média real","Erro do

encolhimento", "Erro do encolhimento estimado")
k =

for (i in 1l:nvar){

for (j in 1:nmu){

k=k+1
MN[k,1] = VAR[i]
MN[k,2] = MU[j1}}

n = 20 # 0 tamanho da cada amostra
for (i in 1:(nmuxnvar)){

errol 0

erro2 0
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B = matrix(0,N,4)

vari = MN[1i,1]

mu = MN[i,2]

for (j in 1:N){

amostra = rnorm(n,mu,sqrt(vari))

B[j,1] = mean(amostra)

B[j,2] = var(amostra)

B[j,3] = B[j,1]173/(B[]j,2]/n+B[]j,1]72)

B[j,4] = (MN[i,2]"2/(vari/n+MN[1,2]172))*B[j,1]
errol = errol + (MN[i,2]-B[j,3]1)"2

erro2 = erro2 + (MN[i,2]-B[],4]1)"2 }

MN[i,4] = errol/N
MN[i,3] = erro2/N
MN[1:5,]1 }

par(mfrow=c(3,3))
plot(c(MU[1],MU[nmul),c(®,max(MN[1:nmu,4])),type="n",
main="Normal var=4 n=20"

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[1]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines(MU,MN[1:nmu,3],col="red")
lines(MU,MN[1:nmu,4],col="green")
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(O,max(MN[ (1+nmu): (2*xnmu),4]1)),type="n",
main="Normal
var=16  n=20

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")

lines (MU, rep(VAR[2]/n,nmu),type="1",col="blue")



54

lines (MU,MN[ (1+nmu): (2*nmu),3],col="red")
lines (MU,MN[ (1+nmu): (2*nmu),4],col="green")
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(O,max(MN[ (2+nmu) : (3*xnmu) ,4]1)),type="n",
main="Normal
var=36 n=20"
,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[3]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines (MU,MN[ (1+2*nmu): (3*xnmu),3],col="red")
lines (MU,MN[ (1+2*nmu) : (3*nmu),4],col="green")

# Fim para n = 20

n =40 # 0 tamanho da cada amostra
for (i in 1:(nmuxnvar)){

errol = 0

erro2 = 0

B = matrix(0,N,4)

vari = MN[i,1]

mu = MN[i,?2]

for (j in 1:N){

amostra = rnorm(n,mu,sqrt(vari))

B[j,1] = mean(amostra)

B[j,2] = var(amostra)

B[j,3] = B[j,1]173/(B[],2]/n+B[j,1]"2)

B[j,4] = (MN[i,2]72/(vari/n+MN[1i,2]172))*B[],1]
errol = errol + (MN[i,2]-B[],3]1)"2

erro2 = erro2 + (MN[1i,2]-B[],4])"2 }
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MN[i,4] = errol/N

MN[i,3]

erro2/N

MN[1:5,]1 }

plot(c(MU[1],MU[nmu]l),c(®,max(MN[1:nmu,4])),type="n",
main="Normal var=4 n=40"

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[1]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines(MU,MN[1:nmu,3],col="red")
lines(MU,MN[1:nmu,4],col="green")
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(®,max(MN[ (1+nmu): (2*xnmu),4])),type="n",
main="Normal
var=16  n=40"

,xlab = "média real", ylab = "erro médio quadrdtico")
lines (MU, rep(VAR[2]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines(MU,MN[ (1+nmu) : (2%nmu),3],col="red")
lines(MU,MN[ (1+nmu) : (2*xnmu),4],col="green")
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(O,max(MN[ (2+nmu) : (3*xnmu),4])),type="n",
main="Normal
var=36  n=40"

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[3]1/n,nmu),type="1",col="blue")
lines(MU,MN[ (1+2*nmu): (3*xnmu),3],col="red")
lines (MU, MN[ (1+2*nmu) : (3*xnmu),4],col="green")

# Fim para n=40

n = 100 # 0 tamanho da cada amostra
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for (i in 1:(nmuxnvar)){
errol = 0

erro2 0

B = matrix(0,N,4)

vari = MN[1i,1]

mu = MN[i,2]

for (j in 1:N){

amostra = rnorm(n,mu,sqrt(vari))
B[j,1] = mean(amostra)

B[j,2] = var(amostra)

B[j,3] = B[j,1]173/(B[]j,2]/n+B[]j,1]"2)

B[j,4] (MN[i,2]172/(vari/n+MN[i,2]72))*B[j,1]

errol

errol + (MN[i,2]-B[j,3]1)"2
erro2 = erro2 + (MN[1i,2]-B[j,4]1)"2 }
MN[i,4] = errol/N

MN[1i,3] erro2/N

MN[1:5,] }
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(O0,max(MN[1:nmu,4])),type="n",
main="Normal var=4 n=100"

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[1]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines(MU,MN[1:nmu,3],col="red")
lines(MU,MN[1:nmu,4],col="green")
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(O,max(MN[ (1+nmu): (2*xnmu),4])),type="n",
main="Normal

var=16 n=100"
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,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[2]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines(MU,MN[ (1+nmu) : (2%nmu),3],col="red")
lines(MU,MN[ (1+nmu) : (2*xnmu) ,4],col="green")
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(O,max(MN[ (2+nmu) : (3*xnmu),4])),type="n",
main="Normal
var=36 n=100"

,xlab = "média real", ylab = "erro médio quadrdtico")
lines (MU, rep(VAR[3]1/n,nmu),type="1",col="blue")
lines (MU,MN[ (1+2*nmu): (3*nmu),3],col="red")
lines (MU,MN[ (1+2*nmu) : (3*xnmu),4],col="green")

# Fim para n=100

2. Rotina para geragdo do grafico dos erros quadraticos médios para uma

amostra com populag@o com distribui¢ao uniforme.

# simulacao Uniforme

VAR = c(4,16,36)

nvar = length(VAR) # As variancias

MU = seq(-5,5,0.25) # As médias

nmu = length(MU)

N = 1000 # 0 numero de amostras para cada média

# 0 caso da distribuicdo UNIFORME com média mu variancia vari

MUn = matrix(0,nvarxnmu,4)

colnames(MUn) = c("Variancia real","Média real","Erro do
encolhimento", "Erro do encolhimento estimado")

k=0

for (i in l:nvar){
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for (j in 1:nmu){

k =k +1
MUn[k,1] = VAR[i]
MUn[k,2] = MU[j] }}

n = 20 # 0 tamanho da cada amostra

for (i in 1:(nmuxnvar)){

errol = 0

erro2 = 0

B = matrix(0,N,4)

vari = MUn[i,1]

mu = MUn[1i,2]

A = sqrt(12xvari) # A amplitude
for (j in 1:N){

amostra = runif(n,mu-A/2,mu+A/2)

B[j,1] = mean(amostra)

B[j,2] = var(amostra)

B[j,3] = B[j,1]173/(B[j,2]/n+B[j,1]"2)

B[j,4] = (MUn[i,2]72/(vari/n+MUn[i,2]72))=*B[j,1]

errol = errol + (MUn[i,2]-B[j,3])"2

erro2

erro2 + (MUn[i,2]-B[j,4])"2 }
MUn[i,4] = errol/N

MUn[1i, 3] erro2/N

MUn[1:5,]1 }
par(mfrow=c(3,3))
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(0,max(MUn[1l:nmu,4])),type="n",
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main="Uniforme var=4  n=20"

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[1]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines(MU,MUn[1:nmu,3],col="red")
lines(MU,MUn[1:nmu,4],col="green")
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(0,max(MUNn[ (1+nmu): (2*xnmu),4]1)),type="n",
main="Uniforme
var=16  n=20"

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[2]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines(MU,MUn[ (1+nmu): (2xnmu),3],col="red")
lines(MU,MUNn[ (1+nmu) : (2*xnmu),4],col="green")
plot(c(MU[1],MU[nmul),c(0,max(MUn[(2+nmu): (3*nmu),4])),type="n",
main="Uniforme var=36 n=20"

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[3]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines (MU,MUNn[ (1+2*nmu): (3*nmu),3],col="red")
lines (MU,MUNn[ (1+2*nmu) : (3*nmu),4],col="green")

# Fim para n=20

n =40 # 0 tamanho da cada amostra
for (i in 1:(nmuxnvar)){

errol = 0

erro2 = 0

B = matrix(0,N,4)

vari = MUn[i,1]
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mu = MUn[i,2]
A = sqrt(12xvari) # A amplitude
for (j in 1:N){

amostra = runif(n,mu-A/2,mu+A/2)

B[j,1] = mean(amostra)

B[j,2] = var(amostra)

B[j,3] = B[j,1]173/(B[]j,2]/n+B[j,1]"2)

B[j,4] = (MUn[i,2]72/(vari/n+MUn[i,2]72))*B[j,1]

errol = errol + (MUn[1i,2]-B[],3]1)"2

erro2 = erro2 + (MUn[i,2]-B[j,4]1)"2 }

MUn[i,4] = errol/N

MUn[i,3] = erro2/N

MUn[1:5,] }

plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(O0,max(MUn[1:nmu,4])),type="n",
main="Uniforme var=4  n=40"

,xlab = "média real", ylab = "erro médio quadrdtico")
lines (MU, rep(VAR[1]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines(MU,MUn[1:nmu,3],col="red")
lines(MU,MUn[1:nmu,4],col="green")
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(0,max(MUn[(1+nmu): (2*xnmu),4])),type="n",
main="Uniforme
var=16  n=40"

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[2]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines(MU,MUn[ (1+nmu): (2*nmu),3],col="red")

lines (MU,MUNn[ (1+nmu) : (2*xnmu),4],col="green")
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plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(0,max(MUn[(2+nmu): (3*nmu),4])),type="n",
main="Uniforme var=36 n=40"
,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[3]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines (MU,MUNn[ (1+2*nmu): (3*nmu),3],col="red")
lines (MU,MUNn[ (1+2*nmu) : (3*nmu),4],col="green")

# Fim para n=40

n = 100 # 0 tamanho da cada amostra
for (i in 1:(nmuxnvar)){

errol = 0

erro2 = 0

B = matrix(0,N,4)

vari = MUn[i,1]

mu = MUn[i,2]

A = sqrt(12xvari) # A amplitude

for (j in 1:N){

amostra = runif(n,mu-A/2,mu+A/2)

B[j,1] = mean(amostra)

B[j,2] = var(amostra)

B[j,3]1 = B[j,1173/(B[j,2]1/n+B[j,1]"2)

B[j,4] = (MUn[i,2]72/(vari/n+MUn[i,2]72))*B[j,1]

errol = errol + (MUn[i,2]-B[j,3])"2
erro2 = erro2 + (MUn[i,2]-B[j,4])"2 }
MUn[i,4] = errol/N

MUn[i,3] = erro2/N
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MUn[1:5,] }
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(O0,max(MUn[1:nmu,4])),type="n",
main="Uniforme var=4 n=100"

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[1]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines(MU,MUn[1:nmu,3],col="red")
lines(MU,MUn[1:nmu,4],col="green")
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(0,max(MUNn[ (1+nmu): (2*nmu),4])),type="n",
main="Uniforme

var=16 n=100"

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[2]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines (MU,MUNn[ (1+nmu) : (2*nmu),3],col="red")
lines(MU,MUNn[ (1+nmu): (2*xnmu),4],col="green")
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(0,max(MUNn[ (2+nmu) : (3*xnmu),4]1)),type="n",
main="Uniforme

var=36 n=100"

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[3]1/n,nmu),type="1",col="blue")
lines (MU,MUN[ (1+2*nmu): (3*nmu),3],col="red")

lines (MU,MUN[ (1+2*nmu): (3*nmu),4],col="green")

3. Rotina para geracdo do grifico dos erros quadriticos médios para uma

amostra com populagdo com distribui¢ao exponencial dupla.

# simulacao Exponencial Dupla
VAR = c(4,16,36)

nvar = length(VAR) # As variancias
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MU = seq(-5,5,0.25) # As médias

nmu = length(MU)

N = 1000 # 0 nUmero de amostras para cada média

# 0 caso da distribuicao NORMAL(mu,var)

MEd = matrix(0,nvarxnmu,4)

colnames(MEd) = c("Variancia real","Média real","Erro do
encolhimento", "Erro do encolhimento estimado")

k=0

for (i in l:nvar){

for (j in 1l:nmu){

k=k+1
MEd[k,1] = VAR[i]
MEd[k,2] = MU[j] } }

n = 20 # 0 tamanho da cada amostra

for (i in 1:(nmuxnvar)){

errol 0
erro2 = 0
B = matrix(0,N,4)

vari

MEd[1i,1]

beta = sqrt(vari/2)

mu = MEd[1i,2]

for (j in 1:N){

mult = 2xfloor(2+«runif(n)) - 1
amostra = rexp(n,1l/beta)*mult + mu

B[j,1] = mean(amostra)
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B[j,2] = var(amostra)
B[j,3]1 = B[j,1173/(B[]j,2]1/n+B[j,1172)
B[j,4] = (MEd[i,2]"2/(vari/n+MEd[1i,2]172))*B[j, 1]

errol = errol + (MEd[i,2]-B[j,3])"2
erro2 = erro2 + (MEd[i,2]-B[j,4]1)"2 }
MEd[i,4] = errol/N

MEd[i,3] erro2/N }
par(mfrow=c(3,3))
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(O,max(MEd[1:nmu,4])),type="n",
main="Exponencial Dupla
var=4  n=20"

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[1]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines(MU,MEd[1:nmu,3],col="red")
lines(MU,MEd[1:nmu,4],col="green")
plot(c(MU[1],MU[nmul),c(0,max(MEd[ (1+nmu): (2*xnmu),4])),type="n",
main="Exponencial Dupla
var=16  n=20"

,xlab = "média real", ylab = "erro médio quadrdtico")
lines (MU, rep(VAR[2]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines(MU,MEd[ (1+nmu): (2xnmu),3],col="red")
lines(MU,MEd[ (1+nmu) : (2*xnmu),4],col="green")
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(0,max(MEd[ (2+nmu): (3*xnmu),4])),type="n",
main="Exponencial Dupla
var=36  n=20"

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")



lines (MU, rep(VAR[3]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines (MU,MEd[ (1+2*nmu) : (3*nmu),3],col="red")
lines (MU,MEd[ (1+2*nmu) : (3*nmu),4],col="green")

# Fim para n=20

n = 40 # 0 tamanho da cada amostra

for (i in 1:(nmuxnvar)){

errol 0
erro2 = 0

B = matrix(0,N,4)

vari MEd[i,1]

beta

sqrt(vari/2)

mu = MEd[1i,?2]

for (j in 1:N){

mult = 2xfloor(2xrunif(n)) - 1

amostra = rexp(n,l/beta)*mult + mu

B[j,1] = mean(amostra)

B[j,2] = var(amostra)

B[j,3] = B[j,1173/(B[j,2]/n+B[]j,1]"2)

B[j,4] = (MEd[1,2]72/(vari/n+MEd[i,2]"2))*B[]j,1]
errol = errol + (MEd[i,2]-B[]j,3]1)"2

erro2 = erro2 + (MEd[i,2]-B[j,4]1)"2 }

MEd[i,4] errol/N

MEd[1i,3] erro2/N }
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(O0,max(MEd[1:nmu,4])),type="n",

main="Exponencial Dupla
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var=4 n=40"

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[1]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines(MU,MEd[1:nmu,3],col="red")
lines(MU,MEd[1:nmu,4],col="green"
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(0,max(MEd[ (1+nmu) : (2*xnmu),4]1)),type="n",
main="Exponencial Dupla
var=16  n=40"

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[2]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines(MU,MEd[ (1+nmu) : (2xnmu),3],col="red")
lines(MU,MEd[ (1+nmu) : (2*xnmu),4],col="green")
plot(c(MU[1],MU[nmul),c(0,max(MEd[ (2+nmu): (3*xnmu),4])),type="n",
main="Exponencial Dupla
var=36  n=40"

,xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")

lines (MU, rep(VAR[3]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines(MU,MEd[ (1+2*nmu) : (3*nmu),3],col="red")
lines (MU,MEd[ (1+2*nmu) : (3*nmu),4],col="green")

# Fim para n=40

n = 100 # 0 tamanho da cada amostra
for (i in 1:(nmuxnvar)){
errol = 0

0

erro2

B = matrix(0,N,4)
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vari MEd[i, 1]

beta

sqrt(vari/2)

mu = MEd[i,2]

for (j in 1:N){

mult = 2xfloor(2*runif(n)) - 1
amostra = rexp(n,1l/beta)*mult + mu

Blj,1]

mean (amostra)
B[j,2] = var(amostra)

BLj,3]

B[j,1173/(B[]j,2]/n+B[],1]1"2)

B[j,4] (MEd[i,2]72/(vari/n+MEd[i,2]172))=*B[],1]
errol = errol + (MEd[i,2]-B[j,3])"2

erro2

erro2 + (MEd[i,2]-B[j,4])"2 }

errol/N

MEd[i,4]
MEd[i,3] = erro2/N }
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(O0,max(MEd[1:nmu,4])),type="n",
main="Exponencial Dupla
var=4  n=100"

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[1]1/n,nmu),type="1",col="blue")
lines(MU,MEd[1:nmu,3],col="red")
lines(MU,MEd[1:nmu,4],col="green")
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(0,max(MEd[ (1+nmu) : (2*xnmu),4]1)),type="n",
main="Exponencial Dupla
var=16  n=100"

,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")

lines (MU, rep(VAR[2]/n,nmu),type="1",col="blue")
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lines (MU,MEd[ (1+nmu) : (2+nmu),3],col="red")
lines (MU,MEd[ (1+nmu) : (2*xnmu),4],col="green")
plot(c(MU[1],MU[nmu]),c(0,max(MEd[ (2+nmu) : (3*xnmu),4]1)),type="n",
main="Exponencial Dupla
var=36 n=100"
,Xlab = "média real", ylab = "erro médio quadratico")
lines (MU, rep(VAR[3]/n,nmu),type="1",col="blue")
lines (MU,MEd[ (1+2*nmu) : (3*nmu),3],col="red")
lines (MU,MEd[ (1+2*nmu) : (3*nmu),4],col="green")

# Fim para n=100
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