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RESUMO

A teoria da Relatividade Geral tem sido confirmada experimentalmente por diversos resultados
desde a sua proposta em 1915. No entanto, sabe-se que esta teoria tem seu limite de validade,
nao sendo aplicada a escalas de comprimento muito pequenas e tempos iniciais do universo
e ndo fornece uma explicacdo para a expansio acelerada do universo. Ainda ndo hd uma in-
terpretacdo satisfatoria para a origem da constante cosmoldgica nas equacdes de campo, que
descrevem esta expansdo acelerada no modelo cosmolégico ACDM. Apesar deste modelo ser
0 mais aceito atualmente, é necessario postular a existéncia de energia escura para que os resul-
tados experimentais estejam de acordo com o previsto pela Relatividade Geral. Devido a estas
e outras questdes em aberto, diversas teorias tém sido propostas para modificar minimamente a
teoria gravitacional de Einstein, como por exemplo, teorias f(R), teorias que ndo obedecem a
condi¢do de metricidade e teorias ndo locais. Neste trabalho discutiremos os conceitos fisicos e
matematicos fundamentais da gravitagao e cosmologia, baseados na Relatividade Geral. Apre-
sentaremos o conceito de ndo localidade em teorias fisicas por meio de exemplos da mecanica
quantica, eletrodindmica e uma discussdo sobre gravitacdo ndo local. Apresentaremos também
uma discussdo sobre operadores ndo locais e se o principio de causalidade € violado pela pre-
senca de termos ndo locais em uma ac¢ao efetiva quantica. Discutiremos o modelo de gravidade
ndo local de Deser-Woodard, que modifica minimamente a a¢do de Einstein-Hilbert por meio
de termos nao locais inspirados por corre¢des quanticas da agdo efetiva. Este modelo foi pro-
posto em 2019 com o objetivo de explicar a expansdo acelerada do universo, sem a necessidade
de introduzir a constante cosmoldgica na agdo. Analisaremos as solucdes perturbativas deste
modelo, as quais permitem uma comparacdo dos resultados tedricos com dados experimentais,
para a constante gravitacional de Newton efetiva e para a taxa de crescimento de estruturas fog.
Aplicaremos o modelo de Deser-Woodard para a descri¢do do universo com ricochete (boun-
cing) obtendo solugdes exatas e numéricas para os campos auxiliares, que contém a informagdo
nao local. O resultado desta andlise indica a viabilidade de uma conexdo entre o universo com
ricochete e 0 modelo ACDM, feita com base na cosmologia nao local.

Palavras-chave: Relatividade Geral. Cosmologia. Nao local. Gravidade modificada.



ABSTRACT

The General Theory of Relativity has been confirmed experimentally by several results since its
proposal in 1915. However, it is known that this theory has its validity limit, not being applied
to very small length scales and initial times of the universe and does not provide an explanation
for the accelerated expansion of the universe. There is still no satisfactory interpretation for the
origin of the cosmological constant in the field equations, which describes this expansion in the
ACDM cosmological model. Although this model is the most accepted today, it is necessary to
postulate the existence of dark energy so that the experimental results are in accordance with
the predicted by General Relativity. Due to these and other open questions, several theories
have been proposed to minimally modify Einstein’s gravitational theory, such as f(R) theories,
non metricity theories and nonlocal theories. In this work we will present the fundamental
physical and mathematical concepts of gravitation and cosmology, based on General Relativity.
We will present the concept of non-locality in physical theories, through examples of quantum
mechanics, electrodynamics and a discussion of non-local gravitation. We will also present a
discussion about non-local operators and whether the principle of causality is violated by the
presence of non-local terms in an effective quantum action. We will discuss the modified gravity
model of Deser-Woodard, which minimally modifies the Einstein-Hilbert action, through non-
local terms inspired by quantum corrections of effective action. This model was proposed
in 2019 in order to explain the accelerated expansion of the universe, without cosmological
constant. We will analyze the perturbative solutions of this model, which allow a comparison
between theoretical and experimental data for the effective Newtons’s gravitational constant
and the growth rate of structures fog. We will apply the Deser-Woodard model to bouncing
universe, finding exact and numerical solutions for the auxiliary fields, which contain non-local
information. The results of this analysis show a feasibility of a connection between the bouncing
universe and the ACDM model, based on non-local cosmology.

Keywords: General Relativity. Cosmology. Nonlocal. Modified Gravity



Figura 1.1 —

Figura 2.1 —

Figura2.2 —

Figura4.1 —

Figura4.2 —

Figura 4.3 —

Figura 4.4 —

Figura 4.5 —

Figura 4.6 —

Figura 4.7 —

Figura 4.8 —

Figura 4.9 —

LISTA DE FIGURAS

Ilustracao da precessao do periélio de Mercurio. A precessao foi exagerada
para facilitar a visualizacdo. Fonte: Autor (2020). . . . . . . . . .. .. ..
O vetor transportado do ponto A ao ponto B sofre diferentes variagdes em
suas componentes se seguir pelo caminho ¢y ou pelo caminho ¢;. Fonte:
Autor (2020). . . . . .
Representacdao geométrica do universo com curvatura negativa, plano e com
curvatura positiva, respectivamente. Fonte: Autor (2020). . . . ... . ..
Grafico do campo auxiliar X em func¢ao do tempo cosmoldgico, para o caso
da métrica FLRW. Fonte: Autor (2021). . . . . . . . . . . . .. ... ...
Gréfico do campo auxiliar Y em fun¢do do tempo cosmoldgico, para o caso
da métrica FLRW. Fonte: Autor (2021). . . . . . . . . . . . .. ... ...

Valores experimentais para o parametro f0g em comparagao com as curvas

tedricas dos modelos ACDM, DW I e DW II. Fonte: (DING; DENG, 2019).

Grafico da fungdo F(t) e sua derivada, em fun¢do do tempo cosmoldgico,
para o modelo de universo com ricochete. Valores fixados para as constan-
tes: hy =1,A» =2eA; = 1. Fonte: Autor (2021). . . . . . . . ... ...
Griéfico do campo auxiliar X (¢) e sua derivada, em fungdo do tempo cos-
moldgico, para o modelo de universo com ricochete. Valores fixados para
as constantes: h; = 1, B = —0,1 e B; = 0. Fonte: Autor (2021). . . . ..
Grafico do campo auxiliar Y () e sua derivada, em fun¢ao do tempo cosmo-
16gico, para o modelo de universo com ricochete, tendo como condigdes
iniciais Y (0) = 0, Y(0) = 0. Fonte: Autor (2021). . . ... ... .....
Grafico do campo auxiliar V e sua derivada, em func¢do do tempo cos-
moldgico, para o modelo de universo com ricochete. Condi¢des iniciais:
V(5)=V'(5) =0.999. Fonte: Autor (2021). . . . .. .. ... ... ...
Grafico do campo auxiliar U e sua derivada, em func¢do do tempo cos-
moldgico, para o0 modelo de universo com ricochete. Condig¢des iniciais:
U(5) =0.999. Fonte: Autor (2021). . . . . . . . . . ..o
Grifico da funcdo de distor¢do ndo local f(Y), para o modelo de universo

com ricochete. Fonte: Autor (2021). . . . . . . . . . . . ... ... ....

93

95



Figura 4.10 —Diferentes solu¢des para V(r), sob a condi¢do inicial V (k) = V'(k) = 0,
parak=0,1,2,3,4,5. Fonte: Autor (2021). . . . . . . . . ... ... ...
Figura 4.11 - Diferentes solugdes para U(t), sob a condi¢do inicial U (k) = 0, para k =
0,1,2,3,4,5. Fonte: Autor (2021).. . . . . . . . . .. . ... ... ...
Figura 4.12 —Diferentes solugdes para f(¢). O indice k indica que a condi¢@o inicial
utilizada na solugéo de U(t) foi U(k) =0, para k = 0,1,2,3,4,5. Fonte:
Autor (2021). . . . . . e e
Figura 4.13 —Diferentes solu¢des para f(Y). O indice k indica que a condicdo inicial
utilizada na solugéo de U(t) foi U(k) =0, para k = 0,1,2,3,4,5. Fonte:
Autor (2021). . . . . .



21
2.2
2.3
24
2.5
2.6
2.6.1
2.6.2
2.6.3

3.1
3.2
3.2.1
3.2.2
3.23
3.24

4.1
4.2
4.2.1
4.2.2
4.3
4.3.1
4.3.2
4.3.3
4.4
44.1

SUMARIO

INTRODUCAO . . ittt it ettt e ettt e e ettt 10
CONCEITOS GEOMETRICOS E FISICOS DA RELATIVIDADE GERAL 18
Equacdodageodésica . . . . . . v v v v it it it ittt e 18
Derivadacovariante . . . . . . .. . .ot ittt it e e e 20
Transporteparalelo . . ... ... .. i ittt ittt iteeeeens 22
Tensor de curvaturadeRiemann . . . . ... ... ............... 24
Equacoes de campodeEinstein . . . . .. ... ... ... . 000000, 27
Cosmologia da Relatividade Geral . . ... ................... 34
O universodeEinstein . . . . ... ... ... ... . . .. 35
Meétrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker . . . ... .. ... ... 38
Equaciode Friedmann . .. ... ... ...ttt teeeeeneens 43
INTRODUCAO A TEORIASNAOLOCAIS . ... ..o viieeennnn 50
Principio da localidade e emaranhamento . . . . .. ... ... ........ 50
Lagrangianasnaolocais . . . . . . . . v i i v i it it i e e 52
Eletrodindmicaclassica . . . . ... .. ..ottt ittt 52
Eletrodinamicaquantica . .. ... ... ... ..ttt 59
Gravitago . . . . . v v i i ittt e e e e e e e e e e e 60
Operadores nao locais e a acao efetivaquantica . . . . ... .......... 64
O MODELO DE DESER-WOODARD ... ....... ... 70
ModeloI . . .. . 0 i i i i it i i it it it et et et 70
ModeloIl . . . . . o it i i e e e e i e i e et e e e 75
Efeitodeblindagem . . ... ... ... ...ttt ieteeens 78
Funcao de distorcaondolocal . . . . .. ... ... ... ... ... 82
Teoriade perturbacoes . . . . . . . .. it i it it ittt e e 84
Equacoes perturbativas dos campos auxiliares . .. .............. 88
Leideconservacao . . . . . v v v v v v vttt ittt e e e 90
Constante gravitacionalefetiva . . . . . ... ... ... .. .. ........ 93
Universocomricochete . ... ... ... ...ttt 94
Diferentes condicOes iniciais . . . . . . . ... ... . 0 0 0 ool 99
CONCLUSAO . ..ottt ittt it e i e e 102

REFERENCIAS . . . . ottt ittt et e et e et e et e e 104



10
1 INTRODUCAO

Apesar de ser a explicacdo mais aceita e atual para a gravitagdo, corroborada por diversas
comprovacOes experimentais, a teoria da Relatividade Geral proposta por Albert Einstein em
1915 € limitada quanto a uma descri¢do completa do universo (em escalas de comprimento da
ordem do comprimento de Planck Ip ~ 1,6 x 10~33cm). Um dos grandes desafios para os fisicos
atualmente € a busca por uma teoria unificadora entre a gravitacao e quantizagdo na escala de
Planck. O uso de termos nao locais, que t€ém origem quantica, em um modelo gravitacional pode
contribuir com o entendimento das limita¢des existentes na Relatividade Geral que impedem
esta unificacgao.

A Relatividade Geral (RG), como vista por Einstein, € uma teoria geométrica e descreve
os fendmenos gravitacionais por meio da dindmica de um espaco quadridimensional (chamado
de espaco-tempo). A RG estd fundamentada no principio da equivaléncia (local) que estabe-
lece a equivaléncia entre a massa inercial e a massa gravitacional, permitindo que seja possivel
encontrar um referencial no qual, localmente, um observador nio perceba a presenca do campo
gravitacional. Ao se analisar a transformacao de coordenadas de um referencial sem gravitacao
para um referencial qualquer, aparecem novos termos nas equacdes de movimento que contém
a informagdo da diferenca da curvatura entre estes dois sistemas. Estes termos adicionais sao
interpretados como o efeito do campo gravitacional, ou seja, uma explicacdo puramente geo-
métrica para a gravidade. E preciso ressaltar que esta formulacdo do principio da equivaléncia
¢ valida somente se o campo gravitacional for considerado constante e homogéneo, ja que va-
riacdes no campo impedem a existéncia de um referencial como descrito anteriormente. No
entanto, qualquer campo gravitacional pode ser considerado constante € homogéneo em uma
regido suficientemente pequena do espaco-tempo, isto €, localmente. Em sua forma forte, o
principio da equivaléncia diz que ndo € possivel distinguir por nenhum experimento em uma
regido infinitesimalmente pequena, entre dois sistemas de referéncia invariantes sob transfor-
macoes de Lorentz em diferentes regidoes do espaco-tempo, o que € andlogo a dizer que, as leis
da Fisica permanecem na forma descrita pela Relatividade Restrita na auséncia de gravitagdo
(MISNER et al., 1973).

A primeira pessoa a testar experimentalmente o principio da equivaléncia foi Isaac New-
ton em 1687, realizando experimentos com péndulos de composi¢des distintas ele ndo foi capaz
de encontrar nenhuma diferenca entre a massa inercial e gravitacional. Em 1889 o fisico hun-

garo Lordnd E6tvos (também conhecido como Roland von Eo6tvos) realizou um experimento
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utilizando uma balanga de tor¢ao criada por ele e mostrou que a razio entre a massa inercial e a
massa gravitacional ndo difere do valor 1 por 10~ (WEINBERG, 1972). Um experimento mo-
derno denominado “E&t-Wash” realizado em 2012 na Universidade de Washington usou uma
balanca de torcdo mais sofisticada que permitiu incluir efeitos devido a varia¢do do relevo da
Terra, posicdo do Sol e até mesmo do restante da galdxia. Os resultados deste experimento
apresentam que a diferenca entre as massas inercial e gravitacional é da ordem de 2 x 10~ 13
(WILL, 2014), confirmando ainda mais a validade deste principio.

De acordo com a RG a curvatura do espagco-tempo que provoca o efeito gravitacional
estd diretamente relacionada com a presenca de energia e matéria por meio de um conjunto
de 10 equagdes diferenciais parciais, as chamadas equagdes de campo de Einstein (PEEBLES,
1993):

8nG

1
Ruv_iguvR_Aguv: C_4Tuv- (L.1)

Do lado esquerdo aparecem o tensor métrico gy, 0 tensor de Ricci Ry € o escalar R que
descrevem a curvatura do espaco-tempo, enquanto que do lado direito estd o tensor energia-
momento 7,y que contém a informagdo da presenca de energia. As quantidades R,y € R sdo
proporcionais a derivadas de segunda ordem do tensor métrico gy, que € a incognita deste
conjunto de equacdes. No Capitulo 1 discutiremos as caracteristicas fisicas e propriedades
matematicas destas equacdes a partir do principio variacional.

Desde sua proposta em 1915 a RG passou por testes experimentais, como por exemplo:
a deflexdo da luz devido a curvatura do espago-tempo ao passar proXimo a um corpo massivo,
a precessdo do periélio de Merctrio e o atraso em um eco de um sinal de radar (atraso de
Shapiro). Os resultados obtidos mostram que as predi¢Oes feitas pela RG sdo consistentes com
a realidade e consequentemente esta teoria foi amplamente aceita. Portanto, vejamos a seguir
com mais detalhes cada um destes testes mencionados.

O célculo do angulo de deflexdao de um feixe de luz ao passar proximo ao Sol ja havia
sido feito (embora ndo publicado) por Henry Cavendish por volta de 1784 e por Johann Georg
von Soldner em um artigo de 1804 (Will, 1988), no qual ambos utilizaram a mecanica newto-
niana da gravitac@o e a luz como um corptisculo de massa muito pequena. O valor calculado
atualmente a partir da Relatividade Geral para a deflexdo da luz vinda de uma estrela muito
distante passando proxima ao Sol, € de 1,75 segundos de arco (um segundo de arco é 1/3600 de
um grau), este é o dobro do valor obtido por Cavendish e Soldner. Além da primeira evidéncia

experimental da deflexdo da luz obtida pela expedicao de Sir Arthur Eddington coletando dados
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em um eclipse observado na cidade de Sobral no Brasil em 1919, diversos outros experimen-
tos foram realizados, por exemplo, uma observacgao feita no Sudao em 1952 apresenta o valor
de 1,70%0,10 segundos de arco (WEINBERG, 1972). Dados experimentais recentes como o
obtido pela técnica very-long-baseline radio interferometry (VLBI) coincidem com a predi¢do
feita pela RG com uma incerteza de 0.01% (WILL, 2014).

A precessao do periélio de Mercurio foi um dos testes da Relatividade Geral propostos
por Einstein e consiste no fato de que na RG as orbitas que ndo caracterizam espalhamento e
ndo sdo circulares, também nao sdo elipses fechadas. Elas, de fato, podem ser aproximadas por

elipses precessionando em torno do foco (veja a Figura 1.1).

Figura 1.1 — Ilustracdo da precessdo do periélio de Mercurio. A precessdo foi exagerada para facilitar a
visualizac¢do. Fonte: Autor (2020).

Mercurio

O valor calculado para a variacdo angular no sentido da precessdo do periélio de Mer-
curio, a partir dos principios da RG, € de 43,03 segundos de arco por século (repare que é um
efeito razoavelmente pequeno). Existem dados experimentais para esta precessao desde 1765,
porém Clemence em 1943 (WEINBERG, 1972) analisou novamente estes dados e obteve o va-
lor de 43,11£0,45 segundos de arco por século. No caso newtoniano esta precessao ndo deveria
ocorrer pois as Orbitas sdo consideradas elipses fechadas.

Em 1971 Irwin Shapiro propds como teste para a teoria da Relatividade Geral medir
o atraso em um sinal enviado da Terra e refletido em um dos planetas teldricos (que estao no
sistema solar interior). Apesar do sinal ndo ser refletido por um tnico ponto, mas por uma
regido da superficie do planeta, foi possivel fazer uma “calibragem” do experimento, medindo
o tempo gasto para o sinal retornar quando o planeta se encontra a uma distancia em que os
efeitos relativisticos sdo despreziveis. Medidas atuais realizadas com a sonda Cassini (WILL,

2014) apresentam valores que estdo de acordo com o previsto pela RG com uma incerteza da
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ordem de 1073%. O valor tedrico previsto pela RG para o atraso do sinal que atinge novamente
a Terra, ap6s ser refletido por Mercurio € de 240 usec (WEINBERG, 1972).

Além dos testes aqui comentados diversos outros testes para a Relatividade Geral j4
foram propostos e apresentam resultados satisfatorios (WILL, 2014), recentemente a detec¢ao
das ondas gravitacionais e a primeira observacgao direta de um buraco negro conforme previstos
pela RG, confirmam ainda mais esta teoria. A primeira deteccao das ondas gravitacionais ocor-
reu em 2016 por meio dos dois detectores do grupo LIGO (Laser Interferometer Gravitational
wave Observatory), os dados sdo consistentes com pertubacdes no espaco-tempo provocadas
pela coalescéncia de um sistema bindrio de buracos negros denominado GW150914, a com-
paracdo foi feita por meio de modelos baseados na RG. Em 2019 a colaboracdo EHT (Event
Horizon Telescope) (COLLABORAT, 2019) reconstruiu imagens de um provével buraco ne-
gro supermassivo no centro da galdxia gigante eliptica M87, a partir dos dados coletados por
oito estacdOes espalhadas pelo planeta Terra. A imagem observada € consistente com o que €
esperado para a sombra de um buraco negro de Kerr, como predito pela Relatividade Geral.

Contudo, apesar do todo o sucesso em comparacao com experimentos e da consistén-
cia da teoria em termos matematicos, a RG apresenta limitagdes como toda teoria fisica. Um
exemplo disto € que o principio de equivaléncia ndo € diretamente aplicado ao instante inicial do
universo (em um modelo do tipo “big bang”’), hd uma quebra nas condi¢des necessdrias para sua
aplicacdo devido a uma singularidade do espacgo tempo, isto €, este estado inicial possui densi-
dade, pressao e temperaturas aproximadamente infinitas (HAWKING; ELLIS, 1973; MISNER
et al., 1973). De fato, ndo ha um consenso sobre como definir singularidades da métrica na Re-
latividade Geral, diferentemente do eletromagnetismo por exemplo, no qual uma singularidade
do campo eletromagnético pode ser evitada definindo-se o campo em todo o espago exceto no
ponto singular, na RG nio hd um espaco-tempo de fundo para fazer esta defini¢do, é o préprio
espaco-tempo que se torna singular (GEROCH, 1968).

Outro problema ainda nao resolvido existente na teoria da Relatividade Geral € que ela
ndo obedece uma lei de conservagao da energia (MOSHE; LEIBOWITZ; NISSANI, 1990). Na
teoria da Relatividade Restrita a lei de conservagdo da energia € descrita pela equacao de conti-
nuidade para o tensor energia-momento, isto é, o quadri-divergente do tensor energia-momento
¢ nulo. A tentativa de generalizar esta lei para a Relatividade Geral consiste em substituir as
derivadas usuais por derivadas covariantes, o que funciona bem em geral para outras leis fisi-

cas, permitindo que estas obedecam ao principio da covariancia geral. O problema neste caso é
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que o divergente covariante do tensor energia-momento ser nulo ndo implica em uma equagdo
da continuidade, devido aos termos de curvatura que aparecem na derivada covariante e por-
tanto esta expressdo representa uma lei de conservacdo somente em sistemas de coordenadas
nos quais a derivada covariante coincide com a derivada usual. Diversas possiveis solu¢des tém
sido apresentadas ao longo dos anos para este problema, mas ainda sem uma solucao satisfato-
ria. Para uma discussao mais detalhada deste assunto veja (MOSHE; LEIBOWITZ; NISSANI,
1990).

Como mencionado anteriormente, uma das dificuldades encontradas ainda hoje pelos
tedricos que estudam a RG € o desenvolvimento de uma forma de quantizacdo desta teoria na
escala de Planck. E conhecido da teoria quintica que as quantidades observaveis que descrevem
grandezas fisicas ndo podem ser determinados de maneira definitiva, pode-se apenas predizer
quais sdo as probabilidades de diferentes valores que uma medida de certa grandeza retorna. No
entanto, a Relatividade Geral é uma teoria puramente cléssica, seus observaveis como por exem-
plo, a métrica do espago-tempo possui valores bem definidos e ndo probabilisticos. Acredita-se
que a RG seja apenas uma aproximagao de uma teoria mais fundamental de gravitacao quantica,
assim como a teoria eletromagnética de Maxwell € uma aproximagao da eletrodinamica quan-
tica. E estimado que a descricdo classica da RG comece a falhar para escalas de comprimento
da ordem do comprimento de Planck Ip = % ~ 1,6 x 10733cm (em unidades CGS), ou de
forma equivalente pelo tempo de Planck tp = 1,/c ~ 5,4 x 10~*s (WALD, 1984). Um mo-
delo cosmoldgico fundamentado pela Relatividade Geral e bem aceito atualmente denominado
ACDM prevé uma singularidade para o instante inicial do universo, portanto € provavel que
uma teoria de gravitacdo quantica seja essencial para a compreensao deste estado do universo
com idade inferior ao tempo de Planck.

O modelo ACDM (A refere-se a constante cosmologica e CDM ¢ a sigla Cold Dark
Matter, que significa matéria escura fria) € a moderna compilacdo das diversas contribui¢des
experimentais e tedricas durante o ultimo século, comecando com a proposta do matematico e
cosmologo russo Alexander Friedmann e independentemente do padre e astronomo belga Ge-
orges Lemaitre, que sugeriram na década de 1920 que o universo teve um inicio € estd em
expansdo. Lemaitre denominou sua teoria de “hipdtese do dtomo primordial” porém ela ficou
mais conhecida popularmente por “teoria do Big Bang” quando Sir Fred Hoyle cunhou este
termo em um programa de radio, em 1950 (MITTON, 2011). Fred Hoyle ndo acreditava nesta

teoria e a tratou como pseudociéncia, pois a ideia do universo ter um inicio sugere a necessidade
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de um criador, no entanto, as observacdes de Edwin Hubble do afastamento entre galdxias em
1929 (HUBBLE, 1929) forneceram uma evidéncia experimental para a expansao do universo.
Em 1998, Riess et. al. (RIESS et al., 1998) apresentaram dados observacionais do desvio para
o vermelho de supernovas que evidenciaram que o universo nao apenas estd em expansao, mas
se expande aceleradamente, esta foi uma das descobertas mais importantes e surpreendentes
para a cosmologia moderna. A presenca da constante cosmoldgica A nas equagdes de campo
de Einstein justifica esta expansio acelerada, sua origem € interpretada como a densidade de
energia do vdcuo, também denominada energia escura. Dados mais recentes como os obtidos
pelo satélite Planck em 2018 (AGHANIM et al., 2018) mostram uma boa consisténcia com
as predicOes tedricas feitas pelo ACDM. Apesar de se ajustar bem aos dados experimentais
este modelo prevé que aproximadamente 95% da densidade de energia do universo atualmente
ndo seja baridnica, isto €, ndo € formada por d&tomos ou qualquer particula fundamental conhe-
cida, sendo ~ 25% matéria escura e ~ 70% energia escura. Sendo assim, de acordo com este
modelo todas as bilhdes de galdxias observadas formadas por incontdveis particulas elementa-
res correspondem apenas a ~ 5% do universo. Além disso, o valor experimental da constante
cosmoldgica difere em 120 ordens de grandeza do valor tedrico, previsto pela teoria quantica
de campos para a energia do vacuo. Este € um problema fisico em aberto conhecido como
“problema da constante cosmoldgica".

A presenca de fontes de energia desconhecidas no modelo ACDM indica a possibili-
dade da Relatividade Geral nao ser suficiente para explicar esses fendmenos, assim, diversas
teorias gravitacionais modificadas foram propostas como tentativas de generalizar a RG. Em
1970, H. Buchdahl prop6s que a acdo de Einstein-Hilbert fosse generalizada de forma que ndo
dependesse apenas do escalar de curvatura R mas de uma fung¢do f(R) (BUCHDAHL, 1970;
FELICE; TSUJIKAWA, 2010; SOTIRIOU; FARAONI, 2010). Sob certas condi¢des, as teorias
f(R) tiveram sucesso na explicacéo dos problemas da expansao acelerada do universo atual e do
fendmeno da inflacao (FELICE; TSUJIKAWA, 2010), no entanto foram encontrados problemas
em sua compatibilidade com o modelo padrao de fisica de particulas e com alguns testes expe-
rimentais realizados no sistema solar ISHAK, 2019). Abordagens semelhantes aparecem em
trabalhos recentes, na tentativa de melhorar esta teoria, como por exemplo (CARLONI; ROSA;
LEMOS, 2019).

Outro ponto de vista para elaborar uma teoria gravitacional modificada sdo as feorias de

gravidade ndo local, que surgiram a partir dos trabalhos de D. Dalvit (DALVIT; MAZZITELLI,
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1994) e C. Wetterich (WETTERICH, 1998). Em seu trabalho, Wetterich prop0s a adi¢cdo de um
termo proporcional a RCJ™!R a acdo de Einstein-Hilbert e analisou as implicagdes cosmoldgi-
cas de um modelo simples baseado nesta acao ndo local. Wetterich concluiu que apesar do seu
modelo ndo ser compativel com a nucleossintese primordial, generaliza¢cdes compativeis com
as observacdes experimentais seriam concebiveis. Em 2007, S. Deser e R.Woodard desenvolve-
ram uma teoria mais geral com termos ndo locais da forma R f (D_lR) (DESER; WOODARD,
2007) e constataram que neste modelo surge naturalmente o intervalo de tempo para a transi-
¢do do universo dominado por radiacdo para o universo dominado por matéria, mas diversas
questdes ainda ficaram em aberto. Deser e Woodard aprimoraram seu modelo (DESER; WOO-
DARD, 2019) e desde entdo diversos outros trabalhos foram apresentados seguindo a proposta
de adicionar termos ndo locais a acdo para o campo gravitacional (BELGACEM et al., 2018;
MAGGIORE; MANCARELLA, 2014; BARVINSKY, 2012).

Em termos gerais, teorias nao locais sdo aquelas que ndo obedecem ao principio da lo-
calidade, que estabelece que um objeto € influenciado somente por sua vizinhanga imediata.
Isto significa que em teorias locais ndo existe a¢do a distancia, toda interacdo entre os objetos
da teoria necessariamente deve ser mediada por um campo e a informacao se propaga a velo-
cidade inferior a da luz, como estabelecido pela Relatividade Restrita (WEINBERG, 1972). O
estudo dos fendmenos nao locais surgiu com o paradoxo Einstein-Podolsky-Rosen (EPR), de
acordo com o qual os autores argumentam que a interpretacdo de Copenhagen (probabilistica)
da Mecanica Quantica ndo pode oferecer uma descricdo completa da realidade (EINSTEIN;
PODOLSKY:; ROSEN, 1935). De fato a teoria quantica € ndo local, estados quanticos nao po-
dem ser localizados no espaco. E possivel que dois estados separados espacialmente estejam
“emaranhados” de forma que a medida de um estado permita determinar imediatamente o re-
sultado do outro. Isto acontece devido ao colapso da funcao de onda, que é um dos postulados
fundamentais da teoria quantica, permitindo que a informacao entre os estados emaranhados se
propague sem a mediacdo de nenhum campo. Em uma teoria quantica de campos, veremos que
a ndo localidade surge naturalmente na acao efetiva quantica.

Apresentaremos neste trabalho uma introdugao as teorias fisicas ndo locais como forma
de preparacdo para um trabalho futuro sobre as caracteristicas cosmoldgicas do modelo gravi-
tacional de Deser-Woodard aperfeicoado (DESER; WOODARD, 2019). Objetiva-se primeira-
mente uma revisao das ferramentas matemadticas da gravitacdo e cosmologia baseadas na Re-

latividade Geral e em seguida uma discussdo introdutdria das teorias fisicas ndo locais, tendo
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como motivacdo o fendmeno do emaranhamento quantico, lagrangianas nao locais para a ele-
trodindmica e a apresentagdo do primeiro modelo de Deser-Woodard para a gravitacao nao-local
(DESER; WOODARD, 2007).

A fim de facilitar a compreensdo dos problemas da RG mencionados anteriormente, o
Capitulo 2 contém os conceitos matemdticos fundamentais da Relatividade Geral e uma dis-
cussdao de alguns aspectos geométricos desta teoria. H4 também a deducdo das equacdes de
campo de Einstein a partir da formulagdo Lagrangiana, com base no principio da minima agao.
Em seguida hd um estudo do modelo ACDM apresentando o cédlculo da métrica de Friedmann-
Lemaitre-Robertson-Walker para um universo esfericamente simétrico e que evolui no tempo,
bem como uma discussdo das questdes envolvendo a densidade de energia do universo, a pre-
senca da energia escura e a importancia da constante cosmoldgica A.

O Capitulo 3 dedica-se a uma introdugdo a teorias fisicas ndo locais. Como primeiro
exemplo, discutiremos o conceito de emaranhamento quantico por meio de uma versao simpli-
ficada do paradoxo EPR. Apresentaremos também uma forma de obter as equacdes de Maxwell
por meio de uma lagrangiana ndo local e uma discussdo sobre a interpretacdo da lagrangiana
de Proca para fétons massivos como uma agdo efetiva quantica que seja invariante de gauge,
porém ndo local. Além disso, analisaremos como a eletrodindmica quantica gera uma dindmica
nao local para fétons no contexto da acdo efetiva quantica.

No Capitulo 4 ha uma apresentacdo do primeiro modelo de Deser-Woodard (DESER;
WOODARD, 2007) que reproduz a expansao acelerada do universo, sem a necessidade da cons-
tante cosmoldgica. H4 também uma revisdo da sua versdo aprimorada (DESER; WOODARD,
2019), a qual reproduz os resultados experimentais do modelo cosmolégico ACDM, por meio
de termos ndo locais inseridos na a¢ao. Duas aplica¢des deste modelo foram realizadas: (i) o es-
tudo das solucdes perturbativas e sua comparacdo com observéaveis; (ii) o célculo e a analise das
solugcdes para uma descri¢dao do universo com ricochete (bouncing). Esta tltima permite apontar
se 0 segundo modelo de Deser-Woodard (DESER; WOODARD, 2007) € vidvel para descrever
continuamente o universo sem um estado inicial do tipo Big bang e a expansao acelerada. Para
tal, foram analisadas solugdes exatas e numéricas dos campos escalares, responsaveis por intro-
duzir os efeitos ndo locais no modelo. Esta andlise para o universo com ricochete, baseada no

segundo modelo de Deser-Woodard, nao foi encontrada na literatura até o momento.
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2 CONCEITOS GEOMETRICOS E FiSICOS DA RELATIVIDADE GERAL

Neste capitulo apresentaremos os conceitos matematicos fundamentais da teoria da Re-
latividade Geral, necessarios para o entendimento da cosmologia moderna. Partiremos de uma
discussdo dos aspectos fisicos sobre a equacio da geodésica e de principios geométricos envol-
vidos nas definicdes de derivada covariante e do transporte paralelo. Discorreremos também
sobre a importancia fisica e o cardter geométrico do tensor de curvatura Riemann, do tensor de
Ricci e do escalar de curvatura no contexto da RG. Abordaremos ainda alguns dos principais
tépicos sobre o desenvolvimento da cosmologia moderna baseada na Relatividade Geral, apre-
sentando primeiramente o universo estatico de Einstein e na sequéncia a solu¢do de Friedman-
Lemaftre-Robertson-Walker para as equagdes de campo de Einstein. Por fim, hd uma dedugdo
das equagdes de Friedmann para a expansao do universo, comparando o resultado tedrico obtido

pelo modelo ACDM para a densidade de energia do universo com dados experimentais atuais.

2.1 Equacao da geodésica

De acordo com a Relatividade Geral, a gravitacao € descrita unicamente pela geometria
do espago-tempo. Para ilustrar isso, consideremos uma particula em movimento sob influéncia
unicamente de um campo gravitacional arbitrario. O principio da equivaléncia estabelece que
nesse caso € possivel encontrar um sistema de coordenadas que seja localmente inercial, isto €,
tal que a particula seja acelerada com a mesma intensidade, direcdo e sentido do campo gra-
vitacional. Podemos assumir que o campo g seja constante em uma regido infinitesimalmente
pequena do espaco-tempo, e portanto, concluir que neste sistema a particula estd em repouso.
Denotaremos por x'* = (ct’,X’) as coordenadas espaco-temporais deste referencial inercial, as-

sim, as equacdes de movimento da particula sdo:

d2xla
=0 2.1
5 =0, 2.1

na qual 7 é o tempo préprio medido por um observador comével, definido por dt? = ¢*dt’ —
dx? —dy”? — dz"* = nyydx’*dx’Y, em nossa notagio [n,y] = diag(+1,—1,—1,—1) é a métrica
do espago-tempo de Minkowski (plano).

Podemos entao escrever as equacdes de movimento vistas por um observador em outro
sistema de coordenadas denotado por x%, de acordo com a regra de transformacio x — x' =

x'(x). Logo, podemos obter as equagdes de movimento para este novo observador por meio da
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regra de derivacdo em cadeia

d [dx'® dxt B dx’o‘dzx” d2xX% dxt dxY
dt \ dx* dt ) dxt dt? dx”dxv dt dt

multiplicando por d /,x temos,

B d%xt N dxP a2 dxM dxv
dar2  dxedxtdxY dt dt

Definindo a conexdo “afim” como

B A2
p oA dxm
v = dx'® dxtdxV’ 2.2)
temos que, as equagdes de movimento da particula no referencial x* sdo:
d%xP g dx*dx¥
— ——=0. 2.3
AT 23)

Esta equagdo também € conhecida como a equagdo da geodésica, pois representa a traje-
téria de menor “comprimento” no espago-tempo. Note que o termo adicional que aparece nestas
equacoes € devido apenas a diferenca na geometria (curvatura) dos dois referenciais. Estes ter-
mos sao fisicamente interpretados como a presenga da gravitagao nas equagdes de movimento,
mas note que, matematicamente este resultado € vélido para qualquer sistema de coordenadas
curvilineos.

O objeto definido como P uv Na equagdo (2.2) € chamado de conex@o por quantificar a
variagdo das componentes de um tensor em diferentes pontos do espago-tempo, ele serd impor-
tante para a descri¢cdo geométrica da curvatura como veremos mais adiante. No caso particular
de uma geometria riemanniana o tensor de tor¢ao 9 P ,, € nulo, isto significa que a conexdo €
simétrica, ou seja,

B P P _
7h, =T, -1, =0 (2.4)

A conexao FB v que satisfaz (2.4) é chamada de simbolo de Christoffel e somente esta sera
considerada neste trabalho. Pode-se obter uma expressdo para o simbolo de Christoffel em
termos de derivadas do tensor métrico (WEINBERG, 1972),

u g“ Y
I3, = "5 (9pgav + 9ugvp — Hvepa) - 2.5)
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Esta equacdo sera 1til para o cdlculo dos objetos geométricos que representam a curvatura nas
equacgdes de campo de Einstein.

Além disso, o tempo préprio no referencial x* também ser alterado:

dx'™ dx"
2
AT = Muyd "X =y~ dx%dxP, (2.6)
definindo o tensor métrico por
dx'* dx'

8ap = nuv—dxa B 2.7

resulta em
dt* = gupdx®dxP. (2.8)

Aqui também fica evidente a presenca de termos puramente geométricos no tensor mé-
trico gqp, representando a curvatura em relagéo a métrica do espago-tempo plano 1,y. Pode-se
definir ainda o intervalo infinitesimal entre dois eventos no espago-tempo curvo ds”> = ¢>dt?,

assim:

ds* = czgaﬁdxadxﬁ. (2.9)

O elemento infinitesimal ds® é um escalar e consequentemente independe do sistema de

coordenadas.

2.2 Derivada covariante

Em geral, a derivada parcial de um tensor ndo fornece como resultado um tensor, ou
seja, a derivada parcial varia de acordo com a escolha do sistema de coordenadas. Para verificar
isto consideremos a transformag@o de um tensor de ordem 1 contravariante, em uma mudanga

geral de coordenadas x — x'(x)

dx'H
VH = v 2.10
ER (2.10)

Derivando esta expressdo com relagio a x'P, temos
IV/E o' ax* vy 9% 9xr @.11)

axP  IxV Ix'P Ix* * dxVox dx'P

Podemos notar que a derivada deste tensor se transforma como um tensor misto, exceto pelo
segundo termo adicional que contém derivadas de segunda ordem. E necessério encontrar uma

quantidade que se transforme de tal maneira que, quando somada a equagdo (2.11) cancele
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o segundo termo. Veremos adiante que a conexdo afim também ndo se transforma como um
tensor, mas possui um termo semelhante ao segundo membro da equacdo (2.11) em sua regra
de transformacao.
A defini¢do da conexdo (2.2) em um sistema de coordenadas inercial £ (x), sob uma
transformagdo geral de coordenadas x — x’(x), é
diB d? éa

uv — dﬁ_adx’“dx"’

B ox'P ax* ax¥ _, %P oxT 9x*

r'f

T 0xP IXHIXV AT 9x¥dxh Oxt IxV 2.12)
multiplicando as equagdes (2.12) e (2.10), resulta em
By ox'B 9x* o yn_ 02x'B oxY A 2.13)
VT 9xP 9xVT AM oxYdxr dx'P '

Assim, adequando os indices e somando a expressao (2.11) com (2.13) os termos com derivadas

de segunda ordem se cancelam, restando somente

ov'B

ax/v

LBy ox'B ox* (an
v =

o)
3 900 \ 9 T T MV“). (2.14)

A equacdo (2.14) mostra que o objeto do lado esquerdo se transforma como um tensor misto,
portanto, define-se a derivada covariante Dy de um tensor de ordem 1 (ou vetor) contravariante,
como:

DRZEPNEES G 2.15)
O mesmo célculo pode ser feito considerando a transformacgao da derivada de um vetor covari-
ante, a diferenga serd uma mudanca de sinal resultando em

D\Vg=0d,\Vg—T*" V. (2.16)

B

Estes resultados podem ser generalizados de forma que a defini¢do de derivada covariante para
um tensor com indices covariantes e contravariantes contém um termo positivo proporcional a
conexdo para cada indice contravariante e um negativo para cada indice covariante, por exem-

plo,

DoTP, = TP+ TP 578 — 1%, TP, (2.17)
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As equagdes vdlidas na Relatividade Restrita que contém derivadas parciais, podem
ser escritas em uma forma invariante sob transformacdes gerais de coordenadas a partir da
substitui¢do das derivadas usuais por derivadas covariantes e da métrica do espaco plano 7,y
pela métrica mais geral g;y.

Os termos proporcionais as conexdes que aparecem nha derivada covariante representam
geometricamente a variacdo das bases do espago vetorial, no qual o tensor a ser derivado esta
definido em cada ponto. Na auséncia de efeitos gravitacionais, isto é, quando o espago-tempo €
plano, as conexdes sdo nulas, pois os vetores que formam a base sao constantes (em coordenadas
cartesianas) e portanto a derivada covariante se torna uma derivada parcial usual. A derivada
covariante também pode ser entendida como uma taxa de variagdo instantdnea de um campo
tensorial, em comparacao com a sua variacao se este fosse transportado paralelamente ao longo
uma curva. Na préxima secdo introduziremos o conceito de transporte paralelo de um vetor (ou

tensor) sobre uma curva.

2.3 Transporte paralelo

Em um espago-tempo plano um vetor pode ser movido ao longo de uma curva arbitraria
sem que suas componentes sejam alteradas, porém isto ndo € verdade em um espaco-tempo
curvo. Neste caso, um campo vetorial, ou tensorial, deve ser entendido como elemento de um
espaco tangente, definidos em um dnico ponto. Transportar o vetor ao longo de uma curva fara
com que este espaco tangente (local) seja alterado, logo, suas componentes também serdo alte-
radas. A defini¢do de “transporte paralelo” € o transporte de um vetor ao longo de uma curva
sem que suas componentes sejam alteradas. A quantidade que mensura a variagdo das compo-
nentes quando um vetor é transportado € a conex@o afim, denominada dessa forma justamente
por conectar a representacao de um vetor definido em diferentes pontos.

Pode parecer estranho inicialmente que as propriedades de um vetor sejam alteradas
somente pelo seu deslocamento no espago-tempo, contudo, isto pode ser visualizado geometri-
camente para um vetor se deslocando sobre uma 2-esfera como representado na Figura 2.1. Ao
se transportar o vetor do ponto A ao ponto B ao longo do caminho ¢; (mantendo-o sempre tan-
gente a curva) suas componentes sdo alteradas de forma diferente do que se este mesmo vetor
for deslocado pelo caminho ¢; entre estes mesmos pontos. Para percorrer o caminho ¢, o vetor

¢ primeiramente deslocado em um angulo ¢ = ¢y e depois sobe em dire¢do ao ponto 6 = 0,
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com ¢ contante. O resultado € que no ponto final, apds ser transportado ao longo de c;, este

vetor estd rotacionado em um angulo ¢ = ¢y em relacdo ao vetor que percorreu o caminho c;.

Figura 2.1 — O vetor transportado do ponto A ao ponto B sofre diferentes variagdes em suas componentes
se seguir pelo caminho c; ou pelo caminho c¢;. Fonte: Autor (2020).

Dada uma curva x* (1) parametrizada por A em um espaco plano, um tensor T, serd
transportado mantendo suas componentes constantes sobre essa curva se a derivada de suas
componentes com relagdo ao parametro A for igual a zero

ar*, 0 = dx® dT", _
dA dA 0x“

(2.18)

A generalizacdo para um espaco-tempo curvo consiste em substituirmos a derivada usual pela
derivada covariante. Podemos entiio definir o transporte paralelo de um tensor 7", ao longo da
curva x* (1), a partir da condic¢@o de que a derivada covariante deste tensor sobre a curva x* (1)

seja zero, isto é,

DTY,  dx®
=_"_D,T" =0|. 2.1
DAl 27 DaT"y (2.19)

Esta defini¢ao pode ser estendida para tensores de qualquer ordem contravariante ou covariante.

Para um vetor contravariante A, a equac@o do transporte paralelo (2.19) se torna

dAH* u o dx®

A equacgdo (2.20) pode ser entendida como uma equagao diferencial para o vetor A*, logo, co-
nhecendo as componentes deste vetor em um ponto a solucao desta equacdo permite determind-

lo em qualquer ponto ao longo da curva x*(4). Por exemplo, considerando o vetor tangente a

curva x* (1) em todos os pontos A = %, a equacdo (2.20) resulta em

d?xH u  dx“ dxP
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Note que esta € a equagio da geodésica (2.3) exceto pela presencga do pardmetro A, que pode ser
escolhido naturalmente como o tempo proprio A = 7. A geodésica pode ser definida em termos
geométricos como a curva ao longo da qual seu vetor tangente € transportado paralelamente. O
exemplo mais simples de geodésica é a que se refere ao espago tridimensional plano (euclide-
ano) em coordenadas cartesianas todas as componentes da conexao sdo nulas, logo, a equacgdo

(2.21) se torna

d?x
=0 2.22
717 =0, (2.22)
que possui como solu¢ao
X'(A) = k| + KA. (2.23)

Estas solucdes sdo as equacdes paramétricas de uma reta, assim, a geodésica no espago eucli-
deano representa a menor distancia entre dois pontos.

Em uma geometria que obedece a condi¢do de compatibilidade da métrica, ou seja, em
que Dgguyv = 0, fica claro pela defini¢do (2.19) que o tensor métrico sempre pode ser trans-
portado paralelamente. Como consequéncia disto, para dois vetores A* e B* que obedecem a
equacdo do transporte paralelo, temos

D D
— (AyB") = — A%B*) = 0. 2.24
Isto significa que o escalar resultante do produto interno entre A* ¢ B* também permanece

invariante sob transporte paralelo, o que implica que a ortogonalidade entre vetores é preservada

nesse caso (CARROL, 2003).

2.4 Tensor de curvatura de Riemann

Na Secdo 2.3 vimos que um vetor ao ser transportado ao longo de um caminho em um
espaco-tempo curvo sofre alteracdes em suas componentes. Esse fato permite que a curvatura
do espaco-tempo seja mensurada de acordo com variacdo das componentes de um vetor ao per-
correr um contorno fechado infinitesimal. Da defini¢do de transporte paralelo (2.19) segue que
a derivada covariante de um tensor ao longo da curva em que ele € transportado paralelamente
€ zero, assim, a derivada covariante na dire¢do de uma outra curva qualquer determina o quanto

as componentes de um tensor variam em rela¢@o ao seu transporte paralelo.
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Seja Ay, um vetor covariante, de forma que a derivada covariante DyA, mede a variagdo
de suas componentes ao longo de um caminho xV, a derivada segunda D (DVA u) determina a
variacdo ao longo de dois caminhos diferentes. Subtraindo desta quantidade a segunda derivada
covariante em ordem inversa Dy (DaA“), o resultado € a diferenca entre a variacdo das com-
ponentes Ay ao percorrer as curvas em ordens diferentes. Algebricamente este € o comutador

entre as derivadas covariantes atuando no vetor A,
[Da,Dv]Au - DOC (DvAu) _Dv (D(XA,U) . (225)

Calculando explicitamente esta expressao para um espago-tempo sem tor¢ado, isto €, em que

FB“V = Fﬁvu temos que:
(Do Dv] Ay = 3aT? A + T8, TP s Ap— 0T s —T0 (TP Ag (2.26)

O tensor de Riemann, que mensura a curvatura do espaco-tempo a partir desta diferenca de

caminhos infinitesimais, é definido por
Do, Dv] Ay = AgRP 10 (2.27)

Como Ay € um campo vetorial qualquer, a defini¢do de RP pav € independente deste campo,

logo, a expressao para o tensor de curvatura de Riemann é

R oy = 0P+ 17, TP —0,TF o —T7,, TP, (2.28)

Pela forma como construimos, este tensor € anti-simétrico no ultimo par de indices, tal que,
RP oy = —RP e (2.29)

Usando a equagao (2.5) as componentes do tensor de Riemann podem ser calculadas a partir de
derivadas parciais de segunda ordem do tensor métrico.
A fim de encontrarmos outras propriedades para o tensor de Riemann, podemos escrevé-

lo com todos os indices covariantes Rgy, ¢y = &8 GRG”OW. Usando a equacdo (2.5), a expressao
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de Rgyqy em termos do tensor métrico €
1
Rppav = D) (&ﬁavgua + 8/,Laagﬁv - auavgﬁa - aﬁgaguv) + 8ot (Foﬁvrrua - FTBaFGuv> )

(2.30)

da qual seguem as seguintes propriedades:

Rguav = —Rugav = Ravpu- (2.31)

Assim, o tensor de curvatura de Riemann também € anti-simétrico nos dois primeiros indices e
nao muda de sinal se trocarmos os pares de indices, mantendo a ordem original.

O tensor de Ricci € definido como uma contragdo do tensor de Riemann,

(2.32)

_pB
Ruv =R,

Bv:

Por sua vez, contraindo o primeiro e ultimo termo da equagdo (2.31) temos que o tensor de
Ricci € simétrico,

Por fim, a contracdo do tensor de Ricci define o escalar de curvatura

R = g'uaRav. (234)

O escalar de Ricci R mede a curvatura do espaco, podemos ilustrar esse fato a partir do

exemplo de uma 2-esfera com raio constante a descrita pela métrica

ds* = a’d0? + a*sin® 0d ¢?, (2.35)
Nesse caso,
2
R= 3. (2.36)
a

Note que o escalar de curvatura € inversamente proporcional a drea da 2-esfera.
O escalar de Ricci aparece na acdo de Einstein-Hilbert que d4 origem as equacgdes
de campo de Einstein, como veremos na préxima sec¢do. Toda a informac¢do da curvatura do

espaco-tempo que, de acordo com a Relatividade Geral da origem a atracdo gravitacional, esta
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presente nestas quantidades conforme discutido na constru¢do de R € Ryy a partir de outros

objetos geométricos.

2.5 Equacoes de campo de Einstein

As equagdes de Einstein para o campo gravitacional (1.1) podem ser derivadas a partir

do principio variacional considerando a densidade lagrangiana de Einstein-Hilbert,

A

~ 167G

(R4+2A) + %y (2.37)

que contém o escalar de curvatura R = g"VRy,y, a constante cosmoldgica A e a lagrangiana de
matéria -Z; que corresponde a presenca de energia. A escolha do escalar de curvatura foi pro-
posta por David Hilbert em 1915 (CARROL, 2003) sendo justificada pelo fato de R ser a unica
quantidade escalar independente construida a partir da métrica que ndo contém termos com de-
rivadas superiores as de segunda ordem em g"V. O fator % € escolhido com a finalidade de
escrever as equacoes de campo resultantes em uma forma mais conveniente, a partir da condi-
cdo de que as equacdes de Einstein se reduzam a equacdo de Newton para a gravitacdo no limite
de campo fraco. A constante cosmoldgica A nio parte de nenhum principio fundamental, ela
¢ introduzida como uma constante extra na densidade lagrangiana com o intuito de adequar as
equacdes de campo com os resultados experimentais'. De acordo com o modelo cosmolégico
ACDM a constante A é responsavel pelo contetdo de energia escura. Note que todos os termos
nesta lagrangiana sdo locais, isto €, os campos obedecem o principio da localidade de forma
que um objeto no espaco-tempo € influenciado somente pela sua vizinhanga imediata.
Para derivar as equacdes de campo utilizaremos o formalismo da métrica no qual a la-

grangiana depende somente da métrica e de sua derivada de primeira ordem . = 2 (g"", dog"")
e de forma que as variacdes sdo feitas com relagéio a métrica®. Pelo principio da minima agio,

temos que:
4

C
162G

55 =5 / V—gd*x [ (R+2A) + Ly | =0. (2.38)

! Inicialmente a constante cosmoldgica foi introduzida por Einstein em seu modelo de universo estdtico,
representando uma forga repulsiva que evitaria o universo de colapsar devido aos efeitos gravitacionais.

2 Diferentemente do formalismo de Palatini em que as variacdes sdo feitas com relagio 2 métrica e as
conexdes como varidveis independentes (SOTIRIOU; FARAONI, 2010).
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Para compreendermos a necessidade do fator \/—g na equacio (2.38) é necessdrio in-
troduzirmos o conceito de densidade tensorial. E denominada densidade tensorial qualquer
quantidade que se transforma semelhantemente a um tensor ao passar por uma mudanga geral
de coordenadas, exceto por fatores extras do jacobiano da transformag¢do (WEINBERG, 1972).
Por exemplo, em uma mudanga de coordenadas x — x’ = x’(x) uma densidade tensorial de

ordem 2, mista e de peso w transforma-se como

dx' | ox'* oxP
A*, = || A%, 2.39
V7 ldx | ox® oxV B 2.39)
O elemento de volume d*x transforma-se de acordo com a seguinte regra
d /
d*Y = | dty, (2.40)
dx

isto é, d*x é uma densidade tensorial de peso w = 1. Para que o elemento de volume se trans-
forme como um escalar ele deve ser multiplicado por uma densidade tensorial de peso w = —1.

Considerando a regra de transformagao para o tensor métrico,

ox% JxP
/
guv = ax/“ ax/v gaﬁ (241)
calculando o determinante, resulta em
2 71—2
dx dx
== g=|— 2.42

na qual g = det[g,v] < 0. Temos entdo que o determinante da métrica é uma densidade escalar
(ou tensorial de ordem zero) com peso w = —2. Devido a diferencga de sinal entre as componen-
tes espaciais e temporais o determinante da métrica é em geral negativo, podemos entdo definir

a quantidade /—g a partir da equagdo (2.42), que se transforma como

-1

d /
V=g = d_i V=g (2.43)

Esta € uma densidade tensorial de peso w = —1 como procurdvamos, logo, o elemento de

volume invariante é o produto \/—gd*x.
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Para determinar as equacdes de campo, consideremos a variacdo da equacgao (2.38)

C4
5= | a’4x{ S [5(/7ER) 4205V —|—5(\/—_g$M)}, (2.44)

e calculando cada termo separadamente, temos,

6(V—gR) =R8\/—g+/—gdR

1
=R5 (=) (= 1)8g+/~g8(s" Ruv). (2.45)

Para calcular a variacdo do determinante da métrica consideremos a seguinte identidade

vélida para o determinante de uma matriz quadrada M qualquer,
det(M) = T InMi)] (2.46)

assim,

g=eo [In(guv)] (2.47)
A variacdo desta identidade resulta em

5g _ eTr[ln(g“v)] (g[.tv) flaguv

=gg"Vdguv. (2.48)

Podemos ainda relacionar a variacdo do tensor métrico com os indices covariantes 5gyy com
a sua varia¢do com os indices contravariantes 0g"Y. Sabemos que o tensor métrico satisfaz a
identidade,

8"%gou =06", (2.49)

logo, variando esta equagdo, temos

88au = —8&v8oudg’’. (2.50)

Substituindo este resultado na equacgdo (2.48) obtemos que

0g=—gguvogh’ = gg"vdguv. (2.51)
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Podemos entdo substituir esse resultado na equagdo (2.45) para a variacdo do primeiro

termo da acdo, de forma que,

R
6(v/—gR) = —E\/—gguVSg“V ++v/—g (RMVSg“" —|—g‘“’6Ruv.) ) (2.52)

Para calcular a variagdo do tensor de Ricci, consideremos sua definicdo dada pela equagao

(2.32), assim,
— A P Y P Y Y P Y P Y P

Podemos identificar esses termos como a diferenca entre duas derivadas covariantes de s’ wys

tal que
_ s A P p ¥ Y P Y o
ORyy = 8y [948T7 yy + TP, 6T, —T7, 6TP, ~T7, 817,
A P P Y Y p ¥ p
— 8" TP, + TP 817, ~T7,, 817, —T7, 517,
_s A p P
—6p -D)L6F ‘U.V_DVSF ,U.)u .
ou seja,

SRy = Dp0I", — Dy OIP ). (2.53)

Note que 6T* uy € uma grandeza tensorial pois trata-se de uma diferenga entre duas conexdes,
logo sua derivada covariante estd bem definida.
Para determinar uma expressdo para SRy, em fungdo da variagdo da métrica dgyy,

partiremos da condicdo de metricidade, isto é:
Doguv=0 < aocguv - Fﬁaugﬁv - Fﬁavgyﬁ =0. (2.54)
Calculando a variacao,

aochuv - 5Fﬁaugﬁv - 5Fﬁavguﬁ - Fﬁauégﬁv - Fﬁavéguﬁ =0
= Do (8guv) = T gugpy + 0T vgup.
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Podemos relacionar a variagdo da conex@o com avariacao da métrica a partir da relacao

Dg, (Sguv) +Dy (6gva) — Dy (58au) = 6rﬁaugﬁv + Srﬁavguﬁ + 5Fﬁuv8ﬁa+
+ arﬁ,uagvﬁ - 5Fﬁvagﬁu - 5Fﬁvugaﬁ

=281 48,

Aqui foi usado o fato da métrica ser simétrica e de considerarmos um espago-tempo sem tor¢ao.

Multiplicando por g¥° e usando que g"°gg, = & Gﬁ’ resulta:

ve
SFG(xu = gT [Da (5guv) +Dy (8gva) —Dy (58041)] . (2.55)

Substituindo este resultado na equacdo (2.53), temos:

ORuv =Dy {% Dy (88vp) +Dv (88pu) —Dp (8guv)] }

—Dy {# Dy (88pp) +Dp (88p) —Dp (8gup)] }

Bp
8
= =5~ [PpDy (88vp) +DpDv (gp) —DpDp (8guv) —DvDyu (8gpp)]

DyDP (8gup) — DyDP (8gp,,)
+ 5 ,

na qual foi usada a condi¢do de metricidade (2.54). O dltimo termo € nulo, pois os indices f3 e

p sdo mudos. Temos por fim o resultado para a variacao do tensor de Ricci,

Bp
ORuy = gT [DpDy (88vp) +DpDv (88pu) —DpDp (88uv) —DvDy (8gpp)] - (2.56)

Podemos agora substituir os termos calculados em (2.52) e (2.56) na variacdo da acdo

que aparece em (2.44), o que resulta em

oS =

4
c R
G /d4x {—5\/ —gguv5g“v +v—8 (Ruv5g“" +g”v5Ruv) — Ay _gguv5gﬂv

16
+ / d*x8(v/—gLu), (2.57)
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reagrupando os termos,

4 R
65 = 16C7ZIG/ V _8d4x {_Eguv + Ry —Aguv} Sguv+/d4X5(‘/_g$M)+/’/—gd4xg”V5Ruv_

(2.58)

A ultima integral pode ser avaliada substituindo a equagdo (2.56)

Bp
/\/—gd4xg”v3Ruv = /\/—gd4xguvg7 [DpDy (88yp) +DpDy (5gpy)
~DpDg (88uv) — DvDy (8gpp)]
= /\/—gd4x [DﬁDV (5gvﬁ) —g“vDﬁDﬁ (5g”v)} ,

definindo os tensores Ag = DY (ﬁgvﬁ), Bg =Dg (g“VSg“v) e Cg =Apg — Bg, temos:
/ V—gd*xg" SRy = / V/—gd*xDF (A5 —Bg) = / V—gd*xDPCy. (2.59)

Note porém que,

DCP = 9pCP TP, %, (2.60)

Ba

usando a equagdo (2.5) e contraindo os indices U e f3

Bv
B _ &
r Bo = Taagvﬁa

logo,
Bv
DpCP = 9CP +E-dugupC™. 2.61)
Aqui utilizaremos a identidade (2.50) porém substituindo a variacio pela derivada parcial, temos
entdo que,
DgCP = 95CP — %gcﬁaagﬁ"c“.

¢L__ga,3 (v=ec?) (2.62)

Dessa forma, a integral em (2.59) pode ser escrita como

/ v gd*xghV SR,y = / a9 (v=sCP). (2.63)
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Utilizando o teorema de Gauss quadri-dimensional, esta integral se torna uma integral na hiper-
superficie que é a fronteira do hiper-volume. Pode-se exigir que a varia¢do de g"V seja zero
no infinito (isto €, na superficie de integracdo). Portanto, estes termos nao contribuem para as
equagdes de campo

/\/—_gd4xg“v8Ruv =0. (2.64)

Fazendo uso destes resultados vemos que restam somente dois termos em (2.58)

R
= 16C7TG/ % —gd4x {_Eguv +Ryy —Aguv} 5g”V+/d4x5(\/—g$M)_ (2.65)

O segundo termo, referente a contribuicdo de matéria, nos conduzird a definicdo do tensor

energia-momento,

2 8(V—8%m)
: 2.66
V-8 gt (2:60

Tyy = —

temos que:

1
/ d*x8(\/—gLu) = -3 / V—gd*xT,, 58" . (2.67)
Por fim, a variagdo total da ac@o gravitacional de Einstein-Hilbert serd

8tG

R
/\/ d4 |:——guv +R/,Lv Agp,v Tuv:| 5g“v (2.68)

167rG

para que esta variac@o se anule o integrando deve ser zero, assim,

R 8nG
Ryy — Eguv —Aguv = TTIUV' (2.69)

Estas sdo as equacdes de campo de Einstein que possuem como incdgnita o tensor mé-
trico gyv. Apesar dos indices | e vV assumirem quatro valores representando 16 equagoes, o
fato do tensor métrico ser simétrico, isto €, guy = gyy faz com que apenas 10 equagdes sejam
independentes. Além disso, a identidade de Bianchi D (R”v — § guv) = 0 representa quatro
vinculos adicionais, de forma que apenas seis equacdes sdao independentes. Para casos em que
guv possui alto grau de simetria o niimero de equacOes independentes € ainda menor, como

veremos a seguir no exemplo da solu¢do de Robertson-Walker.
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2.6 Cosmologia da Relatividade Geral

Alguns dos principais modelos cosmoldgicos desenvolvidos com base na teoria da Rela-
tividade Geral sdo fundamentados em um pressuposto filoséfico denominado “principio cosmo-
16gico”. Este principio estabelece que o universo € homogéneo e isotrépico em larga escala, isto
significa que ndo ha observadores privilegiados no universo, pelo contrario, qualquer ponto em
uma galaxia distante ou onde quer que seja deve contemplar o cosmos da mesma forma que nds,
por exemplo. Neste sentido homogeneidade se refere a caracteristica de que o universo possui a
mesma curvatura em todos os pontos, a métrica € constante ao longo da variedade de Riemann
que descreve o universo e pode ser entendido como uma generaliza¢do para o campo gravita-
cional, da ideia de uma invariancia sob translagdes. Dizer que o universo € isotrdpico significa
que, para um observador em um ponto fixo, o universo é exatamente igual independente de qual
ele direcao olhar, esta caracteristica ¢ uma generaliza¢do da invariancia sobre rotacdes de uma
3-esfera para o espago-tempo quadridimensional. A isotropia e homogeneidade se aplicam tam-
bém a coordenada temporal, portanto, supde-se que qualquer hipersuperficie com ¢ constante
seja fisicamente equivalente.

O principio cosmoldgico parece ndo fazer sentido de inicio, pois parece absurdo a ideia
de que o interior de uma estrela ou da Terra possua a mesma densidade do espaco vazio inter-
galatico. Além disso, uma pessoa olhando para o céu noturno sem nenhum instrumento éptico
pode ver regides com mais estrelas do que outras. Contudo, este principio € vélido apenas para
uma observagdo do universo em escalas muito grandes dividindo-o em blocos com dimensdes
da ordem de 10%anos-luz?, de forma que cada bloco seja suficientemente grande para conter
varios aglomerados de galaxias (WEINBERG, 1972). Dessa forma € razoavel aceitarmos o
principio cosmoldgico, nao apenas por simplificar a matematica dos modelos, mas porque se-
ria um contrassenso acreditarmos que o universo possua regides privilegiadas em detrimento
de outras, tal como sugeriu Einstein ao estabelecer este principio (PEEBLES, 1993). Existem
evidéncias experimentais que corroboram a validade do principio cosmoldgico, ndo apenas ob-
servagdes das galdxias visiveis, mas também da radiacdo de fundo em raios-x, raios Gama e
principalmente pela radiagdo cdsmica de micro-ondas a 3K, que apresenta desvios apenas da
ordem de 10~ do que se esperaria para uma isotropia e homogeneidade perfeita (LONGO,

2014; CARROL, 2003).

3 1 ano-luz é a distancia percorrida ao viajar na velocidade da luz durante 1 ano, corresponde a aproxi-
madamente 9,461 x 10" m.



35
2.6.1 O universo de Einstein

Em 1917 Albert Einstein elaborou um modelo cosmolégico aplicando sua teoria da
Relatividade Geral recententemente desenvolvida para descrever todo o universo (EINSTEIN,
1922). Para desenvolver esse modelo Einstein assumiu que o universo fosse em média estatico,
nao havendo expansdo temporal do espaco-tempo mas apenas o movimento das galdxias em
seu interior que nao afetaria a evolucao do universo quando observado de forma completa. Esta
hipétese deve ter parecido tdo natural para Einstein que ela ndo é mencionada em seu trabalho
(PEEBLES, 1993).

Para obter a solucdo das equagdes de campo do modelo de universo de Einstein partire-
mos da defini¢do do escalar dé? = gaﬁdxo‘dyﬁ, que ¢é o produto interno entre os quadrivetores
dx® e dyP que, por sua vez, representam deslocamentos infinitesimais no espago-tempo co-
nectando dois eventos. Localmente o espaco-tempo € tido como plano (espago-tempo de Min-
kowski), isto €, g,y — Nuv, assim os quadrivetores dx* e dyP podem ser escolhidos ortogonais

e consequentemente seu produto interno nulo
dE? =0. (2.70)

Considerando os eventos dx® = (0,dx’) e dyP = (dt,0), que representam o intervalo entre dois

eventos do tipo tempo e dois eventos do tipo espago, respectivamente, temos:
dE? = gjpdx'dt = 0, (2.71)
isto implica necessariamente que:
gio=0=g0, i=1,23. (2.72)

Como d&? é um invariante, esta construgio deve ser vilida em qualquer sistema de
coordenadas, além disso, pelo principio cosmoldgico ela pode ser estendida para todo o espago-

tempo, ndo sé localmente.
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Por sua vez, o intervalo entre dois eventos no espago-tempo, que corresponde ao inter-

valo de tempo préprio* também é invariante
ds* = dt* = gupdx®dxP. (2.73)

Para um observador com coordenadas espaciais fixas dx' = 0 e para o qual o intervalo de tempo

medido € o intervalo de tempo proprio dT = dt, temos:
dr® = goodt?, (2.74)
isto significa que
goo = L. (2.75)

Dessa forma, ndo ha perda de generalidade em escrevermos a métrica para o espago-tempo

isotrépico, homogéneo e maximamente simétrico nas coordenadas espaciais como
ds* = dr* — gjdx‘dx’, (2.76)

em que g;; = g;j(X) sdo as componentes espaciais da métrica, isto ¢, elas dependem somente
das coordenadas espaciais.

A parte espacial da geometria do universo de Einstein pode ser interpretada como o ana-
logo de uma superficie esférica bidimensional imersa no espaco tridimensional, trata-se de uma
hiper-superficie em trés dimensdes imersa em um espaco quadridimensional denominada de
3-esfera. A equagdo de uma 3-esfera no espaco de coordenadas ortogonais quadridimensional

(x,y,z,w) € o conjunto dos pontos a uma distancia fixa b da origem, tal que
Ay 2wt =1 (2.77)
que pode ser escrita como um vinculo para a variavel w, tal que

wr=b>— (*+y +27) = b7 — 1. (2.78)

* A partir desta secio utilizaremos um sistema de unidades em que a velocidade da luz ¢ = 1.
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A diferencial dw sera:

dw = %. (2.79)
— T

O que nos permite escrever a distincia infinitesimal dI? entre dois pontos espaciais ape-

nas em termos das coordenadas usuais, eliminando w
di? = dx* +dy* +dz> + dw?, (2.80)

ou ainda, em coordenadas polares, x = rcos ¢ sinf,y = rsin0@sin¢@,z = rcos 6:

2 220002 | w2 2 rrdr*
di* = dr? +r7(d0” +sin” 049%) + 57— (2.81)
ou,
2
dI> = —— +r*(d6” +sin® 0d¢?). (2.82)
1— 12
b2

Entdo, o elemento de linha para o espago-tempo do universo estédtico de Einstein é

d 2
ds? = di® — = — 246 — Psin® 0d¢>. (2.83)
7

A singularidade presente na equacdo (2.83) € uma singularidade aparente, isto significa que
ela ndo estd presente em um sistema de coordenadas diferente. Por exemplo, considerando a

mudanga de varidveis r = bsin ¥ a métrica se torna
ds* = dt* — b* [dx* +sin x (d6* —sin® 0d¢?)] , (2.84)

que ndo possui nenhuma singularidade.

O estudo da dindmica do universo de Einstein mostra que esta solug¢do estd em um ponto
de equilibrio instavel (PEEBLES, 1993). Neste modelo foi necessdrio ajustar a constante cos-
moldgica precisamente para evitar uma descri¢do do universo que colapsaria ou se expandiria
indefinidamente, para qualquer perturbacdo pequena que o afastasse desta configuragdo. Além
disso, as observagdes astronOmicas feitas por E. Hubble em 1929 do desvio para o vermelho de
galdxias (HUBBLE, 1929), comprovaram a expansdo do universo com o tempo e fizeram com

que este modelo fosse descartado. Modelos que levam em conta a expansao temporal da parte
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espacial da métrica foram entdo propostos, como por exemplo a solucdo de Robertson-Walker
como veremos na proxima secao.

2.6.2 Métrica de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker

Partindo do principio cosmoldgico de que o universo € homogéneo e isotropico, consi-
deremos uma generalizacdo das ideias de Einstein, isto €, a métrica com méxima simetria nas

coordenadas espaciais e que evolua no tempo, possuindo a seguinte forma geral:
ds® = dr* — R(t)*do?. (2.85)

na qual, R(r) representa a taxa de expansdo do universo no tempo, denominado fator de es-
cala. Iremos focar primeiramente em solucionar a parte espacial da métrica do? = ¥, jdxidxj ,

considerando um espaco esfericamente simétrico, temos
do? =P a2 112467 + 12 sin 0d¢>. (2.86)

A isotropia do espaco-tempo garante que o fator e2B(r) dependa somente da coordenada radial
e sua forma exponencial foi escolhida convenientemente para um propdsito futuro. As compo-

nentes do tensor de Ricci para estd métrica podem entdo ser determinadas

2
Ry1 = 0B, (2.87)
Rp=eP(rop—1)+1, (2.88)
Ry3 =[e 2P (ro,B —1)+1]sin’ 6. (2.89)

A fim de encontrar uma expressao para 3 podemos calcular uma expressao para as com-
ponentes do tensor de Ricci por meio de consideragdes sobre a simetria. Partindo do pressuposto
inicial de isotropia e homogeneidade as componentes do tensor de Riemann 3-dimensional R;

devem ser constantes. Consideremos um sistema de coordenadas localmente inercial, tal que

guv =Muv = vj=diag[-1,—1,—-1]. (2.90)

Neste referencial as componentes do tensor de Riemann nao se alteram sob uma transformacgao

de Lorentz, isto significa que o tensor de Riemann € proporcional a alguma quantidade tensorial
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construida a partir do tensor métrico. Pode-se provar que a tnica possibilidade é

Rijxt = k(Y Yjt — YaYik), (2.91)

onde %; € k uma constante de proporcionalidade. Como esta € uma equacéo tensorial, esta
expressao € vdlida em qualquer sistema de coordenadas.

Como consequéncia disto, podemos obter o tensor de Ricci por

Rji = Y*Riju, (2.92)
assim,
le = 2]('}/]1 (2.93)
Daqui segue que
Ry = 2ke?P ). (2.94)

Comparando as equacdes (2.94) e (2.87), podemos calcular uma expressao para f3

Ry =240 — 258
r

1
2B(r) —
¢ kr B
2 2B
k— = —
> > +C

A constante de integracdo C € arbitraria, variando com diferentes escolhas de coordenadas.
Escolher C = %, corresponde ao sistema de coordenadas usado na descricdo do universo de
Einstein na Secdo 2.6.1, o qual descreve uma 3-esfera imersa em um espaco quadridimensional.

Nesse caso, temos:

1

2B 1 _ k2 28(r) — =
e o= e )

Portanto, a métrica do espaco-tempo de Robertson-Walker pode ser escrita como

dr?

1 —kr?

ds® = di* — R(t)? { + rdeZ} . (2.95)

em que dQ* = d6? +sin® 0d¢>.
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E conveniente normalizar a constante k e redefinir a varidvel r tornando-as adimensi-
onais, de forma que a dimensdo de comprimento aparega apenas no fator de escala R(r). A
constante k pode ser escolhida adequadamente para assumir apenas um dos valores [—1,0,+1]
sendo que kK = —1 representa curvatura negativa e um universo denominado aberto; k = 0 sig-
nifica que o espago € plano e finalmente k = +1 indica que a curvatura do espaco € positiva e
¢ chamado de universo fechado. A Figura 2.2 contém a representacdo geométrica destes trés

casos.

Figura 2.2 — Representacdo geométrica do universo com curvatura negativa, plano e com curvatura posi-
tiva, respectivamente. Fonte: Autor (2020).

a(t) = —2 (2.96)

e também redefinir a coordenada radial com unidade de comprimento ' = Ryr € o parAmetro

k

de curvatura K = 72> 1OS quais Rp € uma quantidade fixa com unidades de comprimento. Para
0

simplificar a escrita podemos inverter a nota¢do r’ <— r, tal que

ds? = di* —a(1)? {d—rz - erQZ] (2.97)
B 1—xr2 ' '

A partir de agora abordaremos o problema de determinar a funcio a(¢). Como ds*> =

gﬂvdx“dx", as componentes do tensor métrico sdo facilmente identificadas:

goo=1, gn= —azrz, (2.98)
2

gl = —#, ¢33 = —ar?sin? 6. (2.99)
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As demais componentes sdo nulas gy = 0, (1 # v). Pode-se calcular as componentes da

conexao por meio da relacdo (2.5),

1
= Egoc (dogoo + 0gs0 — 800)

1
= 58% (3200 + dogoo — dogo0) = 0, (2.100)
ademais,
o -1 09 (digjo + 9jgsi — 0 -~)——ﬁa . (2.101)
ij — 2g i8jo j8ci o8ij) — ) 08ij> .
logo,
ronz%, 0, =aar?, T =adr*sin?0 (2.102)
— KT
e
I, =0parai#j. (2.103)
Além disso,
1 0, i#1
r! 0= r 0i = Egllaogil = ; (2.104)
a .
@ 1= 1
de forma semelhante,
0, i#2 0, i#3
2= , TP= (2.105)
a4- j=2 4 =3
e temos também que
M= —2g'digo =0, Ty =g"dien = — 2.106
00 =58 1800 =0, =58 g =7__3 (2.106)

Avaliando o indice contravariante em 2, temos:

1
quv = 5822 (augvz +dvgou — 92guv) (2.107)

Como ggo, g11 € g2» ndo dependem de 6, temos que I'Z 1= F222 = F200 = 0. Além do mais,

|
[P35 = — 5870283 = —sinBcos 6. (2.108)
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Para i # j resulta,

1
I = 5822 (digja+ 9jg2i — Dagij) (2.109)
em que a Gnica componente nao nula serd

1 1

I, =T% = 5822315’22 =-. (2.110)
r
Por fim, avaliando o indice contravariante em 3
1
[Py = 58" (ugva+ dvgau — dsguv) - @2.111)

Nenhuma componente de g,y depende de ¢, logo, s 1= 3 0 = 3 00 = 0. Além das compo-

nentes que ja foram calculadas, as tnicas diferentes de zero serao

1
=07 = 583331833 = (2.112)

p—

1
[ =I5 = 58 dagss = cot6. 2.113)

Conhecendo todas as componentes da conexao afim pode-se obter as componentes do
tensor de Riemann a partir da defini¢do (2.28) e em seguida as componentes do tensor de Ricci.

Neste caso, as Gnicas componentes nao nulas do tensor de Ricci sdo:

Roo = — 3 (2.114)
a
adi+2d* + 2K
Ryj=——" "= 2.115
11 2 ( )
Ry =r* (ad +24* +2x) (2.116)
Ry =r*sin® 0 (ad + 24d* +2k) . (2.117)

Por fim, o escalar de curvatura R € obtido usando a equacgdo (2.34),

R= Rﬂu =g"%Roy = g Roo + g"'R11 + g% Ran + g7 Ra;

i (I—xrf)ai+2d*+2k P r?sin @

(ad+2d* +2xk) — 75 (adi+ 24> +2x)

a a? 1 — xr? a’r? a?r?sin

. .0
-6 (g+a—2+£2> 2.118)
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Note que as equacdes de campo de Einstein ainda ndo foram usadas, consideramos
apenas principios de simetrias e as defini¢des para calcular as componentes do tensor métrico e
os demais objetos que descrevem a curvatura do espaco-tempo. Na Secdo 2.6.3 substituiremos
estas quantidades nas equagdes de Einstein para obter uma expressio para o fator de escala a(r)

e estudar a dinAmica do universo.

2.6.3 Equacao de Friedmann

Tendo em maos o escalar de curvatura e o tensor de Ricci nos resta encontrar uma
expressao adequada para o tensor energia-momento do universo, de forma que as equacdes de
campo de Einstein nos permitam estudar o comportamento do fator de escala a(t). Seguindo
a proposta de Alexander Friedmann em 1922 assumiremos que o universo observado em larga
escala’ é caracterizado como um fluido perfeito, com uma densidade de energia p e uma pressio
p. Neste modelo a estrutura interna do universo, formada por aglomerados de galdxias, buracos
negros e outros objetos astrondmicos, nao € levada em conta. O cosmos como um todo é tratado
de maneira semelhante ao estudo de um gas, em que consideraremos apenas suas propriedades
macroscopicas. Adotaremos um sistema de coordenadas comovel, isto €, que se expande da
mesma forma que o espaco, tal que neste sistema as galdxias ndo tenham sua posicao alterada
devido a expansao do universo, elas podem se mover eventualmente devido a seu deslocamento
dentro de um aglomerado ou outros fatores semelhantes. A quadri-velocidade de um observador
neste referencial € escrita como

u* = (1,0,0,0), (2.119)

tal que u*uy, = 1. De fato, o tensor energia-momento deste fluido é dado por:

Tuv = (p + p)upuy — pguv, (2.120)

que, por sua vez, possui a seguinte forma matricial,

p 0 0 0
0 —pgn O 0
[Tuw] = , (2.121)
0 0 —pg»n O
0 0 0  —pgss

> Escala de comprimento da ordem de ~ 100Mpc, a unidade Mpc 18-se megaparsec, e 1Mpc equivale a
3,086 x 10**m.)
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pois no referencial de repouso do fluido o momento linear (componentes Ty; € Tjo) € nulo, a pres-
s@o € isotrdpica e por isso deve aparecer somente na diagonal e ndo hé tensdo de cisalhamento
(componentes T;; com i # j). Tornando um indice contravariante de acordo com " v =&"%Tyy,

resulta em uma expressao mais simples

p 0 0 O
0 — 0 O
[Th,] = P (2.122)
0 0 —p O
0 0 0 —p
em que o traco deste tensor energia-momento é
T, =p—3p. (2.123)

O tensor energia-momento obedece a uma lei de conservacao que generaliza a equacao
de continuidade da Relatividade Restrita. Devemos notar que esta lei ndo representa a equagdo
de continuidade na Relatividade Geral, como mencionado na introducao deste trabalho. Assim,
temos

DuTu —0. (2.124)

A componente zero corresponde a

no_ o s u
DT = o TH + 1", T% —T%, T,

—p+32(p+p)=0.

Neste caso temos uma expressao que permite relacionar a densidade de energia com o fator de

escala do universo, portanto,

p :—3g(p +p). (2.125)

Para resolvermos a equacao (2.125) para a densidade de energia do universo como uma
func¢do do fator de escala a, precisamos de uma equacdo de estado que relacione a densidade
de energia p com a pressao p. Para um fluido ideal isolado termicamente e sem alteracdo no

ndmero de particulas, é conhecido da termodindmica cldssica que o produto do volume pela
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pressdo € constante. Assim, a razdo entre p e p também deve permanecer constante no tempo

(2.126)

OIS
I
=

A constante w é denominada “parametro da equacgdo de estado” e na cosmologia ela pode assu-

mir diferentes valores como veremos a seguir. Eliminando p na equacgao (2.125) temos:
p a
—=-3-(1 . 2.127
5= 3w (2.127)

Esta equacdo diferencial pode ser resolvida para p(¢) em fungdo de a(t), notando que cada

termo pode ser escrito como a derivada total de um logaritmo

d
” [In(p)+3(14+w)In(a)] =0

In(p) +3(1+w)In(a) = Cy, (2.128)

que implica em

p(t) = Ca(r) 30+, (2.129)

A fim de encontrar valores fisicamente interessantes para w, podemos estabelecer mo-
delos para a pressao em funcao da densidade de energia. Consideremos primeiramente o caso
da matéria, em que particulas ndo interagentes que se movimentam a uma velocidade pequena
comparada a da luz, causam pressdo nula (estas sao chamadas de poeira). Galdxias e estrelas
podem ser representadas dessa forma quando consideramos a estrutura do universo em larga es-
cala, pois a pressao exercida pelas particulas € muito menor que a densidade de energia destes
objetos

pu=0=w=0. (2.130)

Portanto, a densidade de energia correspondente a poeira serd inversamente proporcional ao
cubo do fator de escala

py =Ca>. (2.131)

Por sua vez, para a radiac@o e particulas com velocidade préxima a da luz, o tensor

energia-momento que é dado pela equagdo (2.66) pode ser calculado a partir da densidade la-
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grangiana para o campo eletromagnético de Maxwell

1
L= F" Fuy, (2.132)

em que F*V é o tensor do campo eletromagnético. Partindo da equagao (2.66) temos:

2 5(\/—g$R)
2.133
/_g Sg,u.v ( )

T’uv:—

Para calcular este tensor € conveniente notar que

6SR—/d4{ (V=8<k) 8,1[ (\/_-XR]} /d%[ 9(V=8LR) 5 uv

Jghv 9(8") 2(agm) 8|

na qual foi usado o Teorema de Gauss quadri-dimensional [ d*xd,¢* = [z do,¢H. O dltimo

termo corresponde a um termo de superficie e serd nulo pois §g"¥ = 0 na fronteira X. Assim,

85k _/d4 { \g_“;%) A {%H@W (2.134)

Pelo principio da minima ag¢@o 6Sg = 0, temos que

SWEL) I EL) {@} , (2.135)

Sghv dghv d(drg")

consequentemente, a partir de (2.133) encontramos

T‘uv:_

\/2__g{8(\g§;2”1e) PY [85(\g§f§)] } 2.136)

Observe que a densidade lagrangiana depende somente de g*V e ndo de d; g"V, logo

o 2 8 (\/—ng)
Tav = ——=—"5 (2.137)
_ 2 gg“v 1 o

entao,

1
Ty = —ZFaﬁFaﬁguv +F% Fay. (2.139)
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Como g" p =4, o trago do tensor energia-momento € dado por
T, = —F*F,5+F*PF,5 =0. (2.140)

Igualando este resultado com a equacao (2.123), temos que a pressdo em fun¢do da densidade

de energia para o caso da radiacdo serd

PR 1

= — = = —. 2.141
PR="73 = W=z ( )
Logo, a densidade de energia nesse caso € proporcional ao inverso do fator de escala elevado a

quarta poténcia:

pr = Ca™*. (2.142)

Um tltimo exemplo consiste na energia do vicuo, o espaco vazio também possui uma

densidade energia caracteristica que pode ser entendida como uma pressiao negativa

PA = —DPA- (2.143)

O subscrito A € usado para identificar esta densidade de energia, pois € comum interpretar a
presenca da constante cosmoldgica A nas equacdes de campo de Einstein (1.1) como uma parte

do tensor energia-momento devido a energia do vécuo,

1
Ruy — Eg“VR — 871G [Tl%m + TLYV} . (2.144)
Se substituirmos pp = —pa na equacdo (2.121) temos que o tensor energia-momento para o

véacuo € proporcional ao tensor métrico, ou seja, T‘Yv = paguv- Comparando a equagdo (2.144)

com (1.1), identifica-se a densidade de energia do vacuo como

A
= —. 2.145
PA e ( )

Nesse caso, a densidade de energia do vicuo permanece constante no tempo,

pa = Cd’. (2.146)
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A densidade de energia correspondente a matéria e radiacdo diminui com o tempo para um
universo em expansdo (no qual o fator de escala a(t) aumenta ao longo do tempo), assim, a
tendéncia é que, com o passar do tempo todo o espago seja dominado pelo vicuo e o universo
seja cada vez mais “rarefeito”.

Cilculos baseados na teoria quantica de campos para a constante cosmoldgica impli-
cam no valor A = 6 x 10>%eV?2 (WEINBERG, 1989). No entanto, observacdes experimentais
recentes como os dados coletados pelo satélite Planck e divulgados em 2018 (AGHANIM et
al., 2018), apresentam o valor A = 4.33 x 10-%eV2Z, A discrepancia entre o valor tedrico e

o experimental é da ordem de 10!2°

, sendo considerado uma das piores predi¢des tedricas da
histéria da Fisica e junto com a auséncia de uma explicacdo para a origem de A, ainda € um
problema em aberto conhecido como “o problema da constante cosmoldgica”.

Por fim, substituindo TLX, = paguv em (2.144) e contraindo os indices U e vV obtém-se a

seguinte expressao:

R=—87G (T +4py,). (2.147)

Aqui T =T" u € o trago do tensor energia-momento. Substituindo nas equagdes de Einstein,
resulta

g
Ruv = 87G (Tuy T - Paguy ) (2.148)

A componente desta equagdo com U =V =0 ¢é:

39 _8x6 (p _p=3p) —pA> (2.149)
a 2

T
i 4nG
T(p+3p—2pA). (2.150)
Considerando agora a componente da equacao (2.148) com y = v = 1, temos:

a 24a® 2k
~+ 5+ 5 =4nG(—p+p +pa)- (2.151)
a a a

As demais componentes sdo equivalentes a equacdo (2.151). Substituindo a equacao (2.150)

N 2
a\”~ 8nG pA\ K
(;) =5 %)@ 2152

O conjunto de equacdes (2.151) e (2.152) sdo chamadas de “Equacdes de Friedmann”. E co-

em (2.151) resulta em

_ 8nG

mum definir o parametro de Hubble H = g e os parametros de densidade Q = 75

p relacionado
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_ 2nG

com radiacdo e poeira, e Qp = $75

pa correspondente a energia do vicuo. Em termos destas

quantidades a segunda equacio de Friedmann (2.152) assume a forma

QN+ Q—1=—5— (2.153)

a’H?’

O sinal de k determina a curvatura do espago: se Qp +Q > 1, entdo kK > 0 e o espaco-tempo
¢ fechado, enquanto que, para Qp +Q < 1, k¥ < 0 e o espaco-tempo € aberto. Para o caso
Qpr+Q =1, temos Kk = 0 e o espaco-tempo é plano. Dados experimentais coletados pelo
satélite Planck em 2018 (AGHANIM et al., 2018) apresentam o valor de Q = 0,6847 10,0073
e Q=0,3166+0,0084 implicando que Q + Q = 1, isto significa que de acordo com o modelo
ACDM o espago-tempo do universo atual € plano, com curvatura espacial nula.

A solucdo exata das equagdes de Einstein apresentada nesta secao € conhecida também
como modelo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker, devido a contribui¢cao destes cientis-
tas para a obtengdo da métrica e o estudo da dinamica do universo nas décadas de 1920-1930.
Como vimos, esta descri¢cdo do universo tem se mostrado satisfatéria quando comparada com
os dados coletados recentemente, porém nao ha nenhuma explicagdo categdrica para a origem
da energia do vacuo. A expansdo acelerada do universo foi comprovada empiricamente (RI-
ESS et al., 1998), mas sem uma descri¢do definitiva para o mecanismo fisico por tras deste
fendmeno. Conforme mencionado na introducao deste trabalho, teorias que modificam a Rela-
tividade Geral, como as teorias f(R) e as teorias ndo locais, procuram compreender a presenga
da constante cosmoldgica nas equacdes de campo. Trabalhos recentes sobre gravidade ndo lo-
cal (DESER; WOODARD, 2019; BELGACEM et al., 2018; MAGGIORE; MANCARELLA,
2014) tem apontado que solugdo desta questao pode estar na ndo localidade de termos presentes
na ac¢do efetiva quantica. No préximo capitulo apresentamos uma introdugao as teorias nao lo-

cais com exemplos elucidativos da eletrodindmica, do emaranhamento quantico e da gravitagao.
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3 INTRODUCAO A TEORIAS NAO LOCAIS

Neste capitulo introduziremos os conceitos de localidade e ndo-localidade em teorias
fisicas. Denomina-se uma teoria local aquela em que a causa e o efeito sdo conectados por
contato espacial, ou seja, ndo ha acdo a distancia. Esta caracteristica implica que em uma
teoria local nenhuma informagao pode ser transmitida de forma instantanea, pois, de acordo
com a Relatividade Restrita, a velocidade méxima que pode ser atingida no vicuo € a da luz.
A existéncia deste limite para a velocidade de uma particula implica na validade do conceito
de causalidade. Alguns exemplos de teorias locais sdo: a Relatividade Restrita, a Relatividade
Geral e mecanica estatistica. Em contrapartida, teorias ndo locais permitem a a¢do a distancia,
nao ha nenhum meio ou campo de for¢a que faca a mediagdo da interacdo entre dois objetos
e portanto € possivel que informacdo fisica seja transmitida instantaneamente. A mecanica
quantica por constru¢do € uma teoria ndo local, como veremos a seguir; esta acdo a distancia

ocorre, por exemplo, em um fendmeno denominado emaranhamento quantico.

3.1 Principio da localidade e emaranhamento

Classicamente, uma teoria fisica é considerada local quando construida a partir do “prin-
cipio da localidade”, que estabelece que um objeto no espago sofre influéncia somente de outros
objetos que estdo muito proximos a ele, em sua vizinhanga imediata. Em teorias deste tipo ndo
ha acdo a distancia, sempre deve existir algo permeando o espago para mediar a agdo de um ob-
jeto em outro, como por exemplo um campo que permita a propagacao de informacgdo na forma
de uma onda ou particula. Esta ideia estd presente na formulagdo cldssica do eletromagnetismo,
no qual o campo eletromagnético permite que a informacdo da interacdo seja propagada; o
mesmo acontece na Relatividade Geral com o campo gravitacional. Em geral, todas as teorias
classicas obedecem o principio da localidade, o que pode ser observado por meio da obtencao
das equagdes de movimento que descrevem a teoria, a partir de uma lagrangiana que conte-
nha apenas termos locais. No entanto o oposto nem sempre € verdade, algumas teorias locais
também podem ser obtidas a partir de uma lagrangiana com termos ndo locais, como veremos
posteriormente, por exemplo, no eletromagnetismo. Nesse caso € possivel que a causalidade
ndo seja violada, apesar da lagrangiana conter termos ndo locais.

Teorias ndo locais sdo aquelas que nao obedecem ao principio da localidade, nas quais
existe algum tipo de interacdo entre objetos que possuem coordenadas espaciais diferentes.

N3ao € necessario que estes objetos sejam realmente objetos fisicos separados por uma distincia
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como, por exemplo, particulas em diferentes pontos. Veremos adiante que no formalismo da
teoria de campos, a nao localidade pode ser introduzida como diferentes rétulos para os campos,
que sdo varidveis de integracdo distintas, ou em funcdes de um operador de derivadas. Em uma
teoria quantica de campos, a nao localidade pode ser introduzida por meio de campos avaliados
em diferentes pontos do espaco-tempo ou nas relagdes de comutagdo entre os observaveis, em
intervalos do tipo espaco (GREENBERG, 2002).

O interesse em teorias ndo locais surgiu a partir do trabalho de 1935 de A. Einstein,
B. Podolsky e N. Rosen, que estabeleceu o paradoxo Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) no qual
¢ argumentado que a interpretacdo de Copenhagen (probabilistica) da Mecéanica Quéantica ndo
pode oferecer uma descricdo completa da realidade (EINSTEIN; PODOLSKY; ROSEN, 1935).
O paradoxo EPR pode ser ilustrado a partir problema do decaimento de um pion neutro em um
elétron e um pésitron: ¥ — e~ + ™. Neste caso, se o pion estiver inicialmente em repouso as
trajetorias do elétron e do pésitron devem necessariamente ser opostas € em linha reta devido
a conservacao do momento linear, enquanto que a conservacao do momento angular exige que
a soma do spin do elétron e do pésitron deve ser zero, pois 0 méson 7¥ possui spin nulo.
Denotaremos por |+),- os estados possiveis para o spin do elétron e |+),+ para o spin do
pésitron, com |+) representando spin up e |—) o spin down. De acordo com o principio da
exclusao de Pauli, o estado final do sistema deve ser

1
lv) = ﬁ(lﬂfl—)a— [=)e[H)er)- 3.1

A principio existe igual probabilidade tanto do elétron como do podsitron estarem em
qualquer um dos estados de spin, porém ao se realizar uma medida do spin do elétron a fun¢do
de onda deve colapsar imediatamente para um dos estados. Isto significa que, se apds a me-
dida o elétron for encontrado em um estado de spin up obrigatoriamente o pdsitron deve estar
com spin down, mas se o elétron estiver com spin down entdo poésitron estard com spin up. A
medida do spin do elétron afetard de forma instantanea a funcdo de onda do pésitron indepen-
dentemente de qual for a separacdo espacial entre eles, violando assim o principio da localidade.
Este fendmeno é conhecido como emaranhamento quantico e foi verificado experimentalmente,
por exemplo para um féton medido separadamente em dois laboratérios (FUWA et al., 2015),
confirmando que a acdo a distancia rejeitada por Einstein em sua teoria da relatividade, existe
na natureza e que a teoria quantica € de fato ndo local. Apesar da informagdo quantica de esta-

dos espacialmente separados ser conhecida instantaneamente, isso ndo significa que é possivel
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enviar uma mensagem a uma velocidade superior a da luz. Sistemas quénticos sao estatisticos, é
necessario que os resultados de medidas sejam comparados para que se conclua em qual estado
cada sistema se encontra. A medida realizada em um sistema altera a parte da funcdo de onda
presente no outro sistema espacialmente separado, mas nao € capaz de alterar os resultados das
medidas realizadas neste segundo sistema. A informacdo necessdria para realizar a comparagao
entre as medidas dos dois sistemas pode ser enviada no maximo a velocidade da luz. Assim o
postulado da Relatividade Restrita que estabelece a velocidade da luz como limite para o envio

de uma mensagem, permanece valido.

3.2 Lagrangianas nao locais

No contexto da teoria de campos € possivel formular a ndo localidade em nivel lagrangi-
ano. Uma lagrangiana € considerada nao local se ela contém termos que ndo sdo proporcionais
aos campos e suas derivadas, avaliadas em um tnico ponto do espaco (DIJKSTRA, 2019). A
presenca de uma fun¢do de um operador derivada, que € interpretado como uma série de Taylor
com infinitas derivadas, é um exemplo de termo ndo local. Modelos de campos generalizadas

com infinitas derivadas apresentam termos nao locais da forma

e 2, (3.2)

na qual L] é o operador d’ Alembertiano e M € a escala de massa na qual os efeitos ndo locais se
tornam relevantes. A ndo localidade também pode ser expressa pelo inverso do d’ Alembertiano
O~ ou por uma representacio integral, como veremos mais adiante.

Vejamos um exemplo introdutério de uma lagrangiana ndo local que permite obter as
equacgdes de Maxwell para o eletromagnetismo. Apesar da eletrodinamica cldssica ser uma
teoria local, as equacdes que a governam podem ser obtidas a partir de lagrangianas ndo locais,

sem violar a propriedade da causalidade (BERNABEU; NAVARRO-SALAS, 2019).

3.2.1 Eletrodinamica classica

Na mecéanica cldssica a mudanga na descricdo de um sistema por meio do formalismo

hamiltoniano para o lagrangiano se d4 por uma transformacao de Legendre, que relaciona as
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fun¢des hamiltoniana H (g, p,t) e lagrangiana L(q,q,t) da seguinte forma:

L(g,4,t) = Gip' — H(g, p,1), (3.3)

e os parénteses de Poisson das varidveis do espago de fase g e p sdo: {g;,p;} = 6;;. Nesta
secdo adotaremos a notac¢do de Einstein para o somatdrio, no entanto os indices latinos (e.g.
i, j,k) variam de 1 a 3 representando apenas as componentes espaciais. A equacgdo (3.3) pode

ser modificada para uma transformacao mais geral, de forma que a lagrangiana seja dada por

L(q7677t):wijqipj_H(Q7pat)7 (34)

em que

{g9i,p;} = w;;. (3.5)

A forma usual é recuperada escolhendo ;; = &;;.
Em uma teoria de campos, a densidade lagrangiana para os campos ¢ (x) e (y) também

pode ser generalizada seguindo o mesmo procedimento

7= / B50;(3,5)8,0' ()7 (y) — (9. 7). (3.6)

A escolha das fungdes ®(¥,y) como @;;(¥,¥) = 6;;6° (¥ — ¥) conduz a densidade lagrangiana
local .Z = 9,¢;(x)m!(x) — (¢, ), porém ha outras possibilidades como, por exemplo, a es-
colha de uma funcao delta transversal 5T (¥,¥) que fornece a projecdo de um campo vetorial ao
longo de sua componente transversal. De acordo com o Teorema de Helmholtz qualquer campo

vetorial pode ser decomposto em uma componente longitudinal e outra transversal,
b =r + P, (3.7)

as quais devem satisfazer V x ®L' =0 e V- &7 = 0. Assim, conforme (LITTLEJOHN, 2008) a

fungdo &7 (x,y) ¢ definida como

3567 (%,5) 3o 3 o, b 1 Jrey — T
/d L (7,5)® /d {5115( e I UEL AONNNCEE
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LOgO, encontramos que,

o o 1 1
w;j(%,5) = ;8% (F—X) + -—0;9,

i (3.9)

¥ x|
Em que X e y sdo vetores posi¢do que apontam para pontos distintos do espaco, note que o
segundo membro tende a zero quando a distancia entre estes dois pontos € muito grande, isto
é, quando |y — X| — +oo . A ndo localidade, neste caso, aparece no segundo termo, em que hé
a distancia entre dois pontos no espago, note porém que a componente espacial ndo € alterada
por esta escolha de ;.

Para obter as equacdes de Maxwell consideremos a densidade lagrangiana dependente
das componentes do campo elétrico E e do potencial vetor Ao qual também define o campo

magnético através de B =V x A. A funcdo hamiltoniana corresponde a energia do campo

eletromagnético, nesse caso é
1 2 = - 2
H(E,A) =5 (E + (V ><A> ) . (3.10)

A densidade lagrangiana nao local, para a teoria eletromagnética de Maxwell, sera

. . - N\ 2
.,?:/d3§{5,-j53(§—5c’)+ﬁ&aj;}a,E’(x)AJ(y)—%(E2—|—<V ><A> > G.11)

¥ —X]

As equagdes de campo podem ser obtidas a partir da variagdo da acdo
5S = /d4x5.§,ﬂ = /d4x{/d3y5i§(x,y)5 [0,.E (x)A7 (y)] — 5 (5E2+5 (V XA) ) } o,
que nos fornece

Al (x) = —E; (3.12)
HET (x) = (%x (6 xZ)) . (3.13)

i

Por fim, de acordo com o Teorema de Helmholtz a componente transversal de E deve ter diver-

gente nulo, isto é, V.E=0. Ademais, identificando o campo magnético como B=Vx AT, 0
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que implica em V - B = 0, encontramos as quatro equacgdes de Maxwell no vacuo:

%xﬁ:—%ﬁ

V.-B=0.

§x§:&ﬁ

V-E=0 (3.14)

Estas equacdes de campo contém apenas termos locais, contudo elas foram obtidas a
partir de uma lagrangiana nao local (3.11) que relaciona diferentes pontos do espaco. A néo lo-
calidade ndo aparece na teoria eletromagnética cldssica devido ao fato de se considerar apenas
uma trajetéria que obedecem ao principio da minima a¢io 6 = 0, ao contréario de uma descri-
¢do quantica em que ndo ha uma trajetéria bem definida e as integrais sao efetuadas levando em
conta todos os caminhos possiveis (BERNABEU; NAVARRO-SALAS, 2019). Um exemplo
disto € o efeito quantico Aharonov-Bohm em que particulas carregadas sofrem um desloca-
mento de fase ao passar por uma regido externa a um solenoide, sendo que o campo magnético
estd confinado apenas dentro dele. Nesse caso, a componente transversal do potencial vetor AT

que causa o efeito Aharonov-Bohm € equivalente ao termo de interacio nao local

T _ 3.0 NRI(y\ — | =8
A; /d x'Gjj(x,x")B/(x) {27tp (3.15)

Pp .
9y
i
kg1
4~ |X—X|
®p € o fluxo do campo magnético. A licdo deste exemplo € que, dentro do escopo do que foi

em que Gjj(x,x') = é a fungdo de Green que satisfaz €/510,G,;; = §(¥x —¥) e
abordado, a ndo localidade se manifesta além das equagdes de campo apenas em um fendmeno
quantico, classicamente a ndo localidade esta presente somente em nivel lagrangiano.
Consideremos outro exemplo da eletrodindmica cldssica que permita compreender a
presenca de termos ndo locais em uma teoria. A densidade lagrangiana de Proca que descreve

fétons massivos, na auséncia cargas e correntes, € dada por

1 1,

Esta lagrangiana € local, porém o termo de massa faz com que ela ndo seja invariante sob uma

transformagao local de gauge Ay — Ay +dyA, em que A(x) é o pardmetro da transformagdo.
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Contudo, € possivel mostrar que esta formulac@o € equivalente a uma lagrangiana ndo local e
invariante sob transformacodes de gauge.
Variando a equacdo (3.16), as equacdes de campo obtidas sao (JACCARD; MAGGI-
ORE; MITSOU, 2013)
OuFH —mzAY =0, (3.17)

em que F*Y = d*AY — dYAH € o tensor field-strength. A condig¢do do gauge de Lorenz impde

que dyA* = 0, usando isto como um vinculo para o potencial A*, a equagdo (3.17) se torna
(D—m%,)AV —0, (3.18)

na qual [0 = dy,d*. Para tornar a densidade lagrangiana (3.16) invariante sob sob uma transfor-
macao de gauge podemos introduzir um campo auxiliar ¢, conhecido como campo de Stuec-

kelberg, tal que o potencial A* seja substituido da seguinte forma:
1
Y

A densidade lagrangiana encontrada a partir desta substituicdo é

1 1 1
L= —ZF”VF“" — Em%,AuA“ — Eaﬂgoa“q) —myAu ot o, (3.20)

que € invariante sob a transformacdo de gauge
Ay = Ap+ud, @ —= @—myd (3.21)

Podemos entdo calcular as equacdes de campo aplicando o principio da minima acao a

equacao (3.20), o que nos leva a

OuF* —myAY —myd¥ ¢ =0, (3.22)

0@ + mydyA* = 0. (3.23)

A equagdo (3.23) pode ser resolvida para o campo ¢ em termos do operador diferencial inverso

aplicado a derivada do potencial vetor,

¢ = —my0~" (9uAH), (3.24)
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o qual serd responsdvel por introduzir a ndo localidade na teoria, conforme mencionamos no
inicio da Sedo 3.2. O operador (J~! ¢ definido tal que O (O0~'¥(x)) = ¥(x), o que também

pode ser escrito em uma forma integral, por meio de uma fungio de Green G(x,y)
O 'P(x) = / d*yG(x,y)¥ (), (3.25)
na qual a fungio G(x,y) satisfaz a equagio
OG(x,y) = 8*(x —y). (3.26)

Na Secdo 3.2.4 discutiremos com mais detalhes a definicdo de um operador ndo local da forma
(3.25).
Por fim, a equacgdo (3.24) permite eliminar ¢@ na equacgado (3.20), de forma que a densi-

dade lagrangiana se torna

1 1 _
ag/ﬂ: _Z ‘qu'uv_Fzm%Fuvl:' 1F‘UV7 (3.27)

que € efetivamente ndo local. Logo, a densidade lagrangiana de Proca (3.16) € equivalente a
equacdo (3.27) que € invariante sob transformacgdo de gauge, porém, nesse caso, a invariancia

de gauge surge as custas da presencga da nao localidade. Se introduzirmos o campo

UMY = O Lpry (3.28)

esta lagrangiana se torna local e invariante por transformacdes de gauge. Contudo, U*Y nido

pode ser considerado como a solucdo mais de geral de

OuktY = —F*Y, (3.29)

pois isto introduziria graus de liberdade extras e que ndo estdo presentes na teoria original. A
razdo disto é que em uma transformagao U*Y — U*Y + S*V, tal que OS*Y = 0, a equacg@o (3.29)
permanece invariante. A introdu¢ao do campo auxiliar faz com que a teoria seja localizada, mas
as condigdes de contorno para UMY ndo sdo arbitrérias e este objeto ndo representa uma nova

dinamica. De fato, o campo U*" ndo estaria associado a nenhuma quantidade fisica.
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As equacdes de movimento correspondentes a acao ndo local (3.27) sdo:

2
( - ’%) JuFHY =0, (3.30)

que sdo as equagdes de Maxwell modificadas com termos ndo locais. Se adicionarmos um
termo correspondente a existéncia de cargas e correntes a equagdo (3.27), a unica diferenca
para as equacgdes de movimento serd a presenca do quadri-vetor de corrente jH = (p,f). Nesta

situacdo, as equacdes de campo se tornam

my
-5 |uF* =", (3.31)

Podemos analisar as equagdes (3.31) em diferentes escalas de energia. Considerando [J — k? ~
E?, para o caso em que a energia é muito maior que a massa do féton, isto &, m%,/ <10

termo nao local é desprezivel e recupera-se as equagdes de Maxwell usuais
IuFHY =Y. (3.32)

Este regime é denominado de ultravioleta e a ndo localidade nao causa nenhuma alteracdo para
a teoria. No entanto, se considerarmos o caso em que a energia do féton é pequena comparada
a sua massa, tal que m%,/ k% > 1, temos que as equacdes (3.31) podem ser escritas como

myO ! (uFHY) = —j". (3.33)

Este limite de baixas energias € chamado de infravermelho. De acordo com a definicdo (3.25)

as equagOes de movimento obtidas para o tensor F*Y, no limite infravermelho, sdo:
J
/ d*yG(x,y) o F*¥ (y) = o (3.34)
Y

porém, aplicando o operador d’ Alembertiano a equacao (3.33) o resultado é

A

IuF*Y = — )
u m72,

(3.35)

Neste regime, k> / m%, < 1 o que significa que este termo gera uma contribui¢cdo muito pequena

para o campo eletromagnético. A licdo deste exemplo é que podemos alternar a localidade de
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uma teoria pela invaridncia sob uma transformacao local, aplicada a representacdo da teoria em
um nivel lagrangiano. Na Sec¢do 3.2.3 veremos que generalizar o procedimento de introdugao
dos termos ndo locais na lagrangiana, conforme descrito nesta se¢do, € um caminho para a

constru¢cdo de uma teoria de gravitacdo modificada.

3.2.2 Eletrodinamica quantica

A acdo efetiva quantica é uma ferramenta usada na teoria quintica de campos para ana-
lisar corre¢des quanticas da dindmica cldssica de um campo. As equagdes derivadas a partir
de uma acdo efetiva podem ser usadas como ponto de partida para o estudo, por exemplo, da
influéncia dos campos de matéria no campo gravitacional. Vejamos por meio de um exemplo, a
presenca e o significado de termos ndo locais em uma acdo efetiva quantica. Consideraremos a
acdo efetiva da eletrodindmica com correcdes de um loop, envolvendo apenas 0s termos corres-
pondentes ao campo do féton. Neste caso, se mantivermos apenas termos de ordem quadratica

em AH, a agdo efetiva se torna (DALVIT,; MAZZITELLI, 1994; BELGACEM et al., 2018)

1 1
Toep = —— [ d*xFyy——FH" .

na qual o termo % representa o deslocamento da carga elétrica (running coupling constant)

e € dado pela seguinte expressao (NERSISYAN, 2017):

1 1 1! )
— . 1—2)1
20 = o e, A0-0m 2

(3.37)

De forma semelhante ao que foi feito na Secdo 3.2.1 consideraremos o limite de ultravioleta, isto
€, situagdes em que a massa do elétron € desprezivel em relagdo a escala de energia |k2 / m§| > 1.

Neste caso, a variagdo para a carga elétrica € dada por

1 1 1 -
ﬂm”éwfdmﬂﬂw}’ (3:39)

Esta forma integral evidencia que a ndo localidade presente na lagrangiana, causa a
variagdo da carga elementar e, consequentemente, da constante de acoplamento com a escala

de energia. No limite de infravermelho, ou seja, em que ‘kz / mg‘ < 1, existem apenas termos
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locais na expressao para o deslocamento da carga do elétron,

1 1 1 &
~ Ly 3.39
20~ 2w T e (3-39)

Nesse caso, os termos adicionais sdo muito pequenos devido ao fator k> / mg Além disso, as
equagdes obtidas nesta se¢do podem nao ser reais e nao respeitarem o principio da causalidade,
dependendo da formulagio da integral de caminho utilizada (BELGACEM et al., 2018). E
necessario maior cuidado para a interpretacao da ndo localidade presente na agdo efetiva para
que ela obedeca a causalidade, conforme discutiremos na Se¢do 3.2.4. A li¢do a ser tirada deste
exemplo € que, de forma geral, em uma teoria quantica de campos a nao localidade aparece
quando levamos em considera¢do a varia¢do da constante de acoplamento, devido a correcdes

de loops diferentes.

3.2.3 Gravitacao

Existem diversas formas de introduzir a ndo localidade em uma teoria cldssica para a
gravitacdo, vejamos alguns exemplos que foram propostos com essa finalidade. Uma aborda-
gem para modificar a Relatividade Geral baseada na teoria de Proca para fétons massivos €
alterar diretamente as equacOes de campo (ARKANI-HAMED et al., 2002), baseando-se em

(3.31), podemos escrever

m2
1— ﬁg Gy = 8nGTyy, (3.40)

naqual Gyy =Ryy — § guv € o tensor de Einstein, mas, nesse caso, [1= g;;yD; Dy € o d’ Alembertiano
covariante. Estas equacdes sao postuladas sendo inspiradas pelo exemplo da densidade lagran-
giana de Proca, mas ndo € possivel dizer se ha uma lagrangiana que permita obté-las a partir do
principio variacional.

Novamente podemos analisar a equacao (3.40) de acordo com a escala de energia das
ondas gravitacionais. No limite de altas energias, tal que mf), /k?> < 1 o termo nio local é des-
prezivel e as equagdes de campo se tornam as equacdes de Einstein da Relatividade Geral. Em
contrapartida, para o regime de energia infravermelho, tal que m§ /k? > 1, a equacio (3.40) se
torna

_ &G
O 'Gyy = ——5 Tuv. (3.41)

8
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A partir da definicdo (3.25) podemos ver que equacdo (3.41) manifesta a nao localidade para o

tensor de Einstein, de forma que

_ 0
07 Guy(x) = G + [ di/ =801 Guv ) (3.42)
na qual a fungdo de Green A(x,y) é a solugéo de

OA(x,y) = 8*(x—y) (3.43)

(0)

e GELO\), (x) € a solucdo da equagdo homogénea (JG,y(x) = 0. A solugido homogénea aparece
como um grau de liberdade extra na teoria, tal como foi discutido no caso da eletrodinamica
cldssica, para a equagdo (3.29). Para estabelecer o modelo ndo local € preciso definir a solu-
cdo homogénea e obter a expressdo da funcdo de Green correspondente ao operador ndo local.
A solucdo homogénea pode ser fixada a partir das condi¢des de contorno, como por exemplo
estabelecendo o intervalo de tempo em um modelo de evolugdo temporal do universo espaci-
almente plano. Veremos no Capitulo 4 que este tipo de condi¢cdo de contorno foi aplicada ao
primeiro modelo de Deser-Woodard (DESER; WOODARD, 2007). A funcio de Green deve ser
escolhida de forma que o modelo obedeca a causalidade, o que é mantido mediante a escolha
da fun¢do de Green retardada (DIRIAN et al., 2014).

Por outro lado, se aplicarmos o operador d’ Alembertiano a equagado (3.41), temos que

8nG

Guy = __ZDTuv- (3.44)
g

Como visto na equagdo (2.144) a constante cosmoldgica pode ser interpretada como a pre-
senca de um termo correspondente a energia do vacuo no tensor energia-momento da forma
Tl‘, = PAguv- na qual p, € constante. Em uma geometria que obedece a condi¢do de metri-
cidade o d’Alembertiano desta parcela do tensor energia-momento serd nulo, ou seja, DTI‘, =
paD*Daguv = 0; logo, nesse modelo, o termo nao local ndo contribui com a presenga da cons-
tante cosmoldgica nas equacdes de campo. Além disso, o fato de que as equagdes (3.40) ndo
foram derivadas a partir de uma densidade lagrangiana, faz com que a introducdo da nao locali-
dade ndo tenha uma origem fisica fundamentada de maneira satisfatéria, o que ndo permite que
saibamos de imediato quais os aspectos de simetria sdo preservados nas equagdes de campo.

Outro problema existente nesse modelo € que o tensor energia-momento ndo € covariantemente



62

conservado, podemos verificar isso calculando a derivada covariante da equacgdo (3.44), que
resulta

87G
D Gy =~ D! (OTyy). (3.45)

8

Se assumirmos como vilida a identidade de Bianchi temos que D* Gy = 0, logo, a equagio
(3.45) se torna

Contudo, em um espago-tempo curvo as derivadas covariantes ndo comutam, o comutador en-
tre derivadas covariantes fornece o tensor de curvatura de Riemann, como vimos na Sec¢do 2.4.
Como consequéncia temos que [D*, ] # 0 e portanto, D*T},,, # 0. Por outro lado, se assumir-
mos que a equacdo DT}, = 0 é vilida, entdo a equacdo (3.45) implica que o tensor de Einstein
nao pode obedecer a identidade de Bianchi. A conclusdo é que neste modelo nao podemos ter
as duas condigdes sendo satisfeitas a0 mesmo tempo, tal como na Relatividade Geral. Se a
identidade de Bianchi ndo € satisfeita a teoria modificada apresenta mais graus de liberdade do
que a RG, uma vez que a identidade de Bianchi € responsdvel por eliminar 4 graus de liberdade
do tensor métrico.

Este problema pode ser resolvido se considerarmos apenas a parte transversal do lado
direito das equacdes de campo (3.40) (JACCARD; MAGGIORE; MITSOU, 2013). Um tensor
simétrico arbitrario S*V pode ser decomposto em uma parte transversal e outra longitudinal tal
que

1
Suv =Sy, + 5 (DuSv—=DySy) ., (3.47)

na qual S;Tw satisfaz D“Sﬁv =0 e o vetor S, é obtido aplicando a derivada covariante D* em
ambos os lados da equacgdo (3.47). Usando este principio podemos escrever as equacgdes de

movimento como

2 T
my
[(1 — E) Guv| =38nGTyy, (3.48)
ou de forma equivalente,
Guy —m2 (07 'Guy)' = 87G T,y (3.49)

Ao aplicarmos o divergente covariante D* ao lado esquerdo o resultado deve ser zero por cons-
tru¢do, como consequéncia DTy, = 0 serd satisfeita. Apesar disso, este modelo também apre-
senta alguns problemas, existem instabilidades geradas pelo carater tensorial do termo nao local

(D_] Guv) r que ndo permitem um modelo cosmoldgico vdlido (NERSISYAN, 2017; DIRIAN



63

et al., 2014). Com o intuito de eliminar estas instabilidades e construir um modelo cosmolégico
vidvel, € proposto que o tensor G,y seja substituido pelo escalar de curvatura R, dando origem
ao modelo

— T
Guv —my (guvO 7 'R)" = 87GTyy. (3.50)

Estas equagdes de campo apresentam caracteristicas que permitem a constru¢do de um
modelo cosmoldgico que pode ser comparado ao modelo ACDM. O valor da densidade de
energia escura medido experimentalmente pode ser obtido a partir destas equagdes sem a ne-
cessidade de introduzir um termo extra proporcional a constante cosmoldgica (DIRIAN et al.,
2014; NERSISYAN, 2017). Se o parametro de massa mg presente na equagdo (3.50) for esco-
lhido tal que m, = 0,67Hy, na qual Hy = (67,4 + 0,5)kms™'Mpc~! (AGHANIM et al., 2018)
é a constante de Hubble!, encontra-se que a densidade de energia escura é Q, ~ 0,68, que estd
de acordo com o valor experimental Q = 0,6847 +0,0073 obtido pelo satélite Planck. Outra
grandeza que permite a comparagao deste modelo de gravidade ndo local com o modelo ACDM,
€ o parametro w definido na equacdo de estado (2.126). De acordo com a equagdo (2.146) o
valor deste parametro para a energia escura deve ser w = —1, enquanto que no modelo ndo
local (3.50) pode-se obter que —1.1 < w < —1.04 (NESSERIS; TSUJIKAWA, 2014). Apesar
de apresentar resultados satisfatérios em comparacdo com o modelo ACDM e consequente-
mente, com alguns dados experimentais, o0 modelo descrito pela equacdo (3.50) possui alguns
problemas estruturais. Da mesma forma que o modelo proposto em (3.44) ndo se conhece al-
guma densidade lagrangiana que permita que as equagdes (3.50) sejam deduzidas a partir do
principio variacional. A consequéncia disto € que a introducdo do termo ndo local ndo pode
ser justificada por uma alteracdo em um nivel fundamental da teoria. Além disso, a presenca
do pardmetro de massa mg tem um papel similar ao da constante cosmoldgica nas equagdes de
campo de Einstein, de forma que o nimero de pardmetros livres neste modelo é o mesmo que
o existente no modelo ACDM (NESSERIS; TSUJIKAWA, 2014). A vantagem do modelo nao
local € que a introdugdo do termo mg (g“vD”R)T nas equagdes de campo € inspirada por um
fendmeno quantico, em contraste com a presenga da constante cosmoldgica que € introduzida

baseada nos resultados experimentais.

I A constante de Hubble Hy é o valor do pardametro de Hubble H = d/a nos dias atuais.
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3.2.4 Operadores nao locais e a acao efetiva quantica

Nesta secdo apresentaremos algumas defini¢des formais do que foi desenvolvido por
meio de exemplos nas se¢des precedentes. Como vimos, a atua¢do de um operador diferencial
inverso em uma funcdo € uma das formas de inserir a ndo localidade em uma teoria. Podemos

definir um operador diferencial inverso 2!, tal que

71 (Z9(x)) = p(x), (3.51)

Alguns exemplos de operadores diferenciais inversos conhecidos sdo O-1, [[,Lz + D} ! , [83 +c10; + cz} - .

A partir da defini¢do (3.51) podemos obter sua representacao integral

2 o(x) = @) (x) + / d*Y G(x, X ) o(X). (3.52)

Aplicando o operador & a expressdo acima, com as derivadas sendo calculadas com relagdo a

variavel x, temos que

0(x) = Do) (x) + / 45 DG (x, ) p(x). (3.53)

Para que a defini¢do (3.51) seja satisfeita, devemos ter

D90)(x) =0 (3.54)
PG (x,x) = 8*(x—x), (3.55)

em que, a fungdo @) (x) é chamada de solugdo homogénea e a fun¢do G(x,x’) de fungdo de

Green. Note que a fun¢io de Green é simétrica mediante uma inversdo das varidveis x <+ x’
G(x,x') = G(',x) (3.56)

A funcdo de Green pode ser escrita como a soma de uma fun¢do de Green retardada com uma

funcao de Green avangada, isto &,

G(X,X/) - GR(X,X/) + GA(X/,)C), (357)
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de forma que, a permutagdo nas coordenadas x <+ x’ faz com que a fun¢do de Green retardada
se torne a fun¢do de Green avangada Gg(x,x’) <> Ga(x',x). Cada operador diferencial possui
sua propria funcdo de Green em particular, que € solucdo da equagdo (3.55).

Para exemplificar de forma simples a relacdo entre a presenca da funcido de Green e a
causalidade nas equacdes de movimento, consideremos as correcdes da acdo do campo escalar

classico (NERSISYAN, 2017)

As=— [aixo ot = — [d's [adowoiow). G

Variando funcionalmente esta acdo com relacdo ao campo ¢ temos:

55 4o onima o 5] oo
mas 09 (x) — 4y — 020
500) 0*(x—y), logo,
% _ _% / d*x[G(x,y) + G(y,0)] 9(x) (3.60)

Mesmo que a agdo (3.58) seja definida apenas em termos da funcao de Green retardada,
a fim de que apenas os valores do campo ¢ no cone de luz passado sejam considerados, a
variagdo da agdo fard com que as equacdes de movimento possuam tanto a fungdo de Green
retardada quanto a avancada. A razdo disto € que o segundo termo contém uma permutacio nas
varidveis, e como vimos, Gg(x,y) = Ga(y,x). Como consequéncia, as equacdes de movimento
para um dado evento dependem tanto do campo avaliado em um ponto no cone de luz passado
x* quanto no cone de luz futuro y*, violando a relagio de causa e efeito. Podemos entdo concluir
que, classicamente, a presenca de um termo nao local na lagrangiana de uma teoria de campos
implica na violacdo da causalidade, resta saber se 0 mesmo ocorre em uma teoria quantica de
campos. De fato existem mecanismos que permitem obter equagdes de campo causais a partir
de uma a¢do nao local, como discutiremos a seguir.

Vejamos como a presenga de um operador ndo local, em uma ac¢ao efetiva quantica, pode
determinar se uma teoria obedece ou ndo ao principio fisico da causalidade. Primeiramente,
para compreender o significado da agdo efetiva quantica, consideremos como exemplo o caso
do espaco-tempo curvo, em que a métrica € vista como um campo cldssico. Pode-se mostrar

que, nesse caso, a acdo efetiva quantica I'[gyv; ¢] é obtida por meio de uma transformacdo de
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Legendre (BELGACEM et al., 2018),

STguv;:9]

oTleuvio] — ,iSen / DS lenyiotol-il =0, (3.61)

Nesta expressdo Sgy € a acdo de Einstein-Hilbert, S); a acdo correspondente a presenca de
matéria, D@ denota uma integral sobre todas as possiveis trajetérias do campo ¢(x) e ¢ é o

valor esperado do campo @(x) no vécuo,

¢ = (0[¢(x)[0). (3.62)

Para o caso particular em que o valor esperado do campo de matéria é nulo, isto é, =0 e na

auséncia de fontes J = 56— 0, a equagdo (3.61) se reduz a
ellsw] = Sttt = Tlg\] =Sy + Ty (3.63)

na qual e8] = [ D@eiSm [20v39] ¢ o termo de matéria da acfio efetiva. Desta forma, é facil
observar que em primeira ordem a acdo efetiva corresponde a agdo cldssica, sendo corrigida
por termos quanticos subsequentes, que podem conter informag¢do nio local. Fazendo uma
analogia com a equacdo (2.66) podemos definir o valor esperado para o estado de vacuo do

tensor energia—momento, como

_ 2 é(V—elw)
(0170 = === (3.64)

A variagdo da agdo efetiva quantica (3.63) fornece as equacgdes de campo

R

O valor esperado que aparece na equacgao (3.65) depende das condi¢cdes de contorno uti-
lizadas na integral de caminho, que podem determinar se as equacdes de campo obedecem ou
nao ao principio de causalidade. Em uma teoria quantica de campos € necessdrio distinguir entre
os estados que se comportam assintoticamente como particulas livres no passado distante, cha-
mados de “estados-in” e os estados que se comportam desta forma no futuro distante, chamados
de “estados-our”. Quantidades como o valor esperado (0|7, |0) sdo elementos de uma matriz

de espalhamento que aparecem em cdalculos intermedidrios em teoria quantica de campos, mas
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usualmente ndo representam quantidades fisicas. O motivo disto é que as condi¢des de con-
torno da integral de caminho determinam se eles sdo calculados em estados-in ou estados-out.
A integral de caminho de Feynman fornece que o valor esperado do tensor energia-momento
deve ser (Oout|Tyuv|0in) que pode ser um nimero complexo, mesmo se o operador 7}y for her-
mitiano. Além disso, um valor esperado do tipo in-out obedece a equagdes de movimento em
que aparecem o propagador de Feynman, o qual ndo satisfaz o principio da causalidade.

Para evitar este problema € necessdrio utilizar a integral de caminho de Schwinger-
Keldish ou formalismo CTP (closed-time-path) (MITSOU, 2016; JORDAN, 1986), que fornece
estados assintoticamente livres do tipo in-in. Para o tensor energia-momento, por exemplo, te-
mos (Oin|Tuv|Oin> que € real para Ty, hermitiano e representa o valor esperado deste operador
para um dado instante de tempo, que € uma quantidade fisica. O valor esperado do tipo in-in
faz com que as equacdes de movimento obedecam as relagdes de causalidade, ja que neste caso
apenas o propagador retardado aparecerd nas equacgdes de campo. A ideia bésica do procedi-
mento de Schwinger-Keldish € integrar ao longo de trajetorias que partem do passado para o
futuro e retornam novamente ao passado, o que produz equacdes efetivas de campo que sao
satisfeitas pelo valor esperado dos operadores.

Para compreender melhor a diferencga entre o formalismo de Schwinger-Keldish e a inte-
gral de caminho de Feynman, consideremos a amplitude de espalhamento dada por (MITSOU,

2016)
(Pou| @ Pin) ~ / Do) Wi (9(t7)) (1) in (0()) € 4, (3.66)

em que DQ(t) = [Tiep;, ) d @(t) representa a integrac@o sobre todas as trajetdrias possiveis para
o campo ¢ em todo o intervalo de tempo [t;,7f], o estado |¥j,) representa o sistema no tempo
ti e o estado (Wou| no tempo ¢y e L(t) é a lagrangiana fundamental da teoria. Para o estado de
vacuo no espaco tempo de Minkowski ndo ha distin¢do entre os estados inicial e final, isto &,
|0in) = |Oout) = |0). No entanto isto ndo ocorre em situagdes mais gerais, de forma que o estado

de vacuo no passado sera diferente do estado de vacuo futuro. Como consequéncia disto temos

<\Pout|(/3|\Pin> 7é <lPin|¢T|lP0ut> = (<\Pout|¢|win>)+7 (3.67)
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ou seja, a quantidade (Wout| @|Win) ndo é real, mesmo se ¢ for hermitiano. De fato, a quantidade

fisica observavel € a probabilidade associada a amplitude de espalhamento, dada por

[(Fourl@¥in) > = (Finl (' ¥oue) (Foul® ) ¥in). (3.68)

Esta quantidade € real e causal, pois somente os estados tipo in aparecem na expressao e assim
apenas o propagador retardado esta presente nos cédlculos. Apesar disso, as equagdes de movi-
mentos derivadas a partir da acdo efetiva quntica para o valor esperado (Wou|@|W¥;,) definido
equacao (3.66), ndo respeitam ao principio de causalidade, ja que a integral de caminho depende
do tempo anterior f; € posterior ¢y a0 tempo 7.

Para obtermos equagdes de movimento que obedecam a causalidade para o campo esca-
lar real, € preciso considerar a agdo efetiva quantica correspondente ao valor esperado (Wi, | @ (¢)|Win)-
Para isso é necessdrio que o estado |¥j,) correspondente ao tempo ¢; seja conectado ao campo
@(t) avaliado no tempo ¢ e em seguida associarmos o estado (¥j,| também ao tempo ¢;, retor-

nando ao tempo inicial. A amplitude de espalhamento nesse caso, se torna

(Fal0() %) ~ [ Do) [ Do- (1%, (0(11) 9()¥in (9(1)

1 , t; ,
X 8 (91 (1) — @_ (1)) exp {i / Lodi' +i / L_dz], (3.69)

t; t

na qual, ¢, (¢) é o campo definido no intervalo [f;,¢], que avanga no tempo, ¢_() o campo
definido no intervalo [t,7], que retorna no tempo e L, = L(@.(¢')), L = L(@_(¢')) sdo as
lagrangianas associadas a @ (r) e ¢_(t), respectivamente. A aco efetiva quantica obtida a

partir da equag@o (3.69) I'in_in (@4, ¢0_,1) é

t
Cin—in (@1, 0—,t) = | dt' (Ly —L_)+ O (n). (3.70)

t

Devido a ndo localidade, as correcdes quanticas em geral apresentam termos que contém 0s

campos @ e @_ conectados pela fun¢do de Green retardada G,(¢',¢"), da forma

t t/ t
/ at' [ d" e, ()G (' "o (") = [ dlo. (T o (1), (3.71)
t; t;

1
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As equagdes de movimento para o valor esperado dos campos ¢+ = (Win|@4(¢)|Win) € 90— =
(Win|@— (1) |¥in) s@o obtidas a partir do principio variacional

61—‘in—in 0 I_‘in—in

0, ~0. 372
50- 56 G.72)

O campo ¢ (t) avanga no tempo, logo satisfaz equagdes causais, jd o campo @_(¢) retorna
no tempo e obedece equacdes de movimento anti-causais, que sdo uma copia das equagdes do
campo @, (), porém em ordem temporal reversa. As equagdes relevantes para o estudo da
dindmica sdo de fato as equagdes para o campo ¢ (¢). Por defini¢o estas duas fun¢des devem
assumir o mesmo valor para o instante de tempo 7, tal que ¢ (1) = ¢_(z), e as condi¢des de
contorno sdo determinadas apenas pelo tempo inicial #; para os dois campos. Dessa forma, é
necessdrio apenas fornecer condi¢des iniciais, ao invés de condi¢cdes de contorno para obter as
equagdes de movimento. Veremos um exemplo disto no Capitulo 4 para o primeiro modelo
de Deser-Woodard (DESER; WOODARD, 2007). Podemos entdo concluir que as equagdes
de movimento obtidas a partir de uma acdo efetiva quantica, que € intrinsecamente ndo local,
podem obedecer ao principio de causalidade e estarem bem definidas desde que o formalismo

de Schwinger-Keldish seja utilizado para interpretar as integrais de caminho.
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4 O MODELO DE DESER-WOODARD

4.1 Modelo 1

Uma teoria mais abrangente de generalizacdo da acdo de Eintein-Hilbert por meio da
adi¢do de termos ndo locais a lagrangiana foi proposta em 2007 por Deser e Woodard com
0 objetivo de obter mecanismos que expliquem a expansdo acelerada do universo, observada
atualmente (DESER; WOODARD, 2007). Este modelo, o qual chamaremos aqui de DW 1,
consiste em adicionar uma fun¢do algébrica f arbitraria do operador d’ Alembertiano inverso,
atuando no escalar de curvatura R, o que € inspirado pelas corre¢des quanticas presentes na agao

efetiva como vimos na Secdo 3.2.4. A lagrangiana proposta é

B 1
~ 167G

Rf(O'R). 4.1)

Inicialmente estudaremos as solu¢des deste modelo sob a métrica do espago-tempo iso-
tropico, homogéneo, espacialmente plano e que evolui no tempo de acordo com o fator de escala
a(t), que é dada por

ds® = di* — a®(t)dxidx'. 4.2)

Utilizando a equagdo (2.62), o operador d’ Alembertiano pode ser escrito como
1
O=D,D" = ——0d, (v/—gd"). 4.3)
H \/_—g ﬂ( )

O inverso deste operador atuando em uma fungéo qualquer W (z) que depende do tempo, pode
ser calculado da seguinte maneira. Consideremos primeiramente a atuacdo do d’ Alembertiano
covariante em uma funcéo auxiliar U(z), de (4.3) temos que

1
——du (V—gg"" U (1)
\/_—g u ( v )

_ldad d?

=3-— U+ 5U(), (4.4)

Ou(t) =

o0 que significa que a aplica¢do do operador d’ Alembertiano em U (¢) é equivalente a

1 d [ 5d
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Podemos entdo obter uma expressio para a atuagio do operado inverso (1!, que é ndo local,

em uma funcgdo W () que satisfaz

O-'w) =u(), (4.6)
a qual é dada por
t 1 t
O 'w@)= [ df / dr"a ("YW (1"). 4.7
)= | ' gy | @) @7

Esta representacao integral para o operador inverso do d’ Alembertiano evidencia o carater ndo
local do termo f(CJ'R), neste caso conectando dois pontos distantes no tempo. A agio em
(4.1) deve ser interpretada neste sentido, em que eventos no espaco-tempo sao conectados. Note
que, se acrescentarmos a equacao (4.6) uma funcio Wy, que € solucdo da equacdo homogénea
LWy = 0, o resultado permaneceria 0 mesmo, no entanto as condi¢des de contorno permitem
determinar esta solucdo homogénea, fixando os limites de integracdo em (4.7). Note que ndo
sdo necessdrias condi¢des de contorno para o tempo inicial e final, fixar apenas o valor do
tempo inicial ) ja é suficiente para obter J~'W(¢) de forma tnica. Para que a causalidade
seja preservada nessa descricao, € necessdrio que a integral em (4.7) seja realizada apenas para
valores de t” e t' menores do que . Isto pode ser garantido inserindo uma func¢io degrau de

Heaviside (¢ — ") que é definida por

0, t<t
0(t—1t") = : (4.8)
1, t>7
Assim, a equacao (4.7) se torna
t ¢
O'W()= | a0t —1t)——~ [ a0 —")a’ (" )W (). (4.9)
) a(t') Jiy

A fim de determinar a ordem de grandeza o termo (1~ !R presente na lagrangiana (4.1),
consideraremos o fato de que durante a maior parte da evolu¢do do universo, o fator de escala

evolui com alguma poténcia do tempo
a(t) ~1t°. (4.10)

. . . 1 ) )
Um universo completamente dominado por radia¢do corresponde a s = 3 e um universo domi-

2
nado por matéria s = 3 A quantidade O~ 'R pode entio ser calculada a partir da integral em
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(4.7). Para a geometria descrita pela métrica (4.2) em que kK = 0, o escalar de curvatura (2.118)

¢ dado por

a

2
R=—-6 (“—ﬁf), @.11)
a

assim,

t 1 v
O 'R=—6[ di'o(r— r’)m dt"o(t' —1") (a(t")a*(¢") +a(t")d(t")).  (4.12)
o a )

Parat < t’ a integral se anula, jd parar > 1" et' > 1", temos

O 'R=—6(s*+s(s—1)) /tdt' ()~ /t dr” (1) 2
1o !

0

6s(2s—1) t 1 tp\3! 1
=————|In{ — — <—) — . 4.13
(Bs—1) ln<to)+3s—l t 35— 1 13)
Note que s ndo pode ser igual & 1/3, porém isto ndo é relevante para os tipos de fluidos que
2

abordaremos neste trabalho, a saber, matéria e radiacdo. Substituindo o valor da poténcia s = 3
que corresponde ao universo dominado por matéria, temos:

PR AT wo

t

Como condigio inicial consideraremos 7y ~ 10° anos, pois estima-se que a transi¢io do universo
dominado por radiacdo para o universo dominado por matéria tenha ocorrido 47000 anos apds
o Big Bang (ELLIS; MAARTENS; MACCALLUM, 2012). Até esta época a dinamica do
universo era determinada por particulas ultra relativisticas, como f6tons e neutrinos. Conforme
o universo se resfriou, sua constituicdo (em larga escala) passou a ser de nicleos atdmicos,
o que € usualmente denominado “matéria” em cosmologia. A idade do universo observado
atualmente é da ordem de 13,8 bilhdes de anos, portanto, utilizaremos ¢ ~ 10'0 anos. Com

estes valores numéricos temos que
O-'R(10%) ~ —14,0. (4.15)

Esta constante pode ser interpretada como um parametro presente na densidade lagrangiana,
tal qual a presenca da constante cosmoldgica, dependendo de como serd a fungio f(C1!R).
Diferentes valores numéricos podem ser obtidos introduzindo outros operadores diferenciais

inversos a equacao (4.1).
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A variagdo da equacdo (4.1) permite compreender quais alteracdes a presenca do termo
nao local produz nas equagdes de campo. Apresentaremos os detalhes desse cdlculo no estudo
do modelo da préxima secdo, o resultado das equacdes de campo modificadas para o vicuo

nesse caso sao:

{Ruv - Iz_eguv +guvD _D,LLDV:| {f(X) +D_l [Rf/(X)] }

+ [6“ s, %guvg/’“} 9pXds (O [Rf' (X)]) =0, (4.16)

em que X = 'R

Estas equagdes de campo podem ser interpretadas como correcdes nao locais do tensor
de Einstein, pois os termos adicionais contém derivadas da func¢do f(X), que serdo pequenos
quando f(X) varia lentamente. A fungdo algébrica f(X) € arbitraria, em (DESER; WOO-

DARD, 2007) ha o estudo ilustrativo de uma classe de modelos em que foi escolhida
FX) =Cemik, (4.17)

na qual k e C sdo parametros adimensionais que devem ser estimados a partir de dados ex-
perimentais. Esta fun¢do € denominada fungdo de distor¢do ndo local e aparece em diversos
modelos de gravidade modificada como uma funcao livre (WOODARD, 2014). A evolu¢do do
universo tal qual descrita pelo modelo ACDM pode ser reconstruida a partir do ajuste correto
desta funcdo. Por exemplo, a escolha de k = 0.1 e C = 0.2 resulta em um valor correto para o
tempo que marca o inicio da existéncia de matéria de forma predominante no universo.

Neste primeiro modelo Deser e Woodard encontraram que os termos nao locais contém
a informacdo correta do inicio da transi¢do do universo dominado por radiacdo para o universo
dominado por matéria, ndo necessitando de um ajuste fino da forma como € feito nos modelos
locais. De acordo com os autores, a escolha dos parametros C e kK como ~ 1 ndo representa
um ajuste fino. Consequentemente, este modelo permite a descricdo da expansio acelerada
do universo comegando com o universo dominado pela energia do vicuo e ndo imediatamente
apos a inflagdo. Contudo, este modelo ndo foi derivado de fendmenos quénticos realistas (i.e.
diretamente de uma acdo efetiva quantica), mas apenas inspirado pela nio localidade presente
em correcdes de ordem superior da acdo efetiva. Ha ainda o efeito indesejado de que o termo

O~'R ndo alterna de sinal, sendo estritamente negativo. Se este termo fosse negativo em esca-
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las cosmoldgicas e positivo em escalas pequenas de comprimento (BELGACEM et al., 2019),
alguns efeitos indesejaveis para o modelo cosmoldgico seriam evitados (veja a discussao sobre
o mecanismo de blindagem na Secdo 4.2.1). Este modelo € considerado de natureza puramente
fenomenoldgica, e deixou em aberto a possibilidade para o estudo de outra acdo que apresente
nao localidade de forma similar. Desde entdo diversos trabalhos seguiram esta proposta su-
gerindo alteracdes ao modelo original de Deser-Woodard (KOIVISTO, 2008; MAGGIORE;
MANCARELLA, 2014; CHEN; CHEN; PARK, 2019).
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4.2 Modelo 11

O modelo gravitacional de Deser-Woodard aprimorado (DESER; WOODARD, 2019)
da mesma forma como o anterior, também modifica minimamente a acdo de Einstein-Hilbert,

porém agora sdo introduzidos dois campos escalares auxiliares na densidade Lagrangiana,

INL R[1+ f(Y)], (4.18)

~ 167G

em que,

Y =0""'g" 9, XX

X=0"'Rr. (4.19)

Aqui O = D, D é o operador d’ Alembertiano e R é o escalar de curvatura. Neste trabalho nos
referiremos a este modelo como DW II. Como veremos a seguir, o efeito da constante cosmo-
l6gica aparece naturalmente da variacao desta acdo, ndo sendo necessério introduzir como um
termo extra na lagrangiana. A necessidade de inserir o termo g"Yd, X dyX na acdo, surgiu dos
efeitos da parte ndo local para a descri¢do da inflagdo primordial e para os testes do Sistema
Solar (WOODARD, 2014; DESER; WOODARD, 2019). Este termo € negativo na escala do
Sistema Solar e positivo na escala cosmoldgica, o que torna possivel restringir os efeitos ndo
locais apenas para este caso. Este efeito, denominado “blindagem” serd discutido na Se¢do
4.2.1.

Para tornar esta ag@o local, podemos introduzir os campos auxiliares U e V como mul-

tiplicadores de Lagrange, tal que

1 v
2= 167G [R(1+f(Y>)+U(R_DX>+V(g”L 3MX3VX—DY)]
~ 167G [R(l +f¥)+U) - UDX—VDY—{—g“VVQ”XaV)q _ (4.20)

Usando a equagdo (4.3) podemos eliminar os termos de superficie presentes em ULIX e VLY

1
UOX =U——0, (v/—gd"X) =9, [Ud*X] -0, Ud"X, 4.21
\/_—g #( 8 ) IJ[ ] H ( )
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de forma que os termos que irdo contribuir para a a¢ao serao:

1
167G

[R(1+f(Y)+U)+g"Epy], 4.22)

em que Eyy = dyUdyX + 9, VoY +VduXdyX. Considerando X,Y,U e V como quatro cam-
pos escalares independentes, podemos afirmar que esta acao € local. Como discutimos anterior-
mente, estes campos escalares auxiliares ndo possuem condi¢des de contorno arbitrérias, o que
resultaria em graus de liberdade extras para a teoria. A partir da equagdo (4.20) a variacdo da

acdo com relacdo a U serd

oS

e 4
ST = Ten G/dx\/ [R—0X] =0, (4.23)

da qual segue que

R—0X =0. (4.24)

Analogamente, a varia¢do de (4.20) com respeito ao campo V fornece
g"vouXoyX —0Y =0. (4.25)

Consideremos agora a variacdo da a¢do com relagdo ao campo X, com a condi¢do de que 6X

seja nulo na superficie, temos

S 4
5X 167tG/d e {

F " [0 (V=2VaX) + 0y (v=8VuX)] } o0,

logo, a equacdo para U sera

U=-20"[D" (VDuX)]. (4.26)

Por fim, a varia¢ao da agdo com relagdo a Y sob a condi¢do 6Y = 0 na superficie, nos fornece

uma equacio para o campo V:

ﬁ
oY 167rG

/ d*x/—g {R%—DV} 0, (4.27)

ou seja,

V=0 [ aJ;(Y )}. (4.28)
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Para obter as equacdes de campo modificadas pelo termo nao local, podemos variar a
equagdo (4.22) com relagdo a métrica g,y. Note que o primeiro termo fornece o tensor de
Einstein sem a constante cosmoldgica. Usando a equag@o (2.52) para 0 (,/—gR), podemos

mostrar que

1 R
oS = /d4x167er —8 {(Ruv - Eguv —DyDy +guvDﬁDﬁ) sg" (1+f(Y)+U)

1
+ (5g”v — Egaﬁg“"&gaﬁ) E“v] . (4.29)

Renomeando os indices no segundo termo e considerando que 6g"¥ = 0 na superficie, resulta

1
5S = /d‘*me,/—_gaguv [(~DyuDy +guy O+ Guy) (14 f(Y) +U)

1
+Euv — EguvngEpG] . (4.30)

Como a varia¢do dgH"V é simétrica, podemos considerar apenas a parte simétrica dos de-
mais termos. Adicionando um termo correspondente a presenca de matéria a acdo, as equacoes

de campo modificadas derivadas a partir da lagrangiana local (4.22) sdao
1
(Guy —DuDy + guy0) (14U + f(Y)) + Euy) — nggpoEpo =81GTyy, (4.31)

na qual o tensor energia momento ndo inclui o termo correspondente a energia escura. Os

indices entre parénteses denotam a parte simétrica

1
Euv) = 5 (Euv +Evy) (432)

Para que o modelo ndo possua mais equagdes independentes do que a RG e para que a

lei de conservacdo D* T,v = 0 seja vdlida, a identidade de Bianchi deve ser obedecida, isto €,

1
D* | (Guy —DyuDy +guv0) (1+U + f(Y)) + E(uy) — igﬂvngEpG =0 (4.33)

Para verificar se a identidade de Bianchi permanece valida podemos usar o fato de que as equa-
¢oes de campo (4.31) sdo covariantes, de forma que 65 = 0 é verdadeira em qualquer sistema
de coordenadas. Particularmente, em um sistema de coordenadas inercial (espacialmente plano

e independente do tempo) temos Dy, — dy, e R = 0, logo, todos os termos em (4.33) sdo nulos.
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Devido ao principio da covariancia geral, se a identidade de Bianchi € satisfeita no sistema de
coordenadas inercial, ela também é obedecida em qualquer sistema de coordenadas. Portanto,
esse modelo possui 0 mesmo nimero de equagdes independentes da RG e a lei de conservagdo

para o tensor energia momento € valida.

4.2.1 Efeito de blindagem

O modelo II de Deser-Woodard foi proposto com o intuito de explicar a expansao ace-
lerada do universo introduzindo termos ndo locais a acdo, inspirado por correcdes quanticas
nao locais que surgem em uma acio efetiva. No entanto, é conhecido da cosmologia do mo-
delo padrdo que no periodo em que o universo era dominado por radiacdo ele ndo se expandia
aceleradamente, logo, € necessario que os termos nao locais sejam despreziveis neste regime.
A transi¢ao do universo dominado por radia¢do para o universo dominado por matéria ocorreu
ha aproximadamente 47000 anos apds o Big Bang e € caracterizada pela lei de poténcia para
o fator de escala a(t) ~ t'/2. O escalar de curvatura para a geometria plana (4.11), nesta era é
nulo (R = 0). A partir das definicdes de X e ¥ em (4.19) vemos que ambos sdo proporcionais
ao escalar de curvatura, logo, sdo nulos na era de dominio da radiacdo. Assim, € necessario
apenas que tenhamos f(0) = 0 para que, na era de dominio da radiagdo, ndo haja contribuicdo
do termo nao local.

Além disso, o efeito dos termos ndo locais deve ser relevante apenas na escala cosmolo-
gica, sendo desprezivel para sistemas que envolvem distancias relativamente pequenas como o
Sistema Solar, ou o sistema Terra-Lua. A maioria dos resultados experimentais mencionados na
introducao desse trabalho que confirmam a RG sao realizados na escala do Sistema Solar, por-
tanto, o modelo DW II deve reproduzir os resultados tedricos da Relatividade Geral no regime
do Sistema Solar. A escala cosmoldgica € caracterizada pela métrica FLRW discutida na Se¢ao
2.6.2 que possui dependéncia temporal e considera o universo homogéneo. Em contrapartida,
para sistemas fortemente ligados gravitacionalmente, com simetria esférica, e que envolvem
distancias muito menores como o sistema Terra-Lua, a descri¢do mais adequada é a métrica de
Schwarzschild, a qual ndo depende do tempo. Assim, introduz-se o efeito de blindagem (scre-
ening) que consiste em impor que é a fungdo de distor¢do ndo local f(Y) seja nula na escala do
Sistema Solar. Esse efeito pode ser obtido caso o termo ndo local Y seja negativo na escala do

Sistema Solar, sendo necessario apenas que f(Y) seja continua e igual a zero para Y < 0.
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Para verificar o sinal de Y em cada escala devemos inicialmente verificar qual o sinal de
X nestas escalas diferentes (veja a equacao (4.19)). Na Secdo 4.1 calculamos uma expressao

para X (¢) de acordo com a métrica (4.2), que é a solugdo FLRW para um espaco-tempo plano,

X(1) = —g {m <i> + %0 - 1} , (4.34)

fo

o resultado é

em que 7o = 107 anos é o tempo em que o universo passou a ser dominado por radiacio. Como
mostra a Figura, X (¢) é estritamente negativo, possui um ponto de maximo global em t = fy =

10, tal que X (o) = 0. Podemos entdo concluir que na escala cosmolégica X < 0.

Figura 4.1 — Grafico do campo auxiliar X em funcido do tempo cosmoldgico, para o caso da métrica
FLRW. Fonte: Autor (2021).
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Para avaliar X na escala do Sistema Solar devemos notar que o operador d’ Alembertiano
possui diferentes sinais para as componentes espaciais e temporal em nossa assinatura da mé-
trica diag(4+ — ——), temos

O=09?-V2 (4.35)

Neste regime, as derivadas espaciais sio relevantes —V2X (7) ~ R, e a contribuicio dominante
do escalar de curvatura vem da densidade de energia p e pode ser determinada a partir do trago

das equagdes de campo de Einstein (BELGACEM et al., 2019)
R~ —8nGp. (4.36)
Entdo, na escala do Sistema Solar, temos:

V2X(7) = 8nGp (7), (4.37)
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que € a equacdo de Poisson para X sujeita a uma fonte p. A solucdo desta equacdo pode
ser obtida para o sistema Sol-Terra, por exemplo, a densidade de energia pode ser modelada

utilizando uma funcao delta de Dirac
p(#) = M3 (7), (4.38)

em que a massa do Sol M estd localizada em um tnico ponto. A solugdo € obtida utilizando a

fungio de Green A(F—7) tal que

VIA(F—7) =81GS¥ (7 —7)

1
AF—7)=-2G——-. 4.39
(F-7)= 26— (4.39)
Assim, na escala do Sistema Solar a solu¢do do campo auxiliar X € dada por:
na—/ﬁmw—mmm
=
26 [P (4.40)
7

que € negativo para uma fonte p > 0. Podemos entdo concluir que o campo X permanece
negativo tanto na escala cosmoldgica como na escala do Sistema Solar.
Analisemos agora o sinal de (Y = g"Vd, X d, X. Na escala cosmoldgica, temos X <0 e

depende apenas do tempo, logo,
Oy = ¢g%9,x9,X >0, (4.41)
seguindo a assinatura da métrica diag(+ — ——). Usando a equacdo (4.7) e a expressdo para X

em (4.34) podemos calcular de forma exata Y para a métrica (4.2), o qual € dado por

8(to(75t* — 256319 +13) + 30 In[t]) 8
Y(t) = — 174 101n(z)). 4.42

Logo, na escala cosmoldgica Y € estritamente positivo, como pode ser visualizado na Figura

4.2, possui um ponto de minimo global em ¢ =ty = 10°, tal que Y (ty) = 0.
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Figura 4.2 — Gréfico do campo auxiliar Y em fun¢do do tempo cosmoldgico, para o caso da métrica
FLRW. Fonte: Autor (2021).
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A fim de determinar o sinal de Y na escala do Sistema Solar, consideraremos a métrica
diagonal e independente do tempo, tal como a métrica de Schwarzchild, embora uma métrica

nao diagonal também forneca o mesmo resultado (DESER; WOODARD, 2019). Assim, temos

OY (7) = g*V 9, X 9y X (4.43)

(~VH)Y(7) = g" (1X)* + 8% (:X)* + g% (35X, (4.44)

pois X e Y sdo independentes do tempo neste setor. Seguindo a conven¢do da assinatura da

métrica, coeficientes g sdo negativos, logo,
VY > 0. (4.45)

Como vimos na equagio (4.40), se V2Y > O entdo Y < 0. Logo, Y < 0 para o regime do Sistema
Solar, de forma que o mecanismo de blindagem pode ser utilizado para esse modelo. Os efeitos
ndo locais introduzidos ndo alteram os resultados da Relatividade Geral para o Sistema Solar,
desde que a funcdo de distor¢do ndo local seja zero para seu argumento negativo de forma
continua. E necessério fazer uma ressalva quanto a validade destes resultados. No célculo
apresentado acima foi utilizado o fato que nao ha nenhuma dependéncia temporal nas solug¢des
para o sistema fortemente ligado gravitacionalmente (Sistema Solar). Contudo, € possivel que
uma dependéncia temporal relativamente pequena ainda permaneca nesse regime, conforme
pode-se mostrar introduzindo uma perturbacao a métrica de FLRW (BELGACEM et al., 2019).

Na Secao 4.3 discutiremos essa possibilidade mais detalhadamente.
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4.2.2 Funcao de distorc¢ao nao local

Tendo estabelecido que o modelo de DW 1I estd de acordo com os testes do Sistema
Solar, utilizando o mecanismo de blindagem, ainda € necessério que este modelo reproduza os
resultados do modelo ACDM na escala cosmoldgica. Para isto, a funcio de distor¢do ndo local
f(Y) deve ser obtida através do procedimento de reconstrugio (DESER; WOODARD, 2019),
que impde a evolugcdo cosmoldgica descrita pelas equacdes de Friedmann calculadas na Secdo
2.6.3. Para realizar o procedimento de reconstrucao deve-se notar que, para a métrica (4.2), o
operador d’Alembertiano atuando em um escalar que depende apenas do tempo W(¢), é dado

por

OW(t) = g"'Dy (DVW (1))

=g [% (W (1)) =T%y (W (1)) - (4.46)

Para o espaco tempo plano evoluindo no tempo, que estamos considerando aqui, as Gnicas com-

ponentes da conexdo com indice contravariante zero e ndo nulas, sdo (veja a equacgao (2.102)):
%, =1%,=1%; =aa (4.47)

Temos entdao que
OW (1) = 3*W (1) +3H,W (1), (4.48)

a

na qual H = — € o parametro de Hubble. O escalar de curvatura e as componentes do tensor
a

de Ricci podem ser encontrados particularizando o resultado em (2.114) para o espago-tempo

plano, isto é, Kk — 0, temos:

. )
R:—6<f+“—2), (4.49)
a a
Roo =—3%, (4.50)
a

Ry =adi +24°. 4.51)
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Assim, a componente 00 das equacdes de campo (4.31) é:
1 .. .. i
(3H?*+3HJ,) (1+U + f(Y)) + 5 XU+YV+ VX?) =8nGp, (4.52)

e as componentes espaciais ndo nulas fornecem a mesma equagao, por exemplo a componente

116
i 1,.. .. .
— [2H+3H*+ 97 +2Ho,] (1 +U + f(Y)) + 3 (XU +YV +VX?) =87Gp. (4.53)

Subtraindo as equagdes (4.52) e (4.53) temos uma equacdo diferencial para a fungio F(t) =
1+U(t)+ f(Y(2)
[2H +6H*+ 92 +5H,| F(t) = 87G (p — p). (4.54)

O processo de reconstrugdo consiste em escolher a densidade de energia e a pressao, de forma
a exigir que este modelo reproduza os resultados da ACDM. Isto é realizado por meio das
equacgdes de Friedmann usuais da Relatividade Geral, na presenca da constante cosmoldgica

(2.152). Escrevendo-as em termos do parametro de Hubble, tem-se

3H? — A =8nGp (4.55)
2H +3H — A= —87Gp. (4.56)

Dessa forma, podemos obter
[2H +6H* + 97 +5H9,| F(t) = 3H* —2A +2H +3H (4.57)

€ assim encontrarmos uma expressao para F' em funcdo de ¢ explicitamente. O préximo passo €
usar a defini¢@o de F e as equacOes dos campos escalares U e V, dadas pelas equagdes (4.26) e
(4.28) respectivamente, para obter suas solu¢des numéricas. Note que ¥ e X ja sdo conhecidos
como fungdes do tempo cosmoldgico ¢ pelas equacdes (4.34) e (4.42). A funcgdo de distor¢cdo
ndo local é calculada a partir de f(r) = F(t) — 1 —U(t), o que permite o célculo de f(Y). Re-
alizaremos este calculo para o caso do universo com ricochete, na Secdo 4.4. Os autores das

referéncias (DESER; WOODARD, 2019; DING; DENG, 2019) seguiram este procedimento e
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utilizaram alguns artificios matemdticos' para calcular a funcio de distorcdo ndo local nume-
ricamente. Os autores fizeram também um ajuste exponencial a partir do grifico da solugao

numérica, o que resultou em

f(¥) o HI=167), (4.58)
A expressdo para o comportamento assintético de f(Y) paraY — 0 é

Y)= ———Y“InY Y 4.
)= B2 LBy o) | 4.59)

o que significa que nao ha descontinuidade ao impor a condi¢ao de que f(Y) =0 para ¥ <0,
necessdria para que o mecanismo de blindagem seja satisfeito. O simbolo Qg denota a fragdo
do parametro de densidade correspondente a radiacdo e Q) a fracdo correspondente a matéria,

tal que Qg + Qy = Q, definido em (2.153).

4.3 Teoria de perturbacoes

A fim de compararmos as predicdes feitas pelo modelo DW II com observagdes expe-
rimentais e ainda verificarmos a possivel presenca da dependéncia temporal nas corre¢des nao
locais na escala do Sistema Solar, consideraremos as solu¢des perturbativas do modelo DW II.
Para isto, desenvolveremos a formagado de estruturas, partindo da métrica perturbativa no gauge

de Newton (ou transversal), a qual € definida por
ds* = (1 +2%¥(7,1))dt* — (1+28(7,1)) a*(t)dx'dx;. (4.60)

Note que os potenciais ® e ¥ possuem dependéncia espacial e temporal. A validade desta mé-
trica para o estudo da influéncia gravitacional das grandes estruturas do universo na escala do
Sistema Solar, no contexto das teoria nao locais, tem sido discutida recentemente (BELGACEM
et al., 2019). Tanto argumentos analiticos, como simula¢des computacionais, tem evidenciado
que a métrica (4.60) fornece uma Gtima aproximacao para as perturbacdes escalares, englo-
bando a solu¢do cosmoldgica de FLRW e a solucdo estatica de Schwarzchild.

Mantendo até primeira ordem de perturbagdes, as componentes ndo nulas da conexao

para esta métrica s@o

I Na verdade, em (DESER; WOODARD, 2019; DING; DENG, 2019) os autores escreveram as equa-
¢des em termos do pardmetro N = In (ag/a) e obtiveram outra equacéo diferencial usando as equagdes
paraX,Y,UeV.



85

0 =a¥ (4.61)
% =a*(H+0®+2H (V)5 (4.62)
%, =¥ (4.63)
I 40 = a 20k W (4.64)
Iy, =(H+9®)5 (4.65)
I’ =—8"0,98; + 9,8, + DS, (4.66)

e as componentes 00 e ij do tensor de Ricci sdo dadas por

Roo = a >V>W +3H (3,¥ — 20,®) — 3H — 39/ ® — 3H> (4.67)
Rij=a*[3H*+H —HO, (¥ — 6®) + 9 ®+2 (3H*>+ H) (©—P)]

— 0,0, (®+¥) — VD). (4.68)

Expandindo o tensor de Einstein como Gy = Guv + 6Guv, na qual Guv sdo os termos de

ordem zero, segue diretamente que as componentes do tensor de Einstein sao

Goo = 3H? + 6HO,® — 2a~>V>® (4.69)
Gij=a* [~ (3H* +2H) (1+2® —2¥) — Ho, 2¥ + 6®) — 207 ®] §;;

+V2(D+W) 85— 0,0 (P+W), (4.70)

As equagdes de campo do modelo DW II (4.31) podem ser escritas como Gpy + AGyy =
8nGTy,y, em que o simbolo A denota a corre¢do ndo local e ndo deve ser confundido com a

parte perturbativa, representada pelo simbolo 8. Assim, temos:
1
AGuv = (U +f (Y)> G,uv + (guv[] - D,uDv) (U +f (Y)) +E(uv) - Eguvgchpm (4.71)

Para obter os termos em perturbacdes dos campos auxiliares, consideraremos que a parte per-

turbativa possa apresentar dependéncia espacial e temporal

U =U (1) +8U (7,1), X(F1) =Xe (1) +8X (71), 4.72)
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V(F 1) =V.(t)+ 8V (F,1), Y(Ft)=Y.(t)+ Y (%1), (4.73)

na qual a letra ¢ subscrita indica que o campo deve ser avaliado na escala cosmoldgica, depen-
dendo apenas do tempo. A razdo de assumirmos que a parte perturbativa dos campos X,Y,U
e V possui dependéncia espacial é que, os potenciais perturbativos introduzidos na métrica
(4.60) dependem de 7. Além disso, € necessario obter a expressao perturbativa para o operador

d’ Alembertiano. Assim, expandindo em primeira ordem sobre a métrica (4.60), resulta:

OX(7,1) = (142%) 192X —a~2 (1+2d) "' V2X — 9,W0,X + (3H 4 30,® — 6H¥) 9,X

+a 2 [0 (P4 D) X + 0y (P + D)X + 9. (¥ + D) 9. X]. (4.74)

Substituindo as equacgdes (4.74), (4.73) em (4.71) e expandindo as demais derivadas sob a mé-
trica (4.60), temos que a expressdo perturbativa para a correcdo ndo local, em primeira ordem,

da componente 00 é

2
SAGy = [3a,cpat +6HO,®— 97 — 2V—2q>} Ue+ f)
a

v 2 df
+ [—E+3H81—|-3H ] (5U+d—Y§Y)

+5 (XCSU +USX +Y.8V + V.8 +2V.X.8X + avxf) . (4.75)

Para completar as equagdes de campo perturbativas, expandiremos o tensor energia-momento

como

5Too = pc‘;_p (4.76)

c

— 0.8 4.77)

na qual o parametro de flutuagdo de massa (também chamado de contraste de densidade) é

: op : o o . .
definido por 6 = —. Nesta andlise, nos restringiremos ao limite abaixo do horizonte cosmo-
C

. k S . o .
l16gico (k> a ou H > 1), isto €, em que as derivadas espaciais sdo mais relevantes do que as
a

temporais, assim, a equacao de campo 00 em primeira ordem de perturbacoes é:

0Gyo + 6AGy) = 8TGO Ty 4.78)
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V2 2 V2 df
—2¥q>—2?cp(uc+f) - <6U+d—yéY> =87Gpd. (4.79)

No espaco de Fourier, deve-se substituir —VZ k2, logo,

(12

df
2(IJ(1+UC+f)+5U+d—Y§Y—87er2

8. (4.80)

A partir daqui consideraremos o limite abaixo do horizonte cosmoldgico T > 1em
a

todas as expressoes. Para as componentes ij da variacdo do tensor de Einstein (4.70), temos:
5G,‘j = (—a2k25,-j+kikj) (CI)—F‘P) (4.81)

A fim de simplificar a expressao final das equacdes de campo, pode-se contrair (4.81) com o

Kkl 1,
operador de projecdo longitudinal ( Ea 55” )

Kkl 1 2 ,
< 2 — 55”) 5G,’j = gk ((I)—l—lp),
O operador de projecao extrai a componente longitudinal da parte tensorial da métrica pertur-
bativa, no gauge sincrono. Sendo assim, ele relaciona a parte perturbativa escalar no gauge de
Newton com a componente longitudinal da perturbac@o no gauge sincrono (MA; BERTSCHIN-

GER, 1995). A expansao perturbativa das componentes ij da contribui¢ao nao local, fornece
2 af
SAG;; = (—k*8;j + kikj) |(Uc+ f) (®+¥) + | 6U + ik (4.82)

atuando com o operador de projecao longitudinal, resulta,

Kkl 1 2, df
( - _55,) 8AG; = 3k [(Uchf) (@+¥)+ <5U+W5Y)] - @83

Seguindo nossa convencao de sinais para a variacdo do tensor energia-momento temos:

T =—pd+3,, (4.84)
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i.
v

3 T’,i € a parte do tensor energia momento com traco nulo. Além disso,

i — i
emquer:Tj—

definindo o tal que,

Kkl 1
(P +p)O'E ( 2 —55”) Zija (4.85)
encontra-se que
Kkl 1
( e 55‘1) 8T;j=(p+p)o. (4.86)

Com estes resultados pode-se calcular a componente longitudinal das equacdes de campo

ij, considerando apenas os termos dominantes no limite k > aH, temos:

df

%kz (q>+‘1')+%k2 [(Uc+f) (P+%P) - (6U+d—Y

: SY)} =(p+p)o. (4.87)

Em um universo dominado por matéria a contribui¢do da radiacio, que fornece a anisotropia
ao tensor energia momento, € menor do que a contribuicdo de matéria e energia escura, assim,

segue que o ~ 0, logo:

(P+W) (14U +f) - (5U+%6Y) = 0. (4.88)

As equagoes (4.80) e (4.88) sdo as equacdes de campo perturbativas para o modelo DW II no
limite abaixo do horizonte cosmoldgico, porém, elas ndo sdo suficientes para determinar os
potenciais perturbativos introduzidos na métrica (4.60). Para isto é necessdrio obter as vari-
acoes dos campos escalares por meio de suas definicdes introduzidas como vinculos na agao

modificada (4.20).

4.3.1 Equacoes perturbativas dos campos auxiliares

O proximo passo para obter as expressoes para @ e W € encontrar a expressao perturba-

tiva para as equacgdes dos campos escalares auxiliares

OX =R (4.89)
0Oy = g"Y9uXdy X (4.90)
OU = —2D* (VDuX) (4.91)
v — g% (4.92)

aY
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as quais, juntamente com as equacdes de campo (4.80) e (4.88), fornecem o conjunto de seis

equagdes e seis variaveis 60X,0Y,0U,8V,d,¥. O resultado em primeira ordem é:

872G p6 = 20(1 1+ Ut )+ 6U + Loy 4.93)
kZp o ¢ f dY ’ .
5U+j—£8Y:(<I>+‘P)(1+UC+f), (4.94)
5X = 220+ W), 4.95)
oY =0, (4.96)
oU =2V.6X, 4.97)
_ of
8V = —2(20+%) 5. 4.98)

Eliminando 6Y e U nas duas primeiras equagdes, temos,

2
a
871G 5p8 =20 (1+Uc +f) — 4V 20+ ) (4.99)

—4V, 20+ W) = (P+¥) [1 +a* (Uc + f)] . (4.100)

Resolvendo algebricamente para os potenciais @ e W, resulta:

_ 4nGa*ps  (1+f+U.+4V,)
R+ fHU) (W fHUA42V)
4nGa*pd  (1+f+U.—8V,)

(4.101)

em que f = f(Y.). Dessa forma os potenciais ficam determinados apenas em fun¢io dos campos
auxiliares, avaliados no espaco-tempo cosmoldgico, 0 que nos permite computar o parametro

de modificacdo da gravidade 7, definido como:

D+ 12V.k*
® A2+ f+U.+4V,)

n (4.103)

E conveniente separar a contribuicio devido a presenca de matéria e de radiacdo p = pg + pum,

pois como demonstrado na Sec¢do 2.6.3,

Pr = pora (4.104)

Py = Poma >, (4.105)
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de forma que a densidade de matéria é o termo mais relevante no limite k > aH. Podemos

8nG
reescrever as equagdes (4.101) e (4.102) em termos do parametro de densidade Qb = —37;12 Po,
0
o — 2Ho (Qrapordr+Qya”" poudu) (1+f +Ue +4Ve) (4.106)
2k2(1+f+Uc) (l—l-f‘i‘Uc‘f’ZVC)7 '
W 3H§ (Q%Q_ZPORBR + Qﬁla_lpOMSM) (1 +f+U.— 8Vc) (4.107)
2k2(1+f+Uc) (1+f+Uc+2V,) .

No estudo do universo dominado por matéria pode-se desprezar a contribui¢do de radiagdo,

logo,

3HE (14 f+Uc+4V.) Q) pomdu
2ak2 (14+f+U.+2V,) 1+ f+U,)’
3H (14 f+U-—8V.) QY poydu

lP:_Zakz(1+f+UC+2VC)(14_f+[]c)- (4.109)

(4.108)

Nossas equagdes estdo de acordo com o que foi obtido para o modelo DW I (NERSISYAN;
CID; AMENDOLA, 2017) exceto pelas diferencas de notacdo, assinatura da métrica e pelas
especificidades da parte nao local do modelo DW II. Esta expressdo também ¢ similar ao que
foi encontrado em (DING; DENG, 2019), porém ha uma pequena diferenca: o termo 2V, no
denominador aparece como 6V, e o potencial ® também ¢é negativo. Mesmo apds revisar os
calculos diversas vezes ndo encontramos o motivo desta discrepancia, aparentemente o termo
V2® na equacio (2.30) de (DING; DENG, 2019) deveria ser negativo. E possivel que esta seja
a causa da divergéncia dos potenciais @ e ¥ e do contraste de densidade Oy (veja a Figura 4.3)
encontradas em (DING; DENG, 2019), pois elas sdo geradas pelo ponto em que o denominador
14+ f+U.+ 6V, =0. Esta € uma questao que podera ser tratada em estudos futuros, na préxima

se¢do discutiremos a equacdo diferencial para o contraste de densidade de matéria ;.

4.3.2 Leide conservacio

A partir da lei de conservacdo para o tensor energia-momento Dy, T“v =0, pode-se obter
uma equacdo diferencial para a perturbacdo da densidade de matéria Oy. Para isto, utilizare-
mos o tensor energia-momento de um fluido em um referencial inercial (WEINBERG, 1972;

BERTSCHINGER, 1996), cuja velocidade de escoamento € ndo relativistica, isto €, v; < ¢
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TO :pc+5pa
7%= (pe+ pe)vi=—T,
T/ =—(p+8p)&,+%/,. (4.110)

Note que o tensor energia-momento com dois indices contravariantes é simétrico THY = TVH,
porém com um dos indices covariante hd uma mudanca de sinal nas componentes espagotem-
porais ", ja que T“v =g"%yp Taﬁ.

A componente da lei de conservagdo para v = 0, expandida até a primeira ordem de

perturbacdes, fornece
8p — ; (pe+ pe)v! +3H (8p 4 8p) + 3 (p. + pe) = 0. (4.111)

Usando que p. = wp, (equagdo de estado para a pressdo e densidade de energia na escala

0
cosmoldgica) e % = ¢2 ¢ a velocidade do som no fluido, resulta
8+&6+(3&:—%-3)(1+w)+3H(1+c§)5:0. 4.112)
c
Pode-se usar a equagdo de conservagdo de ordem zero em perturbagdes p. = —3H (p; + pc) =

—3H (1+w) p,, para simplificar a relagdo (4.112), assim:
8+(3d>—%-v>(1+w)+3H(c§—w)6:o. 4.113)
Fazendo v = 1 na lei de conservacao implica

)e 0x0
vx:2Hvx—|—3H&vx+ 0P

_ZOP 4y, (4.114)
Pec (Pe+pe)

somando as trés componentes, temos:

. ; e .
i—oHv+3H S+ 0P vy 4.115)
pe (Petpe)

As equacdes andlogas para v = 2,3 também fornecem a expressdao em (4.115).
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Queremos analisar o periodo em que o universo é dominado por matéria. Desta forma,
Pec

o termo — = c?
Pe

para a velocidade do fluido, é desprezivel. Além disso, o gradiente de pressdo das flutuacdes

na equacao (4.115), que correspondente a corre¢des da relatividade restrita

) p, nao contribui para o universo dominado por matéria, dentro do horizonte cosmoldgico
(FERGUSSON; MARSH, 2015). Este modelo também leva em consideracdo que a pressao
¢ nula na auséncia de perturbagdes, isto €, w = 0. Assim, os Unicos termos relevantes nas

equagdes (4.113) e (4.115) sdo:

V= 2Hv+ VWP, (4.116)

Sy =V -v—3b. 4.117)

Aplicando o operador divergente na primeira equagdo e diferenciando a segunda com respeito

ao tempo, resulta:
V.$=2HV . v+ V¥ (4.118)

Sy =V-i—3d. (4.119)

a
GUSSON; MARSH, 2015), entdo, nesta escala ® ~ & ~ 0. Portanto, podemos eliminar ¥ nestas

k
Na escala abaixo do horizonte cosmoldgico (k > aH) é conhecido que @ ~ cos (_H) (FER-

equagoes, encontrando uma equacao diferencial para o contraste de densidade de matéria no es-

pago dos momentos:

Sy =2H 8y — k°W. (4.120)
Substituindo a expressao para ¥ calculada em (4.109), resulta:

iy . 3HXQY (1+f+U.—8V,)
Sy —2HG, — —2M ¢ _~¢ Sy =0, 4.121
M M= 00 U+ f+U)A+f+U+2v) M “.121)

Esta equacdo € semelhante a obtida em (NERSISYAN; CID; AMENDOLA, 2017) para o mo-
delo DW I, exceto pela nossa convencao de sinais e pelo fato de considerarmos derivadas com
relacdo ao tempo cosmoldgico ¢ € ndo em relagdo ao nimero de vezes em que O universo au-
mentou por um fator e, definido como N = Ina. Note que esta equacdo nao depende de k, apenas
do fator de escala que por sua vez depende do tempo proprio ¢. A equagdo (4.121) foi resolvida

numericamente a partir do método de Runge-Kutta (DING; DENG, 2019), faremos uso de seus
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resultados para comparar o modelo DW II com dados experimentais. A Figura 4.3 mostra os

valores experimentais e as curvas tedricas para o parametro fog, definido como

—od—"M 4.122

emque N=1Inae Gg =0.811 (AGHANIM et al., 2018). O observavel fog é denominado taxa

de crescimento de estruturas.

Figura 4.3 — Valores experimentais para o pardmetro fog em comparagdo com as curvas tedricas dos
modelos ACDM, DW I e DW II. Fonte: (DING; DENG, 2019).
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A curva obtida no modelo DW 1I estd razoavelmente de acordo com os resultados ob-
tidos pelo modelo ACDM e com os dados experimentais, exceto pelo ponto divergente menci-
onado no final da Secdo 4.3.1. Para compreender a razdo deste ponto singular sdo necessdrios

estudos mais detalhados da solu¢do numérica da equacdo (4.121).

4.3.3 Constante gravitacional efetiva

As equagdes de campo modificadas pelos campos nao locais (4.31) podem ser escrita

como:

- G Guv
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em que Guy = E(yy) — %guvgp 9Eps, assim, pode-se definir a constante gravitacional efetiva

como
G

Gett = (1+U+f))

(4.124)

A equacgdo (4.124) mostra que a constante gravitacional de Newton efetiva possui de-
pendéncia temporal na escala cosmoldgica, resta saber se esta dependéncia aparece também na
escala do Sistema Solar. Portanto, pode-se usar os resultados do experimento Lunar Laser Ran-
ging (LLR) conforme em (BELGACEM et al., 2019) para testar o modelo DW II. Apesar de
serem relativamente pequenos, estes efeitos sao detectados no experimento LLR, provocando

uma variacdo em G tal que

=(7,1+£7,6) x 10~ *anos . (4.125)

Ql Q-

A fim de obter uma forma mais conveniente para a comparac¢do com o valor tedrico, podemos

escrever esta variacdo em termos do parametro de Hubble:

= (0,99 +1,06) x 10~ Hj. (4.126)

Ql Q-

Para que a comparacgio seja feita, sdo necessdrias solugdes numéricas para os campos V e U na

escala cosmolégica. Em (DING; DENG, 2019) o valor obtido para esta variacao é de

Getr
eff

=0,717Hy ~ O (Hy), (4.127)

logo, esta dependéncia temporal implica na viola¢ao do vinculo experimental e indica um pro-
blema com o modelo DW II. Porém, fica em aberto a discussdao sobre a real influéncia das
grandes estruturas do universo introduzida pela equacdo (4.60) em relacdo ao mecanismo de
blindagem. Estudos mais detalhados sdao necessdrios para saber qual dos dois efeitos € mais

relevante.

4.4 Universo com ricochete

Com o propésito de evitar a singularidade inicial presente nos modelos de Big Bang, tal
como o ACDM, foram propostos modelo de universo que ricocheteiam, expandindo novamente

apds um colapso gravitacional (Bouncing Cosmology). Estes modelos ja sdo bem conhecidos
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da literatura, para uma revisao detalhada veja (BATTEFELD; PETER, 2015). Um modelo de
um universo com ricochete (CHEN; CHEN; PARK, 2019) € descrito pelo fator de escala

at) = ape"/?, (4.128)

no qual a, é o valor minimo para o fator de escala e 4| € uma constante positiva, tal que
H(t) = hit. O ricochete do universo em modelos desse tipo é considerado antes do periodo
inflaciondrio, para o qual o espago-tempo pode ser considerado dominado pelo vacuo, logo,

Tyv = 0. Dessa forma, a equagdo diferencial (4.54) para F' = 1+ f + U se torna
[2H + 6H* + 9} +5HJ,| F(t) = 0. (4.129)

Esta equacio diferencial pode ser resolvida de forma exata, sua solugdo é

F(t) = e_hlf2 (Al + Ajerfc <\/§t>> , (4.130)

2, ~ ~
em que erfc (x) = “"du é a fungdo complementar de erro de Gauss e Aj,A; sdo

1— % Joe
constantes de integracdo. A Figura 4.4 mostra a fun¢do F(¢) com as constantes fixadas como
hy =1,A =2e A =1, na Secdo 4.4.1 discutiremos a relevancia de diferentes condi¢des de
contorno para este modelo. Pode-se observar pela Figura 4.4 que a fungdo F(¢) assume uma
valor finito na origem e se aproxima de zero quando t — oo, veremos a seguir qual a influéncia

desse comportamento para a funcao de distor¢do f = F — U — 1. Para isto, € necessario obter
solugdes para os campos X,Y, U e V.
Figura 4.4 — Gréfico da func@o F(¢) e sua derivada, em fungdo do tempo cosmoldgico, para o modelo de

universo com ricochete. Valores fixados para as constantes: 7; =1, A, =2 e A; = 1. Fonte:
Autor (2021).
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Pode-se obter uma equagdo diferencial para o campo escalar X, usando as equagdes

(4.49) e (4.48), a equacgdo de vinculo OX = R se torna

(07 +3HJ,) X +6(H+2H?) =0. (4.131)

Sua solugdo exata é dada em termos de func¢des especiais conhecidas, isto €,

3h 33
X(t) = By + Byerf (, / 7‘t> — hyt? <2+2F2 (1, 5.2 —§h1t2>) : (4.132)

3

na qual , F; (1,1;5,

3

2; —5h1t2> ¢ a funcdo hipergeométrica generalizada e By, B, sdo constan-

tes de integracdo. A Figura 4.5 mostra o grafico de X(r) com as constantes fixadas ) = 1,

By = —0,1 e By =0, as quais sdo equivalentes as condigdes iniciais X (0) = 0, X(0) = 0.

Figura 4.5 — Gréfico do campo auxiliar X (¢) e sua derivada, em func¢do do tempo cosmolégico, para o
modelo de universo com ricochete. Valores fixados para as constantes: 71 = 1, B, = —0,1
e B; = 0. Fonte: Autor (2021).
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Da mesma forma, a equacgdo (4.25) fornece a seguinte equacgao diferencial para Y

(07 +3Hd,) Y —X* =0, (4.133)

resolvendo esta equagdo numericamente, tendo como condigdes iniciais ¥ (0) = 0, Y (0) = 0,

obtém-se o resultado mostrado na Figura 4.6.
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Figura 4.6 — Gréfico do campo auxiliar Y (7) e sua derivada, em fun¢do do tempo cosmoldgico, para
o modelo de universo com ricochete, tendo como condig¢des iniciais ¥ (0) = 0, ¥ (0) = 0.
Fonte: Autor (2021).
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Da definicao do campo U dada por (4.26), sob a métrica de FLRW, temos que
(6, +3H)U = —2(d,+3H)VX, (4.134)

logo,
U
-2V = —. (4.135)
X

A expressdo para V em (4.28) fornece

(07 +3H0,)V = —6 (H+2H?) %, (4.136)

mas a fungdo F' = 1+ f + U foi calculada em (4.130), de forma que pode-se eliminar f por

df F-U
% ==L (4.137)
portanto:
(07 +3H,)V+6(H+2H") — =0 (4.138)

Substituindo a equacdo (4.135) para eliminar U encontra-se uma equacgdo diferencial para o
campo V:

= 0. (4.139)

(9 +3H3,)V +6 (H +2H?) (ﬂ)

A solug@o numérica para o campo V esté representada na Figura 4.7 e o seu resultado permite
o célculo do campo auxiliar U pela equagdo (4.135), o qual estd representado na Figura 4.8. As

condi¢des iniciais utilizadas para os campos U e V sao V(5) =V'(5) =0.999e U(5) =U'(5) =
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0.999. Estes valores sdo determinados impondo que F(fg) — U(fy) < 0, para algum valor de 7y

distante do ponto de ricochete r = 0 (CHEN; CHEN; PARK, 2019).

Figura 4.7 — Gréfico do campo auxiliar V e sua derivada, em funcido do tempo cosmoldgico, para o
modelo de universo com ricochete. Condig¢des iniciais: V(5) = V/(5) = 0.999. Fonte:
Autor (2021).
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Figura 4.8 — Grafico do campo auxiliar U e sua derivada, em funcdo do tempo cosmolégico, para o
modelo de universo com ricochete. Condig¢des iniciais: U(5) = 0.999. Fonte: Autor (2021).
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A funcdo de distor¢do ndo local € construida a partir da solugdo numérica para U e da
equacdo (4.130) para F, por meio de f = F —U — 1. Em seguida, as solu¢des f(¢) e Y(¢) sdo
usadas para obter f(Y). A solugdo numérica para f(Y) é apresentada na Figura 4.9. O resultado
numérico de U(¢) apresenta uma rdpida oscilagdo quando ¢ — 0, o qual é o comportamento

dominante da funcdo f préximo a origem.
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Figura 4.9 — Gréfico da fungdo de distor¢do ndo local f(Y), para o modelo de universo com ricochete.
Fonte: Autor (2021).
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Nesse caso podemos concluir que a fungdo de distor¢ao ndo local, que modifica a acao
de Einstein-Hilbert, oscila com amplitude cada vez maior proximo ao ricochete e tende a zero
conforme Y aumenta. Isto significa que as condi¢des iniciais utilizadas nesta se¢do para os
campos auxiliares, permitem a constru¢dao de uma funcdo de distor¢ao ndo local que pode ser
conectada de forma suave aquela que descreve a expansio do universo no modelo ACDM. Na

proxima secao discutiremos a influéncia de variagdes nas condi¢des iniciais.

4.4.1 Diferentes condicoes iniciais

O comportamento da fun¢do de distor¢do nao local, para tempos iniciais do universo, é
caracterizado por oscilagcdes geradas pelos campos V e U. Nesta secdo, analisaremos o efeito
de variacdes nas condi¢des iniciais aplicadas para a solu¢dao numérica destes campos. A Figura
4.10 mostra as diferentes solugdes da equagdo diferencial (4.139), na qual os valores do ponto
zero de V foram alterados tais que V (k) = V/(k) =0, para k = 0,1,2,3,4,5. Pode-se ver que
as variacOes nas condic¢des iniciais alteram o padrdo de oscilagdes na regido proxima de ¢t = 0.
No entanto, todas as solucdes apresentam o comportamento oscilatério préximo a origem e

tenderem a zero, conforme ¢ aumenta.
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Figura 4.10 — Diferentes solucdes para V(¢), sob a condi¢do inicial V (k) = V'(k) = 0, para k =

0,1,2,3,4,5. Fonte: Autor (2021).
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A Figura 4.11 mostra que hd um deslocamento das solu¢des para o campo U (f) quando

submetido as condigdes U (k) = 0, para k =0,1,2,3,4,5. Note porém que, o deslocamento é

maior entre as solu¢cdes com k = 0 e os demais valores. Apds k > 2 ndo hd variacio significativa

nas solugdes. Além disso, todas as curvas da Figura 4.11 apresentam o padrdo de oscilarem

proximo a origem e em seguida se aproximarem de um valor constante, proximo de zero.

Figura 4.11 — Diferentes solugdes para U(z), sob a condicdo inicial U(k) = 0, para k = 0,1,2,3,4,5.

Fonte: Autor (2021).

As alteracdes causadas na funcao de distor¢ao nao local, por modificacdes nas condi¢des

iniciais de U e V, seguem este mesmo padrao. A Figura 4.12 mostra que, para k > 2, as solucdes

de f(¢) ndo se alteram de forma significativa.
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Figura 4.12 — Diferentes solugdes para f(¢). O indice k indica que a condigdo inicial utilizada na solugdo
de U(t) foi U (k) =0, para k = 0,1,2,3,4,5. Fonte: Autor (2021).
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Figura 4.13 — Diferentes solugdes para f(Y). O indice k indica que a condigdo inicial utilizada na solucdo
de U(t) foi U (k) =0, para k =0,1,2,3,4,5. Fonte: Autor (2021).
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Tanto as solugdes numéricas para f em fungcdo do tempo cosmoldgico, apresentadas
na Figura 4.12, como em termos do campo Y, apresentadas na Figura 4.13, exibem o mesmo
comportamento. Em ambos os casos a fun¢do de distor¢ao oscila para valores iniciais de ¢ e
converge para um valor finito, para diferentes valores das condi¢des iniciais. Para k =0 a fungao
f(Y) se aproxima do valor 1,5 e conforme k aumenta, as curvas tendem a —1,0. Conclui-se
que nesse caso, 0 modelo DW II permite uma descricdo de universo com ricochete, que pode
ser conectada com a solucdo de expansao acelerada, tal como verificado para o modelo DW 1

(CHEN; CHEN; PARK, 2019).



102
5 CONCLUSAO

Apresentamos neste trabalho alguns aspectos fundamentais da gravitacdo e cosmologia
ndo local. Nos Capitulo 2 revisamos a cosmologia moderna baseada na Teoria da Relatividade
Geral, no Capitulo 3 introduzimos o conceito de nao localidade, tanto no contexto cldssico
como quantico, e discutimos alguns dos primeiros modelos cosmoldgicos nao locais. Por fim,
apresentamos no Capitulo 4 uma discussdo sobre os dois modelos de gravidade ndo local de
Deser-Woodard (DESER; WOODARD, 2007; DESER; WOODARD, 2019) e apresentamos
aplicacdo do segundo modelo (aprimorado) para a formacao de estruturas e para o estudo de
universos com ricochete.

A revisdo dos principais modelos feita no Capitulo 3 proporcionou um panorama geral
da origem dos estudos sobre gravitacdo ndo local, facilitando o entendimento das estruturas
basicas deste tipo de modelo. Foi possivel compreender quais os principais problemas enfrenta-
dos pelas modificagdes nao locais a acao de Einstein-Hilbert, como a necessidade de preservar
a causalidade nos modelos e garantir que a identidade de Bianchi seja satisfeita. Além disso,
foi possivel entender a razdo da presenca de estruturas mais complexas nos modelos mais re-
centes (e. g ¥ = D_lé?“X d"X) devido a problemas encontrados nos modelos mais simples,
como discutimos na Secdo 3.2.3. Constatamos que encontrar uma a¢do com elementos nao
locais, que forneca equagdes de campo relativamente simples e esteja de acordo com os testes
experimentais da cosmologia padrao, ainda é um desafio. Além disso, espera-se que tal acdo
seja derivada por primeiros principios, pois todas as propostas discutidas aqui t€m um carater
fenomenolégico.

Sobre a discussao do modelo DW I concluimos que, apesar de fornecer corretamente
a expansdo acelerada do universo sem a constante cosmoldgica, este modelo viola os vinculos
impostos por dados experimentais na escala do sistema solar. Isto ocorre pois nesse caso o
mecanismo de blindagem ndo pode ser utilizado, conforme mostrado por (BELGACEM et al.,
2019). O modelo DW II também reproduz a expansdo acelerada do universo, apenas pela
presenca dos termos ndo locais, inspirados por correcdes da acdo efetiva quantica. Tal como
no modelo DW I, ndo hé a necessidade de introduzir a constante cosmoldgica e o0 modelo DW
II reproduz adequadamente os resultados do modelo ACDM. No segundo modelo, vimos que
o mecanismo de blindagem de fato funciona, porém fica em aberto a questdo se a formacgado
das grandes estruturas do universo provoca uma dependéncia temporal remanescente na escala

do Sistema Solar. Esta dependéncia violaria os vinculos estabelecidos pelo experimento Lunar
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Laser Ranging, sendo um problema para o modelo DW II. Para constatar se de fato esse € o caso,
€ necessario um estudo mais aprofundado da validade da teoria de perturbacdes, introduzido
pela métrica (4.60), em comparacio com os limites utilizados no mecanismo de blindagem.

A aplicacdo do modelo DW II & uma descri¢@o de universo com ricochete (bouncing) nos
permitiu obter solu¢des exatas e numéricas para os campos escalares nao locais, o que nio foi
encontrado na literatura at€é o momento. Obtivemos, de forma numérica, a funcdo de distor¢cao
nao local o que permitiu constatar qual o efeito desta modificacido da ac@o de Einstein-Hilbert.
Verificamos que, para um universo com ricochete, o termo f(Y') oscila rapidamente com am-
plitude cada vez maior préximo ao bouncing (t = 0). Observou-se também que o termo nao
local decresce com o tempo, se aproximando de zero. Desta forma, constatamos que o modelo
DW II permite uma descricdo do universo com ricochete, que seja suavemente conectada ao
universo que expande aceleradamente, dominado pela energia do vacuo. Esta conclusio deriva
da func¢do de distor¢ao ser nula para os primeiros instantes do universo, quando o modelo DW
II € aplicado para reproduzir a cosmologia ACDM.

Como perspectivas futuras de trabalho ficam as seguintes sugestdes: (i) a derivacao
direta de corre¢des nao locais a partir de uma acdo efetiva quantica, que pode dar origem a
modelos mais realistas de gravitagdo ndo local. (ii) o célculo das solu¢des numéricas para os
potenciais perturbativos ®, W, para o contraste de densidade &y, e para o pardmetro de distor¢ao
da gravidade 7, os quais podem ser comparados com resultados experimentais. (iii) estudos
sobre a validade das solugdes perturbativas e da influéncia da formagdo de estruturas para a
escala do Sistema Solar. (iv) Aplicacdo no estudo de outros problemas como: modelos de

universo com ricochete mais complexos, estrelas de néutron e buracos negros.



104
REFERENCIAS

AGHANIM, N. et al. Planck 2018 results. vi. cosmological parameters. arXiv preprint
arXiv:1807.06209, 2018.

ARKANI-HAMED, N. et al. Non-local modification of gravity and the cosmological constant
problem. arXiv preprint hep-th/0209227, 2002.

BARVINSKY, A. O. Serendipitous discoveries in nonlocal gravity theory. Physical Review D,
APS, v. 85, n. 10, p. 104018, 2012.

BATTEFELD, D.; PETER, P. A critical review of classical bouncing cosmologies. Physics
Reports, Elsevier, v. 571, p. 1-66, 2015.

BELGACEM, E. et al. Nonlocal gravity. conceptual aspects and cosmological predictions.
Journal of Cosmology and Astroparticle Physics, IOP Publishing, v. 2018, n. 03, p. 002,
2018.

BELGACEM, E. et al. Testing nonlocal gravity with lunar laser ranging. Journal of
Cosmology and Astroparticle Physics, IOP Publishing, v. 2019, n. 02, p. 035, 2019.

BERNABEU, J.; NAVARRO-SALAS, J. A non-local action for electrodynamics: Duality
symmetry and the Aharonov-Bohm effect, revisited. Symmetry, Multidisciplinary Digital
Publishing Institute, v. 11, n. 10, p. 1191, 2019.

BERTSCHINGER, E. Cosmological dynamics. Proceedings of the Les Houches School,
Elsevier, Citeseer, 1996.

BUCHDAHL, H. A. Non-linear lagrangians and cosmological theory. Monthly Notices of the
Royal Astronomical Society, Oxford University Press Oxford, UK, v. 150, n. 1, p. 1-8, 1970.

CARLONL S.; ROSA, J. L.; LEMOS, J. P. Cosmology of f(R,[JR) gravity. Physical Review
D, APS, v. 99, n. 10, p. 104001, 2019.

CARROL, S. An introduction to general relativity. Spacetime and Geometry (Pearson-
Benjamin Cummings, San Francisco, 2003), 2003.

CHEN, C.-Y.; CHEN, P.; PARK, S. Primordial bouncing cosmology in the Deser-Woodard
nonlocal gravity. Physics Letters B, Elsevier, v. 796, p. 112-116, 2019.

COLLABORAT, E. H. T. First M87 event horizon telescope results. 1. the shadow of the
supermassive black hole. Astrophysical Journal Letters, IOP Publishing Ltd., v. 875, n. 1,
p. L1, 2019.

DALVIT, D. A.; MAZZITELLL, F. D. Running coupling constants, newtonian potential, and
nonlocalities in the effective action. Physical Review D, APS, v. 50, n. 2, p. 1001, 1994.

DESER, S.; WOODARD, R. Nonlocal cosmology II. cosmic acceleration without fine tuning
or dark energy. Journal of Cosmology and Astroparticle Physics, IOP Publishing, v. 2019,
n. 06, p. 034, 2019.

DESER, S.; WOODARD, R. P. Nonlocal cosmology. Physical review letters, APS, v. 99,
n. 11, p. 111301, 2007.



105

DIJKSTRA, C. D. Local and nonlocal thermal field theory. arXiv preprint arXiv:1904.10301,
2019.

DING, J.-C.; DENG, J.-B. Structure formation in the new Deser-Woodard nonlocal gravity
model. Journal of Cosmology and Astroparticle Physics, IOP Publishing, v. 2019, n. 12, p.
054-054, dec 2019. Disponivel em: <https://doi.org/10.1088/1475-7516/2019/12/054>.

DIRIAN, Y. et al. Cosmological perturbations and structure formation in nonlocal infrared
modifications of general relativity. Journal of Cosmology and Astroparticle Physics, IOP
Publishing, v. 2014, n. 06, p. 033, 2014.

EINSTEIN, A. Kosmologische betrachtungen zur allgemeinen relativitits-theorie. In: Das
Relativititsprinzip. [S.1.]: Springer, 1922. p. 130-139.

EINSTEIN, A.; PODOLSKY, B.; ROSEN, N. Can quantum-mechanical description of physical
reality be considered complete? Physical review, APS, v. 47, n. 10, p. 777, 1935.

ELLIS, G. F.; MAARTENS, R.; MACCALLUM, M. A. Relativistic cosmology. [S.1.]:
Cambridge University Press, 2012.

FELICE, A. D.; TSUJIKAWA, S. f (R) theories. Living Reviews in Relativity, Springer, v. 13,
n. 1, p. 3, 2010.

FERGUSSON, J.; MARSH, D. Lectures notes in cosmology. [S.1.]: University of Cambridge,
2015.

FUWA, M. et al. Experimental proof of nonlocal wavefunction collapse for a single particle
using homodyne measurements. Nature Communications, Nature Publishing Group, v. 6,
n. 1, p. 1-6, 2015.

GEROCH, R. What is a singularity in general relativity? Annals of Physics, Elsevier, v. 48,
n. 3, p. 526-540, 1968.

GREENBERG, O. W. C p t violation implies violation of lorentz invariance. Physical Review
Letters, APS, v. 89, n. 23, p. 231602, 2002.

HAWKING, S. W.; ELLIS, G. F. R. The large scale structure of space-time. [S.L]:
Cambridge university press, 1973. v. 1.

HUBBLE, E. A relation between distance and radial velocity among extra-galactic nebulae.
Proceedings of the National Academy of Sciences, National Acad Sciences, v. 15, n. 3, p.
168-173, 1929.

ISHAK, M. Testing general relativity in cosmology. Living Reviews in Relativity, Springer,
v.22,n. 1, p. 1, 2019.

JACCARD, M.; MAGGIORE, M.; MITSOU, E. Nonlocal theory of massive gravity. Physical
Review D, APS, v. 88, n. 4, p. 044033, 2013.

JORDAN, R. D. Effective field equations for expectation values. Physical Review D, APS,
v. 33, n. 2, p. 444, 1986.

KOIVISTO, T. Dynamics of nonlocal cosmology. Physical Review D, APS, v. 77, n. 12, p.
123513, 2008.


https://doi.org/10.1088/1475-7516/2019/12/054

106

LITTLEJOHN, R. The classical electromagnetic field hamiltonian. Online lecture notes,
2008.

LONGO, M. J. Testing cosmic homogeneity and isotropy using galaxy correlations. arXiv
preprint arXiv:1405.7621, 2014.

MA, C.-P.; BERTSCHINGER, E. Cosmological perturbation theory in the synchronous and
conformal newtonian gauges. The Astrophysical Journal, American Astronomical Society,
v. 455, p. 7, Dec 1995. ISSN 1538-4357. Disponivel em: <http://dx.doi.org/10.1086/176550>.

MAGGIORE, M.; MANCARELLA, M. Nonlocal gravity and dark energy. Physical Review
D, APS, v. 90, n. 2, p. 023005, 2014.

MISNER, C. W. et al. Gravitation. [S.].]: Macmillan, 1973.
MITSOU, E. Infrared Non-local Modifications of General Relativity. [S.1.]: Springer, 2016.
MITTON, S. Fred Hoyle: A life in science. [S.l.]: Cambridge University Press, 2011.

MOSHE, C.; LEIBOWITZ, E.; NISSANI, N. Gravitation: SL (2, C) Gauge Theory and
Conservation Laws. [S.1.]: World Scientific, 1990.

NERSISYAN, H. Infrared Nonlocal Gravity Theories: Optimizing Science Return to
Euclid Satellite Mission. Tese (Doutorado), 2017.

NERSISYAN, H.; CID, A. F.; AMENDOLA, L. Structure formation in the Deser-Woodard
nonlocal gravity model: a reappraisal. Journal of Cosmology and Astroparticle Physics,
IOP Publishing, v. 2017, n. 04, p. 046-046, Apr 2017. ISSN 1475-7516. Disponivel em:
<http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2017/04/046>.

NESSERIS, S.; TSUJIKAWA, S. Cosmological perturbations and observational constraints on
nonlocal massive gravity. Physical Review D, APS, v. 90, n. 2, p. 024070, 2014.

PEEBLES, P. J. E. Principles of physical cosmology. [S.1.]: Princeton university press, 1993.

RIESS, A. G. et al. Observational evidence from supernovae for an accelerating universe and
a cosmological constant. The Astronomical Journal, IOP Publishing, v. 116, n. 3, p. 1009,
1998.

SOTIRIOU, T. P.; FARAONI, V. f (R) theories of gravity. Reviews of Modern Physics, APS,
v. 82, n. 1, p. 451, 2010.

WALD, R. M. General Relativity, Chicago, Usa: Univ. [S.1.]: Pr, 1984.

WEINBERG, S. Gravitation and cosmology: principles and applications of the general
theory of relativity. [S.1.: s.n.], 1972.

WEINBERG, S. The cosmological constant problem. Reviews of modern physics, APS, v. 61,
n. 1, p. 1, 1989.

WETTERICH, C. Effective nonlocal euclidean gravity. General Relativity and Gravitation,
Springer, v. 30, n. 1, p. 159-172, 1998.

Will, C. M. Henry Cavendish, Johann von Soldner, and the deflection of light. American
Journal of Physics, v. 56, n. 5, p. 413-415, May 1988.


http://dx.doi.org/10.1086/176550
http://dx.doi.org/10.1088/1475-7516/2017/04/046

107

WILL, C. M. The confrontation between general relativity and experiment. Living reviews in
relativity, Springer, v. 17, n. 1, p. 4, 2014.

WOODARD, R. Nonlocal models of cosmic acceleration. Foundations of Physics, Springer,
v. 44, n. 2, p. 213-233, 2014.



	INTRODUÇÃO
	CONCEITOS GEOMÉTRICOS E FÍSICOS DA RELATIVIDADE GERAL
	Equação da geodésica
	Derivada covariante
	Transporte paralelo
	Tensor de curvatura de Riemann
	Equações de campo de Einstein
	Cosmologia da Relatividade Geral
	O universo de Einstein
	Métrica de Friedmann-Lemaître-Robertson-Walker
	Equação de Friedmann


	INTRODUÇÃO À TEORIAS NÃO LOCAIS
	Princípio da localidade e emaranhamento
	Lagrangianas não locais
	Eletrodinâmica clássica
	Eletrodinâmica quântica
	Gravitação
	Operadores não locais e a ação efetiva quântica


	O MODELO DE DESER-WOODARD
	Modelo I
	Modelo II
	Efeito de blindagem
	Função de distorção não local

	Teoria de perturbações
	Equações perturbativas dos campos auxiliares
	Lei de conservação
	Constante gravitacional efetiva

	Universo com ricochete
	Diferentes condições iniciais


	CONCLUSÃO
	 REFERÊNCIAS

