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RESUMO

A Mecéanica Quantica trata-se de uma teoria ndo muito intuitiva. Seus
conceitos dao novas interpretacfes sobre a matéria e seu comportamento,
tornando mais dificil sua compreensdo do que a Mecénica Classica. Esta
dissertacdo foi feita procurando ajudar na compreensdo da Mecanica Quantica e
sua intercessdo com a Estatistica. A dissertagdo visa alcancar uma formulacéo da
Mecénica Quéntica a partir dos postulados da Estatistica acrescidos de
postulados que sdo necessarios para completar a descri¢cdo. Com isso pretende-se
alcancar uma outra forma de visualizacdo da Mecénica Quantica, assim como
existe a abordagem pela Mecénica Ondulatéria e pela Mecénica das Matrizes.
Formulada a Mecénica Quantica conforme o formalismo convencional na
Estatistica, apresenta-se dois sistemas fisicos com a finalidade de exemplificar
alguns dos conceitos estudados: o oscilador harménico simples formulado na
Mecénica Quantica e um paralelo com o mesmo sistema formulado na Mecénica
Classica com aleatorizacdo da variavel tempo, e 0 atomo de hidrogénio.

Palavras-chave: Funcdo conjunta de probabilidade. Teoria da perturbagdo
dependente do tempo. Sistemas fisicos



ABSTRACT

Quantum Mechanics is a theory not very intuitive. Its concepts give new
interpretations on the matter and its behavior, making it more difficult than
understanding Classical Mechanics. This dissertation was done for trying to help
in the understanding of Quantum Mechanics and its intercession with the
Statistics. The dissertation aims to achieve a formulation of Quantum Mechanics
from the postulates of Statistics plus postulates that are needed to complete the
description. Therewith intend to achieve another form of visualization of
Quantum Mechanics, as there is the approach by Wave Mechanics and Matrix
Mechanics. Two physical systems are presented for the purpose of illustrating
some of the concepts studied: the simple formulated harmonic oscillator in in
Quantum Mechanics and a parallel with the same system in Classical Mechanics
with randomization of the variable time, and the hydrogen atom.

Keywords: Joint distribution function. Time-dependent perturbation theory.
Physical systems.
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1 INTRODUCAO

A Mecéanica Quantica é considerada a area da Fisica Moderna mais
importante, pois subsidia toda a Quimica Moderna e aplicacGes da Eletrdnica e
Fisica Nuclear. Porém, sua natureza é probabilistica (ou estatistica), e, por causa
disto, faz com que a Estatistica esteja ligada as explicacfes fundamentais da
estrutura da matéria e da energia. Esclarecer esta interrelacdo é de fundamental
importancia para as duas ciéncias, e é este esclarecimento que abordamos nesta
dissertacdo.

A Mecanica Quantica (ou Fisica Quantica, ou, ainda, Teoria Quantica) é
0 ramo da Fisica que estuda os fendmenos a niveis microscépicos, atdmicos e
nucleares. A palavra mecénica é designada para o estudo dos efeitos de forcas
sobre 0 movimento de corpos.

O estudo a esses niveis tomou bases rigorosamente cientificas no
periodo compreendido pelo final do século XIX e inicio do século XX, e levou
0s cientistas a impasses em relacdo a teorias bem estabelecidas na época. Os
modelos daquela época eram baseados na Mecanica Classica e na Teoria
Eletromagnética. Niels Bohr (ENCICLOPEDIA..., 1993), na cria¢io de seu
modelo, necessitou de postulados que estivessem de acordo com a Mecénica
Classica, mas por outro lado, iam de encontro & Teoria Eletromagnética. Embora
tal modelo fosse insatisfatorio em varios aspectos, impulsionou os estudos
acrescentando a nocdo de quantizagdo dada por Max Planck
(ENCICLOPEDIA...., 1993) na analise da radiacio do corpo negro.

Louis de Broglie (ENCICLOPEDIA..., 1993) postulou a existéncia da
dualidade de comportamento de particula e de onda para o movimento dos
elétrons no atomo, levado pela explicacdo de Albert Einstein sobre o efeito

fotoelétrico, na qual a luz em certas circunstancias possui caracteristicas de
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onda, e em outras possui caracteristicas de particula. Este postulado mostrou que
a Mecanica Cléssica ndo era apta para descrever o movimento dos elétrons
atémicos.

Erwin Schrédinger (ENCICLOPEDIA..., 1993) formulou uma equacio
de movimento de acordo com a hipdtese de comportamento ondulatério dos
elétrons, surgindo assim, em 1926, a Mecanica Ondulatéria, onde suas equacoes
nos niveis macroscopicos levam as equacGes da Mecanica Classica (principio da
correspondéncia), estabelecendo, assim, uma espécie de coeréncia (ou
consisténcia) entre as duas mecanicas.

Werner Heisenberg (ENCICLOPEDIA..., 1993), na mesma época,
descreveu as transicGes atdmicas de forma mais eficiente que a descricdo dada
pelo modelo de Bohr (que empregava quantidades ndo acessiveis a
experimentacdo) empregando quantidades acessiveis por meio de um algoritmo
gue logo foi reconhecido como matrizes, surgindo assim a Mecanica das
Matrizes, que mais tarde mostrou-se equivalente a Mecanica Ondulatéria.

A juncdo formal dessas descrigdes deu origem & Mecénica Quantica,
principalmente depois dos trabalhos de Paul Dirac e Von Newmann (informagao
verbal)!. Enquanto ndo se introduz conceitos e resultados da Teoria da
Relatividade na Mecénica Quantica, esta se denomina Mecanica Quéantica N&o-
Relativistica. A juncdo da Mecénica Quantica com a Teoria da Relatividade
Especial denomina-se Mecanica Quantica Relativistica. A jungdo com a Teoria
da Relatividade Geral ainda resiste a ser feita, constituindo hoje num dos
maiores problemas néo resolvidos da Fisica. Esta dissertacdo abordara apenas a
Mecanica Quantica Nao-Relativistica.

Além de introduzir o conceito de quantizacdo, todos esses estudos

levaram finalmente a uma declaracdo de aleatoriedade fundamental nos sistemas

! Informe repassado pelo Dr. Marcelo S. de Oliveira durante reunido com seu orientado,
Felipe A. Velozo, em 2011.
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fisicos, formalizada através do postulado de Max Born (GRIFFITHS, 1995), o
qual declara que a quantidade fundamental da Mecénica Quéntica, denominada
funcdo de onda, deve ser interpretada como associada a uma probabilidade de
ocorréncia de resultados observados. Este postulado, longe de ser apenas um
detalhe, introduziu definitivamente conceitos probabilisticos e estatisticos dentro
da Mecanica Quantica, e, em certo sentido, de um modo muito mais profundo e
intrinseco, do que tais conceitos existentes na Mecanica Estatistica por exemplo.
Em fungdo disso, h4 na literatura duas tendéncias para tratar os conceitos
probabilisticos: i) a criacdo do “calculo quéantico de probabilidade”, que altera os
postulados de Kolmogorov para adequar-se aos estranhos fenémenos quanticos.
ii) a manutencdo do célculo cléssico de probabilidades, tomando-se cuidado em
uma exata e adequada definicdo de espagos amostrais e g-algebras, e esta € a

tendéncia que sera adotada neste projeto.

1.1 Caracterizacao e justificativa do problema de pesquisa estudado

O problema de pesquisa abordado nesta dissertacdo € estender o0s
resultados do calculo convencional de probabilidades (doravante denominado
simplesmente como Calculo de Probabilidades) para a Mecanica Quantica, com
um adequado embasamento. O problema dual deste primeiro problema é
pesquisar se resultados da teoria quantica podem ser levados para o célculo de
probabilidades de modo a iluminar novos discernimentos e aplicagdes.

A justificativa concentra-se tanto em contribuir para um melhor
discernimento dos conceitos probabilisticos na teoria quantica, quanto vice-

versa, permitir um melhor entrosamento entre as areas de Estatistica e Fisica.



15

1.2 Objetivos

De um modo mais detalhado, esta dissertacdo tem como objetivo geral
estudar a Mecanica Quantica sob Otica da Estatistica, uma vez que a Mecénica
Quantica trabalha essencialmente com as distribuicbes de probabilidades
associadas aos possiveis valores das quantidades fisicas. Apesar da Estatistica
ser uma parte fundamental da Mecanica Quantica, ela é colocada normalmente
em segundo plano, havendo somente a preocupacdo de apresenta-la para uma
introducdo do conceito de probabilidade, tendo todo o restante da teoria
dispensada de ser apresentada, ainda que seus conceitos apare¢cam durante toda a
Mecénica Quantica, mas sendo apresentada num enfoque da Fisica, um tanto
guanto superficial.

Pesquisar a respeito da Mecéanica Quantica nos livros de Fisica, e
apresentar alguns aspectos estatisticos contidos na Mecénica Quantica com um
pouco mais de formalismo e explicitagdo conforme é convencional na Estatistica

define o objetivo desta dissertacao.



16

2 REFERENCIAL TEORICO

As varias secOes desta dissertacéo estdo descritas a seguir.

A secdo de Algebra Linear McMahon (2006) é para apresentar a
notacdo de Dirac (bras e kets) e apresentar material que servird de apoio para
interpretaces da Mecéanica Quantica, como, por exemplo, o Principio da
Incerteza.

A secdo de Estatistica apresenta os conceitos de espa¢o amostral, o-
algebra e variaveis aleatérias Magalhdes (2006). Também possui um
desenvolvimento da probabilidade axiomatica, probabilidade condicional e a
técnica da transformagdo de varidveis Mood, Graybill e Boes (1973).

A secdo de Séries de Fourier Kreyszig (2006) apresenta como funcoes
podem ser representadas através de séries de fungBes senos e cossenos, também
apresenta uma generalizacdo das séries de fungdes senos e cossenos de periodos
com valores naturais para valores reais. Tais representacGes sdo Uteis para se
resolver determinadas equacOes diferenciais. Mais detalhes sobre séries e
transformacdes de Fourier podem ser encontrados em Kammler (2007).

O inicio da se¢do Mecanica Quéantica, a secdo Equagdo de
Schrodinger Independente do Tempo e a secdo Equacéo de Schrodinger
Dependente do Tempo foram embasadas em Alcéacer (2007) para trazer a
discussdo sobre a dualidade particula-onda e a formulacdo da equagdo de
Schrédinger.

As secBes Quantidades Fisicas, Valor Esperado de Operadores, O
Principio da Incerteza e Teoria da Perturbacdo Dependente do Tempo,
apresentam uma discussao sobre a representacdo de quantidades fisicas como
operadores, o significado do valor esperado das medidas, a relagdo de
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imprecisdo na medicdo de duas quantidades e a transicdo entre dois estados, tais
secOes foram embasadas em Griffiths (1995).

Uma descricdo mais detalhada sobre a Teoria das Perturbagdes aplicada
na Mecénica Quantica pode ser encontrada em Levine et al. (2005).

As solucBes de equacOes diferenciais podem ser encontradas em
Kreyszig (2006), onde o método de resolucdo por meio das séries de poténcias é
melhor descrito (foi desse método que se obteve os polindmios apresentados na
solucdo do atomo de hidrogénio). Por meio deste método também é possivel
obter uma outra forma para se resolver o sistema do oscilador harménico. Em
Kreyszig (2006) também se encontra 0 método da separacdo de variaveis para a
resolucdo de equacbes diferencias parciais e um capitulo sobre funcdes
ortogonais.

Os polindbmios e suas formas diferentes de se representar, assim como
diversas equacOes diferenciais, e também a parte de comutadores entre outras
areas da Matematica utilizadas nesta dissertagdo, podem se encontradas em
Weisstein (2003), o qual nada mais é que uma enciclopédia contendo diversas
demonstragdes das mais diversas areas da Matematica.

Conceitos de operadores, logica, espagos vetoriais entre outros, pode ser

encontrados em Loomis e Sternberg (1990).
2.1 Estatistica
Nesta se¢do serdo introduzidos conceitos de Estatistica que serdo usados

nesta dissertacdo. Maiores detalhes podem ser obtidos em Magalhédes (2006) e
em Mood, Graybill e Boes (1973).
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2.1.1 o-Algebra

Seja A um conjunto de subconjuntos de Q, entdo A sera considerada

uma o-algebra se obedecer as seguintes propriedades:

a)

Q € A, portanto o espaco amostral Q) tem que pertencer & o-algebra
A.

b) ((A EA)N(AC Q)) & (CqA € A), ou seja, um conjunto A

c)

(contido em Q) pertence a A se, e somente se, seu complemento em
relacdo a ) também pertencer a A.

{A: (k eNIAN (A c D} A) = (U, . Ak € A), OU seja, se

kEN*
um conjunto formado por conjuntos A; (em que k é um numero
natural ndo nulo) estiver contido em A, entdo a unido dos conjuntos
pertencentes a tal conjunto também pertence a A. Note que o fato de
que k pertenca a N* significa que ndo ha um limite para o valor
méaximo de k, ou seja, k cresce indefinidamente, tornando assim o
conjunto formado por A, um conjunto de dimensdo infinita. Note
também que o simbolo de implicacdo (=) foi utilizado, portanto
pode ocorrer de que o conjunto resultante da unido de quaisquer Ay
(contidos em Q) pertenca a A, sem que nenhum dos conjuntos A,

estejam presentes em A.

PROPRIEDADE 1: O conjunto vazio @ pertence a g-algebra A.
DEMONSTRACAO: A partir das propriedades (a) e (b) tem-se

QeA) o (CLEA

mas pela definicdo de complemento tem-se

portanto

CoQ=fw:(weD)A(weQ}=0

QeA) o @eA)
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ou seja, 0 conjunto vazio é elemento de A.m
PROPRIEDADE 2: Se um conjunto de conjuntos A, (com k pertencente a N*¥)
estd contido na o-algebra A, entdo a interse¢do Nyen: Ax também pertencerd a
o-algebra A.
DEMONSTRAGCAO: Para demonstrar que a intersecdo também estéa contido na
o-algebra, suponha que
A (keN)ANArcQV}cA
ou seja
(Vk e N")(Ay € A)
Entdo da propriedade (b), tem-se
(Vk e N)(4, € A) = (Vk € N)(CoAy € A)
da propriedade (c), tem-se

({Ap:(k eENIANAr c D} c A) = (U

o)
keEN*

Através das leis de Morgan tem-se

| ot = ca (ﬂ Ak>
keN" keN*

(U mea)e(c (ﬂ )ea)

da propriedade (b) tem-se

(CQ (ﬂ Ak) <) (ﬂA e dq)

assim demonstra-se que a operacdo de intersecdo também pertence a o-

portanto

algebra.m
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Para se provar que a unido finita de n conjuntos pertence a o-algebra,
basta considerar 4, =@, Vk >n e para 0 caso da intersecdo finita de n

conjuntos, basta considerar 4, = Q, Vk > n.
2.1.2 Probabilidade axiomatica

Os axiomas de Kolmogorov definem probabilidade numa formulagéo
rigorosa, permitindo generalizar o conceito, definindo conceitos que
anteriormente eram ndo rigorosas e firmados principalmente na intuicéo.

Seja uma funcdo P com dominio definido na o-algebra A de
subconjuntos e contra-dominio no intervalo fechado [0; 1], ou seja

P:A - [0;1]
tal funcdo serd considerada uma funcdo de probabilidade se obedecer os
seguintes axiomas:

a) P(Q) =1, o que significa que probabilidade de ocorrer o evento
representado pelo conjunto Q (0 conjunto Q contém todos 0s
resultados possiveis de se obter na experiéncia, portanto o evento
correspondente é o de obter qualquer um dos resultados possiveis) é
igual a 1. O conjunto Q é um evento certo de ocorrer, ou seja, com
toda certeza ele ocorrera quando for realizado a experiéncia.

b) (VA € A)(P(A) = 0), o que significa que qualquer probabilidade
de ocorrer um evento qualquer representado por um conjunto A < Q
sera sempre maior ou igual a 0, ou em outras palavras, probabilidade
ndo pode ser um nimero negativo. Se a probabilidade de um evento

for igual a 0, interpreta-se que esse evento € impossivel de ocorrer.

¢) ({Ak: (k € N) A (vky € N (Vhy € N) (U # kep) =

(Ak1 N A, = Q)))} c dq) = (?(UkeN*Ak) = ZREN*?(Ak))- Um
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conjunto formado por conjuntos A, (com o indice k pertencente ao
conjunto N*) de forma que se forem tomados dois conjuntos (A, e
Ay,) diferentes (ou seja, kq # k), entdo a intersecdo de ambos sera
0 conjunto vazio (Ay, N Ay, =@). Se tal conjunto, formado
obedecendo essas restricdes (tais restricfes definem os conjuntos
denominados disjuntos), estiver contido na o-algebra A, entdo a
probabilidade da wunido de seus elementos A, (ou seja,

P (U, cn- Ax)) sera igual a soma das probabilidades de cada um de

seus elementos (ou seja, Y. xen* P(Ax)). Note que é um conjunto de
conjuntos (ou familia de conjuntos, um conjunto que contém outros
conjuntos como elementos seus) e, portanto, seus elementos séo
conjuntos.

Denomina-se espaco de probabilidade a trinca (Q, A, P).
PROPRIEDADE 1: A probabilidade do complementar de um conjunto A é dada
por

(VA € A)(P(Cuh) = 1—P(4))
para todo conjunto A pertencente a g-algebra A.
DEMONSTRACAO: Uma vez que o conjunto A pertenca ao dominio da funcéo
P, ou seja, pertenga a o-algebra A, entdo, pelo axioma (b) da o-algebra, tem-se
que CoA também pertence ao dominio da funcdo . Além disso

ANCoA =0

portanto, pelo axioma (b) da fungéo de probabilidade, tem-se

P(AUCqd) =P(A) + P(CaA)
mas como a unido A U CqA € igual ao conjunto Q (qualquer que seja o conjunto
A) e o valor da probabilidade de P () € igual a 1 pelo axioma (a) da funcéo de
probabilidade, entdo

P(Q) = P(4) + P(Cah)
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1=PA) +P(CqA)

PCQA)=1-P(A)m
PROPRIEDADE 2: A probabilidade do conjunto vazio é dada por

P@)=0
DEMONSTRACAO: Como foi visto na propriedade (1) da o-algebra, o
complementar Co Q2 é igual ao conjunto vazio @, da mesma forma C® € igual a
Q. Utilizando-se da propriedade (1) da fungéo de probabilidade, tem-se
P@) =P =1 —ﬂi(f_l) =0m

=1

PROPRIEDADE 3: A probabilidade de um conjunto A pode ser reescrito na
forma de soma de probabilidades

(VA € A)(VB € A)(P(A) =P(ANB) +P(AN(C,B))
quaisquer que sejam 0s conjuntos A e B pertencentes & g-algebra A.
DEMONSTRACAO: Uma vez que todo conjunto pertencente a o-algebra A é
subconjunto de Q

(AeA) e (Acn)
portanto
A=AN0N
Tomando-se um conjunto B pertencente a o-algebra A, portanto pelo axioma
(b) da o-algebra tem-se
(BeA)s ((4BeEA)
como a unido B U C,B é igual ao conjunto () (qualquer que seja o conjunto
B), portanto
A=ANN=ANn(BUCy,B)=(ANB)U(ANC(CyB)

Realizando a interse¢do de (A N B) com (A N C,B), tem-se

(ANB)N(ANCyB)=ANBNANCaB=MANANBNCB)=AnP =
=A =0

=0
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portanto os conjuntos de (A N B) e (A N C,B) sdo disjuntos e pelo axioma
(c) da funcao de probabilidade tem-se
PA)=P((ANB)U(AN(uB))=P(ANB)+P(AN(,B)
PA)=P(ANB)+P(AN(C,B)m
PROPRIEDADE 4: A probabilidade do conjunto C4B é dada por
(VA € A)(VB € A)(P(C4B) = P(ANB) —P(A))
para quaisquer conjuntos A e B pertencentes a g-algebra A.
DEMONSTRACAO: Pela definicdo de complementar de um conjunto B em
relagdo ao conjunto A
CyB = {x:(x € A) A (x & B)}
uma vez que todo conjunto pertencente a o-algebra A é subconjunto de £, tem-
se
C,B=ANC,B
ou seja, para pertencer a intersecdo, o elemento x deve pertencer ao conjunto A e
ndo pertencer ao conjunto B, exatamente como na definicdo de complementar de
um conjunto B em relagdo ao conjunto A. Utilizando-se da propriedade (3) da
funcéo de probabilidade, tem-se
PA) =PANB)+PANCEB) =P(ANB) +P((4B)
portanto
P(C4B) =P(ANB)—P(A)m
PROPRIEDADE 5: A probabilidade da unido de dois conjuntos A e B é dada
por
(VA € A)(VB € A)(P(AUB) = P(A) + P(B) —P(B n A4))
para quaisquer conjuntos A e B pertencentes a o-algebra A.
DEMONSTRACAO: Considere a seguite equacio
AUBNCLA)=(AUB)N(AUChA)=(AUB)NN=AUB
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portanto a unido A U B pode ser reescrita como A U (B N C,A). Calculando a
intersecdo do conjunto A com o oconjuto representado por (B N C,A), tem-se
AN(BNClA)=(ANCHA)NB=0NB =0
portanto A e (B N C,A) sdo disjuntos e, utilizando-se do axioma (c) da fungéo
de probabilidade, tem-se
P(AU (BN CyuA)) =P(A) +P(BNCyA)

P(AUB) =P(A) +P(BnCyA)
A partir da propriedade (3) da funcdo de probabilidade tem-se

P(B) =P(BNA)+P(BNCLA)

P(B N CuA) = P(B) —P(BNA)
portanto

P(AUB) =P(A)+P(BNClA) =PA)+PB)—P(BNA)m
PROPRIEDADE 6: A probabilidade de um conjunto A subconjunto de ou igual
a B é restringida pela desigualdade
(VB € A)(VA € B)(P(A) < P(B))
para qualquer conjunto B pertencente a o-algebra e para qualquer conjunto A
subconjunto ou igual a B.
DEMONSTRACAO: Uma vez que A é subconjunto ou igual a B, tem-se
ANB=A

Utilizando-se da propriedade (3) da funcao de probabilidade, tem-se

P(B)=PBNA)+P(BnNCA)

P(B) =P(A) + P(B nCuA)
portanto
P(A) = P(B) —P(BNnC(CuA)
Pelo axioma (b) da funcdo de probabilidade, tem-se que P(B nCyA) = 0,
portanto
P(4) < P(B)
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para qualquer conjunto A subconjunto ou igual a Bm
PROPRIEDADE 7: A probabilidade de um conjunto A é restringida pela
desigualdade

(VAEA)(OSPMA)<1T)
para todo conjunto A pertencente a g-algebra A.
DEMONSTRACAO: Uma vez que todo conjunto pertencente a o-algebra A é
subconjunto ou é igual a Q, tem-se pela propriedade (6) da funcdo de

probabilidade

P(4) < P(Q)
Pelo axioma (a) da funcdo de probabilidade tem-se que P(Q) é igual a 1,
portanto,
PA) <P =1
PA) <1
Pelo axioma (b) da funcédo de probabilidade, tem-se
0<PA)<1m

2.1.3 Probabilidade condicional

Para se calcular a probabilidade de um evento representado pelo
conjunto A uma vez que um determinado evento representado pelo conjunto B ja
ocorreu (em que todos os elementos dos conjuntos A e B pertencem a0 mesmo
conjunto Q) define-se a probabilidade condicional
P(ANB)

P(B)

Uma vez que o evento representado pelo conjunto B ocorreu, estd claro que a

P(A|B) &

probabilidade P(B) deve ser diferente de 0, caso contrario 0 evento

representado pelo conjunto B seria um evento impossivel de ocorrer e ndo seria
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possivel calcular a probabilidade condicional P(A|B) pois 0 denominador da
férmula ndo pode ser nulo.

A probabilidade condicional P(A|B) é frequentemente referida como a
probabilidade de A dado B, ou seja, a probabilidade de ocorrer o evento
representado pelo conjunto A dado que o evento representado pelo conjunto B ja
ocorreu.

PROPRIEDADE 1: A probabilidade condicional do conjunto B dado B € dada
por

P(BIB) =1
para todo conjunto B pertencente a o-algebra A cuja probabilidade P(B) seja
diferente de 0.
DEMONSTRAGCAOQ: utilizando-se da definicdo da probabilidade condicional,
tem-se

P(BNB) _P(B) _

PEIB) = =5y =5 -

sendo P(B) diferente de 0.m
PROPRIEDADE 2: A probabilidade condicional do conjunto A dado B é
restringido pela desigualdade
0<P(AB)<1

para quaisquer conjuntos A e B pertencentes & o-algebra A, sendo B um
conjunto cuja probabilidade P (B) seja diferente de 0.
PROPRIEDADE 3: A probabilidade da intersecdo dos conjuntos A e B é dada
por

P(ANB) =P(A|B) - P(B)
para quaisquer conjuntos A e B pertencentes a o-algebra A, sendo B um
conjunto cuja probabilidade P (B) seja diferente de 0.
PROPRIEDADE 4: A probabilidade condicional da interse¢do (A N B) dado B é
dada por
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P(ANB|B) = P(A|B)
para quaisquer conjuntos A e B pertencentes a o-algebra A, sendo B um
conjunto cuja probabilidade P (B) seja diferente de 0.
PROPRIEDADE 5: A probabilidade condicional da interse¢cdo (A N B) dado a
unido (A U B) ¢ dada por
P(ANB)
P(AUB)

para quaisquer conjuntos A e B pertencentes a og-algebra A, sendo A e B

P(ANBIAUB) =

conjuntos cuja probabilidade P(A U B) seja diferente de 0.
PROPRIEDADE 6: A probabilidade condicional do conjunto Q dado B é dada
por

PQIB) =1
para qualquer conjunto B pertencente a g-algebra A, sendo B um conjunto cuja
probabilidade P (B) seja diferente de 0.
PROPRIEDADE 7: A probabilidade condicional do conjunto vazio @ dado B é
dada por

P@|B) =0
para qualquer conjunto B pertencente a o-algebra A, sendo B um conjunto cuja
probabilidade P (B) seja diferente de 0.
PROPRIEDADE 8: A probabilidade condicional da unido de conjuntos disjuntos

B) - 2 P(A|B)

keN*

Uren+ Ax dado B é dada por

([

keN*

para quaisquer conjuntos A, e B pertencentes a o-algebra A, sendo B um
conjunto cuja probabilidade P (B) seja diferente de 0.
PROPRIEDADE 9: A probabilidade condicional do complementar CzA dado B
é dada por

P(CpAlB) =1 —-P(A|B)
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para quaisquer conjuntos A e B pertencentes a o-algebra A, sendo B um
conjunto cuja probabilidade P (B) seja diferente de 0.
PROPRIEDADE 10: A probabilidade condicional de A dado B pode ser
reescrita na forma de soma de duas probabilidades condicionais
P(A|B) =P(ANC|B) + P(AN CzC|B)
para quaisquer conjuntos A, B e C pertencentes a g-algebra A, sendo B um
conjunto cuja probabilidade P (B) seja diferente de 0.
PROPRIEDADE 11: A probabilidade condicional da unido (A U C) dado B é
dada por
P(AUC|B) =P(A|B) +P(C|B) —P(ANC|B)
para quaisquer conjuntos A, B e C pertencentes & og-algebra A, sendo B um
conjunto cuja probabilidade P (B) seja diferente de 0.
PROPRIEDADE 12: A probabilidade condicional de A dado B, sendo A
subconjunto ou igual a C é restringida pela desigualdade
P(A|B) < P(C|B)
para quaisquer conjuntos A, B e C pertencentes & og-algebra A, sendo B um
conjunto cuja probabilidade P (B) seja diferente de 0 e sendo A um subconjunto

ou igual a C.
2.1.4 Teorema da probabilidade total

Considere um conjunto de conjuntos B;, que formem uma particdo de Q,

dado por

in: (k € 7) A (Vkq € 7)(Vk, € R) ((k1 # ky) = (B, N By, = (2))) A

(o)
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em que todo By, pertence a o-dkgebra A

(Vk e n)(B, € A)
Considerando um conjunto A pertencente a o-algebra A, portanto A é
subconjunto ou € igual a Q

ACQ~ANQ=A

mas como Uyer B = Q, tem-se

A=AnQ=An<UBk>=U(Aan)

kEN kEn

Realizando a intersegéo dos conjuntos (A N By ) e (A N By, ) para todo k; e ks,

tem-se
(AnBy,)n(ANBy,)=An (B, NBy,)
mas como
(Vky € 7)(¥k, € ) (s # z) = (Br, N By, = 0))
portanto

(ky # k) = (AN By, )N (ANB,) = AN (B, NBy,) = AN 0 =)
assim os conjuntos formados por (AN By, )N (ANBy,) sdo disjuntos e,

portanto, pode-se aplicar o0 axioma (c) da funcéo de probabilidade

P(A) = P (U(A n Bk)> - Z PAN B

ken ken

Se as probabilidades dos conjuntos B, forem diferentes de 0, para todo k, entéo
existird a probabilidade condicional P(A|By,) para todo k, assim, tem-se

P(ANB)

PAIBY) =055

~ P(ANB) = P(A|By) - P(By)
portanto

PU) = ) PAIBY - P(B)

keEn
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desta forma, pode-se obter a probabilidade de qualquer evento a partir de uma

soma de probabilidades condicionais, desde que elas existam.
2.1.5 Variaveis aleatorias

Denomina-se variavel aleatéria, toda funcdo X: Q — R tal que a imagem
de sua inversa X~ (w) pertenca a o-algebra A, ou seja
XD =wweWDAXW)eED}eA

emque I € R € um intervalo.
2.1.6 Técnica da transformacao de variaveis aleatorias

A técnica da transformacdo é uma técnica para se conseguir as fungdes
de densidade de probabilidade de funcBes de varidveis aleatérias, ou seja, a
partir da densidade de probabilidade #y(x) da variavel aleatdria X(w), pretende-
se encontrar a densidade de probabilidade #y(y) da variavel aleatéria Y(w) =
g(X(w)) que é um funcdo da varidvel aleatéria X(w). Existe algumas
suposicBes a serem satisfeitas para se aplicar a técnica, que sao:

d (vxeX)@Aly eV (y=9g0)) Ay eD@ExeX)(y=g)

e) ouseja, y = g(x) é uma funcdo biunivoca,comy € 9 e x € X.

f) A funcdo inversa deve possuir a primeira derivada continua e ndo

nula no conjunto 9.

Satisfeitas essas condicdes, entdo tem-se

(62m) 7B

dgCD
#r0) =L 2 4s

com funcdo acumulada

( 1)
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2.2 Algebra Linear
Nesta se¢do serdo tratados 0s aspectos relacionados a vetores, tais como

produto escalas, operagdes entre vetores e entre escalares e vetores. Maiores

detalhes podem ser obtidos em McMahon (2006).
2.2.1 Produto escalar

Suponha dois vetores bidimensionais d e b, representados por

(_1)=a1‘i)+a2']—)

B bl'?+b2'

~

0 produto escalar é definido por
G-b=(a;-T+ay-))-(by-T+by-])=
=ay by -1-T+a;-by-T-J+ay,-by-jJ-T4+ay,-by-j-]=
=a,-b;+ay b,

-
a-b

o
8

el

em que
7 def

1=

al'b1+a2'b2
SR
7 def

Bk

.70

~ S~ o~

TEOREMA 1: Sejam d e b dois vetores bidimensionais, ent3o o produto escalar
deles é dado por
a-b=|d|- ||Z|| -cosa

em que a é o angulo entre eles
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Q(by, by)

P(a,,ay)

v

Figura 1 Representacdo dos vetores d e b

DEMONSTRACAO: Considerando o vetor @ com sendo representada pela reta

orientada OP e o vetor b pela reta orientada 56 Do triangulo POQ, tem-se que
o tamanho da reta PQ é dado por
IPQII? = I[OP|I> + l0QII* — 2 - |[OP]| - 110Q]| - cos

_ lloPiI* + l10Q11* — lIPQll®
2-|lop|l - lloel|

mas como ||OP|| = ||d|| e ||0Q]| = ||5|| e também tem-se
IOP|I* = af + a3

10Q1I? = bf + b7

entdo
(af + a5) + (bf + b3) — [(a; — b1)? + (az — by)?]
cosa = — —
2-||oP] - [loQ]l
Z'al'b1+2'a2'b2
cosa = — —
2-||oP] - [loQ]|
portanto

a-b=|d|- ||B|| -cosam
O produto escalar
a-b=|d|- ||Z|| -cosa
pode ser interpretado da seguinte maneira: é a multiplicacdo do tamanho do
vetor d pelo tamanho da projegdo do vetor b em d, ou seja

a-b=|d|- (||B|| . cosa)
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b b
[ 1
[
> a -
> a )a | 1 _a>
Bl “cose ] cosa
(a) (b)

Figura 2 Representacdo do produto escalar a - b

2.2.2 Espaco vetorial. Notagdo de Dirac

Um espago vetorial consiste de um conjunto de vetores (|a), |8), |v), -..)
— ou também chamados ket — e de um conjunto de escalares (a, b, c, ...) 0 quais
s8o sujeitos a duas operacdes (adigédo vetorial e multiplicacéo escalar).

Um vetor é representado por uma n-upla ordenada de escalares

pertencentes ao conjunto dos nimeros complexos

a,
a

|a> = H {all az, ..., an} cC
an

ou seja

lay e C*, N {u:(ueN)A(u<n)}
A férmula anterior significa que |a) pertence ao espaco de fungdes com dominio
7 (conjunto formado por nimeros naturais ndo nulos que sdo menores ou iguais
an) e contradominio C (conjunto dos numeros complexos), ou seja, para todo k
pertencente a i, tem-se que a, = a(k) é uma funcdo definida por a:n - C e
retorna um valor complexo.

A adicdo vetorial de dois vetores (Ja) e |8)) resulta em outro vetor |y)
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al b1 al b1 al + b1
a b a b a,+b
|a>=lf , B =T s =+ = =
an b, a, b, a, + b,
Propriedade comutativa da adi¢éo vetorial
la) +18) = |B) + |a)
Propriedade associativa da adicdo vetorial
la)y + (B) + v) = (la) + B)) + )
Existéncia de identidade aditiva (]0)) em que
(vi)(3!10) € CM)(Yla) € CM(|0) + |a) = |a))
A formula anterior significa que para todo conjunto 71, existe um, e um so, vetor
nulo |0) (com dimens&o igual a n) que para todo vetor |a) (com dimensdo igual
a n) a soma é igual ao préprio |a), ou seja, existem diversos vetores nulos |0)
com dimensdes diferentes, mas ndo existe mais do que um vetor nulo de mesma

dimens&o. O vetor nulo pode ser representado por

|

Existéncia de negativo onde para qualquer vetor |a) tem-se um vetor

|—a) em que

(vi)(vla) € CH3! (—la)) € C™) ((Ia) + (=la) = [0) A(]0) € Cﬁ))
A férmula anterior significa que para todo conjunto 7, para todo vetor |a) (com
dimensdo igual a n) existe um, e um s0, vetor negativo (—|a)) (com dimenséo
igual a n) em que a soma de ambos resulta no vetor nulo |0) (com dimensao

igual a n). O vetor (—|a)) pode ser representado por

a, -

a; —a;
@ = e-la=|"

an —

Qan

e, portanto, substituindo na equagéo imediatamente anterior, tem-se
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o

a —a - 0
@) + (—la)) = H 7 =" “2\ I
an —an 0

A multiplicacdo escalar entre um escalar a e um vetor |B) resulta em

ol

Propriedade distributiva da multiplicacdo escalar (escalar a), em relacdo

outro vetor |y)

a adigdo de vetores (|3) e |y))
a-(B)+lyD)=a-IB)+a-ly)
Propriedade distributiva da multiplicagdo escalar, em relacdo a adicdo de
escalares
(@a+b)-ly)=a-ly)+Db-ly)
Propriedade associativa da multiplicacéo escalar
a-(b-ly)=(a-b)-ly)

Existéncia de identidade para a multiplicacdo escalar

1-]a)=la)
Multiplicacdo de um vetor qualquer pelo escalar 0
0-la)=10)

Uma combinacao linear de vetores (|a), |B), |¥), ...) € uma expressao da

seguinte forma
arlay+e-B)y+ez-ly)y+--=12)

Um vetor |1) é dito ser linearmente independente em relacdo ao
conjunto |a), IB8), |y), ... se ndo puder ser escrito como uma combinacdo linear
deles, ou seja

arlay+c-B)+ez-ly)y+--=12)
(V(epcare3,))(A) # e - la) + ¢z - By +c3- ly) + )
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ou de outra forma
cirla)y+e - |By+es -yt oty =102 =c,=c3==¢p, =
=0

Um conjunto de vetores é chamado de gerador do espago se todo vetor
puder ser escrito como uma combinacdo linear deles. O conjunto de vetores
linearmente independentes que geram um espacgo sdo chamados bases. O nimero
de bases usadas para se gerar um espaco € chamado a dimensdo do espaco.
Assim, qualquer vetor pode ser escrito da seguinte forma

la) = ay - le1) +ay - lex) + -+ ay - |ey)

em que |e;1), |es), ..., |ey,) sdo as bases do espaco e n € a dimensao do espago.
2.2.3 Espaco dual

Complexo conjugado de um vetor |a) é dado por

a1 aj

a; a,

* _ _ |2
|a) - - .
) a;‘l

POSTULADO: Para todo ket |a) existe um correspondente vetor no
espaco dual, chamado bra, denotado por {(a| que também é uma n-tupla
ordenada de escalares que também pertencem ao conjunto dos numeros

complexos. A correspondéncia é dada por

*

(al =)t = ()T =[] =[ai a; .. a]
an
ou seja, é a matriz transposta com seus valores sendo os complexos conjugados
da matriz coluna |a). O simbolo 1 (dagger) significa que, o vetor dual (a| =
|a)t é o hermitiano adjunto, ou simplesmente adjunto do vetor |a), que é

simplesmente a aplicacdo da operacéo de conjugacéo e a transposta na matriz.
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Da mesma forma que o espago vetorial, 0 espaco dual possui as mesmas
propriedades.

A soma de dois vetores ((«| e (#]) do espaco dual é dada por

(@l +(Bl=1[a; az .. apl+[bi b3 .. by]=
a, + by T
_ * * * * * *1 _ az + bz _ +
=lai+b; a;+b; .. ap+by]= : = (la) + 8))
a, + b,

A multiplicacdo escalar entre um escalar a e um vetor (#| do espago
dual é dado por
*“(Bl=a*-[bf b; .. bpl=[a"-bi a*-b;, .. a -by]=

a-b;
k“‘(amﬁ

2.2.4 Produto interno

Considerando-se dois vetores |a) e |B), tem-se que o produto interno

deles é dado por

MM#MMPMI@~-M14=Z@¢Q

gue nada mais é do que o produto matricial de uma matriz linha com uma matriz
coluna.

O produto interno possui as seguintes propriedades
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aq
(@lpy = (al- 1By = [a; @ .. a3l l \ by by . bale| %=
a,
a7
=[b; b . bil| | =Bl la) = (Blay
an

Verifica-se assim que o produto interno {(a|B) € diferente de (8|a), exceto no
caso em que (a|B) seja um numero real.
O produto vetorial de gualquer vetor com ele mesmo é um nimero ndo

negativo, ou seja

(@la) = ) (@i -a0) = ) llagl?
k=1 k=1

(Vk € D) (llagll? = 0) ~ (ala) = 0

A norma de um vetor é dada por

llakll = V{ala)

e ela representa uma generalizacdo da nocdo de “comprimento do vetor”.

assim, tem-se

2.2.5 Desigualdade de Schwarz

A desigualdade de Schwarz declara que
el P)I? < (ala) - (BIB)
ou seja, 0 quadrado do tamanho da projecdo do vetor @ em £ é menor ou igual
ao quadrado do tamanho do vetor a vezes o quadrado do tamanho do vetor .

Demonstracéo: Considere o seguinte vetor

(Bla)

Iv)=la) = aiey

- 1B)

Lembrando que
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(vly)=0
tem-se
oy Bl N (Bl
<y|y>-<|a> i Iﬁ)> <|a> o Iﬁ)>—
@B N (o Bl
'(“’" BB w') <'“) BB 'm)'
LBl ) @lp) By
= {ala) =gy B =gy Bl gy aipy 1A
ety MBI B WA Kl
BB BB T BB BIB)
Entéo
alB)I12
OS(ala)—W
KalB)I2
T R

Kl B)II? < {ala) - (BIB)
2.2.6 Conjunto ortonormal e o procedimento de Gram-Schmidt

Na Mecanica Quéntica é desejavel se ter um conjunto de bases
ortonormais, ou seja, conjunto minimo de vetores pelos quais se pode
representar qualquer outro vetor. As bases ortonormais devem obedecer a
seguinte equagéo

(ex,|ex,) = Ok, k,

E possivel a partir de um conjunto de vetores |1,) se extrair um
conjunto de bases ortonormais |e ) através do procedimento Gram-Schmidt, que
leva em consideragdo a idéia de que o produto interno é uma generalizacdo do
produto de vetores em trés dimensdes, onde o produto retorna a projecdo de um

vetor em um segundo vetor. Comecando por definir



40

lre1) = 141)

le;) = “ K1)

1
(reqlrer)
Tem-se a primeira base ortonormal |e; ), a partir dele

O segundo passo € definir |x,) através de |1, ), tomando o cuidado de se

retirar a projecdo sobre o vetor |4,) ja definido

(rq[22)
lKep) = |/12)_( ) “[rq)
e
_ 1
le;) = m |rc2)
e assim, recursivamente
_ (K1|/13> _ (Kz |43) 1 )
lke3) = |43) — ( ) * 1) ( i) - [xc2), |e3)_—(}c3|x3) |K3)
_ _ (K1|A4>. _ (K2 24) ) _ (K3|A4>‘
[rca) = |A4) —(K1|K1> |%cq) —<K2|K2> |rc2) —<K3|K3) |xc3),
1
les) = m' |7c4)

Generalizando

N ((1) 1
_ _ jl'nl _
1K) = |2 Z(Mm |x,)>, len) = gy 1w

j=1

2.3 Séries de Fourier

Nesta se¢éo serdo introduzidos a série de Fourier, a integral de Fourier e
a transformada de Fourier, que sdo uma forma de se reescrever uma fungéo em
termos de fungdes seno e cosseno, de maneira semelhante a série de Taylor.

Maiores detalhes podem ser obtidos em Kreyszig (2006) e em Kammler (2007).
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2.3.1 Férmulas de Euler

Seja f(x) uma funcdo periddica, que por definicdo, pode ser

representada da seguinte forma
fx+T) = fx)
onde T representa o periodo da fungéo. A partir dessa equagéo pode-se chegar a
seguinte equagéo
fa+2-T)=f((x+D+T)=flx+T)=f(x)
(Vn e Z)(f(x +n-T)= f(x))

Supondo que o periodo de f(x) seja T = 2 - m, e supondo que a fungdo f(x)
seja integravel em qualquer intervalo, entdo pode-se reescrever a fungdo como

sendo uma soma de fungdes senos e cossenos

f(x)=ay+ E[an -cos(n-x)+ b, -sen(n - x)]
n=1

restando a tarefa de determinar os coeficientes ay, a, € b,,.
Comecando por determinar o coeficiente a,, integrando ambos 0s

membros da equacéo, tem-se

jnf(x)dx = Jn {ao + E[an -cos(n-x) + b, - sen(n - x)]}dx =
n T n=1

T +o T T
= a0~J dx+z [an~f cos(n~x)dx+bn~f sen(n~x)dx]
- =1 - -

77.'
ao'f dx=ao- [x]5Zr=ao - [m—(-m)] =ap-2-7
-7

Calculando a integral f_”n cos(n - x) dx, tem-se
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T 1 (" 1 _
f cos(n-x)dx = ~ f cos(n-x)-(n-dx) = - [sen(n - x)]|¥Z%, =
o - (1)
=— [sen(n -m) —sen(—n - n)] =0
n =0 =0

Calculando a integral f_”n sen(n - x) dx, tem-se

T 1 (" 1 _
J sen(n-x)dx =—- J sen(n-x)-(m-dx) =—-[—cos(n-x)|¥", =
o n n

-1

n

= L {— cos(n-m) — [— cos(—n- n)]} = % [~ cos(n-m) + cos(n-m)] =

=cos(n-m)
=0
Substituindo na série os resultados encontrados para as integrais, tem-se

1

ao =ﬂ-f_nf(x)dx

Para se determinar o coeficiente a,,, tem-se

fnf(x) -cos(m-x)dx =
= fn {ao + 2 la, - cos(n - x) + b, - sen(n - x)]} -cos(m - x)dx =
T n=1
=a0~fncos(m-x)dx+ (2
+ [an - | cos(n-x)-cos(m-x)dx+ b, -
21,

s
. f sen(n - x) - cos(m - x) dx], m € N*
-7

Partindo para o célculo de ffn cos(n - x) - cos(m - x) dx tem-se
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fncos(n -x)-cos(m-x)dx =

(" cos((n +m) - x) + cos((n -m)- x) _
_f > dx =

-

1 (" 1 ("
=—-f cos<(n+m)-x>dx+—-f cos((n—m)-x)dx
2 - W 2 T

=0

Paran # m tem-se
s
nqu:f cos((n—m)-x)dx= 0
-

pois (n —m) se torna um numero inteiro ndo nulo, e como em (1), o resultado

da integral € nula. Para o caso em que n = m, tem-se

T s
n:m=>J CoS<(Tl—m)'x>dx:J cosOdx = [x]3ZE, =2-m
_n — - 21

Substituindo na equacdo da integral ffn cos(n - x) - cos(m - x) dx os valores

encontrados paraoscasosn # men =m, tem-se
Vi Vi

n=m =>f cos(n-x)-cos(m-x)dx =f cos(n-x)-cos(n-x)dx =
-1 -1

=3 T=T

Agora, calculando a integral ffn sen(n - x) - cos(m - x) dx, tem-se

fn sen(n - x) - cos(m - x) dx =

0 b4
= f sen(n - x) - cos(m- x) dx + f sen(n-x) -cos(m-x)dx =
- 0

T

=— f_nsen(n -x)-cos(m-x)dx + f sen(n - x) - cos(m - x) dx
0 0

Realizando uma variagdo de parametros
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(sen(n-x) =sen(—n-u) = —sen(n-u)
cos(m - x) = cos(—m - u) = cos(m - u)
xX=u= x=0u=0
L X=—-TMTeOU=T
dx = —du

assim, tem-se

X=—TT
f sen(n - x) - cos(m - x) dx =
x=0

Vs

= fuzn[— sen(n - u)] - cos(m - u) - (—du) = f sen(n - u) - cos(m - u) du

u=0 0
permitindo, entdo, que se escreva que

f_nsen(n -x)-cos(m-x)dx = Jnsen(n -x) - cos(m - x) dx
0 0

Substituindo na equacéo da integral ffn sen(n - x) - cos(m - x) dx tem-se que

Vs
J sen(n-x)-cos(m-x)dx =0
=TT

Substituindo na equacdo (2) os valores encontrados, fica determinado o

coeficiente a,,
1 Vs
an=—-f f(x)-cos(n-x)dx, n € N*
T -

Partindo para a determinagdo do coeficiente b,,, utilizando-se dos

resultados ja obtidos na determinacéo do coeficiente a,,, tem-se entdo
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Jnf(x) -sen(m-x)dx =
= Jn iao + Z[an -cos(n-x) + b, -sen(n - x)]} -sen(m - x)dx =
- n=1
=ag- fnsen(m-x)dx+
+ [an - | cos(n-x)-sen(m-x)dx+ b, -
21 ).

Vi
. f sen(n - x) - sen(m - x) dx] , m € N*
-

Partindo para o calculo de ffnsen(n~x)~sen(m~x)dx, pode-se

reescrever da seguinte forma

Jnsen(n -x)-sen(m - x)dx =

(" cos((n =m) ~x) - cos((n +m) - x) _
_J > dx =

-1
3

cos((n +m) - x) dx

=%~f_ncos((n—m)~x)dx—%-f

=0
Utilizando-se dos resultados ja obtidos anteriormente, e procedendo da mesma

forma, tem-se
s
n=m=>f sen(n-x)-sen(m-x)dx =7
-7
e assim fica determinado o coeficiente b,
1 Vs
bn=—-f f(x)-sen(n-x)dx, n € N*
s -7

Substituindo na série trigonométrica os valores dos coeficientes

calculados nas equacdes anteriores, tem-se
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f&) =

_ 1 fn () dx +~
2-m _ﬂfx T
+o0

. Z [cos(n - X) fnf(x) -cos(n-x)dx +sen(n-x) -

n=1

~fnf(x)~sen(n~x)dx], fx+2-m)=f(x)

esta série € chamada série de Fourier e as férmulas dos coeficientes sdo

chamados férmulas de Euler.
2.3.2 Func¢bes com periodo arbitrario

A transicdo de funcgdes de periodo 2 -m para funcdes de periodo T
qualquer é dada por uma simples mudanca de escala. Introduzindo-se uma nova
variavel de tal maneira que a fungéo f(t) possua periodo 2 - = sendo funcéo de
x. Fazendo
2.

T
assim x = t+m corresponde at = + T /2, e a série toma a forma

. T
= =
2-m x

T N
fO)=flz=—x)=ay+ ) la, cos(n-x)+b, sen(n-x)] =
(2'7‘[ ) 0 ;

- 2-n-m-t 2:n-m-t
=a0+z [an-cos <—T )+bn-sen(—T )]

n=1

e com coeficientes
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T/2

1
T )/
< 2 T/Zf(t) (2-n~n-t>dt
a, =—- - cos [ ——
noT -T/2 T
5 2 T/Zf(t) (2~n-n~ t)dt
=—- -sen———
\TL T -T/2 T

O intervalo de integragdo pode ser substituido por qualquer outro com

comprimento T.

2.3.3 Integral de Fourier

As séries de Fourier mostram ser uma ferramenta eficiente para as
funcBes periddicas, mas muitas das funcbes que aparecem em problemas
praticos ndo sdo periddicas, é desejavel ampliar este método para inclui-las.
Ampliando seu periodo para um comprimento infinito tem-se uma funcdo que
ndo é periddica.

Considerando uma fungdo periodica f7(x), com periodo T, tem-se

+00
fr() = a0+ 2[% -cos(Wy, - x) + by - sen(wy, - x)],  wy = 2 ';'T[
n=1
Substituindo os coeficientes e verificando que
2-m 2 Aw
Aw = wpyq —wy :T(:)T:?

Pode-se escrever a série de Fourier sob a forma
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fr(x) =
1 (72 1
=7, e
+oo T/2
. 2 [cos(wn -x) - Aw - fr(&) - cos(w,, - x) d& + sen(wy, - x) - Aw -
n=1 -T/2
T/2
fr(§) - sen(wy, - §) df]
-T/2

Fazendo T se aproximar do infinito, Aw se aproximara de zero, tem-se

2.1
lim Aw= lim —=0< lim Aw = lim Aw

T—+co T—+co T—+c Aw—-0
assim, tem-se
fG) = lim fr(0) =
1 T/2
~m | o +

T—+o0 -T/2

1
+ lim {—-

T—+o0 [TT

+00
. Z [cos(wn -x) - Aw -
n=1

T/2

T/2
fr(&) - cos(wy, - &) d& + sen(wy, - x) - Aw -
T/2

fr(§) - sen(wy, - §) df]} =

-T/2

=0+

Aw-0 (TT

1
+ lim {—-

+00

. Z [cos(wn “x) - Aw -

n=1

T/2
fr(&) - cos(wy, - &) d& + sen(wy, - x) - Aw -
T/2

T/2

fr(§) - sen(wy, - §) df]}

-T/2
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O somatdrio transforma-se numa integral em relacéo a w

fl) =
1

T
+00 T/2

. f [cos(w - X) fr(&) - cos(w - &) dé + sen(w - x) -
0

-T/2
T/2

£2(8) - sen(w - ©) df] dw

-T/2
que constitui a integral de Fourier. Se f(x) for continua em qualquer intervalo
finito e possui, para cada ponto, derivadas a esquerda e a direita, e a integral
f_t:l f(x)|dx existir, entdo se pode representar a fungdo por uma integral de

Fourier.
2.3.4 Forma complexa da integral de Fourier

A forma real da integral de Fourier, como foi visto anteriormente, € dada

por

+ oo

flx) = fo [A(w) - cos(w - x) + B(w) - sen(w - x)]dw,

A(w) =%- +oof(v)-cos(w-v) dv,
1 [+
B(W)=E~f f() -sen(w-v)dv

Substituindo os coeficiente A(w) e B(w) dentro da fomula, tem-se
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j j ) -

-[cos(w - v) - cos(w - x) + sen(w - v) - sen(w - x)| dvdw =

SR

j J+Oof(v)-cos(w-x—w-v)dvdw =
0 —00

S |

j J f@) - cos(w - (x —v)) dw dv

Fazendo uma mudanca de variaveis para mudar os limites do integrando, tem-se

dw = —du
lim w= lim (—u)= lim u
w—+00 —u—+0o Uu—->—0o

portanto

f+oof(v) . cos(w - (x— v)) dw = J_Oof(v) . cos(—u -(x— v)) (—du) =
0 0

—o 0
= —f f(v)-cos(u-(x—v))du=f f(v)-cos(u-(x—v)) du
0 —o00

Da identidade acima tem-se entdo

f+oof(v) . Cos(w - (x— v)) dw =

0 +o00
=f f(v)-cos(w-(x—v)) dw+f f(v)-cos(w-(x—v))dw=
—o 0

=f0+°° f(@)-cos(w-(x-v)) dw

=2- f+oof(v) . cos(w - (x— 17)) dw
0
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portanto pode-se mudar o limite inferior da integracdo de O para —oo, tomando-

se 0 cuidado de dividir por dois

j+mf(v) . cos(w c(x— v)) dw = % . J+Oof(v) . cos(w c(x— 17)) dw
0 —oo

desta forma a integral de fourier pode ser reescrita como a seguir

f(x)5%~j J+Oof(v)-cos(w~(x—v))dwdv5
0

+ oo

j %J_:of(v)-cos(w~(x—v))dwdv5

I
SRR

3 f f_:of(v) -cos(w - (x = v)) dv dw

Realizando uma mudanca de variaveis igual a que foi feita anteriormente

dw = —du
lim w= lim (—u)= lim u
w—+00 —u—+oo Uu——0o

agora o integrando sera modificado, no lugar da funcdo cosseno, sera posto a

funcéo seno, tem-se entdo

f+oof(v) : sen(w - (x — v)) dw = f_oof(v) . sen(—u c(x — 17)) (—du) =
0 0
= J_ fw)- [— sen(u - (x — v))](—du) =
0

—o 0
=f f(v)-sen(u-(x—v))du= —f f(v)-sen(u-(x—v)) du
0 —o00

portanto
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J+Oof(v) . sen(u c(x — v)) dw =

0 +o0
=f f(v)-sen(u-(x—v)) dw + f(v)-sen(u-(x—v)) dw =0
—o 0

=—f0+°°f(v)~sen(u~(x—v)) dw
Uma vez que a integral acima é zero, pode-se multiplica-la por uma
constante e soma-la a integral de Fourier, que esta ndo serd alterada.
Aproveitando-se do fato que a integral € um operador linear (a integral de uma
soma é a soma das integrais e constantes que multiplicam a integral podem ser
colocadas dentro, multiplicando o integrando) e aproveitando também a

identidade e¥? = cos6 + i - sen 8, tem-se
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f(x)=%-f f+oof(v)-cos(w-x—w-v)dvdw=

+00
1 +oo
:ﬂj U f)-cosw-x—w-v)dw+i-0[dv =

1

T2
J U fw)-cos(w-x—w-v)dw +i-

[ rw) - senu e - v)) dw]aw =

1
2

J f(v) [cos(w-x—w-v)+i-sen(w-x—w-v)|dwdv =

J f f(U) el(wx w-v) dwdv =
+00 )
_rc . f f(v) . eL~w~(x—v) dv dw

portanto a funcdo f(x) pode ser reescrita sob a forma complexa da integral de

Fourier
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2.3.5 Transformada de Fourier e sua inversa

Uma vez obtida a formula complexa da integral de Fourier, pode-se

rearranjar os termos da seguinte maneira

fx) = % j J+Oof(v) cetw @) dy dw =

+00
_ 1 . 1 ) f"’oof(v) . e_i.w,v . ei.w-x dv dW —
B V2-m V21 —c0 B

+00

1 1 too . .

\/2_- \/2_- f fw) e "™Wvrdv|-e""W*dw
*TT *TT —o0

J_oo :Tw(f(v))
a formula dentro dos colchetes denomina-se transformada de Fourier

1 to )
F, x ‘E—f x) e tW¥dx
W (f(0) ) fx)
e a sua inversa é definida por

Tx(_l)(f(w)) def fw)- elW X dw

1 +oo
VZ'T[‘LOO

de modo que

1 +o0o '
Fe) = F (£,(F00)) = ﬂj Fo (FG0) - €% dw

2.4 Mecanica Quantica
Inicialmente, as quantidades fisicas comprimento de onda A e momento

linear p, relacionadas ao movimento ondulatério e ao movimento de particula,

ndo haviam sido relacionadas, pois ainda ndo havia o senso de que particulas
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poderiam se comportar como ondas e nem que ondas poderiam se comportar
como particulas.

Para se exemplificar essa relacdo de ondas e particulas, suponha o
experimento em gque uma metralhadora, ndo muito precisa, é disposta frente a
um anteparo que possui duas fendas (Figura 3 (a)). A distancia é suficiente para
que algumas das balas disparadas pela metralhadora consigam atingir o anteparo
justamente nos locais das fendas. Posto a metralhadora a disparar, as balas
atingirdo aleatoriamente o anteparo, e algumas atingirdo os locais das fendas, as
fendas sdo suficientemente apertadas para que as balas passem interagindo com
as bordas das fendas, de modo que a trajetéria sofra um desvio ndo controlado,
ou seja, um desvio aleatério. Um alvo é colocado a uma certa distancia do
anteparo de forma que o anteparo fique entre ele e a metralhadora. A distancia
entre 0 anteparo e o alvo é o suficiente para que as balas que atravessarem
qualquer uma das fendas possam atingir uma regido consideravel, ou seja, deve
haver uma regido consideravel em que se observem balas tanto de uma fenda
com de outra, atingindo esse mesmo local, havendo assim um acimulo de balas
de ambas as fendas. Uma vez acionada a metralhadora, observa-se no alvo que a
distribuicdo das balas é igual a soma das distribuicdes de cada fenda, como se
fosse tampado uma das fendas e deixada livre a outra.

Suponha agora 0 mesmo experimento, s6 que em vez de uma
metralhadora, é utilizado um tanque de agua, de forma que as fendas permitam a
passagem de qualquer onda proveniente de uma fonte colocada a uma certa
distancia (Figura 3, (b)). Uma vez que a fonte comece a produzir ondas, elas se
chocardo contra o anteparo, e no local das duas fendas, elas passardo. As fendas
sdo suficientemente apertadas para que as ondas que passarem pelas fendas
reproduzam como se as fendas fossem também fontes de ondas. Observando-se
o alvo, vé-se que, alternadamente, ha regiGes oscilando muito (em que as

intensidades das ondas contribuem para a formacdo de uma onda de maior
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intensidade) e regides sem nenhuma oscilagdo (em que as intensidades das ondas
se anulam, de modo que ndo ha perturbacao na regido).

Através da experiéncia das duas fendas de Young, observou-se o
comportamento ondulatério da luz, quando se faz passar a luz de uma fonte
emissora, através de duas fendas num anteparo, observa-se que a luz tem o
mesmo comportamento das ondas na agua, quando estas passam por duas fendas
de um anteparo e se chocam contra o alvo. No alvo é observado um padrdo de
interferéncia, em que ha alternadamente, presenca de regides com interferéncia
construtiva (em que as intensidades das ondas contribuem para a formacao de
uma onda de maior intensidade) e de regides com interferéncia destrutiva (em
que as intensidades das ondas se anulam, de modo que ndo ha perturbacdo na
regiao).

Suponha agora que o alvo seja uma pelicula fotografica e que a
intensidade de emissdo da fonte de luz seja reduzida. E de se esperar que a
intensidade das regifes de interferéncia construtiva também se reduzam. Mas ao
considerar-se como é feita a interagdo da luz com a pelicula fotografica (a qual
trata-se de colisdes da luz com ions de um halogeneto de prata), um fendmeno
inusitado se apresenta, a saber, em intensidades pequenas, observa-se a produgao
de pontos aleatoriamente distribuidos, o que contraria o conceito de onda, pois a
onda atingiria todos os pontos, s6 que com menor intensidade. Se a pelicula for
exposta por tempo suficiente & emissdo de baixa intensidade, o padréo
encontrado, vai se igualando aos poucos com o padrdo encontrado em
intensidade alta. Desta experiéncia (dentre outras) observa-se que a luz se
comporta também como particula e, a particula de luz, denomina-se féton. A

experiéncia também foi feita para elétrons, chegando-se nas mesmas conclusdes.
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Figura 3

57

b) !
§1 (x) — 1.max
Filiz ' %
nit N
53(1‘) fg(X) o
Onda na — Iy mix
Anteparo com agua
2 fendas Alvo
c)
ﬁz(x)
[ I : -
Elétron
£,

Experiéncia de dupla fenda: a) balas sendo disparadas; b)
ondas produzidas na agua; c) elétrons sendo emitidos. #;(x)
é a densidade de probabilidade dos objetos (balas no caso
(a) e elétron no caso (c)) provenientes da fenda Fy, #,(x) é
a densidade de probabilidade dos objetos provenientes da
fenda F,, #3(x) densidade de probabilidade mista
(combinacgéo) dos objetos provenientes das fendas F; e F,,
Iimax € a intensidade maxima das ondas provenientes da
fenda F;, I,msx € a intensidade maxima das ondas
provenientes da fenda F, e I35 € a intensidade da
combinacdo das ondas provenientes das fendas F; e F,

A Figura 3 anterior representa a experiéncia da dupla fenda para balas

sendo disparadas da metralhadora, das onda sendo produzidas na dgua e para 0s

elétrons sendo emitidos por uma fonte. Note que a densidade de probabilidade

#2(x) produzida pelas duas fendas ndo se trata de uma soma de variaveis

aleatorias, pois as variaveis aleatorias tratam-se das posi¢des em que se podem

encontrar o objeto em questdo (balas ou elétrons) e ndo faria sentido somar suas
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posicBes. A densidade de probabilidade #5(x) trata-se da soma das frequéncias
em que encontra o objeto numa determinada regido do alvo, portanto trata-se de
uma funcdo densidade de probabilidade mistapara o caso da bala.

No caso de ondas, as intensidades I; nax. € I2 max. SA0 porporcionais ao
quadrado das amplitudes das ondas e I3 1,4« € proporcional ao quadrado da soma
das amplitudes, que em determinados pontos se anulam, havendo assim
interferéncia. O que foi observado para as intensidades também foi observado
para a densidade de probabilidade #5(x) no experimento com elétrons.

A seguir é citado um trabalho demonstrando a relacdo de de Broglie
(ALCACER, 2007, p.31), que relaciona 0 momento (quantidade relacionada a
particulas) com o comprimento de onda (quantidade relacionada a ondas).

Guiado pelas ideias de Paul Langevin sobre a teoria da
relatividade, fiz um estudo profundo das propriedades da
representacdo relativista de uma onda em propagacéo.
Inspirado por uma das ideias fundamentais da teoria
quantica, fui levado a definir uma frequéncia interna da
particula em repouso, v,, ligada com a energia m, - ¢? da
massa em repouso, pela relagdo h - vy = m, - c2. Isso levou-
me a pensar que a particula se comportava como um
pequeno relégio em movimento. Fiquei impressionado com
o fato de que a formula de transformagdo de Lorentz para

uma onda era
Vo

172
-

e a formula de transformacdo da frequéncia de um relégio,
que traduzia o famoso atraso dos relégios em movimento,
era

Vv =

Intrigado com esta diferenca, perguntei a mim mesmo como

€ que uma particula semelhante a um relégio se desloca na
sua onda de modo a que a sua fase interna permanece
constantemente igual a da prépria onda
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A=Aysen(kx-wt)

=Dy
W=2m ;
A=c¢lv

Figura 4 Representacdo do modelo da particula-rel6gio em fase com
sua onda de propagacdo

Apliquei esta ideia, embora esquematicamente, ao caso
simples de uma onda plana monocromatica, A = 4, -
sen(k-x—w-t), em que A, é a amplitude maxima, e
k =2-m/A. Supus que a onda se propagava ao longo do
eixo dos x. Fui entdo levado a escrever para a variagdo da
fase, d¢, dessa onda, (atendendoaque w =2 - - v)

Vo dx
2 A

c?

dx
d¢=2-7r(v-dt—7)=2-7r-

2 [ my-c? dx
h

-dt—nh-

\/ﬁ 2

C2

e para a variagdo no intervalo de tempo, dt, da fase interna
da particula que se desloca ao longo de x, com velocidade v

172
dfpn, =21 v | dt [1-— )=

fazendo d¢p = d¢py, edx =v - dt
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2.7 [m - c? v-dt]
CRL L SRR CALD)
ho | 2 x|

Wl-c |
27 5 v2
—T~m0 c 1—§'dt
mg - c2 v 2
d —h-==my-c* [1-—
v2 c
1Y
c
mg - c2 v2 v
2 -my-c* |[1——=h-=
12 c A
1=
c
5 1 v2
mo c - 1——2 =
1-2 ‘
c

2 2
v
1- (1 -%) v
2 ¢ 2 c?
= mo c = mo c =
v? 2
1-—— 1-2
c? c?
mgy v
v2
1-=
Cc
portanto
my-v: h-v
w2z A
==
my - v h
vZ
1-=
c
sendo 0 momento de uma particula dada por p = ———==
Ji-v?2/c?

entdo

h
P=7
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Ficava assim relacionado o momento linear (ou quantidade
de movimento), que é uma grandeza tipica de uma particula,
com o comprimento de uma onda.
Assim, foram encontradas as duas equagdes fundamentais
da mecénica ondulatdria:
E=h-v
h

p=-
A

associando com elas a imagem de uma particula localizada
que se desloca numa onda ao longo de um dos seus raios,
mas que se mantém constantemente em fase com ela. Isto eu
apresentei na minha tese em 1924, bem como a ideia hoje
confirmada de que o féton em repouso tem massa ndo nula,
embora muito pequena (PRICE; CHISSICK et al., 1973
apud ALCACER, 2007, p.31)

2.4.1 Equacao de Schrodinger independente do tempo

Em 1926, Erwin Schrodinger (ALCACER, 2007), inspirado na teoria de
Hamilton-Jacobi e na tese de De Broglie, desenvolveu a Mecénica Ondulatoria,
em que aplicou ao modelo de 4tomo de Niels Bohr e demonstrou que os valores
das energias concordavam com os valores obtidos experimentalmente. A
equacdo de que derivou a demonstracao é conhecida atualmente por equacgdo de
Schrédinger e pode ser demonstrada obtendo-se a expressdo do momento linear
(p = m-v) de uma particula a partir de sua equacéo de energia total (E =
Ep + E;) e obtendo-se a expressdo do comprimento de onda A a partir da
equacdo de onda e substituindo-se na equacdo de De Broglie, como é
demonstrado a seguir:

E—m'v2+E
- :

~——
=EC

em que E trata-se da energia cinética, Ep trata-se da energia potencial, m trata-
se da massa da particula e possui valor real positivo (m € R?}) e v trata-se da

velocidade, definida por
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v(t) & —d);(tt)

e x(t) é a posicdo da particula dependente do tempo t

x:R->R
A energia potencial Ep(x) dependera da posicdo da particula, o que significa
uma dependéncia implicita do tempo Ep(x(t)), mas pode também depender

explicitamente do tempo Ep(x(t),t). A dependéncia implicita difere-se da
explicita pelo seguinte: se a particula se manter numa posi¢do num determinado
intervalo de tempo, entdo a sua energia potencial permanecera constante para o
caso de dependéncia implicita, mas para o caso de dependéncia explicita, a
energia potencial podera variar com o tempo.

Inicialmente serd obtida a equacdo de Schrodinger independente do

tempo, portanto, é suposto que a energia potencial depende implicitamente do

tempo Ep(x(t))

Ep:R - R

Isolando a velocidade, tem-se

portanto, a expressdao do momento linear de uma particula obtida através da
energia total € obtida multiplicando-se por m os dois membros da equacdo

anterior

p=m-v=\/2-m-(E—Ep)
Uma vez obtida a expressdo do momento linear, resta tratar a equagdo de onda

para obter-se uma relagdo com o comprimento de onda A. A equacdo de onda

unidimensional (com relagdo somente a x) é dada a seguir
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d*y 2 - m\?
=) v
em que Y (x) é a fungio de onda dependente da posigio x
P:R->R
Isolando 4, tem-se
1 1 1 d*y
1] 4y

Agora parte-se da equacdo de De Broglie que relaciona ao momento de uma
particula um comprimento de onda

Substitui-se as expressdes conseguidas a partir da energia total e da

equacdo de onda

2~m-(E—Ep)=——-—~—

Rearranjando os termos e substituindo h (constante de Planck) por #

(constante de Planck racionalizada), definida por

_h
2w
tem-se a equacdo de Schrddinger independente do tempo
4 +E =E
2-m dx? p¥=Ey

gue pode ser escrita da seguinte forma
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(F5i)
S tEp|Y=E-Y

T 2-m dx?

=0

em que o termo dentro dos parénteses trata-se do operador hamiltoniano H. A

generalizagdo da equagdo de Schrddinger independente do tempo do caso
- . - . . . d?
unidimensional para o caso tridimensional é facilmente obtida trocando oz pelo

2 aZ 2

: d d Ao
operador laplaciano (V2= Ztoat 6—2) na demonstragdo acima, obtendo-se
X y z

a seguinte equagao

hZ 62 82 2

em que
P:R3 > R
Ep:R® > R
ou, de forma mais reduzida (utilizando-se da notacdo vetorial para representar a

posicao)
2

SV Ep(D)|- (@) = E- (@)

em que 7 trata-se do vetor posicdo cuja representacdo tridimensional em
coordenadas cartesianas é

F=x-i4+y-j+z-k
A equacdo de Schrodinger independente do tempo é suficiente para tratar os

problemas estacionarios.
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2.4.2 Equacao de Schrodinger dependente do tempo

Para se obter a equacdo de Schrddinger dependente do tempo, considere
Y (#,t) uma onda, dada por
Y(# 1) = A- el (Kr-ot)
em que A é a amplitude, K = K(#) é o vetor da direcdo da onda em cada
coordenada espacial 7, t é 0 tempo e w é a velocidade angular definida por
Ww=2-1T-V
Reescrevendo a funcdo W(#,t) na forma de um produto de uma fungdo da

posicdo 7 com uma funcédo do tempo t

LIJ(F’ t) = A M el(EF_wt) = A . elf('f! . el(ut
N e’

=y (7)
Derivando a funcédo de onda W(#, t) em relagdo ao tempo t
oY (7, t P
fgt - —irw-A-etKT-0t) — i (7 1)

=Y (#t)

como a energia é definida por

w
E=h-v=h-—=h-w

2-m
Multiplicando ambos os membros da equacéo por i - i, tem-se
L (G I R R
ihe—— =i ‘h-w- Y@, t)=E-¥(,t)
E-WEE) =E- Y@ -etet
mas como
32
[— (v Ep(?)l Y@ =E-9(@)
2-m
portanto
h v _[_ 17 VZ+Ep(P)|- (@) - et
ot | 2-m PO W@ -e
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h-w= —h—z-vz + Ep(P)|- W7, t)
at 2-m
Essa é a equagdo de Schrodinger dependente do tempo. Através dela é possivel
descrever o sistema com sua evolucdo temporal.
Numa secdo posterior serd tratada a equacdo de Schrodinger com
potencial dependente do tempo Ep (7, t) para se obter transicOes entre diferentes

estados de um sistema.
2.4.3 Quantidades fisicas

Na mecénica quantica, as quantidades fisicas sdo representadas por
operadores. Relembrando a definigdo de energia total E
Ec+Ep=E
em que Ep € o potencial e E a energia cinética
1 p?

E.-=—-m-v?=
c= MV =y

Multiplicando os membros da equacao da energia total por ¥
(Ec+Ep)l'p=E'l‘p

Comparando essa equacdo com a equacao de Schrddinger, pode-se determinar o

operador gue representa 0 momento, utilizando-se da equacéo da energia ciética,

obtendo-se a seguinte equacdo

. h 0

P=T o
e para a energia total

. 0

E=th 5

Adotando-se o simbolo para indicar operadores.
A energia potencial Ep ndo € um operador, trata-se de uma funcéo e

guanto a x, y e z (assim como t) tratam-se de varidveis no espago de
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coordenadas. A funcdo de onda no espaco de coordenadas tem por variaveis
aleatorias as coordenadas espaciais (x, y € z).

No espaco de momentos o0s papéis se invertem. No espaco de momentos
a funcdo de onda tem por variaveis aleatorias os momentos lineares (py, py € py,
momentos lineares orientados nos eixos x, y € z, respectivamente).

Na representacdo em momentos € obtida definindo o operador X como
R h d
X = . %
enquanto que o operador momento p €é representado por
p=p
ou seja, o0 operador p € representado por uma variavel.

2.4.4 Valor esperado de operadores

A

Como foi visto, o valor esperado do operador p no espago de

coordenadas é dado por

+ oo

@)= ¥t pPk t)dx

— 00

e o valor esperado da varidvel posicdo pode ser reescrito como
+00 +0oo
(x) = f x - ||W(x, 0)||?dx = f P (x,t) - x - P(x, t)dx

No espaco de momentos, o valor esperado do momento linear é dado por

+ oo

<p>=f ¢*(p,t)-p-d>(p,t)dp=f p - 1o, O)1dp

—00
em que ®(p, t) é a funcdo de onda para o espago de momento. Como p é uma
variavel no espago de momentos, e ndo um operador, pode-se muda-lo de lugar,

pois serd comutavel, ou seja
o*(p,t) -p - @(p,t) =p- @' (p,t) - D, t) =p - [P, O
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A funcéo densidade de probabilidade é dada por
Flopz®:t) = 12, OII?
e a funcdo de probabilidade é dada por

Prop(® € R;1) = j 1D, 12 dp
PER

O valor esperado para a coordenada espacial x no espaco de momentos
diferird do definido para o espaco das coordenadas pelo fato de que x seré

representado por um operador %, definido anteriormente por

e seu valor esperado serad

(x) = f O (p, £) - 2D (p, D)dlx

Uma vez que X é um operador, ndo se tem mais a mesma liberdade para
movimenta-lo dentro de uma formula.

Para uma quantidade fisica qualquer Q, esta serd representada na
mecanica quantica por um operador 9, que pode ser uma funcdo de x e p (no
espaco de coordenadas) ou de X e p (no espaco de momentos). Suponha uma

quantidade fisica @ no espaco de coordenadas, seu valor esperado sera dado por
+00
@=[ v -ovwon

Para que o valor esperado seja um valor encontrado experimentalmente,

este deve ser um valor real, portanto o valor esperado (Q) deve ser igual ao seu

~\ ¥

complexo conjugado do valor esperado (Q)

o =|

+ 00

W (x,t) - O¥(x, t)dx] = f+oo[‘l‘*(x, - [Q‘P(x, t)]*dx =

— 00

+00
_ f W(x, t) - 0"W* (x, t)dx



69

portanto

@ =] o 0wewodr= [ W00 Ody = (@

O operador momento linear p (no espa¢o de coordenadas) € um

operador que obedece a tal relagéo. Seu valor esperado é dado por

J W, h (')‘P(xt)

portanto
B f+°° SN A (1 T
= » (x’ ) . T . 5% x| =
ho o[t 0¥ (x,t) [ 0¥ (x,t)
=|-- Y*(x,t) - dx =——- Y(x,t)  ———d
i J_o at i J_o at

Utilizando-se do método de integracao por partes

Ju-dv=u~v—jv-du

Mudando as variaveis

0¥ (x,t)
u=%(xt)edu= dx
d0x
oP*(x,t)
dv=——dx o v=%"(xt)
dx

Substituindo na integral

oo ov*(x,t)
‘P(x, t) . de =

= [ () - W, )] — J Wit 2 (x Wy,

X—>—00

Como foi dito anteriormente, para que as fungdes convirjam, tem-se que

11m Y(x,t) =0
xX—+oo

lim Y*(x,t) =0
xX—+co

portanto, o primeiro termo do segundo membro da equacdo se anulara
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to o¥*(x, t)
f Y(x,t) ——dx

ot
=[P (x,0) - ‘P(x ¥21% f+oo‘P(x. t) -%(tx’t)dx =
f Wi, E)‘P (x t)
Substituindo, tem-se

__h J Wi, E)‘P (x t) _

__hk [ fmlp( A (x Dy ]_? +oo‘P(x,t)-—a‘P;(:’t)dx=
Y

—[Twwo ﬂ = ()

o at
portanto, o valor esperado da quantidade fisica momento linear, representada

pelo operador p, € um valor real
(P)eER

2.4.5 O Principio da Incerteza

Para qualquer observavel A (operador expresso em termos de x e p),

tem-se sua variancia dada por
of = (%](4 - )"} = (4 - (A)@|(4 - (A)¥)
e, semelhantemente, para um outro observavel B, tem-se
=((B—(B)¥|(B - (B))¥)
formando o produto das variancias e substituindo na desigualdade de Schwarz
of - of = (A = (A)¥|(4 - (A))¥) - {(B - (B))¥|(B - (B))¥) =

I L 2 ®3)
= [[{(4 = D)¥|(8 — B ¥}
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Para qualquer nimero complexo w = u + i - v, tem-Se que
Iwll? = [RW)]? + [SW)]? = u? + v? = [SW)]? = v? (4)

1 oo 1 . AU P
ﬁ-(w—w)—ﬁ-[(u+l-v)—(u—1-v)]—ﬁ-( irv)=v

assim, substituindo na equacéo anterior
1 2
IWll? = +v2 > 02 = |- w - w")|
substituindo w por (4 — (A))¥|(B — (B))¥) tem-se

S [~ )¥I(B ~ (B)¥) — (A~ (A)¥|(B ~ BY)¥)] =

- % [{((A— (A)¥|(B - (BY)¥) —{(B — (B)¥W|(A — (A)¥)] =
ou seja

(A~ |8 - B)¥)|" =
> - 1G4~ )8 - B)) - (8 — By - ]|
tem-se que
((A—(D)w|(B —(B))¥) = (¥|(A - (A)(B —(B)¥) =
= (P[|ABY) — (P|A(BYY) — (¥[(A)BY) + (P(AN(B)¥) =
= (AB) — (B)(A) — (A)(B) + (A)(B) = (AB) — (A)(B)
e, semelhantemente
(B — (BY)W|(A—(A))¥) = (¥|(B - (B))(A - (A))¥) =
= (V|BAY) — (V|B(A)¥) — (P[(B)AY) + (P|(BXA)¥) =
= (BA) — (A)(B) — (B){A) + (B)(A) = (BA) — (B)(A)
como (A) e (B) sdo nimeros reais, entdo (A)(B) = (B)(A).

Substituindo
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5 (A= @)¥I(B - B)%) — (B~ (B)¥|(A - (4)w)] =

! AB AVB B A sy 1
=5 [((4B) — (AXB)) — ((BA) — (BXA))] = 57—

= (4B~ (BA))

finalmente chega-se que
2 2 1 A D B A ’ 1 A D ’
oh-ei 2 | (@D - @) = [ (vlia sl
onde [4, B] ¢é o comutador dos operadores A e B. Esta desigualdade é chamada

de principio da incerteza, pois demonstra que ha uma limitagdo na precisdo no

par de certos observaveis.
2.4.5.1 A minima incerteza

Foi visto que as quantidades fisicas na Mecanica Quéantica ndo sdo
funcBes, mas sim operadores que operam sobre a funcdo de onda W, e que, por
meio da equacdo (¥|Q|¥), encontra-se o valor esperado da quantidade Q.
Observou-se também que ha pares de quantidades que quando ndo comutam
entre si, tem-se uma incompatibilidade, impedindo que ambas possam ser
determinadas conjuntamente com preciséo arbitraria, fazendo com que o produto
das variancias dessas quantidades possuem um limite inferior que sera obtido
encontrando-se uma fungdo de onda adequada.

Para se obter o limite inferior para as variancias, deve-se encontrar a
funcéo de onda W para que o limite seja alcancado. A partir da desigualdade de
Schwarz

1{Bla)I? < {ala) - (BIB) (%)
se
1By =c-la)=|c-a)

Substituindo no segundo membro da equacéo (5), tem-se

(ala) - (BIB) = (ala) - (c- alc - a) =(ala) - c* - {ala) - c = [c||? - (ala))?



73

A partir do primeiro membro da equacdo ||{(B|a)||* < (a]a) - (B|B), tem-se
1{Bla)I? = (Bla) - (Bla) = (Bla) - (alB) = (c - ala) {alc - a) =
=c* {ala) - (ala) - ¢ = llc]|? - (ala))?

portanto, quando |8) = ¢ - |a) = |c - ), tem-se que a desigualdade de Schwarz
se restringe a uma igualdade. Entéo, aplicando este resultado em (5), tem-se

(B = (B))¥) =c-|(A—(A)¥) (6)
Substituindo |(B — (B))¥) por |B) e |(4 — (4))¥) por |a), a partir da equacdo
(4), tem-se

I{Bla)I? = R2(Bla)) + F*(Bla)) = F*(Bla))
gue se transforma em igualdade somente se
R2(Bla)) =0 & R({(Bla) =0
portanto
R({(Bla)) = R(c* - (ala)) =0
mas como {a|«a) é real, entdo
R({(Bla)) = (ala) - R(c") =0
portanto
(ala) =0) v (R(c") = 0)
Para que (a|a) seja igual a 0, o vetor |a) deveria ser o vetor nulo |0), o que ndo
é de interesse, pois ndo poderia ser considerado como um sistema valido
estatisticamente, uma vez que os brakets (a|a) devem representar os valores
esperados de quantidades e, se o vetor |a) for o vetor nulo |0), entdo os valores
esperados de todas as quantidades seriam nulas (uma vez que a quantidade A é
arbitraria), portanto,
R(c) =0

Assim a componente real de c¢* é nula, 0 que o torna um nimero imaginario
puro, podendo ser reescrito da seguinte forma

*

c"=—iraec=i-a
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Substituindo em (6), tem-se
(B~ (B)¥)=c-|(A—(A)¥) = i-a- (A~ (A)¥) = |i-a- (A (4))¥)
(B-(B)=i-a-(d-(A)¥ )
A solucdo dessa equacdo fornece a funcdo de onda W que permite e

menor incerteza sobre as quantidades A e B, ou seja, cujas variancias de 4 e B

sdo0 as menores possiveis, obedecendo o principio da incerteza de Heisenberg.
2.4.5.2 O principio da incerteza para posi¢cdo e momento

Para as quantidades posi¢do X e momento p, o principio da incerteza

toma a seguinte forma

1 2
o} -0} = |- Wiz B W)

Levando em consideracdo que a funcdo W esteja na representacdo de

coordenadas (ou seja, seja funcéo da posicdo e do tempo), tem-se

FR 2
)

el (x, 1)
Aplicando o comutador u=numa fung&o de teste f (x, t) arbitraria, tem-se

(o5 2 ren=[e(F o) (3 o) o] reen =

) ) 1 h
9% " 0p = Hﬂ'(“’(“ﬂ [’“7'

ox i ox i ox
A Af(xt) R O
AR PR ML A
_h of (x,t) h |dx Iif(x, )] h
R P A R ) I A
=1
Retirando-se a fungéo f (x, t) tem-se que
hooy _ h_.o
[x'i ax]__ it

portanto,
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1 2
o2 0?2 Hﬁ (W, o)l - h~‘P(x,t))H =

- ol il Il L

portanto, tem-se que a multiplicacdo das variancias das medidas das quantidades

21

i. i-h-(P(x,t)|P(x,t))
=1

0'33'0'132

> N

fisicas de posicdo e momento deve ser maior ou igual a A%/4, ou seja, tem-se
que um aumento na precisdo da definicdo da posi¢do da particula, leva a um
decréscimo na precisdo da definicdo do momento da particula e vice-versa,

obedecendo os limites determinados pela equacéo.

2.4.5.3 A minima incerteza entre posicdo e momento

Considerando as quantidades fisicas de posi¢do e momento

.,
&
Il

X

-~

B =

>
~] 3>

0
dx
e substituindo em (7), tem-se

h 0
(From—®) ¥ =i-a G- @¥Eo
i Ox
As quantidades (x) e (p) sdo os valores esperados das quantidades posicéo e

momento, respectivamente, portanto sdo constantes, assim tem-se

h 0¥(x,t)

—@P) Y, t)=i-a-x- P, t)—i-a-(x) P(xt)
i Ox

Wt [ a-(x—(x) B
Ep +[i-h+ - ]~‘P(x,t)—0

esta equacdo pode ser tratada como uma equacdo diferencial ordinéria de

primeira ordem, cuja solucéo é dada por
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(D), a-(x—(x))
W(x, t)=k.ef[ﬁ+—h ]d’“ )

Calculando a integral, tem-se

P)  a-(x—(x)) (P) a a - (x)
+ d = —_— + —_— 2 _ . —
J[i~fl n iRttt T 7
_(p) x?—2-x)-x
“in YT 2-h
—i-(p) x?=2-(x) x+{(x)* (x)?
= x+a- - =
h 2-h 2-h
_ G-’ )
2-h 2-h h
Substituindo em (8) tem-se
(X)Z.a (x=(x)? ) (x)? a (x=(x))? D)
\P(x,t)zk-e 2R 2-h h =k-e 2h -¢ 2h e h =
=C
(x=(x))? i-(P)
Y s
Tomando o conjugado tem-se
&N D)
Y*(x,t)=C"-e” 2h -eh
portanto,
WG DN =W (x,t) - W(x, t) =
= C* * ea.(x;{;cl))z . e@.x . C * ea (x_2<;‘cl))2 - e L<flﬁ) X =
(e=N?,  (x=(xN?  ip) D) (x=(x)?
T R R o L

Como ||W(x, t)]|? é a funcdo densidade de probabilidade da particula, conforme
0 caso unidimensional da equacdo de Schrédinger, tem-se entdo que a
distribuicdo Gaussiana € a distribuicdo que minimiza a incerteza para as

guantidades posi¢do e momento.
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2.4.6 Teoria da perturbacéo dependente do tempo

A equacdo de Schrodinger dependente do tempo
OV (7, t h?
LG

V2 | we
3% > m Ve + Ex(F) Y7 t)

-

=A(7)
possui a solugdo

I'E-t

W, =P e
A densidade de probabilidade é dada por

WG, OIF = W', 0) - w0 = [ e%] Jp@ - =

LEt  PEt
=" (@) Y@ e h em m =Pt @) Y@ = Y@

Vé-se que a densidade de probabilidade é independente do tempo, portanto a
equacdo de Schrodinger dependente do tempo fornece uma amplitude de
probabilidade dependente do tempo, mas ao obter a funcdo densidade de
probabilidade, a dependéncia temporal é retirada, sobrando somente a
dependéncia espacial.

Para permitir a transicdo entre estados de diferentes niveis de energia
(valores de energia total do sistema), sera necessario introduzir um potencial
dependente do tempo na equacdo de Schrédinger

P oV (# t) _ h?

- . y2 d 7
3% > m Ve + Ep(7,t) | P(7, 1)

=H(#1t)

Essa equacdo nem sempre tem uma solucdo exata facil de se encontrar. Para
solucionar a equacdo, pode-se tratar a parte temporal como uma perturbacdo
H'(#,t) (dependente da posicdo e principalmente do tempo), desde que seja
pequena quando comparada com a parte independente do tempo H,(#).

Somadas resultam em
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A t) = Hy(F) + H' (#,t)
Uma vez que Hy(#) serd a parte dependente somente da posicdo, o termo

2
—;L—m-vz estard presente (pois o operador laplaciano V2 é dependente da

posi¢do). O potencial Ep(7,t) é uma funcdo dependente do tempo, e sera essa
funcéo (ou um parcela dela, caso seja possivel separar numa soma de dois outros
potenciais, um dependente do tempo e o0 outro ndo) que estard presente em
H'(7,t).

2.4.6.1 Sistemas de dois niveis de energia

Considere duas funcOes de onda ortonormais (Y, (7) e ¥, (7)) e a
hamiltoniana sem a perturbagdo dependente do tempo
{’H\olpa(f') = Eq a(7)
Hoypp (F) = Ep, - Y (F)
WDy () = 8ap

esses estados com dependéncia temporal sdo dados por

I"Eg-t

Yo7, 8) = (¥) - R
. L _LEpt
W (7, 0) =¢p(P)-e
A partir desses dois estados pode-se construir o seguinte estado

. . _i-Egt . _iEpt
LP(T,t)=Ca'l/)a(T)'€ h +Cb'1/)b(r)'e h

em que |lc.l|> é a probabilidade de se encontrar o sistema no estado

representado por ¥, (7) e ||c,||? é a probabilidade de se encontrar o sistema no
estado representado por ¥, (7). Portanto

llcall? + llepll? = 1
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2.4.6.2 Sistema de dois niveis com perturbacéo dependente do tempo

Para se descrever um sistema em que ha a transicdo entre seus dois
niveis, acrescenta-se uma perturbacdo H'(#,t). O que difere esse sistema com o
sistema de dois niveis sem a perturbacéo temporal, é o fato de que as constantes
c, € cp serdo trocadas pelas fungdes dependentes do tempo c,(t) e c,(t),

respectivamente, para permitir a transicdo entre os dois niveis

R o _LEgt L. _LEpt
Yo 0) = cq(®) o) -e 7 +cp(t) - Pp(F)-e R
=W, (#1) =W, (7,t)

Supondo que o sistema no tempo t = 0 esteja no estado representado
pela funcdo de onda W, (7,t) e que no tempo t = t, passa a estar no estado
representado pela fungéo de onda ¥, (7, t), entdo

(ca(0) = 1) A (cp(0) = 0)
(ca(t) =0 A (cp(t1) = 1)
A equacdo de Schrddinger com a perturbacéo temporal sera

0¥ (7,t)

[A) + H' G O|¥YFt) =i h- -

=H(#t)

Calculando [Hy () + H' (7, t)|¥(#, 1), tem-se
[A,() + H' 7, O]®F 6) =

i-Eq-t i-Ept

(Ao + '@ D] [cal®) - ha@® €™ 1 +0p© -y e F | =

ca®) - Ho@a® e T+ cp(©) - BoWp ) - e k4 ca(t) -

LEqt

_LEg: . . _LEpt
CH'F ) Yo () -e” h +cp(t) -H'F) - pp(F) e -
o . Hyp,(*) = E, - Y, (7 . .
Substituindo o sistema {Aowa(r) a " Ya(r) encontrado na secdo anterior,

Ho'l’b(F) = Ep 'lpb(F)

tem-se
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[ﬁo(F) + H'(#, t)]‘l’(?, t) =
= ca(O) Ea Y@ e 4 cp(6) By (@) e 4 ca(D)

CH GO e - Rt ey (O H G 6 -y () - e

IV (7t)

Calculandoi - f - , tem-se

ow(@,t) 0 . LE;: lE_bt _
he o = o e T @ (e | =
=i-h-

(4O LEat L _iEet ¢ i-Ep\ d
C (t) lpa() e h +Ca(t)‘1/)a(r)'e h '<_lh )+ Cdbt(t)‘

i-Ept

b i-Ep- i - E
S TR N O

. dca(t) _iEgt _iEgt
=i-h- PP -eh +Egocg(t) Y ()-e R +i-h-
iEpt

dcb(t) _UEpt . _iEpt
“Yp(P)-e h +Ep-cp(t) Y, (F)-e R

Substituindo os membros calculados na equacéo, tem-se

Ca®) By @ e R 4 cp(0) By () e bt ca(t) - H'(R D)
e e @ HED ) -e F =

I-Eq-t

dca(t) _LEg't s -—a- -,
=i-h- l/)a() h +Ea'ca(t)'1/)a(r)'e R +i-h-

dcb(t) _iEpt M
Pp(P) e h T+ Ep-cp(t) - Pp(F) - e

Simpliflcando 0s termos que aparecem em ambos 0s membros da equagéo tem-

Se
i-Egt i-Ep-t

ca(8) - H'(7,8) - o (7) - e_Ta' +ep () -H'(F0) - Yp(P) e h =

S R R I N O
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Se as funcdes de onda vy, () e 1, () sdo ortonormais, entdo pode-se multiplicar
ambos os membros por ¥ (#) e depois integrar ambos os membros da equagéo,

desta forma, pode-se tirar proveito da ortonormalizagéo

($e®cal® - H'GO) - o) - e L () H G () e%) -

i-h- P (7) - € +i-h- S TIGECE

- <¢a Q) dca (t) LEg't dCb (t) i~Eb.t>

Retirando o que é constante na integracao, tem-se

ca®) - e R P PIH G D e () + cp(6) - e~ T
WP Oy (P)) =

dca (t) _i'E_a b(t) l'Eb't
oo dt M*‘ h- s —h .

=

“(Yq (?)Ilﬂb ()

dca(t)

Isolando o termo ——— tem-se

deg(t)
dt

i-(Ep—Eg)t

“|€a(®) - WaPIH'F Olha (F)) + ¢ (8) - €~

(Yo (OIH' (7, Oy (7))

De forma semelhante tem-se
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dey(t)
dt

i

h

i-(Ep—Eg)-t

|ep(® - W DIH'@ Olpp () +ca(t) e 7
(W (DIH' (7, Dlha (7))

E comum ocorrer que {(p,(#)|H' (7 t)|p,(#)) seja nulo quando a
perturbacdo H'(7,t) quando multiplicada com a fungéo 1, (7) resulta em outra
funcéo ¥, (¥), com a # a’, ou seja

(o (MNH' (7 DY (D)) = o (DIH' (7, 1) - Yo (P)) = (o (Pp o (P)) - C (1)
Uma vez que 0s estados sdo ortogonais, tem-se
WPl (@) =0, a=a
em que C(t) € uma funcéo de t ou uma constante, ndo podendo ser uma funcao

de #. Portanto,

(Ya(OIH' (7, e () = 0 =

dCa(t) i _U(Ep—Eq)t = e 1
T =@ eT T W DIH (Ol ()

dey (t) i i(Ep—Eg)t NN "
= —E-ca(t) e~ R (W (PNH' (@, O (7))

dt

2.4.6.3 CorrecOes dos coeficientes

Inicialmente foi admitido as seguinte condigdes
(ca(0) = 1) A (cp(0) = 0)
(cat) =0 A (cp(t1) = 1)
Também sera suposto que
(W (MIH' (7, Da (7)) = 0

A partir dessas condigdes serdo encontradas as correcoes.
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A correcdo de ordem zero seré dada por
P =1
1) =0
Trata-se do caso em que ndo h& perturbagdo, pois das condi¢Bes acima, quando
t =0 tem-se que c,(t) =1 e ¢,(t) =0, e das corre¢des de ordem zero, para
qualquer t, tem-se que c\” () = 1 e ¢ (t) = 0, ou seja, n&o ha transigao entre
os estados, portanto ndo ha perturbacao.
A corregdo de primeira ordem é dada por

dc(6) - _HEpE)t
— TR % (t)-e (WY ANH' @ O, (@) =0

=0
portanto,

t
) = J 0-dt’' =1
0

Devido a normalizacdo a constante é 1. Para c,§1>(t) tem-se

(1) i i-(Ep—Eq)-
10 L 0 T gy OGOl )
=1

i L(Ep—Egty

=—ce h (WYp (DH' (7, ) [the ()

portanto,

(1) . t i (Eb Ea
O =1 [ T PG O
0
Assim a correcéo de primeira ordem fornece

(”(t) =1
[ [t v(Ep-EQt

0 = -5 [ ET @GOl

A correcdo de segunda ordem ¢ dada por

dCC(lz)(t) i (1) _U(Ep—Eqg)t S P >
&t - n s Oe R (Yo (DH 7 D)y (7))
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i i (b iEp—Ey-t’ o | _EEp—El)t
f e Ry (DIH' G O @t |- e R
0

UAGIEEGNAG)
portanto,
P =
1
=

t l(Eb Ea)
J e Y ANH' F )Y, (F)) -
0

t' l(Eb Ea
: f T PH Gt e (e d
0

Para () (t) tem-se

de?® i i(Ep—Eq)-t N N
i O R R UG G G)
=1
portanto,
(2) . t L(Eb Ea
© =1 [ T O G
0
Assim a corre¢do de segunda fornece
P =
1
=

t l(Eb Ea)
- j e R W DIH G O (D) -
0
t' l(Eb Ea
: f T PH Gt e (e d
0

A t i(Ep—Eg)
(20 = -1 [ ET OGOl
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Desta forma pode-se obter a correcdo de n-ésima ordem repetindo o
procedimento anterior n vezes para ambos os coeficientes relacionados aos
estados W, (7, t) e W, (7, t).

2.4.6.4 Perturbacéo senoidal

Suponha uma perturbacdo com dependéncia temporal H'(#,t) descrita
por
H'(7,t) = Ep(7) - cos(w - t)
portanto,
(W (AOIH' 7, O (7)) = P PEp () 1h (7)) - cos(w - £)
Considerando a corre¢éo de primeira ordem, tem-se
) i b i(Ep—- Ea
w0 =5 e W PIH' Gt e (Pt =
t i (Ep—Eg)t'
=~ WU [ e - cosw- ) ar
Mas como e® = cos@ +i-senf e e "% = cosf — i - sen H, tem-se a seguinte
identidade
o0 4 o—i0
—
Substituindo 8 por w - t e usando a identidade na correcdo de primeira ordem

cosf =

M (1), tem-se

t i b ) iw-t’ —i-w-t'
“)(t)——— W DNE» D @) - f HEfIE e e -
G DIEO ) {ei.[Lb;Ea)m].tf X ei.[_wb;sa)_w].tl}dt,
2-h .

Calculando as integrais separadamente, tem-se
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(=LA M 1 [
fo e h dt [(Eb a) ] e
—i- {ei'[(Ebg_Ea)“"]'t - 1}

(Ep — Eq)
Ta_}_w

t'=t
4@@Mﬂ _
t'=0

-t {ei’[%%a)“"]'t - 1} =

(Ep —Eq)
7 + w
Da mesma forma
[(Ep—Eg)
—i- el'[bT_w]'t -1

t i_[(Eb—Ea)_w],t,

f e h -dt’
0

- (Enga)_w

Substituindo na corregéo cbl) (t), tem-se

() =

= > > i (Eb_Ea)+w]~t i.[_(Eb—Ea)_w].t
__ (aDIE@)p () + R
= 2-h (Eb a) (Eb ;Ea)

—w

portanto, a probabilidade de transicdo do estado i, (#) para o estado i, (7") é

dado por

REIORY ERIG] e

ou seja, a probabilidade de um sistema estar no estado com funcdo densidade de

Plw

a,b”

2
probabilidade ||y, ()2 ea

a probabilidade de um sistema estar no estado com funcdo densidade de

2
probabilidade ||y, (#)]|?> em um tempo ¢t é dado por ”cl(,l)(t)” . Como pode se

observar, trata-se de uma fun¢do de probabilidade de Bernoulli. Note que na
funcdo de probabilidade ndo aparece a variavel aleatéria posicdo 7 pois trata-se
de uma fungdo de probabilidade marginal para a variavel aleatoria n, que pode

assumir os valores contidos no conjunto {a, b}. O sinal ~ (quase igual a) foi
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utilizado pois trata-se de um método de aproximac&o, que em alguns casos pode

coincidir com a solucéo exata. Pode-se verificar que

Lol + o] -

portanto,

P <030 = [0+ e 0] =1
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3 METODOLOGIA

O delineamento da pesquisa consiste de Pesquisa Bibliografica, onde foi
utilizado o acervo bibliografico em Estatistica, Matemaética e Fisica, teorica e
aplicada, existente na Universidade Federal de Lavras, da biblioteca particular
do orientador e orientado, e acervo de outras bibliotecas disponiveis na Internet.

A revisdo foi realizada durante os estudos pessoais e em equipe, e a
reorganizacdo dos textos lidos e discutidos consiste na propria proposta do
trabalho, junto com todas as demonstracGes realizadas. Por causa disto, nos
resultados do desenvolvimento da secdo Interpretacdo Estatistica, estdo

contemplados estas demonstracGes e a reorganizagao.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

As demonstragdes que serdo apresentadas na secdo Interpretacéo
Estatistica e em suas subsecBes sdo contribuicbes desta dissertacdo, com
excecdo de algumas, que foram retiradas da literatura e foram acrescidas e/ou
destacados alguns detalhes que ndo mudam sua esséncia, mas foram mantidas
nesta se¢do para manter uma coeréncia no texto, que € a principal contribuigdo
desta dissertacdo. As demonstracdes retiradas da literatura séo:

a) A demonstracdo apresentada na secdo Independéncia do Tempo
para a Probabilidade de Q foi essencialmente obtida de
Griffiths(1995).

b) A demonstragdo apresentada na secdo Momento Linear foi obtida
de Griffiths (1995).

As interpretacfes apresentadas nas secdes O Oscilador Harmonico
Simples e O Atomo de Hidrogénio sdo exemplos de aplicacdes do que foi
apresentado nesta dissertacdo, suas demonstragdes foram retiradas de Griffiths
(1995), com excecdo da demonstracdo da funcdo densidade de probabilidade
apresentada na subsecdo Distribuicdo de Probabilidade do Oscilador
Harménico Simples Cl&ssico, que € uma contribui¢do desta dissertacao.

A interpretagdo dada no final da se¢do Perturbacéo Senoidal é coerente
com o que é apresentado em Interpretacdo Estatistica, mas como todo o
restante do conteldo é encontrado na literatura, entdo foi mantido no referencial

tedrico.
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4.1 Interpretacdo estatistica

Admitindo o caso unidimensional, 0 médulo ao quadrado ||¥(x,t)]|?
trata-se da fungdo densidade de probabilidade (postulado de Born) para se
encontrar a particula na posicdo x e tempo t. Como se supde que a particula
exista em todo tempo t (o tempo é um parametro), entdo tem-se que

Pryz(x €R;t) = fll‘P(x, t)]1% dx
XER

que significa que a probabilidade de x possuir algum valor na regido R (ou seja,
possuir algum valor pertencente ao conjunto R) no tempo t (que é parametro da
funcdo de probabilidade) com densidade de probabilidade ||W||?, é dada pela
integral [ [|W(x, )[|* dx.

Uma vez que ||¥(x, t)||? trata-se da funcdo densidade de probabilidade
para se encontrar a particula na posicdo x e tempo t, entdo deve respeitar a
seguinte condicdo

(vx € R)(Vt € R)(|¥(x, O)]|*> = 0)

Como o modulo de um numero complexo é um valor real, entdo seu quadrado
sera um valor real ndo-negativo, portanto tal condicdo € garantida.

O espaco amostral Q é formado por todas as posi¢Bes possiveis de se
encontrar a particula

Q = {w:w é a posicdo x que a particula pode assumir}

Como a posigdo é uma quantidade continua e acessivel a medigdo, portanto o
conjunto que se adequa é o conjunto dos nimeros reais R, assim a o-algebra que
se adequa é a de Borel B(R) que contém todos os intervalos abertos dos reais.
A o-algebra de Borel pode ser gerada pelo conjunto de todos os intervalos
abertos {(—o0; x): x € R} utilizando-se das defini¢des apresentadas na se¢do o-
Algebra. Do mesmo modo, a variavel aleatoria X sera continua, ou seja,

possuird imagem no conjuntos dos nimeros reais
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X:Q-R
A varidvel x serd o valor observado de X, ou seja

x=X(w)
desta forma o valor de x esta associado a um evento w pertencente ao espago
amostral. A og-algebra de Borel tem o papel de definir o dominio da funcéo de
probabilidade P

P:B(R) - [0;1]
possibilitando o célculo da probabilidade de conjuntos de nimeros reais, como
definido no inicio desta se¢do
Propp(x ER;t) = fll‘P(x, )12 dx
XER

ou seja, a cada conjunto contido nos reais serd associado um valor real maior ou
igual a 0 e menor ou igual a 1, ou seja, contido no intervalo [0; 1].

Supondo que a particula ndo é criada e nem aniquilada, entdo deve
existir em alguma parte do espaco a todo instante t, entdo deve respeitar a

seguinte condicdo

(Vt €eR) <-[+OO||‘P(x, l%dx = 1)

dai fica claro o papel da variavel t como parametro da funcdo densidade de
probabilidade com variével aleatdria posicéo x.
Existem quatro possibilidades

a) Antegral é igual al
+00
[ e orpar=1
b) A integral é igual a uma constante diferente de 1 e de 0
+00
J ¥ (x, O)||?dx = C, CeR; —{1}

¢) Alintegral é igual a zero
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+00
[ e orar=o
d) A integral ndo converge

+o0
f|wwwww=+w

—00
N&o existe a possibilidade de valores negativos, uma vez que

I¥(x,t)]|2 = 0, por isso tal consideragdo ndo foi cogitada nos quatro casos
acima. Pode-se esperar que fj;olllp(x, t)||?dx seja igual a uma fungdo f da

variavel t (simplesmente varidvel, e ndo uma varivel aleatoria), uma vez que

esta a se integrar com relagdo a x um integrando que é uma funcéo de x e de t.
Tal situacéo (f:';ollll‘(x, ||?dx = f(t)) sera tratada na proxima secao.

Nas subsecdes que se seguem, serdo tratados 0s casos acima referidos.
4.1.1 Normalizacdo da funcéo de onda

Para resolver o caso (b), uma vez que W(x, t) é solu¢do de uma equacao
diferencial, sabe-se que a solu¢do multiplicada por uma constante também seré
uma solucdo da equacdo diferencial, portanto pode-se utilizar uma constante
para torna-la igual a 1, como se segue

+00 1 +oo
f|wmwww=6a—~f|wwﬁww=1

0 C J o
Tal constante (1/C) é denominada constante normalizadora.
Inicialmente considere que W(x,t) seja uma solucdo da equagdo de
Schrédinger, entéo
n. 0¥ (x,t) _ h? _ 0°W¥(x,t)
ot 2-m 0x?
Agora considere a funcdo W’'(x,t) obtida através da multiplicacdo da funcdo

+ Ep(x) - W(x,t)

W(x,t) com uma constante A pertencente ao conjunto dos niimeros complexos
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Yix,t) =A-¥(x,t)
Substituindo W’ (x, t) na equacédo de Schrodinger

Ly D PV ED L i
! it  2-m 0x2 P X
P 2 2
l-h-a[A'Lp(x,t)]=—m'ﬁ[fl'Lp(x;t)]'i'EP(x)'A'Lp(x't)
A-i-h a‘P(x’t)—A ne azw(x’t)+E (x) - ¥(x,t)
' a 2-m 0x? X %
- W(xt) R az‘P(x,t)+E )W, o)
! it  2-m 0x? X x

ou seja, a multiplicacdo da solucdo por uma constante também é uma solucéo.

Agora parte-se para o céalculo da integral fj;ollqi’(x, t)|I?dx

+00 +o0 +o0
f|wv@WM=f MﬂwﬁWM=JHM”W%ﬁWM=

+ 00
=l | v olitax = llalP ¢
Todo nimero complexo pode ser escrito na forma polar

A=p-(cosf +i-senB)

cujo médulo é

lAll = p
portanto, se for escolhido uma constante A com madulo ||A|| = 1/+/C, entéo
+ 00 1 2 1
1%/ G Ol dx = 1Al ¢ = (=) -C=7-C=1
. 7 =z

Assim, pode ser encontrada uma constante A que normalize a integral
f:';ll‘{"(x,t)llzdx, de forma que ||W'(x,t)||? representara uma funcgdo

densidade de probabilidade.



94

4.1.2 Solucgéo trivial

O caso (c) trata-se da solucdo trivial W(x,t) = 0, que ndo representa

uma funcéo densidade de probabilidade, e portanto é descartada.

4.1.3 Independéncia do tempo para a probabilidade de 2

O fato de que a integral ff;ll‘{’(x, )||?dx ser uma integral em x (mas a

funcdo W(x, t) é de duas variaveis) implica em geral a possibilidade de que seu

resultado seja uma funcdo de t

f W, O 12dx = £(8)

Impossibilitando encontrar uma constante que normalize a integral para todo t, a
n&o ser quando f(t) é igual a uma constante, para todo valor de t
v)(f(©) = 0)
Para se verificar a hipotese de que f(t) seja constante, deriva-se com
relacdo a t, se o resultado for igual a 0, para qualquer valor de t, entdo estara
comprovado que f(t) é constante. Para que a integral ndo cresca

indefinidamente (ndo convirja), deve-se exigir as seguinte condigdes
(sim, 65,0 =0) (i, ¥ = 0)
Assim, para o conjugado da funcéo de onda tem-se
lim Y*(x,t) =| lim Y(x, t)]* =0"=0
X——00 X——00
lim WY*(x,t) = [ lim W(x, t)]* =0"=0
X—+00

X—+00

portanto,
lim ||W(x, 0)||> = lim [P*(x,t) - ¥(x,t)] = lim ¥Y*(x,t)- lim Y(x,t) =
xX——00 xX——00 xX——00 xX——00

=0
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lim ||[¥(x, 0)||> = lim [W*(x,t) - ¥(x,t)] = lim ¥Y*(x,t)- lim Y(x,t) =
X—+00 X—+00 X—+00 xX—+00
=0
Jm [, =0
Essa é uma condicdo necessaria para que f ||‘P(x t)||?dx convirja mas ndo é

suficiente, pois se a integral for imprdpria entdo ndo convergira.
Derivando com relagdo a t, tem-se

df(t) _d (* 2 "0 2
.qr_a_mw@@um_ﬁwEMM@nm

2 1w, Ol = 2 [ (x,6) - W, )] =
ot ’ T ot ’ e

0¥ (x,t) (')‘P*(x, t)

= l'p (x, ) at at : l.p(x’ t)
A partir da equacéo de Schrddinger, tem-se
- W(x,t)  h* 0*¥(xt) L EGO ¥ 0)
' it  2-m dx?2 LY X

W(x,t) i-h 0°W(xt) i (0 W(x,6)
ot 2-m  oxz p P

Aplicando a operacdo de complexo conjugado em ambos 0s membros da

equacdo, tem-se

[0‘P(x t)] [l h azlP(x t) i

*

—%~Ep(x)-‘}’(x,t)

oW (x,t) lhazll’(xt) B0 W x D)
at Zom  ox2  Tn W x

Substituindo as equages obtidas nas derivadas, tem-se
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0 2
5 1Y GOl =

[l h az‘l‘(x t) i ]
=Y (x,t) - ——Ep(x)-¥Y(x,t)| +

0x2 h

i-h 82‘{’ (x, t)
[ T ax2 % Ep(x) - ¥ (x, t)] Y(x,t)

a 2 _
5 1P @01 =
i-h °W(x,t) i . i-h
=2.m-‘P (x,t)~T—E-Ep(x)~LP (x,t)~LP(x,t)—m-
M-‘P(x t)+i-E (x)-¥Y*(x,t) - P(x,t)
dx2 ’ nP ’ ’
2ol =+ g . ZXEO LR PO gy
ot ’ 2-m ’ 0x2 2-m  0xZ
_ i-h W (x t)'az‘P(x,t)_az‘P*(x,t).‘P(x 5
2-m ’ 0x2 0x2 ’

Somando e subtraindo alpa—ix’t) . %;"t) no segundo membro da equacdo, dentro

dos colchetes

0w o)ll? =
ot % N

_ih
T 2-m
" 02W(x,t) H‘P*(x,t) o¥(x,t) J0¥*(x,t) 6‘P(x,t)+
8 —53 ox ox ox ox
%W (x,t
& LIJ( t)]
0x?2
; * 0¥ (x,
Desenvolvendo a derivada pw [‘P (x,t) - lya(; t)], tem-se
a . 0¥ (x,t) i 02W(x,t) G‘P*(x,t) o¥(x,t)
&[‘P 2 SRy ax  ox

Desenvolvendo a derivada 9 [aq’*(x’t) -W(x, t)], tem-se
ax ax
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d [o¥*(x,t) 02W*(x, t) ov*(x,t) 0¥(x,t)
ox 0x P t)] T 0x2 W)+ ax  ox

Somando-se as duas equagdes obtidas, tem-se a expressao contida nos colchetes

da equacéo anterior, portanto

d 19 2 = i-h (o0 —— 0¥ (x,t) d [0¥*(x,t) Wl =
Jt x Ol = 2-m |0x (x, ) 0x T ox 0x & B
i-h 0 0¥ (x,t) 0¥Y*(x,t)
“2.m ox Y0 ax  ox Rt
Substituindo na integral, tem-se
+00 a
— 2 =
| siiwenoirax
_f+°° i-h 0 WD) o¥(x,t) o¥*(x,t) w0 dx =
B 2-m ox ox ox & =
_ich [ MW(xt) W (xt) e
_Z-m.[qJ () ax  ox Pl t)
- i-h —— 0¥ (x, t) oVY*(x,t) W o)
- x—1>r-|poo 2-m (x, ) 0x 0x
_ i-h 0¥Y(x,t) o¥Y*(x,t)
— lim {—— |¥Y"(x,¢t) - — -Y(x,t)
x>—o (2-m 0x 0x

Quando foi tratado o problema da normalizagdo da funcdo de onda W(x,t),
admitiu-se a condicéo
xl_i)rinoo Y(x,t) =0
Aplicando-se tal condicdo, tem-se
0¥ (x,t) 3 ov¥*(x,t)

xl_ljinoo P*(x,t) - % 9% Wx, t)| =
_ lim @ " 0¥ (x,t) " oY (x,t) I
= Jim ¥xt)- lim —a— = lim e lim Y ) =

~ d¥Y(x,t) 0P (x,t)
=0- lim - lim ——-

0=0
x—too X x—too d0x
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entao

arw _ (0 :
S| sveora=o

portanto,
f@=C¢
Assim fica provado que a integral ffofll‘{’(x, t)||?dx é independente de t, ou
seja, é constante, portanto € normalizavel
X:0-R
X =R) & (X“D(R) = Q)
VO (Pyypz(x € Rjt) = Py (XCV(R) = 0 ¢) = 1)
portanto,
Pryz(x € R;t) = Pjy2(x € R)
Apesar de [*7||W(x, t)||2dx ser independente de ¢, a integral f;:llll’(x, )|12dx

pode ndo ser.
4.1.4 Funcdo de onda ndo convergente

O caso (d) ndo representa uma funcéo de densidade de probabilidade, e
portanto € descartada. Para se evitar este caso, deve-se exigir que a seguinte

condicdo seja satisfeita
(Jim, 65,0 = 0) (i, 5.0 =0)

Considere a seguinte combinacao linear

n

W(x,t) = Z a, - W, (x t)

u=1
Sendo que para todo valor de u (indice pertencente a N* para identificar cada

uma das solugdes), W, (x, t) sera uma solucdo da equacdo de Schrodinger
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, o, (x,t)  h® 0*W,(x 1)
(Vw)|i-h- 3t =T T a2 + Ep(x) - W, (x,t)

(’N’u(x,t)+ h?  9%2W,(x,t)
ot 2-m 0x?

(Vu) <i~h —Ep(x) - W, (xt) = 0)

em que a Ultima equacdo teve um rearranjo para facilitar a visualizacdo da

demonstracdo. Substituindo a combinagdo na equacgéo de Schrédinger tem-se

o aw h? 9 [x
l‘fl'& Zau-‘l’u(x,t) +2m'ﬁ Zau'qju_(xit) _EP(X)'
u=1 u=1
n
-Zau-‘{’u(x,t)=0
u=1
N G| R [ Pt
u=1 u=1
n
Yy Wy t) = 0
u=1
n
) ov,(x,t) h? 09%W,(xt)
Eau~[1~h- u(’)t +2-m' (')L;cz —Ep(x) ¥, (x,t)[=0
u=1

Mas como da equacao anterior tem-se a expressao dentro dos colchetes é igual a
zero, entdo verifica-se a identidade, confirmando que a combinacdo linear das
solucbes também é uma solucéo.

Se as solugdes W, (x, t) forem ortonormais, ou seja

+00
Wilx, t) - Wy(x, t)dx = 6,

em que &, ,, (funcéo delta de Kronecker) é definido por

s d_ef{l, u=v
wv =10, UF+v

entao
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i a, - ¥, (x, t)]* . [i a, - ¥, (x, t)] dx =

u=1 v=1

f zn:zn: ca, - Pu(x, t) - W,(x, t) dx =
ii[u.av. +°°lp s (x,t) - ‘P(xt)d]zzn:zn: @ a,-

— 0o
u=1

+00 +00
f W (x, Ol 2dx = j

— 0o

Mas como 6,,,, tem valor igual a 0 quando u # v, entdo todos os termos do
duplo somatdrio em que os valores de u sejam diferentes dos valores de v serdo

anulados, restando somente os termos em que 0s valores de u e v coincidam

+oo n n
| weordc=) g o= ) lal?
- u=1 u=1

Mas como ||W(x,t)||? deve ser normalizado para ser interpretado como uma

densidade de probabilidade, entdo

+00 n
| e o=l =1
- u=1

Mas como ||a,||? é sempre maior ou igual a 0, e 0 somatdrio acima € igual a 1,
tem-se

Vw0 < flal* < 1)
Portanto, a interpretacdo dada para a combinacéo linear é de que representa uma

probabilidade marginal de uma fungéo mista de probabilidade
2

Piojzw € N) = Pyjz(x ERu €N) = j 2 ay - W, (x, O dx =
UEN
x€ER
40 2
Z_f Eau'q’u(x,t) dx = 2”%”2
~% llyen UEN

ou seja, quando as funcBes de onda W, (x,t) sdo ortonormais para o intervalo

(—0; +0), entdo ||Xyen au - Pulx, t)||> serd a fungdo de probabilidade
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marginal para os estados representados pelos valores de u pertencentes ao
conjunto N. O conjunto N € um subconjunto do conjunto {u:(u € N*) A
(u < n)} que contém todos os valores possiveis de estados que a particula pode
assumir. Uma vez que u pertence ao conjunto enumeravel N (e por isso é

utilizado o operador somatério), Pjg;z(u € N) sera uma funcdo de

probabilidade (variavel aleatéria discreta). Os coeficientes ||a,||? representam a
probabilidade de encontrar o sistema no estado representado pelo valor de u.

Os coeficientes a,, podem ser determinados a partir da funcdo de onda
do sistema W(x,t) e das fun¢bes de onda ortonormais W, (x,t) das quais se
deseja descrever o sistema W(x, t)

+00 +oo

W)W dx = | Wi t) - [z a, W, (x t)] dx =
® v=1

—00 _

n +00 n
= 2 [av . J Yi(x, t) - W,(x, t)dx] = 2 ay - Oyyp = ay
v=1 -® v=1

+ 0o

a, = W (x, t) - W(x, t)dx

—oo
A combinacdo linear pode ser feita levando em consideragdo um
conjunto infinito ndo enumeravel de solugBes W (x,t) ortonormais entre si,
formando uma base, sendo representado pelo

Wx,t) = Z a, - W, (x0)

u

Os coeficientes a, continuam sendo determinados pela férmula acima
encontrada.

A combinacdo linear pode ser representada também por uma integral
guando se quer combinar um ndmero ndo enumeravel (ou, nimero continuo) de

solugdes
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Uz
Y(x,t) = AlLiLTOZ b, - Au-¥,(x,t) = f b, - ¥, (x,t)du,
U — u

=ay 1

Uy — Uy
Au =

n
Nesse caso b,, representard uma funcdo densidade de probabilidade, uma vez

que u pertence a R. Como as solugdes W, (x, t) serdo ndo convergentes

(Vu € R) <f+oo||‘{’u(x, t)||2dx = +oo>

Deve-se escolher a fungdo densidade de probabilidade b, de forma que o
produto b, - W, (x,t) seja convergente e, consequentemente, ||by - W, (x,t)]|?
também o seja.

Portanto a condicdo de ortonormalidade ndo sera véalida (pois 0 caso em
que os indices sdo iguais requer que a integral resulte no valor 1), mas pode-se
garantir que a integral do produto ¥, (x,t) - ¥,(x, t) continue a resultar em 0

quandou # v
+o0
W (x,t) - W,(x, t)dx = 6(u — v)

em que §(u — v) é a funcéo delta, definida por

. (T, u=v
Mu_v)d:e{o u#v

+ 00

o(u—v)du ¥ 1

— 00

A funcdo de probabilidade sera definida por
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2

?”LPHZ(UEN)=j)”q;”2(x€R,uEN)= f f bu"'Pu(x,t)du dx =
UEN
x€ER
= j[ Jbu~‘}’u(x,t)du] [ Jbv-‘}’v(x,t)dv]dx=
UEN VEN

x€ER

= rJ‘fb{:-b,,-‘{’{j(x,t)-‘}’,,(x,t)dvdudx=

| v
UEN
€

x€ER

= jb{j-bv- f‘}’;(x,t)~‘}’,,(x,t)dxdvdu=

J x€ER
VEN
UEN
= f fb,j-b,,-c?u,vdvdu= fb,j-budu= f||bu||2du
VEN UEN UEN
UEN

portanto ||b, ||? ¢ uma funcio densidade de probabilidade.
4.1.5 Funcdo conjunta de probabilidade

Até o momento foi tratado a interpretacdo da funcdo de onda W(x,t)
como relacionada a probabilidade de se encontrar a particula em um
determinado espaco (P)yy2(x € R;t) = [ _IW(x, t)|[*dx) e também foi
tratado a interpretacdo dos coeficientes a;, da combinagéo linear de fungdes de
onda ortogonais (W(x,t) = Yxen ax - Pi(x,t)) como sendo a probabilidade de
se encontrar um sistema em determinado estado (?”q,”z(k EN) =
ZkENllakllz). Agora suponha que sejam preparados 100 sistemas, e que a

probabilidade de se encontrar o sistema no estado ¥; é de 60%, e de se

encontrar no estado ¥, é de 40%. Uma vez feitas as medicOes, é de se esperar
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que 60 sistemas estejam no estado W¥; e 40 no estado W,. Mas se agora for
medido a probabilidade de encontrar uma particula num determinado espago nos
100 sistemas? Uma vez que j& se sabe quais sistemas estdo no estado ¥; e quais
estdo em W,, basta utilizar o quadrado do modulo para se obter a funcdo
densidade de probabilidade para o espaco, assim a probabilidade de se encontrar
a particula do sistema no estado ¥; numa regido R do espaco sera dada por

Pro, 2 (x € R) = [ |IW1(x, t)]|* dx e para o sistema no estado W, sera dada
por Py, 2 (x € R) = [ IIW,(x,t)||> dx. Suponha que a probabilidade de se

encontrar a particula na regido R é de 30% nos sistemas no estado ¥; e de 80%
nos sistemas no estado W,. Portanto € de se esperar que se encontre a particula
em 18 dos 60 sistemas no estado ¥; e em 32 dos 40 sistemas no estado ¥,.

Para encontrar a fun¢do conjunta de probabilidade que permita calcular a
probabilidade de uma particula estar numa regido R do espago e possua algum
dos estados representados pelos valores pertencentes ao conjunto N. A
probabilidade de uma particula no estado caracterizado pelo valor de u = v estar
numa regido R do espaco num determinado momento, é dada por
Pyz(x €ERu € {v}t) 3

Piwjz(u € {v})

2

Pyz(x € Rlu € {v}t) =

1

=—" a, ¥, (x,t)]|| dx
lla, |1 o

ue{v}
XER

desde que
2
(vv)(lla, |I* # 0)
Nesse caso ndo havera problemas com a ortonormalidade das funges de
onda no conjunto de valores R, pois 0 somatério interno se reduzird a somente

um termo
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a, ¥, t)=a, ¥,(xt)
ue{v}

portanto ndo havera combinacBes entre funcBes de ondas W,(x,t) com
diferentes valores de u, é como se o sistema tivesse sido medido e fosse
encontrado no estado caracterizado pelo valor de u, ou seja, o calculo da
probabilidade sera baseada em uma funcéo de probabilidade condicional, assim

1
Py € Rl € (v)0) = 1 f layll2 - 19, G, DI dx =

XER

- f 1%, Cx, )12 dx

XER

Reescrevendo a formula da probabilidade condicional tem-se

pelo teorema da probabilidade total, tem-se

Piyz(x ER,uEN;E) = Z Prypz( € {v}) - Pyyz(x € Rlu € {v};t) =

VEN

- E [||a,,||2~ fu%(x,t)uzctx]
e XER

Tem-se assim a férmula para a funcdo conjunta para a variavel aleatéria posi¢édo

x e a varidvel aleatéria u que determina em gue estado esta o sistema.
4.1.6 Variavel aleatéria momento linear

Até o momento foi tratado a funcdo densidade de probabilidade cuja
varidvel aleatdria € a coordenada de posi¢do x, mas através da transformacéo de
Fourier, é possivel obter a funcdo densidade de probabilidade cuja varidvel

aleatoria € 0 momento linear p, reescrevendo a fun¢do de onda W(x,t) como

uma soma de funcdes de onda Wy (x,t) = Ak - e“ KX~ para todos os valores
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de K pertencentes ao conjunto dos numeros reais. Portanto a funcdo de onda
pode ser reescrita por

400
W(x,t) = f Ay - el (Kx—wt) i 9)

S

em que K é dado por

2-m

N

sendo A o comprimento de onda, portanto Ay é uma amplitude de onda

K =

associada para cada comprimento de onda. Pela relacdo de De Broglie, tem-se

p:

NS

portanto
= h K=h-K
p_2-7'r -

Lembrando que a funcdo de onda é dada por

I'E-t

Y t)=ypx)-e o
e portanto a fungdo densidade de probabilidade € dada por

I'E-t i-E
h

't
WC, O =9 () - e -px)-e” 7 = [lp)ll?
ou seja, a funcdo densidade de probabilidade ndo depende de t (como

parametro)

Fx () = I[P O)|I?
eparat = 0, tem-se

_I-E-0
Y(x,0) =x)-e_ " =9()

=1

Substituindo t = 0 na equacéo (9), tem-se

+00
P(x) = ¥(x,0) = - f Ay - F K00 g =

V2-m
1

+0oo
= : Ay - e"K*dK
V21 .f_oo
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Realizando a substituicdo de variaveis

( K=£
| h

d
p=h-K=>1dp=h-dK<:>dK=?p

K-> +tooeop->+o0
k K-> —-—0wso K-> —ow

portanto

1 + )
. Ap - eVKXdK =
V2'7T —00 K V

De acordo com a transformacéo de Fourier, a amplltude Ay é dada por

Yx) =

+00 ' +0oo . px
- ) Ce~ KX gy — ) e VR
A = ] Yx)-e dx ] Yx)-e " hdx
ou seja
l/)(x)—\/_ J \/_ ¢(x') e i"—x' x'].el‘%.dfp:

400

px’ .
P(x') - e_L'de’] e hdp

!
=4,

\/ﬁ JM[W

em que a expressao entre colchetes € considerada pela transformagdo de Fourier

P
como sendo a amplitude 4}, da funcéo de onda e * = cos (ph ) +i-sen (phx)

*¢a probabilidade de se encontrar a
particula no estado definido por tal fungao de onda. Como Aj, é uma funcéo

dependente de p somente (uma vez que a integracdo é em x', portanto “elimina"

a variagdo por x'), tem-se que ||4;, || é uma funcio densidade de probabilidade

para 0 momento linear, assim, Ay, passara a ser denominada pela funcdo de onda

o)
+00 !

1 _px
o) =4, =—m- Y -e "R dx
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A funcéo de onda dependente do tempo é dada por

_LEt
o(p,t) =¢p()-e *

A funcdo densidade de probabilidade para 0 momento linear serd dada
por
Floniz @) = llo@II* = o* (@) - (p) =

1 400 —i-p‘—x, *
=[—m'f pe-e d]

1 oo _jpxl
e [ e e -
1 +00 x! +00 !

;P . pX
Pr(x') e h dx'- P -e "R dx"

—00 —

=2-T[~fl.

A funcdo de probabilidade sera dada por

Ploiz(p €R') = f llo@)II*dp
PER’

Cujo espago amostral é

Q = {w:w é o momento linear p que a particula pode assumir}
e variavel aleatoria definida por

P:Q-R

O momento linear pode assumir tanto valores positivos como negativos. O
momento linear p é definido por m - v, como a massa m sO assume valores
positivos, entdo é a velocidade v que assumird valores positivos e negativos. A
interpretacdo para valores negativos de v é 0 mesmo dado na Fisica Classica, ou
seja, a particula estd viajando no sentido contrario (no caso unidimensional,
positivo é definido por viajar para a direita e negativo é viajar para a esquerda,
por exemplo).

Note que a variavel aleatoria momento linear p é obtida através de uma

‘derivada com relacdo ao tempo (um operador), portanto ndo se pode utilizar a
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técnica de transformacdo de varidveis aleatdrias, pois esta consiste em fungoes

de varidveis aleatdrias, e ndo de operadores.
4.1.7 Valor esperado da posicao

O valor esperado da quantidade posi¢do 7 = x (caso unidimensional), é

dado por

+ 0o

(xX) & Eye(x;t) = f x - ||W(x, O)||%dx

—0o0
em que a varavel posicdo x é a varidvel aleatdria e a varidvel tempo t € tratada
como parametro. Portanto o valor esperado da posi¢do x sera uma funcdo do

tempo t.
4.1.8 Momento linear

A quantidade momento linear é definida na mecénica cléssica por
p = m - v. Na mecanica quantica sera

(p) £ m-(v)
e a partir do valor esperado da quantidade posicdo x, define-se o valor esperado

da velocidade por

def d d
(v) = a(x) = Egnlpuz(x; t)
portanto, o que se define por valor esperado da velocidade € na realidade a
derivada do valor esperado da posi¢ao £y 2 (x; t) em relagdo ao tempo t. Pelo
fato de que a densidade de probabilidade ||¥(x,t)||? é funcdo de duas variaveis
independentes (x e t), ndo faz sentido calcular a derivada %, pois é nula,

portanto
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dx o dx 5
Eprwi? (E:t) = j_w - PG 0liPdx =0
=0

Também ndo faz sentido o valor esperado de um operador, pois operadores ndo
assumem valores.

Continuando os calculos, tem-se

+ 00

(v) = df+°° 1w, 0)12d —f 9 e, Ol2d
v _dt _Oox X, X = X at X, X

Como calculado anteriormente (na se¢do Independéncia do Tempo para a
Probabilidade de Q)

0 19z )2 = i-h 0 W 0) o¥(x,t) o¥*(x,t) Wt
ot % Ol = 2-m Ox X 0x 0x %)
Substituindo na definicdo de momento, tem-se
(v) = J+°° i-h 0 W e ) 0¥ (x,t) 0¥*(x,t) Wi, o) dx =
V= _oox 2-m ox X ox ox X x=
_i-h te 9 W (¢ ¥ (x,t) J0¥*(x,t) weeo|d
T 2-m oox ox %) ox ox X X

Realizando a técnica de integragdo por partes [u-dv=u-v—[v-du e

denominando u e dv por

u=x
d 0¥Y(x,t) o0¥Y*(x,t)

dv =—|¥"(x,t) - — -W(x,t)|-dx
dx d0x 0x

~ . . , . . ~ . ~ d
entdo a diferencial du é obtida realizando-se a operacédo de derivagédo d—z

du_d()_1

du = dx

e a funcéo v é obtida realizando-se a operagéo de integragéo [ dv

J dv = J % [‘*’*(x, p LD IVEY e ) ax

0x 0x
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0¥ (x,t) 3 o¥*(x,t) ‘

v=Y¥(xt)- 9% e Y(x,t)
Substituindo tem-se
+00
f udv =
1Xx—>+00
¥ (x,t) 0¥ (x,t)
=|x-[P*(xt)- - “W(x,t) +
Ox Ox
dx—>—00
+ oo _
0¥Y(x,t) o0¥*(x,t)
— Y (x,t) - — -W(x, t)|dx
ox ox ]

Calculando os limites tem-se

lim {x-[‘l‘*(x,t)-a‘y(x't) WD iy t)]}

x—t0o ox ox

Calculando a derivada aa_x [P (x,t) - P(x, t)], tem-se

0¥ (x,t) N dV*(x,t)

d
—[P*(x, t) - P(x,t)] = P*(x,t) - 9% Fy

dx
Integrando com relagéo a x, tem-se

Y(x,t)

f%[‘{’*(x, t) - W(x,t)]dx = Y*(x,t) - P(x,t)

f% [P*(x,t) - P(x, t)]dx =

= f‘{’*(x, t)- aq}(gj 2 dx + IM-‘P(J@ t)dx

0x
portanto,
f‘*’ o a‘l‘(x t) x+f%(xx’t)-‘{’(x,t)dx=‘P*(x,f)"}’(x'f)
Jalpa(;’ ) “W(x, t)dx =¥ (x,t) - P(x,t) — J Y (x, t) - ¥ ) dx

Realizando a integracdo com limite inferior tendendo a —co e limite superior

tendendo a +oo, tem-se
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+00

oP*(x,t)

— - Y(x,t)dx =
Ox

[oe]

0¥ (x,t)

d
ox X

=[P (x, 0) - W(x, 017313 —j Yr(x,t) -

[P(x, t) - Plx,)]X3t2 =0 = lirll Y(x,t)=0
x—+oo

portanto,

+00 +oo
Ov*(x, t) 0¥ (x,t)
— - Y(x,t)dx = — Y*(x,t) - dx
dx 0x

[oe]

Substituindo os resultados na integral f_J'OZO udv, tem-se

fmu P j [l{,* 6) WD WD o o ax -

ox 0x

+00 +oo
0¥ (x,t) W™ (x,t)
=— Y (x,t) - dx — —— - Y(x,t)dx| =
0x 0x

+00 +0oo
B Wt 0¥ (x,t) p W (xt 0¥ (x,t) p B
- (xr ) ax Ve xr ) ax X -

+00
0¥ (x,t)
=-2- Y*(x,t) - dx
0x

Portanto, o valor esperado da velocidade sera

+00
i-h [T i-h ¥ (x,t)
(v) = f udv = =2 Y (x,t) - dx| =
2-m dx

2-m

— 00

+00
=i h W (x,0) 0¥ (x,t) p
T om © 0x x

Usando da identidade i =1 = —i, tem-se
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+0
h 0¥ (x,t)
(v) =——- Y*(x,t) - ———dx
i-m 0x

Substituindo na definicdo de momento linear da mecénica quantica, tem-se

h JM AW (x, )
p)=m-(v)y=m-——- W (x,t)  ———dx =
lL-m Ox

+00 +00
_h W (xt 0¥ (x,t) dx = — h 0¥(x,t) dx =
i %) ox x= *x0) [ ox x=

to h o
= Y(x,t) = —Y¥(x,t)dx
i Ox

—00
Portanto, o valor esperado do momento linear é dado por

+ oo

h 0
(p) = ¥ (x,t) -?-a‘{’(x, t) dx
=p

—00

Portanto para se obter o valor esperado do momento linear, basta colocar o
hoa . . n ~
operador P (denominado operador momento linear p) entre as funcGes

P*(x,t) e P(x,t)
+o00

(p) & Y*(x,t) - p¥P(x, t) dx

ou se for obtido a fungéo densidade de probabilidade do momento linear, entdo
poder-se-a definir o valor esperado do momento linear p da forma como é feita

na Estatistica, ou seja

(D) & &1, () = f p - llo@II2 dp



114

4.2 O oscilador harmdnico simples

O oscilador harménico consiste em uma particula de massa m
executando um movimento unidimensional, estando sujeita a uma forca elastica
descrita pela lei de Hooke

d?x(t)
F(t)=m- 12 = —k-x(t), k e R%, m € R}
o sinal negativo na equacdo indica que a forca F(t) é contraria a0 movimento,

ou seja, se hd um deslocamento da particula para um sentido, entdo a forca
apontara para o sentido contrario. A solugéo é

x(t) =A-sen(w-t)+ B -cos(w - t)
em que a frequéncia angular w (quantidade que se refere a velocidade com que

se completa um ciclo) é dada por

k
w ol —
m
e as constantes A e B sdo dadas por
1 [dx(t)
A=—- 7 , B =x(0)
w t =0
A energia potencial é dada por
1
Ep(x) =E-k-x2

4.2.1 Distribuicéo de probabilidade do oscilador harmonico simples classico

Considerando o oscilador harménico simples dado pela mecénica

classica e adotando
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A==
w

1 [dx(t)
' [ dt

] =0, B=x(0)=x,#0
t=0
ou seja, partindo do repouso e de uma distancia |x,| do ponto de equilibrio, a

equacdo do oscilador harmdnico simples toma a forma

k
x(t) =x9-cos(w-t) =xp-cos| [—-t
m

(o mesmo efeito da condi¢do de repouso também pode ser obtida a partir de
uma translacdo na variavel tempo)

Agora suponha que este sistema estivesse num laboratério e dado inicio
num determinado momento, e que houvesse um cronémetro que fora acionado
nesse momento. Mas e se alguém entrar no laboratério e avistar o sistema, qual
seria a probabilidade de encontra-lo numa posi¢do x? Nesse caso, 0 tempo se
torna uma variavel aleatéria que transcorre de maneira continua e linear. Como o
sistema possui um movimento oscilatorio, pode-se considerar somente um
periodo, pois a probabilidade do sistema se apresentar na posi¢do x(t + T) -
onde T é o periodo - deve ser a mesma que em x(t), pois possuem a mesma
configuracdo, mas se for considerado somente a posi¢do, entdo pode-se
considerar somente meio periodo, ja que de uma posi¢do x(T — t) para uma
subsequente, o sistema migra com uma velocidade de valor idéntico a x(T + t),
s6 que de sentido contrario, em outras palavras, o sistema permanece no
intervalo compreendido por x e x + dx a mesma quantidade de tempo quando
passa do que quando volta.

Portanto considere o seguinte intervalo de tempo

1 1
3 T<t< 5 T
essas consideracfes sobre o intervalo a ser adotado é para que a funcéo x(t) seja
bijetiva, atendendo a exigéncia para que se possa aplicar a técnica da

transformacdo de variaveis aleatorias.
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Uma vez adotado o intervalo de tempo adequado, agora passa-se a
consideracdo de que o tempo transcorre de maneira continua e uniforme,
levando entdo a conclusdo que a funcdo densidade probabilidade que se amolda
no problema de alguém entrar no laboratério e avistar o sistema num

determinado tempo é a distribuicdo uniforme, ou seja

§O = bunc (65 15 1) = ) = 1

2 ™3 7.,1_(_%.,1)‘7[—%%1@=

1
=—- T T (u)

m %3]
em que #yn; (t;a,b) é a fungdo densidade de probabilidade uniforme com
pardmetros a e b.

Obtendo-se a funcéo inversa x("1(¢t) = t(x), tem-se

k m X
x(t) =xg-cos| |—-t|etlx)= /— - arc cos (—)
Jm k Xo

Derivando-se a fungdo inversa t(x) tem-se

cujo grafico € dado a seguir
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Graficol Densidade de probabilidade para o oscilador harménico
simples cléassico

4.2.2 Solucdo do oscilador harménico simples quantico pelo método

algébrico

Na literatura encontram-se duas abordagens para se resolver o oscilador
harménico simples quéantico. Uma utiliza-se das séries de poténcias para resolver
a equacdo diferencial. A outra abordagem utiliza-se de uma engenhosa técnica
algébrica, usando os operadores de criacdo e aniquilacdo. A abordagem que sera
adota serd a técnica algébrica.

Escrevendo a equacdo de Schrddinger para o oscilador
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—.—-—+—-m~w2 x2-YP(x) =E-yP(x)
ou, de outra forma
1 [ dy , B
— |G =) oo ]wm —E-p()
A ideia concentra-se em reescrever o termo dentro dos colchetes partindo da
ideia da seguinte equagdo para nimeros complexos
u+i-v)-u—i-v)=ut—-i-u-v+i-v-u—i2-v?=
=u?+v?+i-(v-u—u-v)
mas como u e v s&o nimeros, entdo eles comutam
u-v=v-u
assim chega-se a
u+i-v)-(u—i-v)=u?+v?
Porém deve-se lembrar que dentro dos colchetes hd o operador d/dx, e
operadores geralmente ndo comutam, como é este caso. Entretanto esse fato ndo
é um impedimento para se poder utilizar a idéia, comecando por definir os

seguintes operadores

A 1 (hd
a_ = Z.m.(?-a_l.m.w.x),
A 1 (hd
a, = —Z_m-(?-a+l-m-w-x)

Aplicando o produto a_a, sobre uma fungéo, tem-se
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(@-a,)f(x) =

= 1 .(E.i_l m-o - x)-;-<ﬁ-i+i-m-w-x>f(x)=

V2-m \i dx V2-m \i dx

1 h d h d
=m~(7-a—i~m-w~x) [l ];(x)+1 m-w-x- f(x)]
_ 1
T 2m

h% d? d d
-{i—z-%m-m-w-[é-f(x)”.%]_h.m.w.x.

df (x) _
v +m2~w2-x2~f(x)}—

1 .{hz d2f(x)

2-m |i2 dx2

+f1-m~w-f(x)+m2-a)2~x2-f(x)}=

1 h*  d?
=T i—z-dx2+h m-w+m?-w? x?)f(x)

descartando a funcgéo de teste, usada para achar o produto @_a,, tem-se

. 1 (r® d* ,
a_a+=m- i_Z'E-{_hm w+m? w? x?|=

1 h? d? 1
= .<—. +m2.a)2.x2>+_.h.w

2-m \i? dx? 2
Comparando a equacdo de Schrodinger para o oscilador
LAY 002w = £ i)
T I m-w-x)°|Yx)=E - -Yx

2-m
com a equacdo do produto a_a.,
1 hod\? 1
a_a, =——- (Ta) +(m-a)~x)2]+§-h~w
verifica-se que sé diferem por um fator % h - w. Reescrevendo a equacdo para 0

oscilador harmonico



120

1
(a-a -5 0)p@ =@
Alterando a ordem dos fatores @, e a_, e aplicando numa fungéo f(x), tem-se
(@,a-)f(x) =
1 h d 1 h d
= ~(—~—+l m-w- x)~—~(—_~——i-m~a)-x>f(x)=

T V2om \i dx Vv2-m \i dx
1 (h* d?
“2om \iZ homew+m® - w2 | f(x)
descartando a funcgéo de teste, usada para achar o produto @, a_, tem-se
. 1 (r® d* ,
a+a_=m- i_z.ﬁ_h m-w+m? w? x?|=
1 (h d) +( ) 1 5
T 2-m i dx mewnx 2 @

e assim, também pode-se escrever da seguinte forma a equacdo de Schrodinger

para o oscilador harménico
1
(a+a_ +oeh a))l/)(x) —E-p(x)
Aplicando o comutador sobre os operadores d_ e a,., tem-se

[a_, a+]_ - a_a+ - a+a_ -

=h-w
Agora, mostra-se que se ¥ (x) satisfaz a equacdo de Schrodinger com

energia E, entdo pode-se afirmar que a,y(x) também a satisfaz, mas com

energia (E + h - w), ou seja
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(a+a_ + % h- a)) (6, 9(x)] = 8,88, h(x) + % hew-a,p@) =

1-h-w-€l+)1/)(x)=a+(a—a++%'h'“’)¢(")=

=(a,a_a, +=
(+ 2

—a, |a_a, v + % hew- ¢(x)] -

[ 1 2
—a, _a_a+¢(x)—E-h~w-¢(x)+§-h-w-¢(x)] -

[ 1
—a, (a_a+ -5 h-w)lp(x) +h-w-¢(x)] -
=0, [E-y()+h-w- P =E-a,p0) +h-w-a,px) =
=(E+h w)-apx)
Da mesma forma, se (x) satisfaz a equacdo de Schrddinger com energia E,

entdo pode-se afirmar que a_y(x) também a satisfaz, mas com energia (E — -

_[&+&_+%-h-w-¢(x)—h-w-1p(x)]=

I
[N

=d_[(d+€l_+%-h-w)1/)(x)—h-w-1p(x)] -

=a_[E-Y(x)-h-w- Y] =E-a-ypXx)—h-w-a_px) =
=(E—-h- wa_ypk)
Aplicando novamente o método, pode-se afirma que @, a,y(x) também

satisfaz a equacéo de Schrddinger, mas com energia (E + 2 - 2 - w), OuU Seja
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“h- w) aYyx)+hw- &+1/J(x)] =
“h- w) aYxX)+h-w- dg,b(x)] =

1
0,80, +5h- o &+)1/)(x) thow- a+¢(x)] -

%-h-w-)¢(x)+h~m-¢(x)]}=
1

=€l+€l+{[(d_€l+—2-h-w-)1/1(x)+h-w-t/1(x)]+h-w-w(x)}=

A aldlE- vy +h o Yp@]+h o PpH)}=
=a,a. [E-Yx)+2-h-0-Ypx)]=(E+2 -h w) dap(x)

Da mesma forma, pode-se afirma que a_a_y(x) também a satisfaz, mas

comenergia (E —2 - A - w), OuU seja
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w) ayx)—h-w- &_w(x)] =
w) a_yx)—h - w- d_v,b(x)] =

A ~ ~ 1 A a =
a_a,a —E-h-w-a_)lp(x)—h'w'a—lp(x)]_

=a_la [(a+a_—%-h-w-)¢(x)_h.m.¢(x)]}=

I
Q
[EnN

{[( +§'h“*")l/)(x)—fl-w-z/1(x) —h-w-z/)(x)}=

=a-a{[E-yx)-h w-Yp@®]-h 0 -PpH)}=
A_a_[E-Yy(x)—2-h-w-yx)]=(E -2 -h-w)-a_a_yp()

O operador a, chama-se operador de criacdo, pois ele cria um quantum de
energia (quantidade discreta de energia) a cada vez que é aplicado. E o operador
a_ chama-se operador de aniquilacao, pois ele aniquila um quantum de energia a
cada vez que é aplicado.

Aplicando o operador de aniquilagdo, recursivamente, chega-se a
situacdo em que a energia comeca a se tornar negativa a partir de um ponto, o
que ndo pode existir, e neste momento o mecanismo falha. Assim tem-se um

nivel que é o mais baixo chamado por ¥, (x), onde

a_o(x) =0
isto significa que
1 h d
dpo(x) m-w dpo(x) m-w

P ~x~lp0(x)<:)¢0(x)—— - -x - dx
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m-w o omw
_f P -x-dx@hl(ll)o(x))__z.fl

dipo(x) _

Do) e

m-w-x?

Yolx) =Ag-e  2h
Determinando o valor da energia para essa estado tem-se

1
(@ +35 1 0) o = Eo - o)

1
Ay a_o(x) + 3 h-w-Po(x) = Ey-Po(x)
=0

1
E.h-(u-ll)o(x)=E0'l/)0(x)
1
Eozz'h‘w

Agora simplesmente aplica-se o operador de criacdo para se encontrar 0s

estados excitados

_mw-x? 1
Yo() =A—n-(@)e” zh , E,= ("+§)'h"‘"
A = (m : w)%‘ ="
° m-h/ o nl(h-w)n
ou de outra forma
1
_Mm-wN\z 1 ' _52_2 e
l/)n(x)—(n__h) .m'q;HeT.(fln).e ) f_ fl 'x’
f
w= |—
m
em que B (&;n) é o polinbmio de Hermite, dado por
sJ:;Her.(f; 0)=1
2 dTl 2
‘BHer.(f; n) = (1" et ‘d_fn(e_g )

e funcdo densidade de probabilidade condicional dada por

Bz 1) = i CO|I?
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Para 0 estado com n = 0, tem-se

1 x
27 R
2 m-w _mw 2 e 2mw
FrpprxIin=0) = [P, 2 = [——-1-e" & © =
m-h %
2.m: 2-m-w
ou seja
B Celn = 1) = form (5505 = vorm, (530, ——)
2{(X|n = = x; 0, = x; 0,
[l Norm. 2 m- o Norm. > vk

em que Fnorm (X; 1, 02) € a funcdo densidade de probabilidade normal, com
média u e variancia a2. Como foi visto, através da distribuicdo normal observa-
se 0 valor minimo para o principio da incerteza entre as quantidades posicéo e
momento. Obtendo-se a funcdo densidade de probabilidade da quantidade
momento linear (através da transformacdo de Fourier, como foi visto
anteriormente), pode-se comparar o comportamento das duas funcGes
densidades de probabilidade (para posicdo e para 0 momento linear) para
observar como a variacdo do parametro k, variando desta forma a variancia. A

funcdo de onda para 0 momento é dada por
1

_( 1 )Z (=" e R
(pn(p)— m-w-m7-h m s131-[(31'(p'n) e , p_m'
k
w = [—
m

com funcao densidade de probabilidade para n = 0 dada por

1 _ p?
Flonz@In =0) = lle,@II* = /m L-e moh=

14
mw-h
e 2

Nowrs mTwh

N

-1
2
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portanto

‘w-h vm k- -h
#”(P”Z (pln = 0) = #Norm. (p; 0, mTw) = ﬁ'Norm. <P: 0, mT>

A seguir sdo comparados os graficos de ambas as densidades de

probabilidade
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Graficos das funcbes densidade de probabilidade para o
harmoénico simples quéntico no espaco de

coordenadas (gréficos a esquerda) e no espaco de
momentos (graficos a direita) com valores de k crescentes

(de cima para baixo)
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Grafico 3  Grafico dos cinco primeiros niveis da funcdo de onda do
espaco das coordenadas do oscilador harmdnico simples e
grafico da energia potencial (parabola)
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Gréafico dos cinco primeiros niveis da funcdo densidade de
probabilidade da variavel aleatoria espago do oscilador
harménico simples e grafico da energia potencial
(parébola)
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Grafico5  Grafico do centésimo nivel da funcdo de onda do espaco
das coordenadas do oscilador harménico simples

20x10%

1.5x10%

Lox10%f

; ““lu|l-l.|..|.|:; o AR

~0.00001 -5.x10"% 5.%x10°% 0.00001

Grafico 6  Grafico do centésimo nivel da funcdo densidade de
probabilidade da varidvel aleatoria posicdo do oscilador
harménico simples
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Gréfico 7 Gréfico do centésimo nivel da funcdo de onda do espago
dos momentos do oscilador harménico simples
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Gréafico 8  Grafico do centésimo nivel da funcdo densidade de
probabilidade da variavel aleatéria momento do oscilador
harmdnico simples
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4.3 O atomo de hidrogénio

Primeiramente utiliza-se do método de separacdo de variaveis, para
encontrar a solucdo da equacdo de Schrodinger, que se trata de uma equacao
diferencial parcial. Esse método consiste em substituir a fun¢do em questdo pelo
produto de duas ou mais fung@es, cada uma das fungdes serd dependente de uma
variavel, sendo as varidveis independentes entre si. Aplicando na funcéo de onda
tem-se

Y@ O =y9@ - f(©)

substituindo essa equacdo na equacdo de Schrodinger, tem-se

e O R b 4 B ()
iR W) o =~ f(O) - VY@ + B - (@) £

Considerando o potencial Ep(#) como funcdo somente da posicdo, e isolando

em cada membro as fun¢des dependentes do tempo e da posicao
1 df(e) h?
f@®&) dt  2-m Y@

Como o primeiro membro esta em funcéo de ¢ e o0 segundo estd em funcéo de 7,

i-h- V2Y(#) + Ep(¥)

tem-se que a igualdade s6 pode ser satisfeita se ambos os membros forem iguais
a uma constante, pois as varidveis sdo independentes, ndo se pode ter em
nenhum dos membros nenhuma varidvel, sendo ou deixariam de serem
independentes (caso em que se tem uma fungdo dependente do tempo no 1°
membro e uma dependente da posi¢do no 2° membro) ou ndo seriam variaveis
(caso em que se tem em um membro com uma funcdo dependente de uma das

coordenadas e o0 outro membro igual uma constante). Assim, tem-se
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( 1 df(o)
i-h-— —-=F
2 2 2\ —
[;Zmdﬁvam+@@—E

Reescrevendo a primeira equacdo do sistema de equacgdes (10) (a

equacdo dependente somente do tempo t) tem-se

. @)
th—Ef(t)

gue é uma equacdo diferencial de primeira ordem, cuja solucdo ¢é dada por
E-t

f@)=e" "
Reescrevendo a segunda equacdo do sistema de equacdes (10) que é

dependente somente das coordenadas espaciais 7, tem-se
1
——-—F-Vzw,b(F) +Ep(¥) =E (11)

Normalmente o potencial Ep(7) é uma funcdo que depende somente da
distancia da origem, assim, é comum utilizar-se de coordenadas esféricas para se
encontrar uma solugdo para a equacdo de Schrédinger. O laplaciano V2, nas
coordenadas esféricas, toma a forma

O O Y PR S W

r2 or or) r?-sen¢ 0d¢ 0p) r?-sen?¢ 062

em que r é o comprimento do vetor 7, ou seja

r =7l
Passando a utilizar as coordenadas esféricas também para a funcdo de
onda independente do tempo e realizando o método de separacdo de variaveis,
tem-se
Y(r,0,9) = fr(r) - fr(6,9)
substituindo essa equacao e o laplaciano em coordenadas esféricas em (11), tem-

Se
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—h?
2-m-r2
de(T) fr(r) 0 afy(e @) fR(T)
{W 2 _[ ] sen b a¢>[ ne: tenzg
0%,(6,9)

302 }+ Ep(r,0,9) - fr(r) - fy(0,) = E- fr() - fy(6, )

Reescrevendo de forma a isolar toda funcdo em relagdo a varidvel r no primeiro
membro e no segundo membro funcBes em relacdo as varidveis angulares

1 2. dfr(r) 2-m-r2
fR(r) dr dr h2

: [EP(rl 9,¢) - E] =

' 2 [qeng SO 1 02 (6,9)
~ fy(6,¢) (sen¢ ¢ o) sen2¢p 062
entéo,

1 2 dfp () Z-m-r2
fr(r) dr dr h?2

1 B R (G I S 1CX O\ I
fr(6,¢) (sen¢ 0¢ 10 sen? ¢ 062 -
=0 0+ 1)

A escolha da constante € - (£ + 1) facilitara a resolucéo das equagdes.

(13)

4.3.1 Equacéo angular

Aplicando novamente o método de separacdo de varidveis sobre a
equacdo (13), tem-se
fr(0,¢) = fo(0) - fo ()
1 d dfe(9)
- sen - .
@ " ap [P Tag

1 d¥fe(8)
" fo(6)  de?

+4-(#+1)-sen®¢p =
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Usando como constante de separacdo m? (ndo é a massa m da particula, a

massa esta presente na equacao radial)

L 4 o (d) . .sen? @ = m?2
7o) sen ¢ P sen ¢ 4P +4-({+1)-sen“p=m (14)
1 d*fe(6) _
@ ez - (15)
De (15) tem-se a seguinte solucdo
fo(6) = e ®

A equacdo (14) possui como solucdo o seguinte polinémio
fo(Pp) =A- ‘BLeg_(coscf);{’,m)
em que Pyeg (§;¢,7) trata-se do polindmio de Legendre associado, descrito

por

(1- 52)% dm+t
24 . P .d€m+{’ [(52—1){7]. €N, m €N

S‘BLeg. &tm) =

4.3.2 Equacéo radial

Fazendo a seguinte substituicdo em (12)

u(r) =7 fr(r) (16)
tem-se
h?  d?u(r) hz £-(f+1)
o T B A ‘u(r) =E-u(r) 17)

que é chamada de equacao radial. Observe que m na equacao radial representa
massa da particula, enquanto que na equagdo angular m (letra m no estilo
cursivo) representa 0 nimero quantico.

A energia potencial para o &tomo de hidrogénio é dada por

Qe- 1

4-m-gy T

Ep(r) = —
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que representa o campo elétrico, em que Q.- € a carga elétrica do elétron e, ¢,
é a constante da forca elétrica. Note que a energia potencial € inversamente
proporcional a distancia r que separa o elétron do nucleo. Substituindo a

equacdo da energia potencial para o &tomo de hidrogénio em (17), tem-se

% d%u(r) Q- 1 h?> ¢-(¢4+1
2-m dr? [_4-n-so';+2-m' r2 ]-u(r)—E-u(r)
Reescrevendo sob a forma
d?u(r) [1 2 £-(£+1)
AR Bl T i I 18
em que
v —2-m-E .02
sz—m’ p:Z.K.r’ A m Qe (19)

h =4-7T~50-h2~1c
Fazendo a analise do comportamento assintético de (18) descobre-se que

parar — +oo, leva a solugdo

_p
u(p) =A-e 2
e parar — 0, leva a solucéo

u(p) = C-p**!
Definindo a fungdo u(p) como

p
u(p) = p™*t-ez - v(p)
e substituindo em (18), chega-se em

d?v(p) dv(p)
p-d—p2+(2-€+2—p)-W+(A—€—1)-v(p)=O

cuja solucdo é dada por
v(p) = Prag(p;1+4,2-£+1)
onde
S (=1 - (n+ k)

Brag (&1, k) & 2 D
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denominado polindmio de Laguerre associado. Substituindo a solucgdo

encontrada na defini¢do da funcdo u(p), tem-se

u(p) = p* €8 Brag(piA+£,2-£41) (20)
Entretanto, A - definido em (19) - deve ser um inteiro, para isso, tem-se que
L___m: 1
" 8-m2-h%-g2 m?
resultando na quantizacdo da energia. Finalmente, substituindo (20) em (16),

obtém-se

_r (27 2.7
folrin, €) = e ”‘“'<n-a) sBLag( 8,2 e+1)

onde
4.1 g h?

a=
m- Q5-

4.3.3 Normalizacéo

A condicdo de normalizacdo para a funcéo de onda é dado por

fjj G, 6, 9117 - 72 - sen ¢ dr do dep =

2
- f f2@I? - r2dr f f 1 (6, $)[12d6 dop = 1
0

sendo mais conveniente a normalizag&o individual de fz(r) e fy (6, ¢)

f IfoII? - 72dr = 1
0

T 2T
f f 1 (8, $)I1% - sen d6 dgp = 1
0 0

A funcgdo angular ja normalizada toma a forma
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2-04+1 (£—|m)!
4w (+|mD

elmt. PBreg (cosdp; £, m),

fY(H' ¢i 1,0,4/}1) = S(m) \/

1, m<0
e(m) = {(—1)M, m>0

e a funcdo radial fica da seguinte forma

fr(@) =
3 _ - 1) r N
o o

2-r

A funcdo de onda devidamente normalizada para o &tomo de hidrogénio

é dado por
Vem (1,0, 0) = fr(r) - fy(6,9)
e a funcdo densidade de probabilidade é dada por
2
Bz (0,831, £,1) = [[th1,0, (6, D)

com probabilidade dada por
Piyi2(r € R1,60 € Ry, ¢ € R3|n, £, m) =

f lw(r,6,p)||> 72 -send dr d d¢

J Tr€R,
$ER;3

emque r, 6 e ¢ sdo as varidveis aleatdrias reais
r =0, 0<6<2-m, 0<¢p<m
As variaveis n, £ e m (que definem o estado do sistema) podem ser
tratadas como aleat6rias, mas neste caso serdo tratadas como valores ja
observados, como no caso de probabilidade condicional, quando um

determinado evento ja ocorreu, ou seja, 0 estado do sistema ja foi determinado,
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portanto ndo serd abordado a constru¢do de uma fungdo de probabilidade
conjunta para as variaveis n, £ e m, portanto considere-as como parametros.

A seguir tem-se os gréficos para a densidade de probabilidade do 4&tomo

de hidrogénio.

Grafico9  Graficos bidimensional (a esquerda) e tridimensional (a
direita) da densidade de probabilidade do orbital do a&tomo
de hidrogénio com numeros quanticos: n=3, £=0 e
m =0
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Grafico 10 Graficos bidimensional (a esquerda) e tridimensional (a
direita) da densidade de probabilidade do orbital do 4&tomo
de hidrogénio com ndmeros quanticos: n=3, £=1 ¢
m =0

Grafico 11 Graficos bidimensional (a esquerda) e tridimensional (a
direita) da densidade de probabilidade do orbital do 4&tomo
de hidrogénio com numeros quanticos: n=3, £=1 e
m=1
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g J’__;‘,

Grafico 12 Graficos bidimensional (a esquerda) e tridimensional (a
direita) da densidade de probabilidade do orbital do 4&tomo
de hidrogénio com ndmeros quanticos: n=3, =2 ¢
m =0

< JE

Grafico 13 Graficos bidimensional (a esquerda) e tridimensional (a
direita) da densidade de probabilidade do orbital do 4&tomo
de hidrogénio com numeros quanticos: n=3, £=2 e
m=1
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Grafico 14 Graficos bidimensional (a esquerda) e tridimensional (a
direita) da densidade de probabilidade do orbital do 4&tomo
de hidrogénio com ndmeros quanticos: n=3, =2 ¢
m =2
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5 CONCLUSAO

Na literatura encontrada na Mecanica Quantica, frequentemente
encontra-se uma abordagem mais fisica do que estatistica, e portanto detalhes
como a classificacdo das variaveis em variaveis aleatorias e em parametros,
encontradas na Estatistica, ndo sdo levadas em consideragéo, o que pode levar a
uma confusdo com relacdo ao que é considerado pardmetro ou varidvel na
Fisica. Um esclarecimento melhor € necessario para se poder utilizar
corretamente as propriedades obtidas na Estatistica.

Utilizando-se do formalismo encontrado na Estatistica, pbde-se
encontrar a fungdo conjunta de probabilidade, que possibilita emcontrar as
probabilidades envolvendo mais de uma variavel aleatoria a partir de fungdes de
probabilidade marginais. Na literatura de Mecénica Quantica as funcbes de
probabilidade marginais estdo presentes, apesar de ndo estarem explicitamente
classificadas como tal, mas ndo é encontrada a formalizacdo para se encontrar a
partir das marginais a funcéo de probabilidade conjunta.

Com relacdo a definicdo de valor esperado da quantidade fisica
momento linear, esta diverge da definicdo de valor esperado na Estatistica,
porém foi possivel demonstrar que é possivel reescrever as fungdes densidade de
probabilidade de forma que a variavel aleatéria posicao foi trocada pela variavel
aleatoria momento linear, através de uma transformacdo de Fourier,
possibilitando o célculo do valor esperado do momento linear da mesma forma
como é calculado na Estatistica. Esta demonstracdo foi uma contribuicdo desta
dissertacdo, pois ela ndo é encontrada na literatura pesquisada, porém a
transformacdo de Fourier é mencionada, mas sem a demonstracao.

Esta formalizacdo encontrada nesta dissertacdo esta longe de abranger

toda a Mecénica Quantica, mas trata-se de uma abordagem inicial a este vasto
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campo. Esta explicitacdo dos conceitos nativos da Estatistica ja tem sido também
encontrada em trabalhos recentes de diversos fisicos, como em Griffiths (2001),
gue demonstram ndo ser necessario um novo calculo de probabilidades, como
haviam propostos alguns outros fisicos, visto em Pitowsky (1989) (que apresenta
a probabilidade quéntica), sendo somente necessario uma melhor formalizacdo
da Mecanica Quantica com respeito as defini¢des estatisticas, para que nao haja

conflitos.
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