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RESUMO

Para a hipétese de esfericidade com varidncias homogéneas e iguais a um, propde-se o estudo

de oito testes para verificar a robustez quanto a alta dimensionalidade dos dados, a assimetria
da distribui¢do e também quanto a presenca de outliers. O teste da razdo de verossimilhangas
se degenera quando p > n pelo fato da matriz de covaridncias amostral ser singular, e, por esta
razdo, introduz-se o estudo do teste baseado na estatistica de teste W, proposta por Ledoit e
Wolf (2002), a qual € robusta quando p > n, e de suas modificacdes, em que se substitui a
matriz de covariancias pelo seu estimador robusto comedian (WAsR), sua versao Monte Carlo
(WMC) e amodificacdo da versdao Monte Carlo (WMCR). Estuda-se também o teste da razdo de
verossimilhancas com a estatistica de teste modificada, seguindo o mesmo critério da estatistica
W: LRTAsR, LRTMC e LRTMCR, nesta ordem. As distribui¢des utilizadas sdo a normal, a
log-normal, a ¢t de Sudent com v =5 e também com v = 30 graus de liberdade e a normal
contaminada, para avaliar a robustez quanto a assimetria da distribuicdo e também quanto a
presenca de outliers. S@o encontrados quatro testes robustos quanto a presenca de outliers:
LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR, sendo WMC e WMCR robustos também quanto a alta
dimensionalidade dos dados (p > n). WMC e WMCR sao testes mais poderosos que o teste
baseado na estatistica original W.

Palavras-chave: Robustez. Matriz de Covariancia. Teste de esfericidade. Identidade.



ABSTRACT

For the hypothesis of sphericity with homogeneous variances and equal to one, we propose the
study of eight tests to verify the robustness of the high dimensionality of the data, the robustness
of the asymmetry of the distribution and also the robustness of the presence of outliers in the
distribution. The likelihood ratio test degenerates when p > n because the covariance matrix of
the sample is unique and, for this reason, we introduce the test study based on the test statistic W,
proposed by Ledoit e Wolf (2002), which is robust when p > n, and W’s modifications, in which
the covariance matrix is replaced by the robust comedian estimator (WAsR), the Monte Carlo
version (WMC) and the Monte Carlo version change (WMCR). The modified likelihood ratio
test statistic is also studied, following the same criteria of the W statistic: LRTAsR, LRT MC and
LRTMCR, in that order. The distributions used are normal, log-normal, #-Student with v =5
degrees of freedom, 7-Student with v = 30 degrees of freedom and the contaminated normal, to
evaluate the robustness of the presence of outliers and also the asymmetry of the distribution.
Four robust tests for the presence of outliers are found, and they are the LRTMC, the LRT MCR,
the WMC and the WMCR. The WMC and the WMCR are robust statistics also in terms of the
high dimensionality of the data ( p > n). The WMC and the WMCR are more powerful tests
than the test based on the original W statistic.

Keywords: Robustness. Covariance matrix. Sphericity test. Identity.
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1 INTRODUCAO

Um teste a respeito da matriz de covariancias € util quando se deseja testar uma ca-
racteristica acerca da estrutura de covariacdo da distribuicdo. Sua aplicacdo € extensa, dada a
amplitude das hipdteses que podem ser testadas. A hipétese de interesse depende da caracte-
ristica ou padrdo da matriz de covaridncias que o pesquisador quer averiguar. E aplicado, por
exemplo, em componentes principais, um teste de independéncia ou de esfericidade, pelo fato
de a técnica de componentes principais ser eficiente somente quando hd dependéncia entre as
varidveis. J4 em experimentos com medidas repetidas no esquema de parcelas subdivididas,
o teste ' com relacdo a subparcela sé tem distribui¢do F exata caso a matriz de covariincias
atenda a condic¢do de esfericidade. Para que a andlise fatorial seja aplicdvel, a hipétese de es-
fericidade com variancias homogéneas e iguais a 1 e covariancias nulas deve ser rejeitada, ou
seja, as varidveis devem ser correlacionadas. Dessa maneira, o uso de testes sobre covarian-
cias estende-se por vdrias aplicacdes das andlises multivariadas, tais como na econometria € na
estatistica experimental, o que 0s tornam extremamente importantes.

Uma das aplicagdes do teste de esfericidade ocorre em modelos de regressao linear, nos
quais a variavel de interesse estd associada a um conjunto de varidveis explicativas na forma de
um modelo linear y = XB + e, sendo y um vetor n x 1 de observa¢des da varidvel resposta,
X, a matriz de dados de posto completo de ordem n x p (p < n), contendo as observacoes
sobre as varidveis explicativas, B = (Bi,---,Bp)’ o vetor p x 1 de pardmetros desconhecidos
e e, um vetor de ordem n x 1 de erros aleatérios com média 0 e matriz de covariancias X =
diag(O'ezl,--- 7GeZn ). As pressuposi¢Oes para a andlise de regressdo sdo: erros independentes,
aleatdrios, homocedasticos e normalmente distribuidos com média 0. Assim, para que os erros
sejam homocedasticos e independentes, Gezi =02>0e Cov(ej,e j) =0, parai # j, ou seja, X =
oI, em que I é a matriz identidade de ordem p.

A violagdo da suposi¢do de independéncia foi estudada por Ribeiro e Mingoti (2010).
Eles propuseram corre¢des envolvendo o ajuste de modelo de séries temporais visando me-
lhorar a qualidade do monitoramento de processos de controle de qualidade multivariados. Ja
Ledoit e Wolf (2002) propuseram uma nova estatistica de teste para o teste de esfericidade com
variancias homogéneas e iguais a um e covariancias iguais a zero, a qual é robusta quando a di-
mensionalidade da matriz de covariincias € maior ou igual ao tamanho da amostra. Tal proposta

se fez necessdria, pois os referidos autores verificaram que os testes até entdo existentes nao se

aplicavam nestes casos. Cribari-Neto e Gois (2002) investigaram o desempenho do estimador
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de minimos quadrados ordindrios da matriz de covariancias em amostras de tamanho pequeno a
moderado, em que consideraram n = 50 e n = 100, respectivamente. O comportamento deste es-
timador foi estudado sob homocedasticidade e sob heterocedasticidade, por meio de simulacdes
Monte Carlo. Abu-Shawiesh et al. (2014) compararam vdrios graficos de controle bivariados
baseados em estimadores robustos como uma alternativa ao grafico de controle 72 de Hotelling,
pelo fato dos graficos de controle que usam estimadores de média e variancia-covariancia serem
sensiveis a outliers. Simularam, entao, os casos de varidveis independentes, varidveis correlaci-
onadas e também para varidveis correlacionadas e com outliers de regressao. Foi observado que
um dos métodos robustos propostos tem a menor taxa de erro do tipo / e maior poder, sendo,
portanto, o melhor entre os estimadores robustos em relacao a outliers considerados.

E conhecido que desconsiderar os pressupostos sobre os testes da matriz de covaridncias
usando as técnicas convencionais, nos casos em que elas ndo devem ser aplicadas, causa sérios
impactos na qualidade final da inferéncia e influencia as andlises posteriores. Nesta dissertacao
¢ apresentada uma tentativa de solucao para quando ha presenca de outliers sob distribui¢do nor-
mal, quando a distribuicio € assimétrica e também nos casos em que ha alta dimensionalidade
dos dados (ou seja, quando o nimero de varidveis € maior ou igual ao ndmero de observagdes),
nos testes de esfericidade. Sao usadas estatisticas de teste originais e também estatisticas de
teste modificadas com a substituicdo do estimador da matriz de covaridncias amostral por um
estimador robusto do parametro de covariancia (comedian).

A presenca de outliers € frequente quando se tratam de dados reais. Outro fato recor-
rente € que muitos dados seguem distribuigdes assimétricas. Os testes da matriz de covariancias
assumem como pressuposi¢do a normalidade dos dados. Quando esta pressuposi¢@o € violada,
os testes sobre as matrizes de covariancias tém seu desempenho afetado. Assim, um dos pro-
blemas do uso destes testes é quando ha a auséncia de distribuicdo normal ou quando, sob
normalidade dos dados, hé presenca de outliers. Nestes casos, uma alternativa para contornar
o problema € o uso de estimadores robustos para a matriz de covariancias. O presente estudo é
relevante, dessa maneira, para os casos de ocorréncias de distribuicdo assimétrica e também de
presenca de outliers na distribui¢do normal, os quais violam os pressupostos do teste original
de esfericidade da matriz de covariancias.

De acordo com Mingoti e Silva (2010), testes estatisticos de hipdteses relacionados a
matriz de covariancias nas andlises multivariadas t€ém sido pouco utilizados. Os autores ressal-

tam, ainda, que os testes para verificar a variabilidade em processos multivariados t€ém recebido
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pouca importancia na pratica, o que pode ser considerado um grande erro. Nao foram encontra-
dos trabalhos publicados a respeito de testes de covariancias quando a suposi¢ao de normalidade
¢ violada, nem quando ha presenca de outliers na distribuicao normal. Em geral, os artigos en-
volvendo testes da matriz de covariancias sdo para avaliar o comportamento de alguns testes
que violam outras suposi¢des, tais como a matriz de covariancias ter altas dimensdes, ou seja,
dimensdes iguais e até maiores que os tamanhos das amostras.

Portanto, o objetivo geral deste estudo € propor um teste robusto de esfericidade com
variancias homogéneas e iguais a um e covariancias nulas baseado na modificag¢do das estatisti-
cas de teste da razdo de verossimilhangas e da proposta por Ledoit e Wolf (2002), substituindo
a matriz de covariancias por uma estimativa robusta para a matriz de covariancias, em situacoes
de distribui¢cdes normais com e sem a presenca de outliers e também de distribui¢des assimétri-
cas. Sao avaliadas se essas estatisticas propostas sdo robustas em relacio a presenca de outliers,
a assimetria da distribuicdo e também a alta dimensionalidade dos dados, comparando-se os
tamanhos reais e os poderes dos testes. E esperado que os testes propostos sejam robustos e que
tenham desempenhos melhores que os testes originais, pelo fato dos testes propostos utilizarem
um estimador robusto para a matriz de covariancias nos testes originais.

Os objetivos especificos se resumem em:

e Verificar se o teste existente para a esfericidade proposto por Ledoit e Wolf (2002) é

robusto também na presenca de outliers ou de assimetria da distribuicao.

e Utilizar de simulacdo Monte Carlo para avaliar as taxas de erro do tipo I e o poder dos

testes que utilizam as estatisticas de teste originais e as estatisticas de teste modificadas.

e Verificar se os testes modificados, em que substitui-se a matriz de covariancia amostral
pelo estimador robusto comedian na estatistica de teste, ttm desempenho melhor que os

testes originais.

e Encontrar uma estatistica de teste robusta para o teste de esfericidade com variancias
homogéneas e iguais a um e covariancias nulas que possa ser usada tanto quando os
dados seguirem uma distribui¢do normal com a presenca de outliers e também quando
seguirem uma distribuicdo assimétrica, assim como em qualquer dimensionalidade dos

dados e tamanho amostral.

e Verificar se os poderes dos testes sdo influenciados pela presenca de correlagao.
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2 REFERENCIAL TEORICO

O teste de esfericidade € um teste de hipotese para a matriz de covariancias. O método
cldssico para se obter os testes de hipdtese € o teste da razdo de verossimilhangas, e, para o teste
de esfericidade, a estatistica de teste se degenera quando os dados t€ém uma alta dimensionali-
dade (p > n, ou seja, o niimero de varidveis p é maior que o nimero de observacgdes n). Por este
motivo, Ledoit e Wolf (2002) propuseram uma estatistica de teste para o teste de esfericidade
que nao se degenera quando p > n para situacdes de distribuicdes normais. Neste trabalho,
propde-se estudar a robustez das estatisticas de testes do teste da razdo de verossimilhangas e
a proposta por Ledoit e Wolf (2002) quanto a assimetria assentuada e quanto a de presenca de
outliers, em casos em que p < n e também p > n. Willems et al. (2002) esclarecem que testes
e intervalos de confianga sdo baseados nos métodos cldssicos e, portanto, os resultados podem
ser fortemente influenciados por outliers.

Segundo Ferreira (2014), se o modelo probabilistico ao qual os dados de uma amostra
seguem € desconhecido ou se os dados da amostra ndo se encaixam ao modelo (ndo atendendo
as suas pressuposicdes), a inferéncia estatistica frequentista fica comprometida. Da mesma
forma, € sabido que a presenca de outliers também prejudica a andlise dos dados. Pereira e
Ferreira (2017) ressaltam que a presenca de outliers influencia a inferéncia estatistica, pois
podem ocorrer estimativas precérias dos pardmetros e até mesmo uma distor¢do no ajuste da
distribui¢do, levando a falha dos testes. Os estimadores sdo considerados precédrios quando
sdo viesados, ndo sdo eficientes ou ndo sdo consistentes. Entdo, ndo é considerado um bom
estimador se ele ndo possuir esperanga matemdtica igual ao pardmetro estimado, ou, se ndo
possuir a menor variancia, ou, se sua variancia nio tender para 0 quando n — oo. Assim, se
faz necessario o uso de estimadores robustos a fim de tornar os métodos utilizados robustos,
ou seja, ndo influencidveis por outliers, mantendo suas propriedades nas condi¢des que foram
propostos. Tais conclusdes também foram encontradas por Willems et al. (2002).

Segundo Ruiz-Gazen (2011), na prética, € frequente que as bases de dados contenham
erros grosseiros devido aos erros de medi¢do ou de copia. Por este motivo, nem todas as ob-
servacdes podem ser consideradas observacdes geradas pelo modelo pressuposto. Tais valores
discrepantes sdo denominados outliers. Além dos outliers, também € frequente a ocorréncia de
distribui¢des assimétricas dos dados. Assim, métodos estatisticos que ndo dependem da distri-
buicdo dos dados ou da presenca de outliers, como os métodos robustos, devem ser utilizados.

Maronna, Martin e Yohai (2006) afirmam que a necessidade de métodos robustos aumentou em
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todos os campos de aplicacdo em que dados multivariados estdo disponiveis e, assim, as esta-
tisticas robustas multivariadas ganharam um papel proeminente na moderna teoria estatistica.

O desempenho dos testes € avaliado analisando as taxas de erro do tipo I e o poder dos
testes. No caso de testes para normalidade, Pereira e Ferreira (2017) exaltam que ndo hd um
teste que seja igualmente mais poderoso em todas as situagdes alternativas avaliadas, o que vai
ao encontro de Coutinho e Cunha (2005), em relacdo a outros testes. Os primeiros autores
afirmam que os testes apresentam alguma restricdo em relacdo ao tamanho da amostra ou a
dimensao (ou seja, a natureza do teste estatistico), e, os segundos autores, em relacdo aos testes
comparando efeitos de tratamentos, complementam que o poder do teste é influenciado por
estes e mais dois fatores, que sdo o nivel de significancia e a diferenga esperada no efeito dos
tratamentos. Ainda, segundo Coutinho e Cunha (2005), € importante que um poder elevado seja
propiciado pelo tamanho amostral e que no estudo seja informado uma estimativa do poder.

Ferreira (2013) afirma que muitos problemas de inferéncia estatistica t€m solugdes re-
lativamente simples quando obtidas por meio de métodos computacionais intensivos. Um dos
mais importantes é o método Monte Carlo, o qual tem sido cada vez mais utilizado com a
evolugdo dos computadores.

A seguir sdo apresentados os principais conceitos utilizados para a realizagdo deste tra-

balho.

2.1 Outliers

Rousseeuw e Zomeren (1990), conforme citado por Pereira e Ferreira (2017), afirmam
que os outliers, também conhecidos como dados discrepantes ou valores atipicos, sdo as obser-
vagdes que ndo seguem os padrdes da maioria dos dados. Sajesh e Srinivasan (2013) afirmam
que os outliers também sao denominados como observagdes periféricas, incomuns, nao repre-
sentativas, remotas ou valores extremos, € que sdo pontos que ndo se ajustam ao modelo do
restante dos dados.

Nos dados univariados, os outliers sao os pontos distantes da maioria dos dados e que,
provavelmente, ndo seguem o modelo assumido, despertando, entdo, a suspeita de que sdo
geradas por um mecanismo diferente dos demais dados. S@o facilmente detectados através
de grificos como o de dispersdo, o boxplot, entre outros. Ja a deteccdo visual de outliers
multivariados é praticamente impossivel, pois, conforme Barbosa, Pereira e Oliveira (2018),

em se tratando do espaco multivariado, uma observagdo € considerada anormal se estd muito
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distante das outras no espaco p-dimensional definido pelas varidveis. Assim, € imprescindivel
o uso dos métodos multivariados de deteccao de outliers para deteccao de anomalias. Ainda
segundo Barbosa, Pereira e Oliveira (2018), se os modelos estatisticos cldssicos forem aplicados
a dados contendo outliers, os resultados podem ser enganosos e decisdes equivocadas podem
ser tomadas. Dessa forma, os outliers podem distorcer as estimativas.

A 1identificacdo bem-sucedida de outliers € fundamental para o emprego adequado da
estimativa robusta. De acordo com Sajesh e Srinivasan (2013), o emprego de métodos multi-
variados de deteccdo de outliers se faz necessdario para evitar o aumento das taxas de erro do
tipo I e do tipo /I devido a presenca dos mesmos. Tais métodos usam estimativas robustas para
o vetor de médias e a matriz de covaridncia. Sajesh e Srinivasan (2013) citam ainda um outro
trabalho de prépria autoria, Sajesh e Srinivasan (2012), em que propuseram um método para a
deteccao de outliers em dados multivariados baseados na estatistica robusta comedian.

Dessa forma, ampliando o contexto da afirmativa feita por Sabino, Lage e Almeida
(2014), na pratica ¢ comum aparecerem valores discrepantes que t€m impacto expressivo na
interpretacdo de andlises estatisticas, causando distor¢des nos resultados e conclusdes. Em
casos em que a andlise € prejudicada pela presenca de outliers, sugere-se que sejam tomadas
algumas medidas de interven¢do, dentre as quais, talvez, a mais adequada seja o emprego de

estimadores robustos.

2.2 Estatisticas robustas

De acordo com Sajesh e Srinivasan (2013), segundo Huber e Ronchetti (1981), a ro-
bustez € a insensibilidade a pequenos desvios dos pressupostos. Dessa maneira, as estatisticas
robustas sdo aproximagdes alternativas aos métodos estatisticos cldssicos e t€ém o objetivo de
produzir estimadores que nao sejam influenciados por valores atipicos ou por pequenas va-
riacOes relacionadas as hipdteses dos modelos. Os estimadores robustos sdo os estimadores
que permanecem consistentes mesmo quando hd violacao de alguma das pressuposicdes sob as
quais foram construidos. Assim, eles sdo potencialmente menos prejudicados pela presenca de
outliers ou também quando a distribui¢do dos dados, pressuposta na constru¢do do seu estima-
dor andlogo ndo robusto, € violada. Os métodos que utilizam dos estimadores robustos também
se tornam robustos. Existem varios métodos para obter estimadores robustos, sendo, um deles,

obtido por meio de modificacdes das estatisticas dos estimadores cldssicos.
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Como afirmado por Ronchetti (2006), os procedimentos cldssicos sd@o 6timos quando
o modelo pressuposto € exatamente satisfeito, mas sdo viesados e/ou ineficientes quando des-
vios estdo presentes. Os resultados obtidos pelos procedimentos cldssicos podem, portanto,
ser enganosos em aplicacOes a dados reais. A teoria da estatistica robusta lida com desvios
dos pressupostos do modelo e preocupa-se com a construcdo de procedimentos estatisticos que
ainda sdo confidveis e razoavelmente eficientes em uma vizinhanga do modelo.

De acordo com Abu-Shawiesh et al. (2014), existem muitos métodos robustos de esti-
mar a matriz de covariancias de dados multivariados. Alguns destes métodos sdo o Minimo
Volume Elipsoide (MVE), o Minimo Determinante da Covariancia (MCD), o S-Estimador, o
M-Estimador e o Ortogonalizado Gnanadesikan-Kettering (OGK), o comedian, entre outros.
Os estimadores robustos mais populares sio o elipsoide de volume minimo (MVE) e o determi-
nante de covariancia minima (MCD).

Sajesh e Srinivasan (2013) realizaram um estudo comparativo do desempenho de alguns
métodos robustos quanto a taxa de sucesso e a taxa de deteccdo falsa. A taxa de sucesso €
referente ao nimero de outliers verdadeiros que ndo sdao detectados, e a taxa de deteccdo avalia
a falsa detecc¢do de observagdes normais como outliers. Os resultados mostram que, quando
comparado a outros métodos, o comedian € capaz de detectar todos os outliers de forma eficiente
com base na taxa de sucesso e taxa de deteccdo falsa e a eficiéncia do comedian aumenta com
o aumento da dimensionalidade dos dados. Pereira e Ferreira (2017) também chegaram a esta
conclusdo, ao verificarem que o teste que utiliza o comedian teve os melhores resultados em
relac@o aos testes propostos, controlando as taxas de erro do tipo / e obtendo o poder alto sob
normalidade multivariada dos dados. Desta forma, como o comedian € o melhor estimador
robusto verificado nos trabalhos supracitados, € o estimador utilizado no presente trabalho. Por

esta razdo, € ressaltado apenas o método robusto de estimar a matriz de covariancias comedian.

2.2.1 Comedian

Introduzido por Falk (1997), o comedian é uma medida robusta de dependéncia entre
duas varidveis que utiliza medianas. Sejam X e Y duas varidveis aleatérias, Md a mediana,

entdo o comedian de X e Y € definido por:

C(X.,Y) = Md[(X — Md(X))(Y — Md(Y))] 2.1)
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e generaliza o desvio absoluto mediano (MAD). O MAD(X) é dado por:
MAD(X) = Md[|(X —Md(X))|]. (2.2)

Como mostrado por Falk (1997), se X =Y, o MAD(X) se torna um caso especial do
C(X,Y). Assim, a expressio (2.1) se resume em C(X,X) = MAD(X)?, sendo que a prova pode

ser encontrada em Mantaj, Pater e Wagner (2010), a qual € reescrita a seguir:

C(X,X)=Md[(X —Md(X))(X —Md(X))]
=Md[(X —Md(X))?]
=Md[|X —Md(X)|?]
=[Md[|X — Md(X)[]]?

=MAD(X)?.

Uma alternativa baseada na mediana para o coeficiente de correlacdo é dado por:

B C(X,Y)
- MAD(X)MAD(Y)

S(XY)=8 (2.3)

com § € [—1, 1] para dados bivariados.

O comedian €, entdo, uma medida alternativa da covaria¢do ou correlacio entre duas
varidveis. Rodriguez et al. (2017), Palma, Srinivasan e Sajesh (2013), Garcia, Lillo e Rom
(2014) e Falk (1997) ressaltam algumas caracteristicas importantes do comedian, as quais sao
descritas a seguir. O C(X,Y) se assemelha a Cov(X,Y), mas a covarilncia requer a existéncia
dos dois primeiros momentos de X e Y, enquanto o comedian sempre existe, por nao exigir a
existéncia dos dois primeiros momentos de uma distribuicdo. Se X e Y forem independentes,
C(X,Y) =0. A consisténcia forte e a normalidade assintética do comedian foram provadas
de forma mais detalhada por Falk (1997). Outras propriedades conhecidas do comedian sdo a
simetria, a locac¢ao invariante e a escala equivariante.

A escala equivariante € tal que

C(X,aY +b) =aC(X,Y)

sendo a, b € R.
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Prova:

C(X,aY +b) =Md[(X —Md(X))(a¥ +b—Md(aY +b))]
=Md[(X —Md(X))(aY +b—aMd(Y) — b)]
=Md|(X — Md(X))(a(Y —Md(Y)))]
—aMd[(X —Md(X))(Y —Md(Y))]

=aC(X,Y).

A simetria e a locacdo invariante garantem que

C(X,Y) = C(Y.X).

Prova:

C(X.,Y) =Md[(X — Md(X))(Y —Md(Y))]
=Md[(Y —Md(Y))(X —Md(X))]
—C(Y.X).

Um estimador consistente € um estimador que se torna cada vez mais proximo do pa-

rametro na medida que se aumenta o tamanho amostral. Um estimador tem consisténcia fraca

quando a convergéncia se d4 apenas em probabilidade. J4 um estimador tem a consisténcia forte

quando ha convergéncia quase certa.

Seja C(X,Y) uma sequéncia de estimadores de um pardmetro de interesse C(X,Y). Esta

sequéncia de estimadores € consistente se, dado € > 0,

P(IC(X,Y)—C(X,Y)|>€) =0, n—oo

ou seja, a sequéncia de estimadores C(X,Y) de um parimetro C(X,Y) é consistente se

limE (C(X,Y)) =C(X,Y)

n—oo
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lim Var (C(X,Y)) =0.

n—oo

De acordo com Cordeiro (1999), a sequéncia C(X,Y) é assintoticamente normal se exis-

tem sequéncias de constantes a,, b, tais que

Cxy)-a) p
by

em que Z ~ N(0,1). As constantes a, e b, sao denominadas média e desvio padrdo assintéticos
de C‘(X ,Y), respectivamente. N&ao hd conexdo direta entre as constantes a,, b, e a média e o
desvio padrio de C (X,Y), embora estas constantes representem realmente em varios casos bem
comportados, a média e o desvio padrio de C (X,Y), respectivamente. O grande interesse em
obter a distribuicdo normal assintética é aproximar os quantis da distribui¢io de C (X,Y) por
aqueles da distribuicio N(a,,b2).

Como exposto por Rodriguez et al. (2017), uma matriz comedian pode ser definida com

base em uma versao multivariada do comedian. Seja X, a matriz de dados de ordem n x p, dada

por:
X1 X2 - Xip

X = X_” sz X?p , (2.4)
_an X - an_

em que n e p sd@o nimeros inteiros. Quando esta matriz refere-se aos dados amostrais, o nimero
de observagdes € denotado por n, sendo, entdo, o tamanho amostral. Ja o nimero de varidveis €
representado por p, sendo, portanto, a dimensionalidade coluna da matriz.

A matriz comedian é definida como:

C(X) :(C(X,',Xj)), (2.5)

emquei=1,---,pej=1,---, p.

A matriz mediana de correlagdo multivariada & € definida como:
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8(X)=DC(X)DT (2.6)

em que D é uma matriz diagonal com elementos diagonais iguais a 1/ MAD(X;),i=1,--,pe
T € um estimador alvo.

De acordo com Sajesh e Srinivasan (2013), a matriz comedian C(X ), como uma alterna-
tiva robusta a matriz de covariancias, ndo € em geral positiva definida ou positiva semi-definida.
Falk (1997) ressalta que o problema de estimadores ndo positivos definidos ocorre frequente-
mente em estimativas robustas de matrizes de covariancia. Com o intuito de transformar essas
matrizes nao positivas semi-definidas em matrizes positivas semi-definidas, alguns autores pro-
puseram alguns métodos. Sajesh e Srinivasan (2012) adotaram as etapas enumeradas, de (i) a
(iii), mostradas a seguir.

(i) Calcular os autovalores A4; e os autovetores e; de 6(X) (j = 1,2,---,p). As colunas
da matriz E sdo os eljs, de modo que §(X) = EAE’, no qual A = diag(Ay, -+, Ap).

(ii) Seja Q = D(X)_IE, em que D € definido na expressdo (2.6) € z; = Q_lxi, i=1,2,

(iif) As estimativas robustas resultantes para locagdo (m(X)) e dispersdo (S(X)) sdo

entdo definidas como

S(X)=org

m(X) =0l

em que ' = diag(MAD(Z,)?,---, MAD(Z,,)?) e | = (Md(Z,),---, Md(Z},))'.
As estimativas podem ser melhoradas por meio de um processo iterativo, substituindo
d por S e repetir os passos (i), (ii) e (iii), até que se estabilizem as estimativas em um ponto

qualquer do processo iterativo.

2.2.2 Covariancia

A covariancia é uma medida de dependéncia. Conforme Casella e Berger (2014), a
covariancia € uma medida numérica da forca de uma relagcdo linear entre duas varidveis alea-
térias, assim como a correlagio. Assumindo que E[X] = uy, E[Y] = uy, Var[X] = 62 e que

Var[Y] = 0'%, em que 0 < G)% <wel< G}% < oo, para quaisquer varidveis aleatérias X e Y, a



covariancia entre X e Y é definida por

Cov(X,Y) = E[(X — px)(Y — py)].

Desenvolvendo a expressao (2.7), tem-se a forma alternativa a seguir:

Cov(X.Y) = E[XY]— uxiy.
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(2.7)

(2.8)

Se X e Y sdo varidveis aleatérias independentes, Cov(X,Y) = 0. A reciproca, porém,

nao ¢ valida em muitos casos, ou seja, a covariancia zero nao necessariamente implica a inde-

pendéncia das varidveis. O sinal da Cov(X,Y) fornece uma informacéo sobre o tipo de relagdo

entre X e Y, se sdo diretamente proporcionais ou inversamente proporcionais. Entretanto, a co-

variancia pode assumir qualquer valor, o qual nao fornece informagdes sobre a for¢ca da relagao

entre X e Y. E invidvel interpretar a covariancia quando as varidveis em questdo t€m escalas

diferentes. Porém, conforme observado por Casella e Berger (2014), se estas varidveis forem

padronizadas, e se tiverem uma correlacao maior ou igual a 0,7, conclui-se que as varidveis tém

uma forte relagado linear.

O coeficiente de correlagdo €, portanto, uma covariancia de duas varidveis padronizadas.

E utilizado para medir o grau da relagdo linear entre duas varidveis X e Y, e é expresso por

sendo —1 < pxy < 1. Se pxy = —1 ou pxy = 1, hd uma perfeita relacdo linear entre X e Y.

Uma varidvel multivariada p-dimensional tem sua covariancia de todos os seus elemen-

tos dada pela matriz de covariancias. A matriz de covariancias é quadrada, de ordem p X p, e

positiva definida, expressa por

O11

021

O12

022

Ol1p

2.9
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em que O;; = Oxx; paratodo i =1,2,--- ,pe j=1,2,---,p. Para uma varidvel aleatoria p-

dimensional, a matriz de covariancia amostral é

S Sz - Sip

Sor S --- S
so | Sy

_Spl Sp2 - Spp_

em que S;j = Sy,x; paratodo i =1,2,--- ,pe j=1,2,--- p.

2.2.3 Variancia

Magalhdes e Lima (2013) definem a variancia como uma medida de dispersdo, também
conhecida como medida de variabilidade. A variincia refere-se a maneira de como os valores
se espalham e € importante ser conhecida, pois a variabilidade dos valores da varidvel ndo é
capturada pelas medidas de posicdo. A variancia da varidvel aleatéria X em um conjunto de

dados € definida por

52 = (X; —X)2. (2.10)

1
n—l.]

n
1=

Ja a variancia populacional da varidvel aleatéria X € definida por
Var(X) = E[X?] — u3, (2.11)

em que Uy = E[X].
A variancia € a covariancia de uma varidvel com ela mesma. E, por esta razdo, a matriz
de variancias e covariancias pode ser chamada de matriz de covariancias apenas. Voltando na

expressdo (2.7), referente a Cov(X,Y), fazendo Y = X, tem-se
Cov(X,Y) = Cov(X,X) se Y =X.

Logo,
Cov(X,X) = E[(X — ux)(X — ux)] = E[(X — ux)%],
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que resulta em

Cov(X,X) =E[X? — 2X uix + i3]
—E[X?] - 2uxE[X] + u3

—E[X?] — ui = o = Var(X).
Portanto, nota-se a igualdade entre as expressoes (2.8) e (2.11), ou seja,
Var(X) = Cov(X X) = E[X*] — ug.
Assim, na diagonal principal da matriz de covaridncias encontram-se as variancias, pois
Cov(X,Y) =Var(X) para X =Y

isto €,

Cov(X;,Xj) = Var(X;) para = j, (2.12)

e, fora da diagonal principal, encontram-se as covariancias.

Definidos as propriedades de matrizes e os parametros de dispersdo e escala, sdo intro-
duzidos os conceitos de medidas sumariantes, conhecidas como variancias generalizadas. Tais
medidas sao importantes sobretudo quando se trabalha com dados cujo o niimero de varidveis é

maior que o nimero de observagdes, ou seja, quando hd uma alta dimensao dos dados.

2.3 Variancias generalizadas

Segundo Johnson e Wichern (1998), se ¥ é uma matriz de covariancias populacional
conhecida de um vetor aleatério Y, de ordem p X p, esta matriz possui p(p + 1)/2 pardmetros
correspondentes as p varidncias e as p(p — 1)/2 covariincias. Se a dimensao p é muito grande,
o nimero total de pardmetros também é muito grande. Entdo, faz-se necesséria a utilizacao de
alguma medida que resuma esse conjunto de pardmetros. Algumas destas medidas podem ser o
determinante, o trago ou o conjunto de autovalores de X.

Ao ser utilizado o determinante ou o trago, a medida resumo € reduzida a uma Unica
dimensao. J4 no caso dos autovalores, tem-se um espago p-dimensional referente a p medidas,

sendo cada uma delas proporcional ao comprimento dos eixos coordenados de uma rotacao
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ortogonal aplicada aos eixos determinados pelas varidveis aleatorias originais. Duas medidas
sumariantes que podem ser utilizadas sdo a varidncia amostral generalizada e a variancia amos-
tral total, definidas em (2.3.1) e em (2.3.2), respectivamente.

Ainda segundo Johnson e Wichern (1998), a variancia generalizada fornece uma ma-
neira de usar as informagdes de todas as variancias e covariancias em um tnico nimero. Con-
sequentemente, quando p > 1, algumas informacdes sobre a amostra sao perdidas no processo.
Anderson (1958) ressalta que a variancia generalizada € utilizada em muitos critérios de razio

de verossimilhanga para testar hipéteses, como pode ser verificado em (2.6.4.1).

2.3.1 Variancia amostral generalizada

Como exposto por Ferreira (2011) e Johnson e Wichern (1998), sejam uma amostra

aleatériaY(, Y, ---, ¥Y,, em R? de tamanho n, S a matriz de covariincias, R a matriz de corre-
lagoes dessa amostra e Ay, Ay, ..., A, os autovalores de S. A varidncia amostral generalizada é

o determinante de S e representa a variacdo expressa em S. Assim, utilizando a decomposi¢ao
A A AL A X

espectral de S, dada por S = PAP, em que P é uma matriz ortogonal em cada coluna com-

posta pelos autovalores e A é uma matriz diagonal dos autovalores de S, a varidncia amostral

generalizada € da forma:

p A
NESIE® (2.13)
k=1

Se n < p, |S| = 0 para todas as amostras. A varifncia generalizada é 0 se um dos vetores
residuais pertence a um plano formado por uma combinacao linear dos outros, ou seja, quando
as linhas da matriz de desvios sdo linearmente dependentes. Em qualquer anélise estatistica,
|S| = 0 indica que existem varidveis que possuem a mesma informacéo, e, por este motivo, deve
ser mantida no estudo apenas uma varidvel da referida informagdo. A questdo de qual varidvel
deve ser removida ndo € trivial, e € abordada em componentes principais.

A variincia generalizada € afetada pelas medidas de uma tnica varidvel. Se hd varia-
veis em diferentes escalas, acarretard em uma contribuicdo diferente de cada uma delas para
a variancia generalizada. Neste caso, € ttil uma transformacgdo das varidveis, substituindo as
varidveis originais por varidveis padronizadas.

A fragilidade da variancia generalizada pode ser encontrada em matrizes de covariancias

que tém a mesma variancia generalizada e diferentes estruturas de correlagdo, ndo detectada por
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det(S). Portanto, podem haver estruturas de correlagdo bem distintas, porém com 0s mesmos
valores de variancias generalizadas.
Outra generalizacdo da variancia é definida como a soma dos elementos da diagonal

principal e € chamada de variancia amostral total. Esta medida € definida a seguir, em (2.3.2).

2.3.2 Variancia amostral total

De acordo com Ferreira (2011), o trago da matriz de covariancias amostral, 77(S), tam-

bém é conhecido como varidncia amostral total. E dado por
p
tr(8) =Y Sw (2.14)
k=1

e representa a soma das normas quadraticas dos vetores de desvios de cada varidvel para sua
média dividida por (n — 1), mas ndo considera o angulo entre estes vetores.
O tr(S) também pode ser definido como a soma de seus autovalores (A). Para isto, basta

recorrer a decomposicdo espectral de S
S = PAP (2.15)

em que P é uma matriz ortogonal em cada coluna composta pelos autovalores e A é uma matriz

diagonal dos autovalores de S. Entdo,

tr(8) =tr(PAP')

A Dy A

=tr(AP'P),
mas, cComo IS'P =1,

tr(S) =tr(A)
p A
~Y
k=1
Vale ressaltar que ndo faz sentido aplicar esta definicdo para varidveis padronizadas se

houver objetivo de realizar comparagdes entre as amostras, pois o resultado é sempre igual a p.

O tr(8) é muito utilizado em comparagdes multivariadas, como em componentes principais.
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Portanto, as variancias generalizadas sdo importantes sobretudo quando se trabalha com
uma alta dimensao dos dados. Em outras palavras, elas sdo importantes quando ha um alto
nimero de varidveis em estudo. Assim, é necessdrio introduzir o conceito de distribuicdes

multivariadas.

2.4 Distribuicoes multivariadas

De acordo com Ferreira (2011), a distribui¢ao multivariada € a distribui¢do de um vetor
aleatério X = [X1, Xp, - -, Xp]’ , p > 2,em que p representa o nimero de varidveis e os elementos
X; sdo varidveis aleatdrias univariadas com funcdo de distribuicio Fx,(x;) = P(X; < x;). A

fun¢@o de distribui¢do conjunta de Xy, X5, -+, X}, €

FX(x):P(X1 <x1,X <X, ,ngxp). (2.16)

Se X1, X3, -+, X}, sdo independentes,

em que px(x) é a fungdo de probabilidade conjunta ou fun¢do massa conjunta, e que também

pode ser reescrita por

se Fx (x) for continua em —eo < X; < oo, comi=1,2, ---, pem que fx(x) é a func¢do densidade
de probabilidade do vetor aleatério continuo X. A func¢do de distribui¢do conjunta de X, quando
X € o vetor de dimensdo »n x 1, relativo a uma amostra aleatéria de tamanho n, é também
conhecida como fun¢do de verossimilhanga.

Existem diversas distribui¢cdes multivariadas, e, no presente estudo, sdo utilizadas as se-
guintes: a distribui¢do normal multivariada, a distribuicdo log-normal multivariada, a distribui-
cdo normal multivariada contaminada, a distribuicdo ¢ de Student com v = 5 graus de liberdade

e a distribui¢cdo ¢ de Student v = 30 graus de liberdade. Todas estas distribui¢des em questao
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sdo continuas e cada uma possui alguma caracteristica importante, neste estudo, a ser avaliada.
Assumir normalidade é uma pressuposicao muito recorrente para varios métodos inferenciais,
sendo, portanto, considerada uma das mais importantes distribuicdes de probabilidades conti-
nuas multivariadas. Dentre as inimeras distribui¢des multivariadas assimétricas, € utilizada,
nesse trabalho, a distribui¢do log-normal multivariada por ela possuir um coeficiente de assi-
metria elevado. A distribuicdo ¢ de Student com um nimero pequeno de graus de liberdade
tem a capacidade de gerar outliers, e, por este motivo, € amplamente aplicada em andlises de
dados robustos. De forma semelhante, em uma distribuicio normal contaminada, assim como
0 nome sugere, existem alguns dados que nao seguem o comportamento padrdao dos demais, os
chamados outliers. J4 com um niimero grande de graus de liberdade, a distribuicdo ¢ de Student

se aproxima da distribuicdo normal.

2.4.1 Distribuicao normal multivariada

De acordo com Johnson e Wichern (1998), os dados reais geralmente ndo seguem exa-
tamente a distribuicdo normal multivariada, porém, ela é, frequentemente, uma aproximagao
util para a verdadeira distribuicdo da populagdo. A distribuicdo normal multivariada apresenta
algumas vantagens, tais como ser continua, simétrica € matematicamente tratdvel. Assim, tal
distribui¢do € ttil, na pratica, por ser um modelo populacional para certos fendmenos e por ser
uma distribuicao aproximada de amostragem para muitas estatisticas.

A densidade normal multivariada é uma generalizacdo da densidade normal univariada
para p > 2 dimensdes. A fim de gerar a funcio densidade da distribuicao normal multivariada, é
realizada uma demonstracao intuitiva a partir da distribui¢do normal univariada, a qual é exposta
por Ferreira (2011).

Sejam p varidveis normais independentes dadas por Xi, X5, ---, X,, com densidade
)2
fxi () = (2m) 72 (03) "2 exp {_M}

26,','

em que ; € a média e 0;; € a variancia para a i-ésima varidvel.

A densidade conjunta das p varidveis independentes disposta no vetor aleatério X = [X],

J4 -1/2 2

fx@®) =Tt = 2r) 7?2 IBIG,',- exp —ZM

i=1 i=1 =1 20i
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Utilizando matrizes e vetores, esta expressao € reescrita como

~1/2
011 0 0
0 o» ... 0
fey=(myr2| TR T T
0 O Opp
( — 4 —1 )
011 0 0
1 0 Oy ... 0
xexpq —z (=) | T (x—p)
0 0 Opp

Entao,

) = () PRIV Pexp] LV e )

sendo que V = diag(o;;) é a matriz de covaridncias e i = [l, U, -+, ip]" € 0 vetor de médias.

Usando uma matriz de covariancias positiva definida ¥ mais geral que V, dada por

011 O12 -+ Olp
021 O -+ O2
Y= P (2.17)
| Op1 Op2 =+ Opp |

obtém-se a func¢do densidade da distribuicao normal multivariada. A funcido densidade da dis-

tribui¢do normal multivariada de um vetor aleatério X, de dimensao p, é expressa por

fx(x) = 2m) P2z 12 exp{—%(x— pE ! x— y)} : (2.18)

Se o vetor aleatério X € R” segue uma distribuicdo normal multivariada com densidade

fx(x), a sua média é o pardmetro U, ou seja,
EX]=p

e a sua matriz de covariancias € o parametro X, ja definido em (2.17) e em (2.9).
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As varidveis com distribui¢do conjunta normal multivariada, para as quais todas as co-
variancias sdo nulas (ou seja, a matriz de covaridncias € uma matriz diagonal), possuem distri-
bui¢do normal individualmente e sdo independentemente distribuidas.

A densidade da distribuicio normal multivariada depende da distancia de Mahalano-
bis entre as observacdes multivariadas x e a média da distribuicdo normal multivariada g. A

distancia de Mahalanobis € definida por:
(x—p)/E '(x—p) (2.19)

e tem distribui¢do qui-quadrado com p graus de liberdade (xl%), se X ~Ny(u, X).
De acordo com Mardia, Kent e Bibby (1979) e Johnson e Wichern (1998), a distribui¢ao
normal multivariada p-dimensional tem densidade constante, e os contornos dessa densidade

sdo elipses ou elipsoides, da forma de uma constante ao quadrado definida por (2.19), ou seja,
(x-p)E(x—p)=¢

em que ¢ é uma constante.

A regido que define o elipsoide de concentracio é

=)= x—p) <23,

correspondendo a 100(1 — @)% das realiza¢des da varidvel aleatéria, sendo xgh » 0 quantil su-
perior a 1000¢% da distribuicdo de qui-quadrado com p graus de liberdade, obtido de acordo

com a afirmag@o probabilistica P( xl% > )(357 p) = 0.

2.4.2 Distribuicao log-normal multivariada

A distribui¢do log-normal multivariada é uma distribuicdo assimétrica e positiva, que
possui o coeficiente de assimetria positivo e proporcional ao coeficiente de variacdo. E obtida
ao tomar a exponencial de um vetor de varidveis com distribuicdo normal, pois as funcdes

logaritmicas e exponenciais sdo func¢des inversas.
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De acordo com Ferreira (2011), um vetor coluna aleatério de dimensdo p, com distri-

buicdo log-normal multivariada, € obtido ao gerar o seguinte vetor
X =[e%,e2,-- e (2.20)

emque Z = [Zy, 2y, -+, Z,)' segue uma distribui¢do normal p-variada, com média p e variancia
X

Segundo Mardia (1970), a assimetria multivariada ¢ uma extensao natural do caso uni-
variado. Ferreira (2011) define o coeficiente de assimetria para uma varidvel aleatéria X, com

média U e variancia o2, como:

em que U, sdo os momentos de ordem r centrados na média e definidos por u, = E(X — u)".
Se \/[Tl = 0 a distribui¢@o € simétrica, se \/[3_1 > ( a distribuicdo € assimétrica a direita

ou possui assimetria positiva e se \/E < 0 a distribui¢do € assimétrica a esquerda ou possui

assimetria negativa. Assim, para a distribui¢do normal multivariada, \/E = 0 e quanto mais

\/PB1 se distancia de 0, maior o coeficiente de assimetria da distribuig@o.

2.4.3 Distribuicdo normal multivariada contaminada

Segundo Barbosa, Pereira e Oliveira (2018), a geracdo de populagdes normais multi-
variadas com a presenca de outliers pode ser realizada por meio da mistura de distribui¢des
normais multivariadas. Essa mistura gera populagdes cuja distribuicao € também conhecida
como distribui¢cdo normal multivariada contaminada.

De acordo com Ferreira (2011), a distribuicdo normal contaminada multivariada € uma
distribuicdo esférica, pois a sua funcao densidade tem contornos de densidades constantes, com
formato eliptico. O vetor aleatério X = [X;, X, - -, Xp]’ € R? de distribuicao normal multiva-

riada contaminada possui a func¢do densidade de probabilidade da forma:

1
fx(x) 25(27r)”/2|>31|l/zeXP{—E(x—ul)’Ell(x—#l)} +
@21)

(1= 0)m) B Pexp{ - v o) B o)
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sendo X; uma matriz de covariincias positiva definida, g; € R” o vetor de médias, i =1, 2 e
0 < 6 <1 a constante de contaminacgdo. A quantidade de outliers é determinada pela constante

de contaminacdo, presente na expressao.

2.4.4 Distribuicao t de Student

A distribuicdo ¢ de Student multivariada pertence a familia de distribuicdes elipticas.
Segundo Ferreira (2011), um vetor aleatério X = [X;, Xa, -, Xn]’ € R?” com parametros dados
pelo vetor de médias p = 1y, Lo, -, Un)' € RP e matriz simétrica e positiva definida X de ordem
p X p, tem distribui¢do ¢ de Student com Vv graus de liberdade, X ~ 1, (1, £, v), se sua fungio

densidade de probabilidade é dada por

(5%

r (V) (Vﬂ')p/2|2’1/2 X {1 + v_l(x_u)TZ—l(x_”)}_(v_'_p)/z, (222)
2

f(x) =

cuja média é W e cujas covariancias sdo VE/(v —2) no caso de v > 2.

Como ressaltado por Roth (2012), quando os graus de liberdade tendem ao infinito, a
distribui¢do ¢ converge para uma distribuicio normal. Portanto, quanto maior o grau de li-
berdade, mais a distribuicao ¢ de Student se aproxima da distribuicdo Normal, ou, em outras
palavras, conforme o Teorema do Limite Central (Casella e Berger (2014)), quando o tamanho
amostral € suficientemente grande, a distribuicdo da média € uma distribuicdo aproximadamente
normal para uma amostra aleatéria de uma populacao com varidncia finita. No caso univariado,
a funcao densidade da distribuicdo ¢ de Student tem a mesma forma em sino da distribuicdo
Normal, mas reflete a maior variabilidade, através de curvas mais alargadas, o que € esperado
em amostras pequenas. No caso multivariado, a distribui¢do ¢ de Student multivariada converge
para a distribui¢do normal multivariada quando n — oo.

Segundo Ding (2016), a probabilidade da cauda da distribuicdo ¢ de Student multiva-
riada decai em uma taxa polinomial, resultando em caudas mais pesadas que a distribui¢ao
normal multivariada. Devido a essa caracteristica, a distribui¢do 7 de Student multivariada é
amplamente aplicada em andlises de dados robustos. Em outras palavras, Roth (2012) afirma
que uma razao para empregar a distribuicao ¢ € sua capacidade de gerar outliers, o que faz com

que a modelagem seja mais precisa em muitos cendrios do mundo real.
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Sao utilizados testes de hipdtese para averiguar o desempenho dos resultados das simu-
lacdes das distribui¢des supracitadas. Os testes podem ser classificados de acordo com as suas

taxas de erro tipo /, como € apresentado a seguir.

2.5 Classificacoes dos testes de hipotese

Segundo Biase e Ferreira (2011), os testes de hip6tese podem ser classificados de acordo
com os seus tamanhos reais (0,,) comparados ao tamanho nominal (0;pminar). Assim, eles
podem ser classificados em trés tipos de testes, sendo eles: o teste liberal, o teste exato e o teste

conservativo.

e Teste liberal

O teste liberal € o teste que possui seus tamanhos reais maiores que o tamanho nominal
pré estabelecido. Assim, ndo controla as taxas de erro do tipo I, e, por isto, € considerado
o pior dos trés tipos de teste. Espera-se que este teste possua um poder alto, mas, mesmo

assim, nao pode ser considerado um teste adequado. Para este teste tem-se:

Oeal > Opominal -

e Teste exato

O teste é chamado de teste exato quando possui seus tamanhos reais iguais ao nivel no-

minal de significAncia. E o teste almejado, por controlar as taxas de erro do tipo , pois

Oreal = Cnominal -

e Teste conservativo

O teste € conservativo se ele possui seus tamanhos reais menores que o tamanho nominal,
ou seja,

Creal < Opominal -

Existem vérios tipos de testes de hipdtese, sendo que um deles é o teste da matriz de
covariancias. A hipotese a ser testada neste teste estd relacionada a matriz de covariancias, mas

pode assumir varios formatos, de acordo com o que se deseja averiguar, como € mostrado na
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proxima secdo. O enfoque maior € dado ao teste de esfericidade, o qual € o objetivo de estudo

neste trabalho.

2.6 Testes da matriz de covariincias

Como exposto por Ferreira (2011), os testes classicos de hipdtese sobre a matriz de
covariancias sdo baseados na razao de verossimilhancas, assumindo normalidade multivariada
da distribuicdo. O autor ainda sobressalta que esses testes sobre matrizes de covariancias tém
o seu desempenho fortemente afetado pelos desvios de normalidade. Nos testes da matriz de
covariancias, vdrios tipos de hipéteses podem ser considerados, sendo alguns deles descritos a

seguir.

2.6.1 Teste para um valor especifico da matriz de covariancias

Neste caso, a hipdtese nula de interesse é

H()ZEZZ()

em que ¥, é uma matriz positiva definida.

2.6.2 Hipoétese de independéncia das variaveis em estudo

A hipoétese de independéncia se baseia no fato de que para varidveis quaisquer, as va-
ridveis independentes t€ém covariancia nula. Se as varidveis sdo normais multivariadas con-
juntamente, entdo covariancia nula implica em independéncia, que € o reciproco do enunciado
anterior, valendo apenas para varidveis normais. Assim, no caso normal é suficiente testar a

seguinte hipdtese:

o1 0 0
H():ZZZ(): 2 s
0 O Opp

em que Xy é¢ uma matriz diagonal.
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2.6.3 Estrutura de simetria composta

A simetria composta € satisfeita se todas as covariancias forem iguais e também se todas

as variancias forem iguais nas populagcdes que estdo sendo amostradas. Desta maneira, testa-se

H()IZ‘.ZG2

2.6.4 Teste de esfericidade

O teste de esfericidade supde que as varidveis sdo independentes e possuem a mesma

variancia. A hipétese a ser testada €, portanto,

Hy:X=o"I. (2.23)

Mauchly (1940) prop0s o teste de esfericidade com o objetivo de verificar se uma deter-
minada populagcdo normal multivariada apresenta variancias iguais e correlagdes nulas. Como
os contornos de mesma densidade sdo esféricos, o teste resultante ¢ denominado teste de esfe-
ricidade.

Um caso particular do teste de esfericidade é quando as variancias sdo homogéneas

iguais a 1 e as covariancias sao nulas. Neste caso, a hipdtese a ser testada é
Hy:X=1. (2.24)

As medidas repetidas sdo obtidas quando o mesmo individuo € medido em mais de uma
condicdo de avaliagdo (tempo, distancia, entre outros). Quando a condicdo de avaliagdo é o
tempo, os dados do tipo medidas repetidas diferem daqueles chamados de séries temporais.
Em medidas repetidas, em geral, tem-se muitos individuos e poucos instantes de avaliacdo. Ja
em séries temporais tem-se poucos individuos e muitos instantes de avaliacdo. O modelo mais
simples para ensaios com medidas repetidas é o modelo de parcelas subdivididas.

Alves et al. (2015) afirmam que, para que os resultados referentes a subparcela tempo
e a interacdo tempo X tratamento sejam validos, é necessario que as pressuposicdes da andlise

de variancia usual sejam atendidas, ou seja, que os erros da subparcela apresentem distribuicao
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normal, sejam independentes e identicamente distribuidos e com variancias constantes. Assim,
segundo Xavier e Dias (2001), em experimentos com medidas repetidas no esquema de parcelas
subdivididas, o teste F' com relagdo a subparcela sé terd distribuicdo F exata caso a matriz de
covariancias atenda a condicao de esfericidade. Caso seja aceita a condi¢do de esfericidade,
pode-se continuar com a anélise de varidncia no esquema de parcelas subdivididas.

Ainda segundo Xavier e Dias (2001), a violacdao da condi¢do de esfericidade leva a tes-
tes liberais para os fatores da subparcela. Alves et al. (2015) resumem que, se a condi¢do de
esfericidade ndo for satisfeita, ou seja, se o teste de esfericidade for significativo, uma alterna-
tiva € realizar a correcdo para os graus de liberdade do teste F' para os fatores da subparcela.
Outra alternativa € considerar a anélise de variancia multivariada (MANOVA) em que nenhuma
restricdo € feita quanto a estrutura de variancias e covariancias, ou ainda considerar o ajuste de
modelos mistos, em que diversas estruturas de covariancias sdo testadas, selecionando aquela
que melhor explique o comportamento dos dados.

Uma aplicacdo pratica do teste de esfericidade é encontrada no artigo de Alves et al.
(2015), em que foi avaliado o desenvolvimento vegetativo de 25 progénies de cupuaguzeiro.
Utilizou-se a andlise de medidas repetidas e verificou-se, por meio do teste de esfericidade,
qual o tipo de anélise estatistica era mais adequada, se a de parcelas subdivididas no tempo ou
modelos mistos. Para a varidvel altura, o teste de esfericidade foi significativo ao nivel de 5%
de significancia, rejeitando, entdo, a hipdtese de esfericidade. J4 para a varidvel didmetro da
planta, o teste de esfericidade foi ndo significativo ao nivel de 5% de significancia, portanto, a
hipétese de esfericidade ndo € rejeitada. Os resultados da anélise de varidncia no esquema de
delineamento de parcelas subdivididas no tempo sdo validos para a varidvel diametro, porém,
para a varidvel altura deve-se utilizar da anélise de modelos mistos. Além disso, o trabalho
supracitado também verificou se ocorrem efeitos de progénie, tempo e a interagdo progénie X
tempo.

Um critério cléssico de a construcdo de um teste de hipdtese € o teste da razao de veros-

similhangas, o qual € descrito a seguir.

2.6.4.1 Teste da razao de verossimilhancas

Segundo Mardia, Kent e Bibby (1979), a estratégia geral do teste da razdo de veros-
similhancas é maximizar a probabilidade da hipétese nula sob a hipdtese alternativa. Se a

distribui¢do da amostra aleatéria X = (xi, x2, -, X, )’ depende de um vetor de pardmetros 0, e
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se Hy: 8 € Qp e Hi: 6 € Q; forem duas hipdteses, entdo a estatistica de razdo de semelhanca
para testar Hy contra H; é definida como

*
_ L()

A= — 2.25
LT? ( )

em que L7 é o maior valor que a taxa de probabilidade leva na regido Q;, i = 0, 1. Equivalente-

mente, pode-se usar a estatistica
—2logA =2(logL] —logLy). (2.26)

Em geral, tende a favorecer H; quando a estatistica de razdo de verossimilhancas € baixa
e H, quando ¢ alta. O teste da razdo de verossimilhancas de tamanho « para testar Hy contra
H; tem como regido de rejei¢ao

R={x|A<c} (2.27)

em que ¢ é determinado para que o méaximo de Py(x € R) = a, considerando que 6 € Q.

O critério classico de razdo de verossimilhancas para o teste de esfericidade foi usado
pela primeira vez por Mauchly (1940). A seguir € exposta a forma de obtencdo da estatistica do
teste pela razdo de verossimilhangas para o teste de esfericidade, sendo uma transcri¢io exata

de Ferreira (2011). A hipdtese de interesse no teste de esfericidade € dada por
Hy:X =0l
A funcdo de verossimilhanga para o modelo restrito é
Lo, (Y; 1, Z0) =(2m) ""/2|c?1| "/
X exp {—%‘zém —u)'(¥; —u)}

_ _ 2o (Yie— we)?
—(2n np/2 62 np/2e . Jk ’
R S e

e a fungdo suporte, a qual € o logaritmo da funcao de verossimilhanca para o modelo restrito, é

dada por
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As derivadas parciais de primeira ordem da funcdo suporte em relagio a i e 62 sdo

dg(Y;u,Zo) np | k=1j=1

Jo? 202" 2(02)2 ’

que, igualadas a zero, resultam nos seguintes estimadores de maxima verossimilhanga (EMV):

i =Y
(Yix—Yy) Ok

52 _k=1j=1 _ ;;1 _ tr(Sy,)
np )4 )4

Assim, o maximo da funcdo de verossimilhanga para o modelo reduzido sob Hy: ¥ =

c’1¢ 2
. tr(S,) 1"
Loy (V3,60 = (om) 72 || e {02
p
A estatistica do teste da razdo de verossimilhancgas para a hipdtese de esfericidade é€,
portanto,

PR 1 S
~tr(S0)/pP2 T tr(S)/p|e

Como a distribuicdo nula do teste da razdo de verossimilhangas (A) € complicada,

(2.28)

utiliza-se a aproximacdo qui-quadrado assintética que, sob Hy, —21In(A) com f = w —1

graus de liberdade, a qual é dada por

xlzzn{pln {";S)} —1n|S|}.

E interessante destacar um aspecto da estatistica de teste dada em (2.28). Se ik (k=1,2,

-+, p) € 0 k-ésimo autovalor da matriz de covaridncias amostral S, entdo as seguintes relacdes

podem ser utilizadas:

LA
NES I (2.29)
k=1
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p A
tr(8) =Y A (2.30)
k=1

Substituindo as relacdes (2.29) e (2.30) no valor da estatistica de teste apresentada em

(2.28), obtém-se
b n/2 b np/2
W
k=1 _ k=1
P np/2 P np/2
(&)l (£
k=1 k=1

de onde se conclui que o teste de esfericidade confronta a média geométrica com a média arit-

mética dos autovalores da matriz §. Como ambas as médias sao iguais apenas se os autovalores
forem todos iguais, o teste de esfericidade também pode ser interpretado como sendo um teste
de igualdade dos autovalores.

Box (1949) propds uma corre¢do para obter um melhor desempenho no teste, melho-

rando a distribuigdo assintética de —21In(A), a qual é dada por

2p*+p+2

G | n]S] — pinir($)/ ).

B=—|t-1)-

que, sob Hy, possui distribui¢do qui-quadrado com f = p(p+1)/2 — 1 graus de liberdade.

O teste de esfericidade com variancias homogéneas iguais a 1 e covariancias nulas € um
caso particular do teste para um valor especifico da matriz de covariancias. Seja uma amostra
aleatéria em R? de tamanho n, Y, Y, ---, Y, de uma distribuicao normal com vetor de média
U e matriz de covariancia £, sendo ambos os pardmetros desconhecidos. Os estimadores de ma-
xima verossimilhanga desses pardmetros sio ¥ e S, respectivamente. A matriz de covariincias

amostral € positiva definida com probabilidade 1. A hipétese de interesse €
H() X = 20

sendo Xy uma matriz positiva de interesse.
Para testar esta hipotese, deve-se maximizar a verossimilhanca do modelo irrestrito (H:

Y #£%)). Sob Hy a fungdo de verossimilhanga pode ser escrita por

LQO(Y;‘I,,Z()) 2(277:)_"17/2|20‘_n/2><

« exp{—%tr[(n xS - %tr sy (¥ — p)(F — )] }
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cuja fungdo suporte é

g(Y;p, %) =— %ln@ﬂ) - glnp:ol - %t”[(n —1)Z;'s]-
1 _ — —
—5tr [nE, 'Y —p)(Y —p)'].

Fazendo a derivada parcial da fung@o suporte em relagdo a p e igualando-a a zero,

obtém-se o EMV:

ag(Y’”’7ZO) —1/y
T :nEO I(Y—ﬂ)

nXy lv-p)=o0
p=7.
O méaximo da func¢d@o de verossimilhanga para o modelo restrito €, portanto, dado por

Lo, (Y;f1,%0) = (2717)_””/2\20\_"/2exp{—%tr (nZy'S,) }

A estatistica do teste da razao de verossimilhancgas é

Ao |Zo|~"/2 —tr(nZ‘.alSn) +np
=5, ex 5

—1
_iplq )2 —ntr(X,"S,) +np
1z Sa exp{ 7 .

No modelo completo sdo estimados p(p+3)/2 parimetros e no modelo reduzido, p.

Entdo, a estatistica —21n(A), dada por
)(32 =ntr ():51Sn) —nln ‘ZalSn} —np

possui assintoticamente distribui¢do qui-quadrado, sob Hy, com f = p(p+ 1)/2 graus de liber-
dade.

Korin (1968) prop6s uma corre¢do na estatistica de teste para obter uma melhor aproxi-
macao da distribuicdo qui-quadrada, a qual € dada por

1 2 _ _
1= [(n— D-g¢ (2p+ 1— Im)} tr(Z,'S) —In|Z, S| - pl, (2.31)
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que possui distribui¢do qui-quadrado assintética, sob Hy, com f = p(p+ 1)/2 graus de liber-
dade.

Assim, a fim de testar o caso particular desse teste, em que

H():ZZI,

a estatistica do teste pode ser simplificada por

B=|n-0-g (2412 ) (s -mis) -
- [(n—l)—— <2p—|— _?ﬂ [éﬁk—gln(ik)—p]

em que Ak 6 0 k-6simo autovalor de S.

Para testar a hipdtese Hy : £ = I quando p > n, Ledoit e Wolf (2002) apresentaram um
teste alternativo. Ao contrario do teste da razdo de verossimilhangas que se degenera pelo fato
da matriz de covariincias amostral ser singular, o teste proposto € robusto quando p € grande e

até maior que n.

2.6.4.2 Estatistica modificada para matrizes com alta dimensionalidade

Ledoit e Wolf (2002) estudaram o teste de esfericidade para o caso em que a dimensao
¢ alta e até maior que o tamanho amostral. A hipdtese nula do teste é dada por (2.23), e, para
o caso particular do teste de esfericidade com variancias homogéneas iguais a 1 e covariincias
nulas tem a hipétese nula dada por (2.24). Os autores ressaltam que I pode ser substituida por
qualquer outra matriz positiva definida Xy desde que os dados sejam multiplicados por X, 172
Porém, quando se utiliza desta substituicao e transformacao dos dados, o teste deixa de ser de
esfericidade.

Nos casos em que a dimensionalidade dos dados é maior que o tamanho amostral, a
estatistica do teste da razdo de verossimilhancas se degenera, pois S € singular. Por esta razao,
Ledoit e Wolf (2002) estudaram a robustez quanto a alta dimensionalidade de duas estatisticas
de teste j4 existentes na literatura, cujas distribui¢cdes assintéticas presumiam o aumento de n e
p fixo. Estas estatisticas foram escolhidas por ndo se degenerarem na presencga de alta dimen-

sionalidade, pelo fato de utilizarem o trago da matriz de covariincias amostral. Neste trabalho
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¢ apresentada apenas uma destas estatisticas, a utilizada em testes sob a seguinte hipdtese nula:
Hp: £ =1. Ledoit e Wolf (2002) analisaram, entdo, 0s casos em que p € n aumentam juntos,
com p/n convergindo para um limite ¢ € (0,+o0). A estatistica de teste de interesse neste tra-
balho estudada é a V, proposta por Nagao (1973), para o teste de esfericidade com variancias

homogéneas e iguais a 1 e covariancias nulas. A estatistica V é dada por

V= étr[(S -7, (2.32)

Ledoit e Wolf (2002) assumiram normalidade dos dados e usaram simulacdo Monte
Carlo para avaliar o desempenho dos testes. Eles concluiram que V nao é robusta para todas
as alternativas quando p e n aumentam. O teste de esfericidade com variancias homogéneas
iguais a 1 e covaridncias iguais a 0, baseado na estatistica V, € liberal, ndo controlando as
taxas de erro do tipo I, e possui o poder baixo quando p e n aumentam juntos. Portanto, os
autores mencionados sugeriram uma estatistica modificada de V, para o teste de esfericidade

com variancias homogéneas e iguais a 1 e covariancias nulas, dada por

w=Luys—ry-2 [lrrw)] L 2 (2.33)

A estatistica de teste W € robusta quando p é grande e até mesmo maior que n. O teste
baseado na estatistica W € exato para quase todos os casos, exceto em situacdes que o tamanho
amostral é muito pequeno. E importante ressaltar que nio se espera que as taxas do erro do tipo
I sejam controladas quando o tamanho amostral € muito pequeno. O poder do teste baseado em
W € alto para os casos em que p e n aumentam juntos.

Ferreira (2011) apresentou a expressao da estatistica de teste W, resultando em

n 2 2 2
it =rlis -1 - 5 | 2rs)| +

que, sob Hy, possui distribuicdo qui-quadrado com f = p(p+1)/2 graus de liberdade, pois,
segundo Ledoit e Wolf (2002), npW /2 — x7.

No trabalho de Ledoit e Wolf (2002), a robustez das estatisticas de teste foi verificada por
meio da simulacdo com 10.000 repeticdes Monte Carlo, para o nivel nominal de significancia
pré-determinado de 5%, analisando-se as taxas de erro do tipo / e o poder do teste, além da
avaliacdo dos resultados assintéticos expostos. O nimero de observagdes variou entre n = 4,

8, 16, 32, 64, 128, 256, assim como o ndmero de varidveis, p = 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, e
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foram combinados n e p em todas as alternativas possiveis. Para as estatisticas apresentadas, V
e W, a hipdtese nula dos testes é dada por Hy: X = I, e a hipétese alternativa utilizada é dada
por metade dos autovalores da matriz de covariancia populacional iguais a 1 e a outra metade
iguais a 0,5.

Os resultados obtidos pelas simulacdes Monte Carlo sob Hy e sob H| para o teste de
esfericidades cuja hipotese € dada por (2.24), para as estatisticas de teste estudadas, (2.32)
e (2.33), no referido artigo sdo expostos na Tabela 2.1. E possivel notar que, para os testes
baseados nas estatisticas de teste V, os tamanhos reais do teste ndo convergem para o tamanho
nominal e o poder ndo converge para 1 quando ha um aumento de p e de n simultaneamente.
Observa-se também que, para os testes baseados na estatistica de teste W, os tamanhos reais
do teste convergem para o tamanho nominal quando p e n aumentam simultaneamente e que o
poder ndao diminui quando p € grande, permanecendo alto até mesmo quando p > n. Nota-se,

ainda, que, para n > 32, o poder parece depender de n, entdo, se n € fixo, o poder aumenta em
p.

Tabela 2.1 — Tamanhos reais dos testes sob Hy: £ = I e poderes dos testes sob H; : metade dos autovalores
da matriz de covariancia populacional iguais a 1 e a outra metade iguais a 0,5, baseados em
V e W, obtidos através de 10000 repeti¢des da simulacdo Monte Carlo, ao nivel nominal de
5% de significancia.

Tamanho Poder
n p A% w A% A%
4 4 0,127 0,03 0,04 0,02

8 018" 0,04 003 0,02
16 0,257 0,05 0,02 0,02
32 031" 0,05 0,00 0,02
64 0,357 0,05 0,00 0,02

128 040" 0,06 0,00 0,02
256 0,43 0,05 0,00 0,02




Continuagdo da Tabela 2.1:

Tamanho

Poder

\%

W

\Y%

W

16
32

64
128
256

0,107
0,15
0,21
0,27F
0,33
0,38"
0,41+

0,04
0,05
0,05
0,05
0,05
0,06
0,05

0,03
0,02
0,01
0,00
0,00
0,00
0,00

0,02
0,03
0,03
0,03
0,03
0,03
0,03

16

16

32

64
128
256

0,08"
0,11+
0,15
0,21
0,29
0,34+
0,38

0,05
0,05
0,05
0,05
0,06
0,06
0,05

0,03
0,02
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

0,06
0,07
0,08
0,09
0,09
0,08
0,09

32

16
32

64
128
256

0,07

0,09"
0,12+
0,17+
0,22+
0,29
0,34"

0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05

0,11
0,03
0,00
0,00
0,00
0,00
0,00

0,37
0,43
0,51
0,53
0,56
0,57
0,58

64

16
32

64
128
256

0,06

0,08
0,09"
0,13"
0,17+
0,23F
0,28

0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05
0,05

0,76
0,56
0,05
0,00
0,00
0,00
0,00

0,93
0,98
1,00
1,00
1,00
1,00
1,00

50
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Continuagdo da Tabela 2.1:

Tamanho Poder
n p \Y W A% \%Y%
128 4 0,05 0,05 1,00 1,00

8§ 0,07 0,05 1,00 1,00
16 0,07 0,05 1,00 1,00
32 0,097 0,05 0,14 1,00
64 0,137 0,05 0,00 1,00

128 0,177 0,05 0,00 1,00
256 0227 0,05 0,00 1,00
256 4 005 0,05 1,00 1,00

8§ 0,06 0,05 1,00 1,00
16 0,06 0,05 1,00 1,00
32 0,07 0,05 1,00 1,00
64 0,097 0,05 0,56 1,00

128 0,127 0,05 0,00 1,00
256 0,177 0,05 0,00 1,00

Portanto, o artigo de Ledoit e Wolf (2002) inovou com algumas contribui¢des importan-
tes para a ciéncia, possibilitando o desenvolvimento de um método para verificar a robustez dos
testes de matriz de covariancias com a violag@o de alta dimensionalidade. Também possibilitou
o encontro de duas estatisticas para testes de matriz de covariancia que podem ser aplicados
quando § ¢ singular, sendo que uma delas j4 existia e a outra foi proposta pelos autores.

Como observado no artigo de Ledoit e Wolf (2002), a simulagcdo Monte Carlo € muito
utilizada quando se tratam de estatisticas robustas. Isto se deve ao fato que o uso do método
Monte Carlo € justificado apenas se o procedimento for adequado em substituir um sistema real.

O método em questao é explicado na sequéncia.

2.7 Simulacdo Monte Carlo

De acordo com Pereira e Ferreira (2017), a simulagdo Monte Carlo € um mecanismo
computacional que utiliza sequéncias de nimeros pseudoaleatérios. Este método permite fazer

inferéncia estatistica para as distribui¢cdes das estatisticas de testes quando os parametros sao
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desconhecidos e também quando h4 violacdo das suposi¢cdes do modelo. Também ¢ utilizado
na avaliacdo do desempenho de testes, como na validacdo dos mesmos quanto ao controle da
taxa de erro do tipo / e do poder.

Segundo Ferreira (2013), os métodos Monte Carlo envolvem a simulacdo de experimen-
tos em que pelo menos um componente aleatério esteja presente. Entdo, sdo gerados dados
pseudoaleatdrios destes componentes, que possuem uma determinada distribuicdo de probabi-
lidade. Tais métodos tém ganhado cada vez mais espago para a realizacio de inferéncia, sendo
0 aumento no uso devido ao avang¢o da informatica.

Ainda conforme Ferreira (2013), em casos em que a distribui¢do do componente alea-
tério nao pode ser precisamente determinada, os métodos estritamente Monte Carlo ndo podem
ser utilizados. As alternativas s@o o uso de bootstrap e de permutagdo, visto que estas técnicas
ndo exigem distribui¢cdes de probabilidade associadas aos dados ou a algum componente do

modelo.
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3 METODO

No presente trabalho sdo propostos e avaliados testes robustos e computacionalmente

intensivos para a hipétese dada por

Hy:Z=1, (3.1

em que ¥ é a matriz de covariancias populacional de ordem p x p positiva definida. O trabalho
€ realizado sob as seguintes condi¢cdes: os tamanhos amostrais considerados sdo n = 4, 8, 16,
32, 64, 128, 256, as dimensdes sdao p = 4, 8, 16, 32, 64 e os tamanhos nominais sdao de o =
1%, 5% e 10% de significancia. Assim, sdo feitas todas as combinacdes possiveis entre n e
p para os trés niveis de significancia estudados. Sao avaliados, entdo, os desempenhos dos
testes por meio de simulacdo Monte Carlo, sendo duas etapas consideradas. Na primeira, sdo
simuladas amostras sob Hy, e € avaliada a taxa real de erro do tipo I dos testes. Na segunda, sao
considerados diferentes estruturas para ¥, mas diferentes de (3.1). Assim, as taxas de rejei¢ao
estimam empiricamente o poder dos testes.

De acordo com Biase e Ferreira (2011) e Oliveira e Ferreira (2010), as taxas de erro do
tipo I sdo calculadas para cada teste como a propor¢ao de vezes que Hy € (falsamente) rejeitada,
e essa propor¢do é comparada ao nivel de significancia nominal (o). Como essas taxas de
erro do tipo / sdo estimadas usando simulacdes Monte Carlo, elas ndo estdo isentas de erros.
E realizado um teste binomial exato, considerando a hipétese Hy : & = 1% vs Hj : o # 1%,
Hy:0=5%vs Hy : &« # 5%, ou Hy : &« = 10% vs H; : & # 10%, para um nivel nominal de
probabilidade de 1%. O teste € considerado conservativo quando Hy € rejeitada e a taxa de erro
tipo I € significativamente inferior ao nivel nominal (P < 0,01). Caso contrario, se a taxa de erro
tipo I observada € significativamente superior ao nivel nominal (P < 0,01), o teste € liberal. Se
a taxa de erro tipo I observada ndo ¢ significativamente diferente do nivel nominal (P > 0,01),
o teste é considerado exato. A estatistica do teste € obtida da relacdo entre as distribui¢des
binomial e F', com probabilidade de sucesso & = o, considerando que r representa o nimero

de Hj rejeitadas em N simulagdes Monte Carlo para o nivel nominal o. A estatistica do teste é

r+1 l—o
() (59)

dada por:
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que, sob Hy, segue uma distribui¢do F com v; = 2(N —r) e v, = 2(r+ 1) graus de liberdade.
Quando for verificado que F. < Fp o5 ou que Fe. > Fy 995, Hy deve ser rejeitada ao nivel nominal
de probabilidade de 1%, sendo Fj oos € Fp 995 0s quantis da distribui¢cdo F com vy e Vv, graus de
liberdade.

Além disso, sdo consideradas duas situagdes distintas em relacdo as pressuposi¢cdes ba-
sicas dos testes assintoticos. Em uma delas, as simulagdes Monte Carlo sao de uma normal
multivariada, sob Hy e sob Hy, que sdo os casos descritos anteriormente. Na segunda situagdo,
sdo simuladas situagdes de ndo normalidade ou de normalidade com presenca de outliers. As-
sim, os testes podem ser comparados quanto a robustez, tanto entre si quanto entre as situagoes

em que os pressupostos sdo atendidos e também sdo violados.

3.1 Testes assintdticos e propostos

A estatistica do teste de razao de verossimilhangas para a hip6tese (3.1) com a correcao

de Korin (1968) é dada por

- [(n—l)—é (2%1-%)} tr(S) — In| S| — p, (3.3)

que, sob Hy possui distribui¢do qui-quadrado com v = p(p + 1)/2 graus de liberdade, sendo S

o estimador de X dado por

n
=1 j=l
S = XX — (3.4
n—1 Z’ I n
j=l1
e p € o nimero de varidveise X; € R?, j =1, 2, ---, n, sdo as observa¢des amostrais em uma

amostra de tamanho n.
Para as situacdes em que p > n ou mesmo nas situacdes em que p < n, a estatistica de
teste W, de Ledoit e Wolf (2002) dada por
2 2 2
2 _ N 2 P |1 p
s -1 -2 L) + 35
B=rlis-03-2 [ Ts)| + 2, 35)
também € utilizada para o teste de Hy dada em (3.1). Sob H, esta estatistica segue assintotica-

mente uma distribui¢ao qui-quadrado com v = p(p+1)/2 graus de liberdade.
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A ideia deste trabalho € aplicar as estatisticas (3.3) e (3.5), substituindo o estimador (3.4)
pelo estimador comedian de X. Se este estimador for representado por (C), entdo as estatisticas

(3.3) e (3.5) ficam

1 2
A= |0-0-g (2p+1- 27 ) | r©) - mict - (36
€
2_n C 12 p2 1 C ’ p2 3.7
X4—§”[( - )]—7[;”( )] +77 (3.7)

respectivamente. Sob Hy, € considerada a distribuicao qui-quadrado assintética para ambas as
estatisticas, com v = p(p+ 1)/2 graus de liberdade. O estimador C é computado usando a
biblioteca robustbase do programa R Core Team (2018), por meio da fungdo covComed.

Como as estatisticas de teste (3.3) e (3.5) sdo modificadas, tornando-se (3.6) e (3.7), e
também por haver viola¢do dos pressupostos do teste de esfericidade, suspeita-se que a distri-
buicdo assintética qui-quadrado com v = p(p+ 1) /2 graus de liberdade possa néo ser adequada
para as estatisticas de teste (3.3), (3.5), (3.6) e (3.7). Por este motivo, € obtida uma versao Monte
Carlo de cada uma delas. Com isso, a distribuicdo nula é gerada e espera-se que haja um ganho
no desempenho dos testes. O procedimento € descrito a seguir.

Dada uma amostra aleatdria para a qual se quer testar a hipétese (3.1), os valores das
estatisticas (3.6) e (3.7) sdo computados, a partir da estimativa robusta de £, dada pelo estimador
C. Como o pardmetro de posi¢ao (i) ndo interfere no parimetro de escala (X), amostras Monte
Carlo de tamanho n s@o geradas a partir da distribuicdo normal multivariadacom g =0e X =1,
sendo que fixar £ como I tem a intensdo de impor Hy na geracao da distribui¢do nula. Para cada
amostra Monte Carlo de tamanho n sdo computados os valores das estatisticas (3.6) e (3.7). Os
valores respectivos destas estatisticas na m-ésima amostra Monte Carlo sio x%m e xim, para
m=1,2,---,N,com N = 999.

Em seguida, sdo formados os conjuntos xim; m=1,2,---, N+1le xim; m=1,2,---,
N+1emque 7532 N1 € xi n+1 830 os valores das respectivas estatisticas computadas na amostra

original. Assim, os valores-p sdo computados por

NAL ,
Y Ik > xin)
m=1

N+1

valor — p; = (3.8)
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em que i = 3,4 e I é a funcdo indicadora que retorna 1 se a desigualdade for verdadeira e 0, caso
contrario.

Se o valor-p; for menor ou igual a um nivel de significancia o pré-estabelecido, rejeita-
se Hy. Caso contrdrio, Hy apresentada em (3.1) ndo deve ser rejeitada, neste nivel nominal de

significancia.

3.2 Avaliaciao do desempenho dos testes

Para avaliar os desempenhos dos testes existentes, (3.3) e (3.5) considerados de referén-
cia e também dos testes propostos, (3.6) e (3.7), e de m versdes Monte Carlo, sdo utilizadas
simulagdes Monte Carlo. Para isso, sdo consideradas simulacdes sob Hy, em que £ = I e sob
Hj,em que X # I. Se geradas M = 1000 amostras de tamanho n, em cada caso, entdo a taxa de

rejeicdo R; para o i-ésimo teste de hipétese nula (3.1), € computada por

M
Z I(valor — py < o)
=

M Y

R; (3.9)

parai=1,2,3,4,5,6,em que i = 1 ou 2 refere-se aos testes (3.3) ou (3.5), i = 3 ou 4 refere-se
ao teste (3.6) ou (3.7) e i = 5 ou 6 refere-se as versdes Monte Carlo dos testes (3.6) ou (3.7) e
« o nivel nominal de significancia.

Assim, se as simulagdes estiverem sob Hy, R; € um estimador do tamanho do i-ésimo
teste. A seguir, sdo descritas as situagdes para avaliar o desempenho e também a robustez dos

testes.

3.2.1 Simulac¢oes sob normalidade

Tanto sob Hy quanto sob Hy, sd@o simuladas amostras normais de diferentes tamanhos
(n=4, 8, 16, 32, 64, 128, 256) e dimensdes p (p = 4, 8, 16, 32, 64) combinados. Os testes
(3.3) e (3.6) e a versdo Monte Carlo do teste (3.6) sdo aplicados somente nas combinac¢des em
que p < n, pois eles se degeneram quando p > n.

Em cada cendrio os testes sdo aplicados nas M amostras e as taxas de rejei¢do A de
cada um deles sdo computadas. Sob Hy, se referem ao erro do tipo I e, sob Hj, ao poder. Os

desempenhos dos testes sdo comparados.
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Sob Hy, sido geradas amostras de tamanho M de uma N,(p = 0,X = 1), sem perda de
generalidade. Sob Hj, sdo simuladas também amostras normais p-variadas com g = 0, sem

perda de generalidade, mas com X # I. Sao consideradas matrizes £ de ordem p x p do tipo:

T =0, (3.10)
Z:diag(dﬁ), (3.11)

parai=1,2,---, p,e
L =c%[(1-p)I+pl, (3.12)

—-l<p<l.

3.2.2 Simulacoes sob modelos nao normais ou com presenca de outliers

Sao usados os mesmos procedimentos descritos em (3.2.1), exceto pela distribui¢ao con-
siderada. Inicialmente € avaliada a robustez para a presenca de outliers. Assim, sdo simulados
dados de uma distribui¢do normal contaminada e da distribui¢@o ¢ de Student.

A funcdo de distribui¢do conjunta da distribui¢do normal contaminada é

) =3(2m) 721z enp { - Sx Y2 e )+
(3.13)

(1= 8)(2m) PR Pexp{ S B - ).

em que 1 — & representa a propor¢do de contaminagio de outliers, sendo dada por 1 — 6 < 0,10
neste trabalho. u* e £* sdo os parAmetros da distribui¢do geradora de outliers. Sdo adotadas
as matrizes ¥ apresentadas em (3.10), (3.11) e (3.12). Os parametros da distribui¢do normal
contaminada sdo considerados da seguinte forma: £* =X, u =0e u* =kl »k=025;05; 1.

A variancia da distribuicao de mistura é dada por

V(X)=8(upu" +Z)+ (1 - 8)( u*" +Z) — pypy (3.14)

emque Uy = E(X) =8u+ (1 —)u*. Portanto, a varidncia resulta em
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V(X)=Z+K8(1-8)J (3.15)

em que J é uma matriz unitdria de ordem p X p.
A funcdo de distribui¢do da ¢t de Student multivariada € dada por
r (ﬂ)

= : L p)TE ()42
SO = F gy g < VYRR , (3.16)

cuja média é W e cujas covaridncias sdo VE/(v —2) no caso de v > 2.

Sao considerados dois casos para a distribui¢do ¢ de Student multivariada: o primeiro,
em que o grau de liberdade € igual a 5 (v =5), e, o segundo, em que o grau de liberdade € igual
a 30 (v =30).

Com o intuito de avaliar a robustez para a assimetria, também sdo simulados dados da
distribui¢do log-normal multivariada. Tal distribui¢ao foi escolhida para a simulacao de dados
de uma distribui¢do assimétrica por possuir um coeficiente de assimetria alto. Para isso, se

Y ~N,(i,X), entdo X = exp{Y } -~ log-normal multivariada.

3.3 Nomenclaturas utilizadas

As nomenclaturas dos testes utilizadas sdo definidas na Tabela 3.1. Os testes que utili-
zam as estatisticas com distribui¢io assintética qui-quadrada com p(p+ 1) /2 graus de liberdade
sd0 LRTAs, LRTAsR, WAs e WAsR. Os testes originais sdao LRTAs e WAs, ja LRTAsR e WAsR
tém as estatisticas de teste modificadas, substituindo S por C. Os testes LRTMC, LRTMCR,

WMC e WMCR utilizam as estatisticas com distribuicdo gerada via simulacdo Monte Carlo.

Tabela 3.1 — Nomenclaturas, estatistica de teste e descricdo dos testes em estudo.

Nome Estatistica Descricao

LRTAs (3.3) Teste da razdo de verossimilhancas assint6tico com a covariancia
classica (S).

LRTAsR (3.6) Teste da razdo de verossimilhancas assintético com o estimador
robusto da covariancia (C).

WAs 3.5) Teste assintdtico que utiliza a estatistica W de Ledoit e Wolf (2002)
com S.

WASR 3.7 Teste assintdtico que utiliza a estatistica W de Ledoit e Wolf (2002)

com o estimador C.




Continuagdo da Tabela 3.1:
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Nome Estatistica Descricao

LRTMC  Versao Monte Carlo de (3.3) Teste da razao de verossimilhancas versdao Mon-
te Carlo com §.

LRTMCR Versdao Monte Carlo de (3.6) Teste da razdo de verossimilhancas versao Mon-
te Carlo com o estimador C.

wWMC Versdao Monte Carlo de (3.5) Teste da versdo Monte Carlo da estatistica W de
Ledoit e Wolf (2002) com S.

WMCR Versdo Monte Carlo de (3.7) Teste da versdo Monte Carlo da estatistica W de

Ledoit e Wolf (2002) com o estimador C.




60
4 RESULTADOS

Uma avaliac@o dos resultados das simulacdes para os trés niveis de significincia @ =
0,10, ¢ = 0,05 e ¢ = 0,01 permite que se notem comportamentos semelhantes quando consi-
derados a mesma hipétese, 0 mesmo tamanho amostral, a mesma dimensionalidade e a mesma
distribui¢do. Optou-se, entdo, por apresentar os resultados das simula¢des considerando 5%
de significancia, pelo fato de ser o nivel nominal escolhido por Ledoit e Wolf (2002), possibili-
tando, assim, a comparacao entre ambos os estudos. Os resultados das simula¢des considerando
1% e 10% de significancia encontram-se nos Apéndices, nas Tabelas A.1 a A.20 e B.1 a B.20,
respectivamente. S3o simulados todos os casos possiveis entre n € p para todos os testes em es-
tudo. E valido lembrar que o teste da razdo de verossimilhancas se degenera quando p > n pelo
fato da matriz de covariancias amostral ser singular. Por este motivo, os testes LRTAs, LRTAsR,
LRTMC e LRTMCR tém resultados de simulagdes apenas para os casos em que n > p. Ja os
testes WAs, WAsR, WMC e WMCR admitem simulacdes para todas as combinagdes ente n e
p. As distribui¢des simuladas sdo a normal, log-normal, ¢ de Sudent com v = 5 graus de liber-
dade, t de Student com v = 30 graus de liberdade e normal contaminada, para avaliar a robustez

quanto a assimetria da distribuicdo e quanto a presenca de outliers.

4.0.1 Desempenho em relacao aos tamanhos dos testes

Para classificar os testes em liberais, exatos ou conservativos, de acordo com seus ta-
manhos reais, utiliza-se o teste da binomial exato, considerando as seguintes hipoteses: Hy:
o = 0,10 versus Hy: a # 0,10, Hy: o« = 0,05 versus Hy: o # 0,05 e Hy: o« = 0,01 versus H;:
o # 0,01, para os niveis nominais de 10%, 5% e 1%, respectivamente. Os tamanhos reais dos
testes das distribui¢des normal, log-normal, # de Student com v = 5 graus de liberdade, ¢ de
Student com v = 30 graus de liberdade e normal contaminada sao apresentados nas Tabelas 4.1
a 4.5, sendo os resultados destacados a fim de facilitar a visualizacdo da classificacdo dos testes
da seguinte maneira: os valores sinalizados com T se referem a testes liberais, com ~ a testes
conservativos e, em negrito, a testes exatos. Sao encontrados poucos resultados conservativos,
como observado nas Tabelas 4.1 a 4.5.

Conforme os resultados presentes na Tabela 4.1, h4 um bom controle do erro do tipo
I sob normalidade principalmente para os teste LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR, conside-
rando todos os niveis de significincia em estudo. A medida que n cresce, com n > 128, os testes

WAs, WAsSR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR tendem a controlar as taxas de erro do tipo
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I. Ressalta-se que os resultados obtidos para o teste WAs diferem dos resultados para o teste W
assintético simulados por Ledoit e Wolf (2002) (Tabela 2.1), por razdes desconhecidas. O teste
LRTASsR tem comportamento pior que o teste LRTAs, em relagdo ao controle das taxas doe erro
do tipo /. Portanto, para a distribui¢do normal sob Hy: £ = I, os testes que t&€m maior controle
das taxas de erro do tipo I sd30 o LRTMC e o LRTMCR quando n < p e, para qualquer tamanho
amostral e dimensionalidade, WMC e W MCR. Entdo, nota-se a vantagem de se utilizar os testes
WMC e WMCR, visto que tém um excelente desempenho no controle das taxas de erro do tipo

I para qualquer n e p.

Tabela 4.1 — Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e
WMCR da hipétese Hy: £ = I, obtidos através de 1000 repeticdes da simulacdo Monte
Carlo, sob distribui¢do normal, ao nivel nominal de 5% de significincia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,107 0,167 0,05 0,06

8 0,207 043% 0,06 0,05

16 0,55 0,87+ 0,05 0,04

32 1,00t 1,00" 0,05 0,05

64 1,00t 1,00" 0,06 0,06

8 4 0,07 0,327 0,08 0,11" 0,05 0,05 0,06 0,05

8 0,127 0,26 0,05 0,04

16 0,227 0,567 0,04 0,05

32 0,617 086" 0,05 0,05

64 1,000 1,00" 0,04 0,05

16 4 0,06 0,200 0,07 011" 0,06 0,06 0,05 0,05
8 0,07 0,227 0,08" 0,14" 0,04 0,05 0,05 0,05

16 0,137 0,25% 0,05 0,05

32 0,267 0,517 0,06 0,05

64 0,627 0,74% 0,05 0,06

32 4 0,04 0,137 0,05 0,087 0,04 0,05 0,04 0,04
8 0,05 0,117 0,06 009" 0,05 0,04 0,04 0,04

16 0,07 0,14 0,097 0,12* 0,04 0,05 0,05 0,06

32 0,137 0,197 0,05 0,05

64 0,267 0,33 0,05 0,05

64 4 0,05 0,127 0,06 0,10" 0,05 0,06 0,06 0,07
8 0,05 0,087 0,07  0,08" 0,05 0,05 0,06 0,06

16 0,06 0,087 0,07  0,09" 0,05 0,05 0,05 0,05

32 0,147 0,157 0,097 010" 0,06 0,06 0,05 0,05

64 0,137 0,14% 0,06 0,05
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Continuagdo da Tabela 4.1:

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

128 4 0,04 0,07 0,05 0,07 0,05 0,05 0,04 0,06
8 0,05 0,05 0,05 0,06 0,05 0,05 0,05 0,05
16 0,06 0,07 0,06 0,07 0,05 0,05 0,05 0,05
32 0,18 0,197 0,06 0,06 0,05 0,05 0,04 0,03
64 018" 0,197 0,06 0,06 0,05 0,05 0,04 0,03
256 4 0,05 0,06 0,06 0,07 0,04 0,05 0,05 0,05
8 0,06 0,06 0,06 0,06 0,06 0,06 0,06 0,05
16 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 0,05 0,04
32 008 008 0,07 0,07 0,06 0,06 0,06 0,06
64 008" 008" 0,07 0,07 0,06 0,06 0,06 0,06

T sd0 os testes liberais, ~ sdo 0s testes conservativos e, em negrito, os testes exatos.

De acordo com os resultados das simulagdes das distribui¢des log-normal e ¢ de Student
com V =5 graus de liberdade sob Hj, apresentados nas Tabelas 4.2 e 4.3, respectivamente,
verifica-se que todos os testes em estudo sdo liberais, ndo controlando, assim, as taxas de erro
do tipo I. No caso da distribuic@o ¢ de Student com v = 5 graus de liberdade, WMCR tem o
desempenho um pouco melhor que os demais testes, pois controla as taxas de erro do tipo / para
algumas, porém poucas, situacdes em que p > n,sdoelas: n=4ep=4,n=8ep=4,n=38e
p = 8 e também quando n = 8 e p = 64. Além disso, os valores dos erros sao sempre inferiores
aos valores dos concorrentes.

Tabela 4.2 — Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e
WMCR da hipétese Hy: X = I, obtidos através de 1000 repeti¢des da simulacio Monte
Carlo, sob distribui¢ao log-normal, ao nivel nominal de 5% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,217 0,157 0,167 0,097
8 0,337 0,38% 0,197 0,117
16 0,60 0,77 0,24 0,14
32 0,947  0,98* 0,297 0,15"
64 1,00 1,00" 0,34"  0,19"
8 4 038" 0,717 0,28T 0,247 0,34" 0,18" 0,257 0,09
8 0,427 043* 0,317 0,14"
16 0,657 0,807 0,417  0,18"
32 0,897 0,97+ 0,517 0,207
64 1,00t 1,00" 0,567 0,20
16 4 054" 0,867 038" 0,64" 0,53 0,59" 0,367 0,407
8 064" 0,897 0,547 0,69 0,58+ 0,617 046"  0,32%
16 0,747 0,84% 0,60T  0,38"
32 0,877 096" 0,707 0,53"

64 0,98" 1,00" 0,787 0,68
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Continuagdo da Tabela 4.2:

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

32 4 0,65 0,967 0,587 0,94" 0,64 0,93% 0,557 0,897
8 075" 0,957 0,717 091" 0,74 0,91" 0,677 0,83
16 0,83" 0,977 0,857 0,92" 0,78 0,92 0,787 0,80"
32 0,957 0,98* 0,887  091%
64 0,997 1,00" 0,94 097"
64 4 0717 1,000 0,777 1,007 0,717" 1,00" 0,68° 1,007
8 081" 0,997 0,797 099" 0,81°" 0,99 0,78  0,98*
16 0,90 0,997 090" 0,98 0,89 0,98" 0,887 0,96
32 097 1,000 097" 0,99 0,93% 0,99 0,96  0,98*
64 1,00t 1,00" 0,987  1,00"
128 4 0,73" 1,007 0,717 1,00 0,73% 1,00" 0,717 1,00"
8 089" 1,000 0,87T 1,00" 0,89 1,00" 0,877 1,00"
16 095" 1,000 0,957 1,00" 0,95" 1,00" 0,94 1,00"
32 098" 1,000 0,98" 1,00" 0,97" 1,00 0,98"  1,00"
64 1,007 1,00" 1,00t 1,00" 0,98+ 1,00 1,00" 1,00
256 4 0,79 1,000 0,78" 1,00" 0,79 1,00" 0,777 1,00"
8 0917 1,000 0,997 1,00" 0,99 1,00 0,907  1,00"
16 0,96 1,000 0,967 1,00" 0,96 1,00 0,967  1,00"
32 099 1,000 0,997 1,00" 0,99 1,00" 0,99  1,00"
64 1,007 1,00" 1,00 1,00" 1,00" 1,00" 1,007 1,00"

T sd0 os testes liberais, ~ sdo os testes conservativos e, em negrito, os testes exatos.

Tabela 4.3 — Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e
WMCR da hipétese Hy: X = I, obtidos através de 1000 repeti¢des da simulacio Monte
Carlo, sob distribuicao ¢ de Student com v = 5 graus de liberdade, ao nivel nominal de 5%
de significincia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,17 0,14 0,137 0,06
8 0,347 0,34% 0,18  0,08"
16 0,58" 0,72% 0,26 0,10"
32 0,887 0,96 0,347 0,13
64 0,997  1,00" 0,42 0,167

8 4 023F 0,467 0227 0,12F 0,197 0,10" 0,197 0,05
8 0,397 0,30 0,287 0,06
16 0,667 0,75 0,457 0,097
32 0,917 097" 0,587 0,09
64 1,007 1,00" 0,747 0,07

16 4 032" 0,557  0,26" 0.29° 0,317" 0,23" 0,247 0,15"
8 051" 0,727 0,497 046" 0,46 0,36™ 0,417  0,15"
16 0,797 0,81% 0,677  0,24*
32 0,98" 0,99 0,877 0417

64 1,000  1,00" 0,97t  0,56"
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Continuagdo da Tabela 4.3:

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

32 4 041" 0,667 0,397 0,53" 0,41% 0,50" 0,387 0,407
8 067" 0,847 0,667 0,73 0,66™ 0,74" 0,627 0,57
16 093" 0,987 0,927 0,94" 0,90 0,94+ 0,887  0,82%
32 1,00 1,00" 0,997 0,99
64 1,00 1,00" 1,007 1,00"

64 4 049" 0,877 0477 080" 0,49" 0,77" 0,467 0,727
8 0,79 0,94 0,77t 092* 0,79" 0,93% 0,757  0,88*

16 097" 1,000 097" 0,99 0,97+ 0,99" 0,967 0,98

32 1,00" 1,00 1,00t 1,00" 1,00 1,00 1,007 1,00"

64 1,00t 1,00" 1,000 1,00"

128 4 0,57" 0,987 0,557 0,97" 0,57 0,96™ 0,547 096"
8 086" 1,000 0,867 0,99 0,86 1,00" 0,857  0,99*

16 0,99 1,000 0,997 1,00" 0,99" 1,00" 0,997  1,00"

32 1,007 1,00" 1,007 1,00" 1,00" 1,00 1,000 1,00"

64 1,007 1,00" 1,00t 1,00" 1,00" 1,00 1,007 1,00"

256 4 063" 1,000 0,627 1,007 0,637 1,00" 0,627  1,00"
8 0927 1,000 0,927 1,00" 0,91% 1,00 0917  1,00"

16 1,00 1,00 1,00t 1,00" 1,00 1,00 1,007 1,00"

32 1,00" 1,00 1,00t 1,00" 1,00 1,00" 1,000 1,00"

64 1,007 1,00" 1,00 1,00" 1,00" 1,00" 1,007 1,00"

T sd0 os testes liberais, ~ sdo os testes conservativos e, em negrito, os testes exatos.

Os resultados das simulagdes da distribuicdo ¢ de Student com v = 30 graus de liberdade
sob Hy, presentes na Tabela 4.4, revelam que os testes sao liberais principalmente em casos em
que hd um aumento de p. Ao contrario dos resultados das simulag¢des da distribui¢io normal
sob Hy (apresentados na Tabela 4.1), a distribuicao ¢ de Student com v = 30 graus de liberdade
ndo controla as taxas de erro do tipo / quando n e p crescem simultaneamente. Se comparados
com os resultados das simula¢des da distribuica@o ¢ de Student com v = 5 graus de liberdade sob
Hj (Tabela 4.3), os resultados das simulagdes da distribui¢do ¢ de Student com v = 30 graus de
liberdade sob Hy apresentados na Tabela 4.4 mostram uma quantidade maior de casos em que
as taxas de erro do tipo / sdo controladas, porém, ainda assim € um ndmero pequeno. Tal fato
ocorre porque quanto maior o nimero de graus de liberdade, mais a distribui¢do 7, de Student
se aproxima da distribui¢cdo normal p-variada, conforme o Teorema do Limite Central. Assim,
para haver convergéncia da distribuicdo 7, de Student para a distribui¢cdo N, deve-se aumentar
ainda mais o nimero de graus de liberdade, devido a alta dimensionalidade dos dados. Dentre

os testes analisados, a WMCR é o que tem um melhor comportamento no controle das taxas de
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erro do tipo [ para a distribuicao ¢ de Student com v = 30 graus de liberdade sob Hy, e os que

tém piores comportamentos sdo a LRTAsR e a WAsR.

Tabela 4.4 —

Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e
WMCR da hipétese Hy: £ = I, obtidos através de 1000 repeticdes da simulacdo Monte
Carlo, sob distribui¢do ¢ de Student com v = 30 graus de liberdade, ao nivel nominal de 5%
de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,12 0,157 0,07 0,05
8 0,257 0,45% 0,07 0,06

16 0,647 0,897 0,117  0,08"

32 0,98" 0,99 0,157 0,09"

64 1,007 1,00" 0,24%  0,12%
8 4 0,07 0,32 0,107 0,117 0,06 0,05 0,07 0,05
8 0,177 0,29* 0,087 0,05
16 0,377 0,65 0,157 0,07
32 0,79 0,93% 0,227 0,07

64 1,007 1,00" 0,367 0,097
16 4 0,07 0,237 0,08 0,11" 0,07 0,06 0,07 0,06
8 0,10 0,297 0,137 0,19 0,07 0,07 0,087 0,07

16 0,26" 037 0,157 0,10

32 0,57t 0,75% 0,26 0,17

64 0,94 0,97+ 0,507 0,29*
32 4 008" 0,187 0,08T 0,12F 0,08 0,07 0,087 0,07
8 009" 0,177 0,127 0,14" 0,08 0,09" 0,107 0,07

16 0,17 0,327 0,227 0,27" 0,117 0,15" 0,167 0,13

32 0,48" 0,58* 0,317 0.28%

64 0,87t 091* 0,627  0,65"

64 4 008" 0,167 0,087 0,12* 0,08" 0,09" 0,07 0,08"

8 009" 0,167 0,107 0,12* 0,09" 0,10" 0,097  0,08"

16 016" 0,217 0217 0,23 0,15 0,17+ 0,177 016"

32 035" 0,517 038" 042" 0,20 0,34" 0,297 0,30"

64 0,857 0,89 0,697 0,77

128 4 0,08" 0,197 0,097 0,15 0,08 0,12F 0,097 0,107

8 008" 0,147 0,117 0,11" 0,08 0,117 0,107 0,09

16 0,167 0,200 0,17t 0,197 0,167 0,17F 0,167 0,167

32 0317 0,407 0,367 039" 0,28" 0,36" 0,327 0,34%

64 0,827 0,917 080" 0,85" 0,54+ 0,76™ 0,737 0,79

256 4 0,08 0,217 0,087 0,17 0,08" 0,14* 0,08 0,13

8 009" 0,167 0,107 0,14" 0,09 0,14* 0,097 0,13

16 0,16" 0,227 0,187 0,20" 0,16 0,20" 0,17t 0,18

32 030" 0,377 0,357 0,36™ 0,30 0,36™ 0,327 0,33

64 073" 0,867 0,797 0.84% 0,69" 0,817 0,747 081"

J’_

sdo os testes liberais, ~ sdo os testes conservativos €, em negrito, os testes exatos.
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Conforme os resultados presentes na Tabela 4.5, hd um bom controle das taxas de erro do
tipo 1, sob a distribui¢cao normal contaminada, principalmente para os testes LRTMC, LRT MCR,
WMC e WMCR, quando n > p, considerando todos os niveis de significancia em estudo. Para
0s casos em que n = p ou n < p, apenas os testes WMC e WMCR sdo exatos. Os testes WAs e
WAsR t€ém menores quantidades de ocorréncias de controle das taxas de erro do tipo [ e o teste
LRTAsR tem comportamento pior que o LRTAs. Desta maneira, o comportamento dos testes em
estudo quanto ao controle das taxas de erro do tipo / sob a distribui¢cdo normal contaminada se
assemelha muito ao comportamento dos testes sob a distribuicdo normal, destacando a vantagem

de se utilizar os testes WMC e WMCR para quaisquer situagdes de n e p.

Tabela 4.5 — Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e
WMCR da hipétese Hy: £ = I, obtidos através de 1000 repeticdes da simulacdo Monte
Carlo, sob distribui¢cdo normal contaminada, ao nivel nominal de 5% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,117 0,167 0,05 0,05

8 0,237 045* 0,06 0,06

16 0,58% 0,87 0,07 0,07

32 1,00t 1,00" 0,06 0,06

64 1,00t 1,00" 0,05 0,06

8 4 0,07 0,337 0,08T 0,12" 0,06 0,06 0,05 0,05

8 0,127 0,267 0,06 0,05

16 0,247 0,58* 0,04 0,06

32 0,617 088" 0,06 0,05

64 1,007 1,00" 0,05 0,05

16 4 0,05 0,197 0,06 011" 0,04 0,06 0,05 0,05
8 0,06 0,237 0,087 0,16™ 0,05 0,05 0,06 0,06

16 0,12 0,27 0,04 0,05

32 0,287 0,507 0,06 0,05

64 0,647 0,78* 0,05 0,05

32 4 0,04 0,127 0,05 009" 0,04 0,05 0,05 0,05
8 0,06 0,127 0,07 009" 0,07 0,05 0,05 0,05

16 0,08 0,167  0,08" 0,14 0,05 0,06 0,05 0,06

32 0,137 0,20 0,05 0,06

64 0,280 0,35 0,05 0,05

64 4 0,05 0,117 0,06 0,097 0,05 0,07 0,06 0,06
8 0,05 0,07 0,03 0,05 0,05 0,04 0,03 0,04

16 0,07 0,087 0,08 0,09" 0,07 0,06 0,06 0,05

32 0,137 0,157 0,03 0,05 0,05 0,07 0,02~ 0,03

64 0,117 0,12* 0,05 0,05
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Continuagdo da Tabela 4.5:

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

128 4 0,05 0,097 0,06 0,08" 0,05 0,05 0,06 0,05
8 0,06 0,087 0,06 008" 0,06 0,06 0,06 0,06
16 0,06 0,06 0,06 0,07 0,05 0,05 0,05 0,05
32 0,06 0,07 0,08" 0,08 0,06 0,06 0,06 0,06
64 0227 0,227 0,107 0,02~ 0,05 0,05 0,05 0,05
256 4 0,07 0,107 0,07 0,107 0,07 0,07 0,07 0,07
8 0,05 0,06 0,05 0,06 0,05 0,04 0,05 0,05
16 0,05 0,06 0,06 0,06 0,05 0,05 0,06 0,06
32 0,06 0,06 0,05 0,06 0,06 0,05 0,05 0,05
64 0,07 0,07 0,06 0,06 0,05 0,05 0,05 0,05

T s80 os testes liberais, ~ sdo o0s testes conservativos e, em negrito, os testes exatos.

Analisadas as simulacdes das distribuicdes em estudo sob Hy, observa-se, portanto, que
as distribui¢des em que ha controle das taxas de erro do tipo / sdo a normal e a normal contami-
nada. Nas distribui¢des log-normal, # de Student com v = 5 graus de liberdade e ¢ de Student
com VvV = 30 graus de liberdade ndo hé controle adequado ou mesmo ndo ha controle algum
das taxas de erro do tipo /. Este estudo visa verificar se algum teste € robusto na presenca de
outliers e também quanto a alta dimensionalidade dos dados. Verifica-se que nenhum teste em
estudo € robusto quanto a assimetria da distribuicdo, como observado na Tabela 4.2. O outro
lado do estudo € verificar o comportamento dos testes em relacdo ao poder, em que sdo con-
sideradas as seguintes hipodteses alternativas: ¥ = ol ¥ = diag(oj),comi=1,2,---, pe
L = 62[(1 —p)I + pI], para p = 0,90 fixado. Para classificar os valores de poder dos testes,
sdo considerados, neste estudo, poderes altos aqueles que sdo iguais ou superiores a 0,80. Sao

apresentados estes resultados na proxima subsecao.

4.0.2 Desempenho dos testes em relacao ao poder

Os resultados das simulagdes dos poderes dos testes sob H: £ = o1 e sob a distribui-
cdo normal ao nivel de 5% de significancia sdo apresentados na Tabela 4.6. Observa-se que o
poder do teste torna-se alto e aumenta a medida que n aumenta, assim como quando p tam-
bém aumenta, principalmente quando n > 32. Os testes WAs e WAsR t€ém melhor desempenho
quanto ao poder, pois ndo tém valores de poder alto apenas quandon =4 e p=4,n=4¢
p = 8 e também quando n = 8 e p = 4, e apresentam valores de poder altos para todas as outras
configuracdes. Os poderes do teste WMC sdo altos para todos os casos exceto quando n =4 e

p=4,n=4ep=8 n=8ep=4en=8e p=_8. Jad os poderes do teste WMCR nao sao



68

altos para os casos em que WMC também ndao o é e quandon =4ep=16en=16¢e p =4.
Assim, o teste WMC € mais poderoso que o teste WMCR. Os testes LRTAs, LRTAsR e LRTMC
tém valores de poder altos a partir de n = 16 e p = 8. J4 o teste LRT MCR apresenta poder alto
para n > 32, independente de p, desde que n > p. Os valores de poder de qualquer um dos
testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR tendem a 1 a partir
de n > 32, ou seja, a medida que ha um aumento no n, para a distribui¢cdo normal na hipdtese
alternativa dada por H: £ = ¢21. Como nio ha controle do erro do tipo I quando p > n para a
maioria deles, entdo ndo hd vantagem em estes serem mais poderosos.

Tabela 4.6 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR

considerando H: X = oI, obtidos através de 1000 repeticdes da simulacio Monte Carlo,
sob distribui¢do normal, ao nivel nominal de 5% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,54 0,57 0,44 0,37
8 0,80 0,90 0,56 0,54
16 1,00 1,00 0,85 0,73
32 1,00 1,00 0,98 0,85
64 1,00 1,00 1,00 0,87
8 4 0,38 0,49 0,66 0,64 0,34 0,07 0,60 0,54
8 0,81 0,87 0,73 0,70
16 0,96 0,98 0,87 0,81
32 1,00 1,00 0,98 0,84
64 1,00 1,00 1,00 0,81
16 4 0,76 0,71 0,85 0,82 0,76 0,39 0,84 0,77
8 0,84 0,85 094 0,94 0,80 0,46 0,92 0,88
16 0,98 0,99 0,97 0,95
32 1,00 1,00 0,99 0,98
64 1,00 1,00 1,00 0,99
32 4 0,98 0,95 0,99 0,97 0,98 0,90 0,99 0,96
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00
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Continuagdo da Tabela 4.6:

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

128 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Nos resultados apresentados nas Tabelas 4.7 e 4.8 nota-se que o poder dos testes tende
a 1 quando n e p aumentam simultaneamente, mas nao obrigatoriamente com n = p, para as
distribui¢des log-normal e ¢ de Student com v =5 graus de liberdade, respectivamente. Os
testes que tendem a ser mais poderosos sdo os que utilizam a covaridncia cldssica (LRTAs,
WAs, LRTMC e WMC), se comparados aos testes que fazem uso das estatisticas modificadas
(LRTAsR, WAsR, LRTMCR e WMCR). Entdo, para as distribuicdes log-normal e ¢ de Student
com v = 5 graus de liberdade, os testes LRTAs, WAs, LRT MC e WMC sdo mais poderosos que
os testes LRTAsR, WAsR, LRTMCR e WMCR, quando considerada a hipétese alternativa H:
¥ = ¢2I. Novamente, deve-se destacar o desempenho do teste WMCR, pois é o que controla
melhor, embora também seja liberal, o erro do tipo I sob Hy nestas distribui¢des.
Tabela 4.7 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR

considerando H;: £ = oI, obtidos através de 1000 repetices da simulacio Monte Carlo,
sob distribuicdo log-normal, ao nivel nominal de 5% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,63 0,52 0,57 0,40
8 0,87 0,86 0,77 0,61
16 0,99 0,99 0,92 0,82
32 1,00 1,00 0,99 0,96
64 1,00 1,00 1,00 0,99

8 4 0,76 0,77 0,81 0,57 0,74 0,29 0,80 0,46
8 096 091 0,93 0,74
16 1,00 1,00 0,99 0,95
32 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00
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Continuagdo da Tabela 4.6:

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

16 4 0,93 0,79 095 0,68 0,93 0,54 0,94 0,59
8 0,98 0,96 0,99 094 0,98 0,82 0,99 0,88
16 1,00 1,00 1,00 0,99
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
32 4 0,99 0,81 0,99 0,77 0,99 0,69 0,99 0,70
8 1,00 0,96 1,00 0,97 1,00 0,93 1,00 0,95
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 0,83 1,00 0,82 1,00 0,76 1,00 0,78
8 1,00 0,99 1,00 0,99 1,00 0,98 1,00 0,99
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 0,85 1,00 0,84 1,00 0,80 1,00 0,82
8 1,00 0,99 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00
16 0,95 1,00 0,95 1,00 0,95 1,00 0,94 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 0,89 1,00 0,89 1,00 0,85 1,00 0,86
8 0,91 1,00 0,99 1,00 0,99 1,00 0,90 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Tabela 4.8 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando Hy: £ = oI, obtidos através de 1000 repeticdes da simulacio Monte Carlo,
sob distribuicdo ¢ de Student com v = 5 graus de liberdade, ao nivel nominal de 5% de

significincia.
n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 0,47 043 0,37 0,27
8 0,71 0,76 0,54 0,36
16 0,93 0,97 0,68 0,48
32 1,00 1,00 0,80 0,58
64 1,00 1,00 0,90 0,63
8 4 0,47 0,50 0,64 0,48 0,44 0,09 0,60 0,39
8 0,81 0,75 0,74 0,47
16 0,94 0,96 0,86 0,62
32 1,00 1,00 0,96 0,70

64 1,00 1,00 0,99 0,76
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Continuagdo da Tabela 4.8:

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

16 4 0,68 0,50 0,80 0,56 0,68 0,22 0,78 0,48
8 0,81 0,72 091 0,76 0,79 0,34 0,89 0,64
16 0,98 0,97 0,97 0,85
32 1,00 1,00 1,00 0,96
64 1,00 1,00 1,00 0,99
32 4 0,91 0,59 094 0,64 0,91 0,41 0,93 0,59
8 0,96 0,77 098 0,84 0,96 0,63 0,98 0,78
16 0,99 0,97 1,00 0,97 0,99 0,91 1,00 0,95
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 0,99 0,72 0,99 0,75 0,99 0,61 0,99 0,73
8 1,00 0,87 1,00 091 1,00 0,83 1,00 0,90
16 1,00 0,99 1,00 1,00 1,00 0,98 1,00 0,99
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 0,89 1,00 0,92 1,00 0,85 1,00 0,90
8 1,00 0,97 1,00 0,98 1,00 0,97 1,00 0,98
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 0,99 1,00 0,99 1,00 0,98 1,00 0,99
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

De acordo com os resultados das simulacOes presentes nas Tabelas 4.9 e 4.10, para as
distribui¢des 7 de Student com v = 30 graus de liberdade e normal contaminada, os testes t€m o
mesmo padrdo de resposta nas duas distribui¢des. Para n > 16, todos os testes em estudo apre-
sentam valores de poder altos, independente da dimensionalidade, para ambas as distribui¢des.
Para a distribuicdo normal contaminada, em geral, os testes WAs e WAsR sdo mais poderosos
que os demais testes em estudo. J4 para a distribui¢do ¢ de Student com v = 30 graus de liber-
dade, em geral, os testes WAs e WAsR sdao mais poderosos que os demais, mas, para n > 16,

tém valores de poder bem proximos ou até iguais aos testes WMC e WMCR.
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Tabela 4.9 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR
considerando H;: £ = oI, obtidos através de 1000 repeticoes da simulacio Monte Carlo,
sob distribuicao ¢ de Student com v = 30 graus de liberdade, ao nivel nominal de 5% de

significancia.
n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 0,51 045 0,41 0,36
8 0,78 0,89 0,57 0,51
16 0,99 1,00 0,82 0,68
32 1,00 1,00 0,97 0,84
64 1,00 1,00 0,99 0,88
8 4 0,41 0,48 0,67 0,62 0,37 0,07 0,62 0,53
8 0,80 0,84 0,72 0,66
16 0,95 0,97 0,88 0,81
32 1,00 1,00 0,98 0,88
64 1,00 1,00 1,00 0,91
16 4 0,75 0,70 0,85 0,79 0,74 0,37 0,84 0,75
8 0,83 0,83 0,94 0,94 0,80 0,45 0,93 0,88
16 0,98 0,98 0,97 0,95
32 1,00 1,00 1,00 0,99
64 1,00 1,00 1,00 1,00
32 4 0,98 0,93 0,98 0,95 0,97 0,84 0,98 0,94
8 1,00 0,99 1,00 0,99 1,00 0,97 1,00 0,99
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 0,99 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 0,99
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00




73

Tabela 4.10 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando H;: £ = 61, obtidos através de 1000 repeticdes da simulacio Monte Carlo,
sob distribuicdo normal contaminada, ao nivel nominal de 5% de significincia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,57 0,59 0,46 0,39
8 0,81 0,99 0,57 0,52
16 0,99 1,00 0,84 0,74
32 1,00 1,00 0,99 0,87
64 1,00 1,00 1,00 0,87
8 4 0,37 0,49 0,66 0,66 0,33 0,08 0,60 0,55
8 0,83 0,89 0,76 0,70
16 094 098 0,88 0,81
32 1,00 1,00 0,98 0,85
64 1,00 1,00 1,00 0,80
16 4 0,78 0,73 0,86 0,83 0,77 0,38 0,85 0,79
8 0,87 0,86 0,94 0,95 0,83 0,47 0,93 0,89
16 1,00 1,00 1,00 0,98
32 1,00 1,00 1,00 0,98
64 1,00 1,00 1,00 0,99
32 4 0,99 0,96 0,99 0,97 0,98 0,89 0,99 0,96
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Como observado, nenhum dos testes em estudo controlam as taxas de erro do tipo /
para as distribuicdes log-normal, ¢ de Student com v = 5 graus de liberdade e ¢ de Student com
v = 30 graus de liberdade. Entdo, optou-se por reduzir os cendrios das simulacdes para tais
distribui¢des para as hipéteses alternativas dadas por H: X = diag(oj;),parai=1,2,---, pe

T = c2[(1—p)I+pl], com p = 0,90, devido & demora computacional. Para estas hipéteses e
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distribui¢des, sdo realizadas todas as combinagdes possiveis entre n e p, com n =4, 16, 64, 256
ep=4,16,64.

Os resultados das simulagdes dos poderes dos testes sob a hipdtese alternativa Hy: £ =
diag(oj;), parai =1, 2, ---, p sdo apresentados nas Tabelas 4.11 a 4.15, para as distribuicdes
normal, log-normal, # de Student com v = 5 graus de liberdade, ¢ de Student com v = 30 graus
de liberdade e normal contaminada, respectivamente.

Na Tabela 4.11, observa-se que os testes sob distribui¢ao normal e sob H, : £ = diag(o;;),
parai=1,2,---, p que tétm maiores ocorréncias de valor de poder alto sio WAs, WAsR, LRT As
e LRTAsR. Os valores de poder de todos os testes em estudo tendem a 1 nas situagdes em que
n e p crescem simultaneamente (mas nao necessariamente n = p).

Tabela 4.11 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR

considerando H;: X = diag(o;;), obtidos através de 1000 repeti¢cdes da simulagio Monte
Carlo, sob distribui¢io normal, ao nivel nominal de 5% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,38 041 0,27 0,24
8 0,68 0,82 0,41 0,38
16 097 0,99 0,60 0,49
32 1,00 1,00 0,70 0,54
64 1,00 1,00 0,98 0,74
8 4 0,11 0,37 0,26 0,31 0,10 0,05 0,22 0,21
8 0,66 0,74 0,55 0,48
16 0,82 092 0,63 0,53
32 097 0,99 0,70 0,44
64 1,00 1,00 0,95 0,49
16 4 0,33 0,38 0,53 0,51 0,32 0,12 0,50 0,44
8 0,29 0,42 0,57 0,63 0,24 0,09 0,49 0,44
16 0,87 091 0,80 0,76
32 0,93 0,95 0,79 0,69
64 1,00 1,00 0,98 0,74
32 4 0,80 0,74 0,88 0,83 0,79 0,53 0,87 0,80
8 0,80 0,78 0,90 0,89 0,78 0,62 0,88 0,84
16 0,86 0,86 095 094 0,80 0,65 0,93 0,91
32 1,00 1,00 0,97 0,98
64 0,99 0,99 0,98 0,98
64 4 1,00 0,99 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 0,99
8 0,96 0,95 0,98 0,97 0,96 0,93 0,98 0,96
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00
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n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

128 4 1,00 0,98 1,00 0,99 1,00 0,96 1,00 0,98
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Os resultados das simulagdes da distribuicio log-normal sob a hipdtese alternativa dada

por H,: £ = diag(o;;), apresentados na Tabela 4.12, revelam que os poderes dos testes LRTAs,

LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR tendem a 1 a medida que o valor

de n cresce. Os testes LRTAs, WAs, LRTMC e WMC sao mais poderosos quando comparados

aos testes baseados nas suas respectivas estatisticas modificadas.

Tabela 4.12 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR
considerando H;: X = diag(o;;), obtidos através de 1000 repeticdes da simulagio Monte

Carlo, sob distribui¢do log-normal, ao nivel nominal de 5% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 0,51 0,40 0,45 0,29
16 0,93 0,96 0,76 0,59
64 1,00 1,00 0,97 0,86
16 4 0,81 0,79 0,83 0,62 0,81 0,52 0,82 0,46
16 0,99 0,99 0,99 0,94
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 0,99 0,95 0,99 091 0,99 0,90 0,99 0,88
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Na Tabela 4.13, nota-se que os poderes de todos os testes tendem a aumentar com o

aumento de n ou de p, para a distribuicdo ¢ de Student com v = 5 graus de liberdade sob H:

¥ = diag(oy;).
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Tabela 4.13 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando H;: X = diag(o;;), obtidos através de 1000 repeti¢cdes da simulagdo Monte
Carlo, sob distribui¢do ¢ de Student com v = 5 graus de liberdade, ao nivel nominal de 5%
de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,32 0,27 0,24 0,16
16 0,78 0,88 0,47 0,23
64 1,00 1,00 0,38 0,38
16 4 0,34 0,43 0,41 0,28 0,33 0,17 0,38 0,16
16 091 0,88 0,85 0,52
64 1,00 1,00 1,00 0,95
64 4 0,78 0,58 0,81 0,51 0,78 0,44 0,81 0,43
16 0,99 0,96 1,00 0,94 0,99 0,94 1,00 0,90
64 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 0,99 1,00 0,98 1,00 0,97 1,00 0,98
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Os poderes dos testes da distribui¢ao ¢ de Student com v = 30 graus de liberdade sob
a hipdtese alternativa H: ¥ = diag(o;;), apresentados na Tabela 4.14, tendem a 1 quando n

cresce. Os testes WAs e WAsR sdo mais poderosos na maior parte das vezes.

Tabela 4.14 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando H;: X = diag(o;;), obtidos através de 1000 repeti¢cdes da simulagio Monte
Carlo, sob distribui¢do ¢ de Student com v = 30 graus de liberdade, ao nivel nominal de
5% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,38 0,38 0,28 0,22
16 094 098 0,53 0,43
64 1,00 1,00 0,93 0,71

16 4 0,44 0,42 0,64 0,57 0,44 0,14 0,62 0,50
16 0,87 091 0,79 0,70
64 1,00 1,00 0,98 0,90

64 4 0,98 0,92 0,99 0,96 0,98 0,87 0,99 0,94
16 1,00 0,99 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00
64 1,00 1,00 0,98 0,90

256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

De acordo com os resultados das simulagdes dos poderes dos testes sob distribuicao
normal contaminada e a hipdtese alternativa H: £ = diag(o;;) parai=1,2, ---, p, apresentados

na Tabela 4.15, as ocorréncias de poder alto se ddo em WAs e WAsR, o qual aumenta a medida
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que p aumenta. Os testes LRTAs, LRTAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR apresentam
poderes mais altos quando n > 64, independente de p.
Tabela 4.15 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR

considerando H;: ¥ = diag(o;;), obtidos através de 1000 repeti¢cdes da simulagdo Monte
Carlo, sob distribui¢do normal contaminada, ao nivel nominal de 5% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,37 0,42 0,26 0,25
8 0,59 0,76 0,30 0,25
16 095 098 0,48 0,44
32 1,00 1,00 0,73 0,54
64 1,00 1,00 0,97 0,75
8 4 0,10 0,32 0,25 0,30 0,09 0,04 0,20 0,19
8 0,54 0,66 0,41 0,36
16 0,71 0,87 0,45 0,34
32 097 0,99 0,73 0,49
64 1,00 1,00 0,98 0,56
16 4 0,61 0,59 0,74 0,70 0,60 0,22 0,74 0,64
8 0,27 0,40 0,53 0,57 0,22 0,09 0,47 0,43
16 0,81 0,87 0,74 0,68
32 093 0,96 0,83 0,74
64 1,00 1,00 0,96 0,79
32 4 0,23 0,26 0,36 0,35 0,23 0,13 0,34 0,28
8 0,82 0,81 092 0,90 0,81 0,64 0,90 0,86
16 0,77 0,79 092 092 0,69 0,54 0,88 0,87
32 0,99 0,99 0,98 0,99
64 0,99 0,99 0,94 0,93
64 4 0,84 0,78 0,89 0,83 0,85 0,66 0,88 0,79
8 0,95 0,93 0,97 0,96 0,95 0,90 0,97 0,95
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 0,99 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 0,98 0,93 0,98 0,95 0,97 0,88 0,98 0,93
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Os resultados das simulacdes do poder dos testes sob a hipotese alternativa de simetria

composta dada por H;: £ = 62[(1 —p)I+ pl], fixado p = 0,90, encontram-se nas Tabelas 4.16
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a 4.20 para as distribui¢des normal, log-normal, ¢ de Student com v = 5 graus de liberdade, ¢

de Student com v = 30 graus de liberdade e normal contaminada, respectivamente.

Na Tabela 4.16 sdo apresentados os resultados das simulacdes dos poderes dos testes

sob a distribui¢do normal e a hipétese alternativa Hy: £ = 62[(1 — p)I + pI], com p = 0,90.

Nota-se que os poderes de todos os testes em estudo convergem para 1 com n > 16. Os testes

LRTAs, LRTAsR e LRT MC sao mais poderosos para qualquer configuracao, seguidos por WAs.

Entretanto, os testes mais poderosos, em geral, ndo controlam adequadamente as taxas do erro

do tipo I.

Tabela 4.16 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR

considerando H;: £ = o2[(1 — p)I + plI], em que p = 0,90, obtidos através de 1000 re-
peticdes da simulacdo Monte Carlo, sob distribuicdo normal, ao nivel nominal de 5% de
significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 042 0,14 0,32 0,07
8 0,67 0,33 0,49 0,11
16 0,84 0,52 0,61 0,13
32 0,92 0,73 0,72 0,16
64 097 0,88 0,72 0,16
8 4 1,00 1,00 0,87 0,75 1,00 0,71 0,78 0,32
8 1,00 1,00 0,94 0,38
16 1,00 1,00 0,99 0,37
32 1,00 1,00 0,99 0,33
64 1,00 1,00 0,99 0,32
16 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 0,96
32 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Para as distribui¢des log-normal, ¢ de Student com v = 5 graus de liberdade e ¢ de

Student com v = 30 graus de liberdade, os resultados das simulagdes dos poderes dos testes

sob Hy: £ = o?[(1 —p)I + pl], sendo p = 0,90, estio presentes nas Tabelas 4.17, 4.18 e 4.19,

respectivamente. Sob as trés distribui¢des, nota-se que o poder € alto, com n > 16, em geral,

com todos os testes em andlise. Também s@o observados poderes mais altos no teste WAs, nos

casos em que n = 4.

Tabela 4.17 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR
considerando Hy: £ = 62[(1 — p)I+ pI], em que p = 0,90, obtidos através de 1000 repe-
ticoes da simulacdo Monte Carlo, sob distribui¢do log-normal, ao nivel nominal de 5% de

significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 0,31 0,07 0,24 0,04
16 0,66 0,31 0,42 0,07
64 0,89 0,66 0,50 0,07
16 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 0,79
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Tabela 4.18 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando H;: £ = o2[(1 — p)I + pI], em que p = 0,90, obtidos através de 1000 re-
peticdes da simulagdo Monte Carlo, sob distribui¢do ¢ de Student com v = 5 graus de

liberdade, ao nivel nominal de 5% de significincia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,38 0,13 0,30 0,06
16 0,80 0,47 0,52 0,11
64 0,96 0,81 0,64 0,11
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n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
16 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 0,95
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Tabela 4.19 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando Hy: £ = o2[(1 —p)I + pl], em que p = 0,90, obtidos através de 1000 re-
peticdes da simulacdo Monte Carlo, sob distribui¢do ¢ de Student com v = 30 graus de

liberdade, ao nivel nominal de 5% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 046 0,17 0,36 0,10
16 0,85 0,52 0,61 0,11
64 0,97 0,86 0,71 0,13
16 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 0,97
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Conforme pode ser observado nos resultados das simulagdes dos poderes dos testes sob

distribui¢io normal contaminada e Hy: £ = 6*[(1 — p)I + pI], em que p = 0,90, apresentados

na Tabela 4.20, os poderes de todos os testes convergem para 1 quando n > 16. De forma

semelhante as simulacdes dos poderes dos testes baseados na distribui¢do normal sob H: X =

c?[(1 —p)I+ pI], com p = 0,90, e ao nivel de 5% de significAncia, apresentadas na Tabela

4.16, sob a distribui¢cdo normal contaminada, sob a mesma hipdtese alternativa e mesmo nivel

nominal, os testes LRTAs, LRTAsR e LRT MC siao mais poderosos para qualquer configuragao,

seguidas pelo teste WAs.
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Tabela 4.20 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR

considerando H;: £ = 6%[(1 — p)I + pl], em que p = 0,90, obtidos através de 1000 repe-
ticdes da simulagdo Monte Carlo, sob distribuicao normal contaminada, ao nivel nominal
de 5% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 0,48 0,18 0,37 0,10
8 0,70 0,29 0,57 0,10
16 0,85 0,53 0,62 0,12
32 092 0,71 0,68 0,16
64 097 0,89 0,73 0,17
8 4 1,00 1,00 0,88 0,77 1,00 0,69 0,78 0,33
8 1,00 1,00 0,94 0,40
16 1,00 1,00 0,98 0,38
32 1,00 1,00 0,99 0,36
64 1,00 1,00 0,99 0,27
16 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 0,97
32 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

4.0.3 Consideracoes finais

Como ja ressaltado, ndo foram encontrados trabalhos publicados sobre testes de covari-

ancia em situacdes em que a suposi¢do de normalidade € violada, e nem em casos em que ha

a presenca de outliers na distribuicdo normal. Por esta razdo, a discussdo do presente estudo é
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limitada, sendo possivel discutir e comparar os resultados obtidos apenas ao artigo de Ledoit e
Wolf (2002), o qual retrata acerca da violacdo da dimensionalidade dos dados.

Por meio dos resultados das simulagdes sob as trés hipdteses alternativas consideradas,
notam-se que os testes em estudos ndo t€ém muita diferenga em relagdo ao poder entre as hipd-
teses alternativas analisadas, para todas as distribuicdes e niveis de significancia. Os poderes
dos testes sob Hj: £ = o2l e sob H;: £ = 62[(1 — p)I + pl] sio semelhantes, deixando claro
que a presenga de correlagdo alta e positiva, considerando p = 0,90, ndo influencia no valor do
poder dos testes estudados. Em outras palavras, hd uma forte evidéncia computacional que os
poderes dos testes em estudo sdo invariantes quanto a correlacdo. Os poderes dos testes sob
H,: £ = diag(0o;;) diferem um pouco, pois convergem para 1 com um n maior que os poderes
simulados sob as outras hipéteses alternativas analisadas.

Comparando os resultados das simula¢des sob distribui¢do normal e Hy: £ = I, ao nivel
de 5% de significancia obtidos por Ledoit e Wolf (2002) (Tabela 2.1) para o teste W e os re-
sultados apresentados na Tabela 4.1, nota-se que os testes LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
controlam as taxas de erro do tipo / tdo bem quanto o teste baseado na estatistica W. Ja em rela-
¢do ao poder, nota-se que os testes baseados na estatistica W proposta por Ledoit e Wolf (2002)
tém os valores de poder convergindo para 1 quando n > 64. Os testes LRTMC, LRTMCR, WMC
e WMCR convergem para 1 quando n > 16, sob Hj: £ = 62l e sob Hy: £ = o?[(1—p)I+pl]e
quando n > 32 se Hy: £ = diag(oj;). Os testes LRTMC e WMC sdo, em geral, mais poderosos
que os testes LRTMCR e WMCR, respectivamente. Assim, os testes LRTMC, LRTMCR, WMC
e WMCR sdo exatos e tém os poderes convergindo para 1 antes mesmo que o teste baseado na
estatistica W proposta por Ledoit e Wolf (2002) nas trés hipdteses alternativas simuladas. Desta
forma, para a distribui¢do normal e Hy: £ = I, ao nivel de 5%, os testes LRTMC, LRTMCR,
WMC e WMCR tém um melhor desempenho em relagdo ao poder se comparada a estatistica
original proposta por Ledoit e Wolf (2002), sendo que WMC e WMCR sdo robustos quanto a
alta dimensionalidade.

Dentre os testes com resultados relevantes neste estudo, o LRTMC e o WMC sao mais
poderosos que 0 LRTMCR e o WMCR, respectivamente. Porém, em relagdo ao controle das
taxas de erro do tipo I, WMCR tem o mesmo comportamento que WMC sob as distribuicdes
normal e normal contaminada. Ja sob as distribui¢des log-normal e ¢ de Student com v =5
e também v = 30 graus de liberdade, WMCR tem um controle das taxas de erro do tipo /

melhor que WMC para n pequeno, e pior quando n aumenta, sendo os tamanhos reais dos



83

testes independentes de p. Entretanto, em muitos casos, WMC e WMCR nao controlam o
erro do tipo /. Da mesma forma, LRTMC e LRTMCR controlam as taxas de erro do tipo /
sob as distribui¢des normal e normal contaminada. Sob a distribui¢do log-normal, em geral,
LRTMC tem um controle melhor que LRT MCR, porém, ainda assim LRT MC nio controla as
taxas de erro do tipo /. Considerando as distribui¢des ¢ de Student com v =5 e v = 30 graus
de liberdade, em geral, LRTMCR tem um controle melhor que LRTMC para n < 16 e pior
quando hd um aumento de n, sendo que as taxas de controle se igualam quando n e p crescem
simultaneamente para n > 64. Desta forma, as conclusdes de qual destes testes € melhor, se
LRTMC, LRTMCR, WMC ou WMCR, sdo condicionadas as situacdes de distribuicdo, de n e
de p. Ressalta-se a vantagem de se utilizar WMC ou WMCR, por serem testes aplicaveis em
qualquer configuracdo de n e p. Portanto, conclui-se que LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
sdo robustos quanto a presenca de outliers, sendo WMC e WMCR também robustos a alta
dimensionalidade dos dados.

De maneira semelhante a distribui¢do normal, na distribuicao normal contaminada, sob
o nivel nominal de 5% de significincia, hd um bom controle das taxas de erro do tipo / dos
testes LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR. Os testes mais poderosos sao LRTMC ¢ WMC,
para as trés hipdteses alternativas analisadas. Assim, WMC e WMCR sao robustos tanto para a
alta dimensionalidade dos dados quanto para a presenca de outliers.

Portanto, para as distribuicdes normal e normal contaminada, os testes LRTMC, LRT MCR,
WMC e WMCR controlam as taxas de erro do tipo / e possuem poderes altos, convergindo
para 1 com um tamanho amostral menor, superando os resultados encontrados por Ledoit e
Wolf (2002) para o teste que eles propuseram. Os testes WMC e WMCR mostram-se robustos
quanto a alta dimensionalidade e quanto a presenca de outliers, enquanto LRTMC e LRT MCR
mostram-se robustos quanto a presenca de outliers, atendendo as perspectivas que motivaram
este estudo. Nenhum teste analisado € robusto quanto a assimetria da distribui¢cdo, sendo uma
sugestdo de proposta para um estudo posterior.

Nos apéndices, estdo os resultados para os niveis nominais de significancia de 1% e
10%. Os padroes de respostas dos testes sdo os mesmos apresentados para 5% e, portanto,
nao sdo discutidos. As conclusdes e discussdes apresentadas para & = 5%, sdo vélidas para os

outros dois niveis de significancia.
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Na Tabela 4.21 encontra-se o resumo dos melhores desempenhos dos testes em estudo

em relacdo ao controle das taxas de erro do tipo / e ao poder dos testes em cada combinacao de

n e p, considerando os resultados apresentados nas Tabelas 4.1 a 4.20.

Tabela 4.21 — Resumo dos desempenhos dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR,
WMC e WMCR, considerando o controle das taxas do erro do tipo / e os poderes dos
testes sob as distribui¢des normal, log-normal, ¢ de Student com v = 5 graus de liberdade,
t de Student com 30 graus de liberdade e normal contaminada, ao nivel nominal de 5% de

significancia.
Distribuicao Avaliacao sob H; Resultados
Normal Hy LRTAs melhor que LRTAsR. Aplicaveis em n > p.
WAs e WAsSR paran > 128 e V p.
LRTMC e LRTMCRY n > p.
WMC e WMCR paran > pen < p.
H, Todos os testes com n > 32, V p.
Hf Todos os testes com n > 64, V p.
H{* Todos os testes com n > 16, V p.
log-normal Hy Nenhum teste em estudo.
H, Todos os testes com n > 128,V p.
Hf Todos os testes com n > 64, V p.
H{* Todos os testes com n > 64, V p.
t de Student com v =5 Hy Nenhum teste em estudo.
H, Todos os testes com n > 128,V p.
Hf Todos os testes com n = 256, V p.
H{* Todos os testes com n > 16, V p.
t de Student com v = 30 Hy Nenhum teste em estudo.
WMCR tem melhor comportamento.
H, Todos os testes com n > 32, V p.
Hf Todos os testes com n = 256, V p.
H{* Todos os testes com n > 16, V p.
Normal contaminada Hy LRTAs melhor que LRTAsR. Aplicaveis em n > p.
WAs e WAsR paran =256 e V p.
LRTMC e LRTMCRVY n > p.
WMCe WMCRn>pen<p.
H, Todos os testes com n > 32, V p.
Hf Todos os testes com n > 128,V p.
H{* Todos os testes, com n > 16,V p.

[1]Avaliacdo sob Hj : £ = I se refere ao controle das taxas de erro tipo /.
[2]Avaliagdo sob H; : £ = 621, sob H} : £ = 0% ou sob H;* : £ = 6?[(1 — p)I + pI] com
p = 0,90 refere-se ao o poder dos testes ser igual ou superior a 0,80.
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5 CONCLUSOES

O presente estudo resultou em quatro testes robustos quanto a presenca de outliers para o
teste de esfericidade com variancias homogéneas e iguais a um, aos niveis nominais de 1%, 5%
e 10%: LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR, sendo que WMC e WMCR sao robustos também
quanto a alta dimensionalidade dos dados (p > n). Estes testes sob distribui¢do normal possuem
poderes que convergem para 1 com um tamanho amostral menor que o tamanho necessario para
que os poderes do teste baseado em W, proposto por Ledoit e Wolf (2002), convirja para 1. As-
sim, as versdes Monte Carlo dos testes WMC, WMCR, LRTMC e LRT MCR tém o desempenho
melhor se comparados aos testes assintoticos WAs, WAsR, LRTAs e LRTAsR, respectivamente,
por controlarem melhor as taxas de erro do tipo /. Entdo, WMC e WMCR sio testes mais
poderosos que o teste baseado em W.

Nao é possivel afirmar qual teste é melhor, se LRTMC, LRTMCR, WMC ou WMCR,
visto que cada um deles controla melhor as taxas de erro do tipo I dependendo da distribuigdo,
do tamanho amostral e da dimensionalidade dos dados. Ressalta-se a vantagem de se utilizar
WMC ou WMCR, por serem aplicaveis a qualquer configuracdo de n e p. Portanto, conclui-
se que os testes das versdes Monte Carlo LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR s@o robustos
quanto a presenga de outliers, sendo WMC e WMCR testes robustos também quanto a alta
dimensionalidade dos dados.

Os poderes dos testes em estudo sdo invariantes quanto a presenga de correlagdo. Ne-
nhum teste analisado € robusto quanto a assimetria da distribuicdo. Sugere-se um novo estudo
a fim de encontrar ou propor algum teste que controle as taxas de erro do tipo I e que leve a

poderes convergindo para 1 em distribui¢cdes assimétricas.
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A APENDICE - RESULTADOS AO NIiVEL DE 1% DE SIGNIFICANCIA

Tabela A.1 — Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e
WMCR da hipétese Hy: £ = I, obtidos através de 1000 repeti¢des da simulacdo Monte
Carlo, sob distribui¢cdo normal, ao nivel nominal de 1% de significincia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,057 0,097 0,01 0,01
8 0,127 0,29* 0,01 0,01

16 0,367 0,77 0,01 0,00

32 0,967 1,00" 0,01 0,01

64 1,00 1,00" 0,01 0,02

8§ 4 0,02 0,197 0,047 005" 0,01 0,01 0,01 0,01
8 0,06T 0,14% 0,01 0,01

16 0,107 0,39% 0,00 0,01

32 0,367 0,75% 0,01 0,01

64 0,97t 0,99* 0,01 0,01

16 4 0,01 0,097 0,037 0,047 0,01 0,01 0,01 0,01
8 0,02 0,117 0,037 0,06" 0,01 0,01 0,01 0,01

16 0,047 0,127 0,01 0,01

32 0,117 0,32% 0,02 0,02

64 0,367 0,58* 0,01 0,01

32 4 0,01 0,057 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01
8 0,01 0,037 0,02  0,03" 0,01 0,01 0,01 0,01

16 0,02 0,057 0,037 0,057 0,01 0,01 0,01 0,01

32 0,04 0,07 0,01 0,01

64 0,117 0,167 0,01 0,01

64 4 0,01 0,057 0,02  0,03" 0,02 0,01 0,01 0,01
8 0,01 0,037 0,02 0,02 0,01 0,02 0,01 0,01

16 0,01 0,02 0,01 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01

32 0,04" 0,057 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01

64 0,057 0,05 0,01 0,01

128 4 0,02 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01
8 0,01 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01

16 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01

32 007" 0,077 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01

64 0,07" 0,077 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01

256 4 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01
8 0,01 0,01 0,02 0,02 0,01 0,01 0,02 0,01

16 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01

32 0,01 0,01 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01

64 0,01 0,01 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01

T 580 os testes liberais, ~ sd0 os testes conservativos e, em negrito, os testes exatos.
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Tabela A.2 — Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e
WMCR da hipétese Hy: £ = I, obtidos através de 1000 repeticdes da simulagdo Monte
Carlo, sob distribui¢do log-normal, ao nivel nominal de 1% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,167 0,127 0,107 0,05
8 0,267 027 0,127 0,06

16 048" 0,65 0,177 0,10

32 0,847 0,96 0,217 0,10"

64 1,00t 1,00" 0,257 0,12%

8 4 020" 0,537 0,217 0,097 0,17 0,04" 0,167 0,057
8 0,327 0,217 0,217 0,07

16 0,517 0,58% 0,317 0,107

32 0,797 0,93% 0,38 0,117

64 0,987 1,00" 045"  0,08"

16 4 033" 0,727 0,26" 0257 0,31°" 0,30" 0,207 0,03"
8 045" 0,797 040" 036" 0,38 0,32F 0,307 0,09"

16 0,60 0,63" 0447 0,177

32 0,777 091% 0,557  0,28*

64 0,947 0,99 0,677 039"

32 4 0487 0,937 0367 0,81" 0,48 0,81" 0,307 0,65

8 058" 0,90 0,557 0,74% 0,57" 0,80" 0,467 050"
16 0,70 0,93 0,70t 0,77 0,64 " 0,817 0,627 049"

32 0,867 0,94 0,777 0,74*
64 0,967 0,99 0,857  0,89"
64 4 056" 1,007 0,68" 0,99 0,55 0,99 0,497 098"
8 069" 0,987 0,657 0,95 0,69 0,97" 0,617 0,92%
16 0,79* 0,977  0,79" 0,92" 0,79 0,96™ 0,767 0,86™
32 0917 0,997 0,92t 097" 0,84" 0,98" 0,877  0,93%
64 0,987 1,00" 0,947 0,98*
128 4 0,607 1,000 0,587 1,007 0,60" 1,00" 0,567  1,00"
8 078" 1,000 0,76" 1,00" 0,78" 1,00" 0,737 1,00"
16 089" 1,000 0,88" 0,99 0,89 1,00 0,867  0,98*
32 094F 1,000 0,957 0,99 0,94+ 0,99 0,947 0,99
64 099" 1,000 0,997 1,00 0,94 1,00 0,98  1,00"
256 4 0,65 1,000 0,647 1,00" 0,64 1,00" 0,637 1,00"
8 0817 1,000 0,807 1,00" 0,817 1,00 0,797 1,00"
16 091* 1,000 0,927 1,00" 0,91°" 1,00" 0,917  1,00"
32 097F 1,000 0,97t 1,00" 0,97" 1,00" 0,97  1,00"
64 099" 1,000 0,997 1,00 0,99 1,00 0,997  1,00"

T s30 os testes liberais, ~ sdo 0s testes conservativos e, em negrito, os testes exatos.
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Tabela A.3 — Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e
WMCR da hipétese Hy: £ = I, obtidos através de 1000 repeticdes da simulagdo Monte
Carlo, sob distribui¢do 7 de Student com v = 5 graus de liberdade, ao nivel nominal de 1%
de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,137 0,09" 0,077 0,02

8 0,257 0,24% 0,127 0,04

16 0,47t 0,56 0,187 0,06"

32 0,787 0,90* 0,277 0,09"

64 0,967 0,99 0,377 0,12%
8 4 011" 0,277 0,17 0,05 0,107 0,01 0,127 0,02
8 0,297 0,13* 0,177 0,02

16 0,537 046" 0,34% 0,04

32 0,817 0,87 0,497 0,04

64 0,98" 0,99 0,687 0,03
16 4 0,17 0,387 0,187 0,06 0,16 0,08" 0,147 0,02

8 0317 0,587 0,367 0,17 0,25 0,13% 0,280 0,03

16 0,677 0,52% 0,527 0,06

32 0,927  0,94% 0,78%  0,14*

64 1,00t 1,00" 0,93%  0.24%

32 4 025" 0,50 0,267 07247 0,25" 0,25" 0,227 0,117

8 049" 0,707 048" 042" 0,47+ 0,50" 0417 0,197

16 0,82" 0,957 0817 0,79 0,76 0,82" 0,727 045"

32 0,987 0,99* 0,957 089"

64 1,00 1,00" 1,007 0,99

64 4 030" 0,727 0,29" 0,55" 0,30 0,54" 0,277 045"

8 062" 0,897 0,607 0,78 0,61" 0,83 0,557 0,66

16 093 0,987 0,927 096" 0,91°F 0,97" 0,897  0,92%

32 1,00" 1,00 1,00t 1,00" 1,00" 1,00 1,00 1,00

64 1,00t 1,00" 1,007 1,00"

128 4 038" 0,947 0367 0,89" 0,38 0,89" 0,337 0,85

8 073" 0,997  0,73" 0,97" 0,73% 0,98" 0,717 0,96

16 0,98 1,000 097" 1,00" 0,98+ 1,00 0,977 1,00"

32 1,007 1,00" 1,00 1,00" 1,00" 1,00" 1,007 1,00"

64 1,007 1,00" 1,007 1,00" 1,00" 1,00 1,007 1,00"

256 4 0,99 0,997 0427 099" 0,43" 0,99" 0417 0,997

8 081" 1,000 0,807 1,00" 0,817 1,00 0,78  1,00"

16 0,99 1,000 0,997 1,00" 0,99 1,00 1,007 1,00"

32 1,00" 1,00 1,00t 1,00" 1,00 1,00 1,007 1,00"

64 1,00" 1,00 1,00t 1,00" 1,00" 1,00 1,000 1,00"

J’_

sa0 os testes liberais, ~ sdo os testes conservativos €, em negrito, os testes exatos.
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Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e
WMCR da hipétese Hy: £ = I, obtidos através de 1000 repeticdes da simulagdo Monte
Carlo, sob distribui¢do ¢ de Student com v = 30 graus de liberdade, ao nivel nominal de
1% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,07 0,08" 0,01 0,01
8 0,157 0,317 0,02 0,01

16 0,467 0,77 0,04 0,03"

32 0,92t 097" 0,077 0,03*

64 1,00t 1,00" 0,14% 0,06
8 4 0,02 0,187 0,057 005" 0,01 0,01 0,037 0,01
8 0,08 0,15 0,02 0,02

16 0,237 0,48* 0,06©  0,03"
32 0,60" 0,84 0,097 0,02
64 0,997 0,99 0,217 0,02
16 4 0,01 0,117 0,047 0,04 0,01 0,01 0,02 0,01
8 0,03 0,177 0,057 0,08 0,02 0,02 0,037 0,02

16 0,147 022% 0,057 0,03*"

32 0,38% 0,58* 0,127 0,05

64 0,857 0,93 0,33%  0,10"
32 4 0,02 0,087 0,047 0,037 0,02 0,02 0,037 0,01
8 0,02 0,087 0,057 0,057 0,02 0,03" 0,037 0,02

16 0,05 0,187 0,097 0,111 0,04 0,05" 0,057 0,03"

32 0,28" 0,35% 0,147 0,117

64 0,737 0,83* 0,407 039"
64 4 0,01 0,067 0,02 0,03" 0,01 0,02 0,01 0,01
8 0,02 0,04° 0,03 0,03 0,02 0,02 0,02 0,02

16 0,05 0,107 0,08" 0,08 0,04+ 0,07" 0,067  0,05"

32 0,147 0,317 0,197 0,21" 0,07 0,16 0,13%  0,12%

64 0,657 0,75 0,467 0,53

128 4 0,03 0,077 0,037 0,04 0,037 0,03" 0,037 0,03"
8 003" 0,057 0,037 0,03" 0,03 0,03" 0,02 0,02

16 0,05 0,077 0,07 0,05 0,05" 0,05" 0,067 0,04

32 0,13F 0217 0,17t 0,19 0,127F 0,17* 0,137 0,14*

64 0,59 0,807 0,607 0,66™ 0,29 0,56™ 0,497 0,56
256 4 0,02 0,087 0,02 0,05" 0,02 0,04" 0,02 0,02

8 0,02 0,067 0,037 0,04 0,02 0,04" 0,02 0,03

16 0,05 0,077 0,06 0,06T 0,05 0,07" 0,067 0,06"

32 0,13 0,187 0,167 0,17 0,12+ 0,17" 0,147 0,14

64 049" 0,667 0,577 065" 0,43 " 0,617" 0,517 0,58*

T sd0 os testes liberais, ~ sdo os testes conservativos e, em negrito, os testes exatos.
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Tabela A.5 — Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e
WMCR da hipétese Hy: £ = I, obtidos através de 1000 repeticdes da simulagdo Monte
Carlo, sob distribui¢do normal contaminada, ao nivel nominal de 1% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,06° 0,097 0,01 0,01
8 0,137 0,29* 0,01 0,01

16 0,397 0,78+ 0,01 0,02

32 0,957 0,99 0,01 0,01

64 1,00t 1,00" 0,01 0,01

8 4 0,02 0,217 0,037 0,057 0,01 0,01 0,01 0,01
8 0,067 0,14 0,01 0,01

16 0,107 0417 0,00 0,01

32 0,377 0,79 0,01 0,01

64 0,967 098" 0,01 0,01

16 4 0,01 0,097 0,02 003" 0,01 0,01 0,01 0,01
8 0,02 0,137 0,04T 006" 0,01 0,01 0,01 0,01

16 0,04% 0,147 0,01 0,02

32 0,137 0,34 0,01 0,01

64 0,387 0,607 0,01 0,01

32 4 0,01 0,057 0,02  0,03" 0,01 0,01 0,01 0,01
8 0,01 0,04 0,02 003" 0,01 0,01 0,01 0,01

16 0,02 0,077 0,02 005" 0,01 0,01 0,01 0,02

32 0,057 0,08 0,01 0,01

64 0,117 0,17 0,01 0,01

64 4 0,01 0,047 0,02 0,02 0,01 0,01 0,02 0,02
8 0,00 0,01 0,01 0,02 0,00 0,01 0,01 0,01

16 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01

32 0,047 0,067 0,01 0,01 0,00 0,00 0,01 0,01

64 0,047 0,047 0,01 0,01

128 4 0,01 0,037 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01
8 0,01 0,02 0,01 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01

16 0,01 0,01 0,02 0,02 0,01 0,01 0,02 0,02

32 0,02 0,02 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01

64 0,07 0,077 0,02  0,10" 0,01 0,01 0,01 0,01

256 4 0,02 0,047 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01
8 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,00 0,01

16 0,01 0,02 0,02 0,02 0,01 0,01 0,02 0,02

32 0,01 0,01 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01

64 0,02 0,02 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01

T s30 os testes liberais, ~ sdo 0s testes conservativos e, em negrito, os testes exatos.
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Tabela A.6 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR
considerando H: £ = 21, obtidos através de 1000 repeti¢des da simulagio Monte Carlo,
sob distribui¢cdo normal, ao nivel nominal de 1% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,46 047 0,24 0,21
8 0,71 0,84 0,38 0,30
16 0,98 1,00 0,65 0,53
32 1,00 1,00 0,93 0,76
64 1,00 1,00 1,00 0,81
8 4 0,20 0,49 0,56 0,54 0,16 0,01 0,41 0,34
8 0,73 0,81 0,58 0,50
16 093 097 0,74 0,61
32 1,00 1,00 0,94 0,67
64 1,00 1,00 1,00 0,63
16 4 0,59 0,53 0,79 0,73 0,58 0,13 0,73 0,63
8 0,67 0,69 0,89 0,89 0,59 0,13 0,83 0,79
16 096 0,98 0,93 0,90
32 0,99 1,00 0,98 0,95
64 1,00 1,00 1,00 0,96
32 4 0,96 0,90 0,98 0,95 0,95 0,73 0,97 0,92
8 0,99 0,99 0,99 1,00 0,99 0,95 1,00 0,99
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela A.7 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR
considerando H: £ = 21, obtidos através de 1000 repeti¢des da simulagio Monte Carlo,
sob distribuicdo log-normal, ao nivel nominal de 1% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,57 0,46 0,47 0,28
8 0,87 0,81 0,70 0,51

16 0,98 0,98 0,88 0,74

32 1,00 1,00 0,98 0,94

64 1,00 1,00 1,00 0,99

8 4 0,66 0,62 0,78 0,46 0,65 0,11 0,74 0,35
8 0,94 0,83 0,89 0,63

16 1,00 1,00 0,98 0,89

32 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00

16 4 0,89 0,66 093 0,52 0,88 0,31 0,92 0,42
8 0,96 0,91 0,99 0,88 0,96 0,63 0,98 0,80

16 1,00 1,00 1,00 0,99

32 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00

32 4 0,98 0,69 0,99 0,60 0,98 0,48 0,98 0,50
8 1,00 0,93 1,00 0,94 1,00 0,86 1,00 0,91

16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

32 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00

64 4 1,00 0,72 1,00 0,68 1,00 0,60 1,00 0,63
8 1,00 0,97 1,00 0,98 1,00 0,96 1,00 0,98

16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 4 1,00 0,76 1,00 0,73 1,00 0,67 1,00 0,68
8 1,00 0,99 1,00 0,99 1,00 0,99 1,00 0,99

16 0,89 1,00 0,88 0,99 0,89 1,00 0,86 0,98

32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

256 4 1,00 0,80 1,00 0,78 1,00 0,72 1,00 0,74
8 0,81 1,00 0,80 1,00 0,81 1,00 0,79 1,00

16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela A.8 —Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR
considerando H: £ = 21, obtidos através de 1000 repeti¢des da simulagio Monte Carlo,
sob distribuicdo ¢ de Student com v = 5 graus de liberdade, ao nivel nominal de 1% de

significancia.
n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 0,38 0,34 0,24 0,13
8 0,64 0,66 0,40 0,23
16 0,87 0,94 0,58 0,35
32 0,99 0,99 0,72 0,47
64 1,00 1,00 0,86 0,57
8 4 0,31 0,32 0,56 0,38 0,28 0,02 0,46 0,24
8 0,74 0,62 0,62 0,30
16 0,90 0,92 0,78 0,44
32 0,99 1,00 0,93 0,51
64 1,00 1,00 0,98 0,58
16 4 0,56 0,31 0,72 0,44 0,55 0,05 0,66 0,34
8 0,70 0,55 0,88 0,65 0,66 0,11 0,83 0,49
16 0,97 092 0,94 0,70
32 1,00 1,00 0,99 0,91
64 1,00 1,00 1,00 0,98
32 4 0,85 0,41 091 0,52 0,84 0,21 0,89 0,45
8 0,92 0,61 0,97 0,74 0,92 0,37 1,00 0,66
16 0,98 0,92 1,00 0,95 0,97 0,75 0,99 0,90
32 1,00 1,00 1,00 0,99
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 0,97 0,54 0,99 0,65 0,97 0,41 0,98 0,61
8 0,99 0,76 1,00 0,85 0,99 0,68 1,00 0,81
16 1,00 0,96 1,00 0,98 1,00 0,94 1,00 0,97
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 0,81 1,00 0,85 1,00 0,75 1,00 0,83
8 1,00 0,94 1,00 0,96 1,00 0,93 1,00 0,96
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 0,97 1,00 0,98 1,00 0,96 1,00 0,98
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela A.9 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR
considerando H: £ = 21, obtidos através de 1000 repeti¢des da simulagio Monte Carlo,
sob distribuicdo ¢ de Student com v = 30 graus de liberdade, ao nivel nominal de 1% de

significancia.
n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 0,43 0,54 0,25 0,20
8 0,69 0,83 0,40 0,32
16 0,98 0,99 0,63 0,50
32 1,00 1,00 0,91 0,73
64 1,00 1,00 0,99 0,83
8 4 0,24 0,33 0,57 0,53 0,20 0,01 0,44 0,34
8 0,73 0,78 0,56 0,46
16 0,92 0,96 0,79 0,64
32 1,00 1,00 0,95 0,75
64 1,00 1,00 1,00 0,76
16 4 0,58 0,52 0,78 0,72 0,57 0,12 0,71 0,62
8 0,69 0,67 091 0,89 0,63 0,15 0,85 0,78
16 0,97 0,97 0,94 0,89
32 1,00 1,00 0,99 0,98
64 1,00 1,00 1,00 0,99
32 4 0,94 0,85 0,97 091 0,94 0,65 0,96 0,89
8 0,99 0,97 1,00 0,99 0,99 0,91 0,99 0,97
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,98 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 0,99 1,00 0,99 1,00 0,98 1,00 0,99
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 0,99
128 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela A.10 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando H;: £ = o1, obtidos através de 1000 repeti¢des da simulagio Monte Carlo,
sob distribuicdo normal contaminada, ao nivel nominal de 1% de significincia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,47 0,49 0,25 0,20
8 0,72 0,83 0,36 0,30
16 098 0,99 0,62 0,54
32 1,00 1,00 0,94 0,79
64 1,00 1,00 1,00 0,80
8 4 0,19 0,30 0,55 0,55 0,17 0,02 0,40 0,34
8 0,77 0,83 0,59 0,50
16 092 097 0,74 0,65
32 1,00 1,00 0,94 0,68
64 1,00 1,00 1,00 0,61
16 4 0,59 0,53 0,80 0,76 0,57 0,12 0,74 0,65
8 0,70 0,70 0,90 0,90 0,64 0,14 0,85 0,80
16 1,00 1,00 0,99 0,94
32 1,00 1,00 0,99 0,94
64 1,00 1,00 1,00 0,96
32 4 1,00 0,90 0,97 0,94 0,95 0,72 0,97 0,92
8 1,00 0,99 1,00 1,00 1,00 0,96 0,99 0,99
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela A.11 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando Hy: X = diag(c;;), parai=1,2, ---, p, obtidos através de 1000 repeti¢des da
simulacdo Monte Carlo, sob distribuicao normal, ao nivel nominal de 1% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,29 0,32 0,11 0,09
8 0,57 0,73 0,23 0,19

16 093 098 0,36 0,28

32 1,00 1,00 0,46 0,36

64 1,00 1,00 0,90 0,66

8 4 0,04 0,21 0,18 0,21 0,02 0,01 0,09 0,08
8 0,55 0,64 0,33 0,25

16 0,73 0,87 0,41 0,30

32 092 097 0,48 0,22

64 1,00 1,00 0,86 0,24

16 4 0,15 0,20 0,40 0,39 0,16 0,02 0,32 0,27
8 0,13 0,22 041 045 0,09 0,01 0,31 0,26

16 0,80 0,86 0,64 0,59

32 0,86 0,90 0,66 0,47

64 0,99 1,00 0,87 0,42

32 4 0,62 0,54 0,78 0,72 0,62 0,28 0,74 0,65
8 0,60 0,58 0,81 0,80 0,57 0,31 0,76 0,72

16 0,67 0,69 091 0,90 0,57 0,34 0,86 0,83

32 0,97 0,98 0,97 0,96

64 0,99 0,99 0,96 0,93

64 4 1,00 0,98 1,00 0,99 1,00 0,95 1,00 0,98
8 0,90 0,88 0,95 094 0,90 0,81 0,94 0,92

16 099 0,99 1,00 1,00 0,99 0,99 1,00 1,00

32 099 0,99 1,00 1,00 0,97 0,96 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 4 0,98 0,94 0,99 0,96 0,97 0,86 0,99 0,95
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00




100

Tabela A.12 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando H;: X = diag(o;;), para i =1, 2, ---, p, obtidos através de 1000 repeti-
¢cdes da simulagdo Monte Carlo, sob distribui¢do log-normal, ao nivel nominal de 1% de
significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 045 0,34 0,35 0,20
16 0,90 0,92 0,67 0,48
64 1,00 1,00 0,95 0,80

16 4 0,73 0,65 0,78 0,36 0,72 0,24 0,75 0,23
16 0,99 0,98 0,98 0,88
64 1,00 1,00 1,00 1,00

64 4 0,98 0,87 0,99 0,79 0,98 0,80 0,99 0,71
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99
64 1,00 1,00 1,00 1,00

256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Tabela A.13 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando H;: X = diag(o;;), parai= 1,2, ---, p, obtidos através de 1000 repeti¢des
da simulacdo Monte Carlo, sob distribuicdo ¢ de Student com v =5 graus de liberdade, ao
nivel nominal de 1% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,26 0,21 0,14 0,07
16 0,70 0,77 0,36 0,15
64 1,00 1,00 0,32 0,32
16 4 0,20 0,26 0,30 0,11 0,19 0,04 0,25 0,06
16 0,85 0,71 0,78 0,31
64 1,00 1,00 0,99 0,84
64 4 0,65 0,37 0,72 0,30 0,65 0,22 0,70 0,21
16 098 0,88 0,99 0,83 0,97 0,83 0,99 0,74
64 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 0,96 1,00 0,95 1,00 0,92 1,00 0,93
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela A.14 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando H;: X = diag(o;;), parai= 1,2, ---, p, obtidos através de 1000 repeti¢des
da simulag¢do Monte Carlo, sob distribuicdo ¢ de Student com v = 30 graus de liberdade,
ao nivel nominal de 1% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,29 0,29 0,14 0,10
16 0,88 0,96 0,32 0,23
64 1,00 1,00 0,85 0,60

16 4 0,26 0,25 0,52 0,43 0,25 0,04 0,43 0,32
16 0,78 0,83 0,64 0,50
64 1,00 1,00 0,96 0,84

64 4 0,94 0,84 0,96 0,90 0,93 0,69 0,96 0,88
16 0,99 0,98 1,00 0,99 0,99 0,97 1,00 0,99
64 1,00 1,00 0,96 0,84

256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Tabela A.15 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando H;: X = diag(o;;), parai= 1,2, ---, p, obtidos através de 1000 repeti¢des
da simulacdo Monte Carlo, sob distribui¢do normal contaminada, ao nivel nominal de 1%
de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,28 0,33 0,12 0,10
8 0,46 0,64 0,13 0,10
16 0,87 0,96 0,27 0,24
32 1,00 1,00 0,48 0,36
64 1,00 1,00 0,86 0,64

8 4 0,03 0,19 0,15 0,19 0,02 0,01 0,08 0,08
8 042 054 0,21 0,18
16 0,57 0,79 0,26 0,16
32 0,94 0,98 0,52 0,27
64 1,00 1,00 0,92 0,29

16 4 0,38 0,35 0,65 0,59 0,36 0,05 0,55 0,46
8 0,10 0,21 042 045 0,07 0,02 0,30 0,25
16 0,73 0,80 0,55 0,47
32 0,89 0,93 0,70 0,54

64 1,00 1,00 0,92 0,54
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Continuagdo da Tabela A.15:

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

32 4 0,10 0,13 0,23 0,20 0,10 0,03 0,18 0,14
8 0,64 0,61 0,83 0,83 0,61 0,35 0,78 0,74
16 0,56 0,58 0,85 0,86 0,45 0,23 0,78 0,75
32 0,98 0,99 0,96 0,95
64 096 0,97 0,88 0,82

64 4 0,69 0,60 0,80 0,73 0,68 0,39 0,77 0,68
8 0,87 0,83 093 092 0,85 0,74 0,92 0,89
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 098 0,98 1,00 1,00 0,95 0,93 1,00 0,99
64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 4 0,90 0,82 0,95 0,89 0,90 0,71 0,94 0,85
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Tabela A.16 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR
considerando H;: £ = ¢2[(1 — p)I + pI], em que p = 0,90, obtidos através de 1000 re-
peticdes da simulagdo Monte Carlo, sob distribuicdo normal, ao nivel nominal de 1% de
significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,33 0,11 0,18 0,03
8 0,58 0,24 0,37 0,05
16 0,77 0,41 0,52 0,08
32 0,89 0,61 0,66 0,12
64 095 0,77 0,69 0,12

8 4 0,99 0,99 0,70 0,31 0,97 0,21 0,56 0,18
8 095 0,58 0,83 0,25
16 1,00 0,97 0,96 0,27
32 1,00 1,00 0,98 0,26
64 1,00 1,00 0,99 0,25

16 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 0,82
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,98 0,99
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 0,97

64 1,00 1,00 1,00 0,88
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Continuagdo da Tabela A.16:

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

32 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Tabela A.17 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR
considerando H;: £ = ¢2[(1 — p)I + pI], em que p = 0,90, obtidos através de 1000 repe-
ticoes da simulagdo Monte Carlo, sob distribui¢do log-normal, ao nivel nominal de 1% de
significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,25 0,06 0,17 0,02
16 0,58 0,22 0,36 0,04
64 0,81 0,50 0,47 0,06

16 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,95 0,81
16 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 0,45

64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00

256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela A.18 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR

considerando H;: £ = o>[(1 —p)I+ pI], em que p = 0,90, obtidos através de 1000 re-
peticdes da simulacdo Monte Carlo, sob distribui¢do ¢ de Student com v = 5 graus de
liberdade, ao nivel nominal de 1% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 0,31 0,08 0,18 0,03
16 0,72 0,38 0,44 0,08
64 091 0,67 0,61 0,09
16 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,97 0,75
16 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 0,83
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Tabela A.19 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR

considerando H,: £ = ¢2[(1 —p)I + pI], em que p = 0,90, obtidos através de 1000 re-
peticdes da simulagdo Monte Carlo, sob distribui¢do ¢ de Student com v = 30 graus de
liberdade, ao nivel nominal de 1% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 0,37 0,12 0,21 0,05
16 0,78 0,40 0,53 0,08
64 093 0,74 0,67 0,11
16 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 0,89
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela A.20 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR

considerando H;: £ = 62[(1 —p)I+ pl], em que p = 0,90, obtidos através de 1000 repe-
ticdes da simulacdo Monte Carlo, sob distribui¢do normal contaminada, ao nivel nominal
de 1% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 0,39 0,13 0,23 0,05
8 0,65 0,24 0,41 0,06
16 0,79 0,42 0,55 0,09
32 0,88 0,59 0,64 0,13
64 093 0,74 0,71 0,15
8 4 0,99 1,00 0,72 0,32 0,97 0,20 0,56 0,17
8 094 0,60 0,82 0,25
16 1,00 0,98 0,95 0,30
32 1,00 1,00 0,97 0,29
64 1,00 1,00 0,98 0,19
16 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 0,84
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 0,98
64 1,00 1,00 1,00 0,89
32 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00




106
B APENDICE - RESULTADOS AO NiVEL DE 10% DE SIGNIFICANCIA

Tabela B.1 — Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e
WMCR da hipétese Hy: X = I, obtidos através de 1000 repeticdes da simulagdo Monte
Carlo, sob distribui¢do normal, ao nivel nominal de 10% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,157 0,227 0,10 0,11
8 0,28+ 0,54+ 0,10 0,10
16 0,68 092+ 0,09 0,09
32 1,00 1,00+ 0,10 0,10
64 1,00t 1,00+ 0,10 0,10
8 4 0,12 038 0,137 0,197 0,10 0,09 0,12 0,10
8 0,19 036+ 0,10 0,09
16 0,34 0,68+ 0,09 0,10
32 0,74% 0090+ 0,10 0,10
64 1,00+ 1,00° 0,09 0,10
16 4 0,12 029F 0,11 0217 0,12 0,10 011 0,11
8 0,037 029t 0,12 022t 0,10 0,09 0,09 0,09
16 021+ 036+ 0,09 0,10
32 0,37+ 061+ 011 0,10
64 0,76* 0,84+ 0,09 0,11
32 4 0,0 0207 0,09 0,17F 0,08 0,10 0,09 0,10
8 0,10 0,17+ 0,13 0,18F 0,10 0,09 0,10 0,10
16 0,14 023+ 0,116% 020t 0,09 0,08 0,10 0,11
32 0,20 027+ 0,10 0,09
64 037+ 0,44+ 011 0,10
64 4 0,12 021F 0,11 0,167 0,12 0,11 011 0,12
8 0,09 0,13* 0,11 0,14% 0,09 0,10 011 0,11
16 0,11 0,14+  0,13% 016t 0,10 0,11 0,10 0,11
32 020F  023F 016t 0,177 0,12 0,11 011 0,10
64 0,22+ 023+ 0,10 0,10
128 4 0,10 0,14 0,10 0,13% 0,10 0,11 0,09 0,10
8 0,10 011 0,10 0,12 0,10 0,10 0,10 0,09
16 0,12 0,13* 0,12 0,12 0,11 0,11 0,09 0,09
32 027t 028F 014t 0,14T 0,10 0,10 0,08 0,08
64 027  028F 014t 0,147 0,10 0,10 0,08 0,08
256 4 0,11 0,13F 0,11 0,11 0,11 0,09 011 0,10
8 0,10 0,12 0,10 0,11 0,11 0,11 0,10 0,10
16 0,09 0,09 0,10 0,10 0,08 0,08 0,09 0,09
32 0,13F  0,13F 014t 0,14T 0,11 0,11 011 0,11
64 0,13F 0,137 014t 0,14T 0,11 0,11 011 0,11

T 580 os testes liberais, ~ sd0 os testes conservativos e, em negrito, os testes exatos.
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Tabela B.2 — Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e
WMCR da hipétese Hy: X = I, obtidos através de 1000 repeti¢des da simulacio Monte
Carlo, sob distribui¢do log-normal, ao nivel nominal de 10% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,247 0,18* 0,207 0,13%
8 0,387 045% 024" 0,15%
16 0,687 086" 0,297 0,19
32 0,97t 0,99 0,337 0,197
64 1,00t 1,00" 0,397 0,22%
8 4 0517 0,797 0,357 047" 0,47+ 0,33" 0,327 0,207
8 0,527 0,64 0,397 0,18
16 0,737 0,90% 0,507  0,23%
32 0,947 0,99 0,597  0,28*
64 1,000 1,00" 0,647  0.28%
16 4 0647 0917 0,527 080" 0,637 0,74" 0,507 0,647
8 071" 0,93 0,677 083" 0,68 0,74* 0,607 0,55
16 0,837 0,92% 0,707 0,56
32 0,93 0,98* 0,767 0,68
64 0,997 1,00" 0,837 0,80
32 4 0737 0,987  0,68" 0,96 0,73 0,95" 0,687 0,947

8 083" 0,977  0,80" 095" 0,827 0,95" 0,78  091%
16 088" 0,987 090" 096" 0,85" 0,95" 0,867  091%

32 0,97t  1,00" 0,93 097"
64 1,000 1,00" 0,967 0,99
64 4 079" 1,007 0,527 1,00 0,79 1,00" 0,777 1,00"
8 087" 1,00 0,867 0,99 0,87+ 0,99 0,857 0,99
16 094" 1,000 0,947 0,99 0,94" 0,99" 0,927  0,98*
32 098" 1,000 0,997 1,00" 0,96" 1,00" 0,987 0,99
64 1,00 1,00" 0,997  1,00"
128 4 0,79" 1,000 0,787 1,00" 0,79" 1,00" 0,78  1,00"
8 092" 1,000 0,927 1,00" 0,92 1,00" 0,92 1,00"
16 097 1,000 0,977 1,00" 0,97+ 1,00 0,97  1,00"
32 0,99 1,000 0,997 1,00" 0,99 1,00 0,997  1,00"
64 1,00" 1,00 1,00t 1,00" 1,00" 1,00 1,000 1,00"
256 4 0,847 1,007 0,837 1,00" 0,847 1,00" 0,837 1,00"
8 0947 1,000 0,947 1,00" 0,94+ 1,00 0,947 1,00"
16 098" 1,000 0,97t 1,00" 0,98" 1,00" 0,97  1,00"
32 0,99° 1,000 0,997 1,00" 0,99" 1,00" 0,997  1,00"
64 1,007 1,00 1,00t 1,00" 1,00 1,00 1,000 1,00"

T s30 os testes liberais, ~ sdo 0s testes conservativos e, em negrito, os testes exatos.
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Tabela B.3 — Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e
WMCR da hipétese Hy: X = I, obtidos através de 1000 repeti¢des da simulacio Monte
Carlo, sob distribuicao ¢ de Student com v = 5 graus de liberdade, ao nivel nominal de 10%
de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 0,217 0,18 0,187 0,10
8 0,38% 0,42% 0,237 0,12
16 0,677 0,83 0,307 0,13
32 0,937 098" 0,38 0,15%
64 1,00 1,00" 045" 0,19
8 4 033" 0,587 0,277 0267 0,29" 0,19" 0,257 0,09
8 0,467 049 0,367 0,10
16 0,76 0,87+ 0,517 0,12
32 0,96" 0,99 0,657 0,12
64 1,00t 1,00" 0,777 0,12
16 4 0427 0,647 0377 048" 0,42+ 0,39" 0,367 0,297
8 061" 0,807 0,60T 0,66™ 0,56 0,53" 0,537 0,32%
16 0,877 0,92% 0,767 042%
32 0,997 1,00" 0,92 0,63"
64 1,00t 1,00" 0,98" 0,76
32 4 054" 0,737 0,517 067" 0,547" 0,617 0,50 0,57
8 077" 0,887 0,767 0,83" 0,76 0,82F 0,737 0,74*
16 095" 0,997 0967 0,97" 0,94+ 0,96™ 0,937 0917
32 1,00t 1,00" 1,000 1,00"
64 1,00 1,00" 1,007 1,00"
64 4 0617 0,917  0,60T 0,89" 0,617 0,88" 0,597  0,83%
8 086" 0,967 0,857 095" 0,86" 0,95" 0,847  094%
16 098" 1,000 0,98" 1,00" 0,98" 1,00 0,98"  1,00"
32 1,00" 1,00 1,00t 1,00" 1,00" 1,00 1,00 1,00
64 1,00t 1,00" 1,007 1,00"
128 4 068" 0,997 0,657 0,98 0,67 0,98" 0,657 0,97
8 0917 1,000 0917 1,00" 0,90 1,00 0917  1,00"
16 1,00 1,00" 1,00t 1,00" 1,00" 1,00 1,000 1,00"
32 1,007 1,00" 1,00 1,00" 1,00" 1,00" 1,007 1,00"
64 1,007 1,00" 1,007 1,00" 1,00" 1,00 1,007 1,00"
256 4 0,717 1,000 0,717 1,007 0,717" 1,00" 0,717 1,007"
8 095" 1,000 0,957 1,00" 0,95 1,00 0,94"  1,00"
16 1,00 1,00 1,00t 1,00" 1,00" 1,00 1,007 1,00"
32 1,00" 1,00 1,00t 1,00" 1,00 1,00 1,007 1,00"
64 1,00" 1,00 1,00t 1,00" 1,00" 1,00 1,000 1,00"

J’_

sa0 os testes liberais, ~ sdo os testes conservativos €, em negrito, os testes exatos.
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Tabela B.4 — Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e
WMCR da hipétese Hy: X = I, obtidos através de 1000 repeti¢des da simulacio Monte
Carlo, sob distribui¢do ¢ de Student com v = 30 graus de liberdade, ao nivel nominal de

10% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 0,177 0,217 0,12 0,10
8 0,327 0,56 0,137 0,12
16 0,757 0,93% 0,187 0,12
32 1,00 1,00" 0217 0,13%"
64 1,00 1,00" 0,297 0,167
8 4 014" 0417 0,147 0207 0,13F 0,09 0,137 0,09
8 0,247 041% 0,157 0,11
16 0,48% 0,72% 0,227 0,14*
32 0,887 0,96 0,317 0,147
64 1,00t 1,00" 0,447 0,147
16 4 0,137 0,337 0,137 0,21" 0,137 0,12 0,12 0,12
8 0167 0,387 0,20" 0,29" 0,14 0,15" 0,157 0,14
16 0,367 0,50 0,227 0,17
32 0,69" 0,83% 0,377 0.28*
64 0,96 0,98* 0,617  043*"
32 4 014" 0,277 0,147 0227 0,14" 0,13% 0,147 0,147
8 015" 0,257 0,197 0,24" 0,14 0,15" 0,167 0,15
16 027" 0,437 0,327 0,38" 0,20 0,24+ 0,257 0,23
32 0,617 0,70 0,437 042%
64 0,927 0,95 0,737 0,75%
64 4 015" 0,257 0,157 0,20" 0,14 0,16™ 0,157 0,147
8 0,17 0,257 0,17t 021* 0,167 0,19" 0,177 0,15%
16 0247 0,317 030" 033" 0,22 0,26™ 0,27 026"
32 048" 0,637 0,517 0,56" 0,32 0,46™ 0417 043"
64 0,927 0,94 0,817 0,85
128 4 0,167 0,280 0,167 0,25" 0,17 0,20" 0,167 0,18
8 017" 0,247 0,197 0,20" 0,16 0,19" 0,197 0,17
16 025" 0,307 0,27t 0,29" 0,24 0,28" 0,257 0,25
32 0437 0,527 0,507 0,54% 0,39" 0,49 0,457  048%
64 0,89" 0,957 0,887 0,92* 0,67" 0,84" 0,827 0,87
256 4 0,157 0,327 0,157 028" 0,15" 0,227 0,157 0217
8 0,16 0,26 0,187 0.24% 0,16 0,23% 0,187  021*
16 0,26" 0,337 0277 031" 0,26 0,32F 0,267 0,29"
32 045" 0,527 0477 0,51" 0,44+ 0,50" 0,457 047"
64 083" 0,917 086" 0,90 0,79 0,90" 0,837  0,88*

J’_

sa0 os testes liberais, ~ sdo os testes conservativos €, em negrito, os testes exatos.
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Tabela B.5 — Tamanhos reais dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e
WMCR da hipétese Hy: X = I, obtidos através de 1000 repeti¢des da simulacio Monte
Carlo, sob distribui¢do normal contaminada, ao nivel nominal de 10% de significincia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,167 0,217 011 0,10
8 0,29% 0,54+ 011 0,10
16 0,717 092+ 012  0,13*
32 1,00t 1,00+ 011 0,10
64 1,00t 1,00+ 011 0,10
8 4 0,137 040F 0,13F 0207 0,11 0,11 0,11 0,10
8 0,18+ 0,36% 0,10 0,11
16 0,34 0,67+ 0,08 0,11
32 0,74% 091+ 011 0,10
64 1,00t 1,00" 0,10 0,10
16 4 0,10 028F 0,10 0,18% 0,09 0,10 0,10 0,11
8 0,137 032t 015% 026t 0,10 0,10 011 0,10
16 021+ 0,36" 010 0,11
32 0,40+ 0,60* 0,13+ 0,09
64 0,76* 0,86+ 011 0,10
32 4 008 020 0,00 0,167 0,09 0,08 0,10 0,10
8 0,12 020% 0,13 0,116 0,11 0,09 011 0,10
16 0,157 024 0,157 021 0,10 0,11 011 0,11
32 0,22+ 030+ 0,10 0,11
64 042+ 0,49* 011 0,11
64 4 0,11 0,19F 0,10 0,167 0,11 0,11 0,10 0,12
8 0,08 011 011 0,12 0,07~ 0,09 0,08 0,08
16 0,13+ 014t 013" 015t 0,12 0,10 011 0,11
32 0,18 022F 011 017F 0,12 0,13% 0,04~ 005"
64 0,19* 021+ 0,09 0,09
128 4 0,11 0,18F 0,11 0,167 0,10 0,10 011 0,11
8 0,11 0,15+ 0,12 0,13+ 0,11 0,11 011 0,11
16 0,10 012 0,12 0,12 0,10 0,11 0,10 0,10
32 0,12 0,13t 0,14% 0,14t 0,11 0,11 011 0,11
64 031F 032F 0,17 018F 0,10 0,10 011 0,11
256 4 0,12 0,18F 0,12 0,17F 0,12 0,12 0,12 0,12
8 0,09 011 011 0,11 0,10 0,09 0,10 0,09
16 0,10 010 0,11 0,11 0,10 0,09 0,10 0,10
32 0,11 011 011 0,11 0,10 0,11 010 0,10
64 0,13F  0,13* 0,13* 0,13* 0,10 0,10 011 0,11

T s30 os testes liberais, ~ sdo 0s testes conservativos e, em negrito, os testes exatos.
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Tabela B.6 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR
considerando H: £ = 6?1, obtidos através de 1000 repeticdes da simulagio Monte Carlo,
sob distribuicao normal, ao nivel nominal de 10% de significincia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,59 0,62 0,54 0,49
8 0,84 092 0,67 0,66
16 1,00 1,00 0,91 0,81
32 1,00 1,00 0,99 0,89
64 1,00 1,00 1,00 0,92
8 4 0,49 0,58 0,70 0,68 0,46 0,17 0,69 0,62
8 0,86 0,90 0,80 0,78
16 097 098 0,91 0,88
32 1,00 1,00 0,99 0,91
64 1,00 1,00 1,00 0,89
16 4 0,83 0,79 0,89 0,86 0,82 0,56 0,88 0,82
8 0,90 0,90 095 0,96 0,88 0,64 0,94 0,92
16 0,98 0,99 0,97 0,97
32 1,00 1,00 0,99 0,99
64 1,00 1,00 1,00 1,00
32 4 0,99 0,97 0,99 098 0,99 0,94 0,99 0,97
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela B.7 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR
considerando H: £ = 6?1, obtidos através de 1000 repeticdes da simulagio Monte Carlo,
sob distribuicdo log-normal, ao nivel nominal de 10% de significincia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,66 0,56 0,62 0,47
8 0,88 0,88 0,82 0,66
16 0,99 1,00 0,94 0,86
32 1,00 1,00 1,00 0,97
64 1,00 1,00 1,00 0,97
8 4 0,82 0,83 0,84 0,69 0,80 0,44 0,83 0,55
8 0,96 0,94 0,95 0,80
16 1,00 1,00 1,00 0,97
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
16 4 0,95 0,85 096 0,78 0,95 0,68 0,96 0,68
8 0,99 0,97 0,99 0,97 0,99 0,90 0,99 0,92
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
32 4 0,99 0,87 1,00 0,85 0,99 0,77 1,00 0,79
8 1,00 0,98 1,00 0,98 1,00 0,95 1,00 0,97
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 0,88 1,00 0,88 1,00 0,82 1,00 0,88
8 1,00 0,99 1,00 0,99 1,00 0,99 1,00 0,99
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 0,89 1,00 0,89 1,00 0,85 1,00 0,86
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 0,97 1,00 0,97 1,00 0,97 1,00 0,97 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 0,92 1,00 0,93 1,00 0,90 1,00 0,99
8 0,94 1,00 0,94 1,00 0,94 1,00 0,94 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela B.8 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR
considerando H: £ = 6?1, obtidos através de 1000 repeticdes da simulagio Monte Carlo,
sob distribui¢do ¢t de Student com v = 5 graus de liberdade, ao nivel nominal de 10% de
significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,52 0,49 0,46 0,36
8 0,75 0,82 0,61 0,45
16 0,95 0,99 0,74 0,55
32 1,00 1,00 0,84 0,63
64 1,00 1,00 0,91 0,69
8 4 0,56 0,61 0,68 0,56 0,52 0,18 0,67 0,47
8 0,84 0,81 0,79 0,57
16 0,95 0,97 0,89 0,71
32 1,00 1,00 0,97 0,78
64 1,00 1,00 0,99 0,84
16 4 0,76 0,60 0,84 0,63 0,76 0,32 0,83 0,56
8 0,86 0,79 0,92 0,83 0,84 0,50 0,91 0,72
16 0,99 098 0,98 0,90
32 1,00 1,00 1,00 0,98
64 1,00 1,00 1,00 1,00
32 4 0,93 0,67 096 0,72 0,93 0,53 0,95 0,66
8 0,97 0,84 0,99 0,88 0,97 0,75 0,99 0,84
16 1,00 0,98 1,00 0,98 0,99 0,95 1,00 0,97
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 0,99 0,78 0,99 0,81 0,99 0,70 0,99 0,77
8 1,00 0,91 1,00 0,93 1,00 0,87 1,00 0,92
16 1,00 0,99 1,00 0,99 1,00 0,99 1,00 0,99
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 0,93 1,00 0,94 1,00 0,90 1,00 0,93
8 1,00 0,99 1,00 0,99 1,00 0,98 1,00 0,99
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 0,99
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela B.9 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR
considerando H: £ = 6?1, obtidos através de 1000 repeticdes da simulagio Monte Carlo,
sob distribui¢do ¢ de Student com v = 30 graus de liberdade, ao nivel nominal de 10% de

significancia.
n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 0,56 0,59 1,00 0,47
8 0,83 0,92 1,00 0,63
16 0,99 1,00 1,00 0,77
32 1,00 1,00 0,90 0,88
64 1,00 1,00 1,00 0,90
8 4 0,53 0,61 0,71 0,68 0,50 0,15 0,69 0,61
8 0,84 0,87 0,78 0,74
16 0,96 0,98 0,90 0,87
32 1,00 1,00 0,98 0,93
64 1,00 1,00 1,00 0,96
16 4 0,83 0,78 0,88 0,84 0,82 0,55 0,88 0,79
8 0,90 0,90 0,96 0,96 0,87 0,63 0,95 0,92
16 0,99 0,99 0,98 0,97
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
32 4 0,99 0,95 0,99 0,96 0,99 0,91 0,99 0,95
8 1,00 0,99 1,00 0,99 1,00 0,98 1,00 0,99
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela B.10 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando H;: £ = o1, obtidos através de 1000 repeticdes da simulacio Monte Carlo,
sob distribuicao normal contaminada, ao nivel nominal de 10% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,63 0,63 0,57 0,51
8 0,85 0,93 0,68 0,65
16 1,00 1,00 0,90 0,82
32 1,00 1,00 0,99 0,91
64 1,00 1,00 1,00 0,91
8 4 0,49 0,60 0,72 0,72 0,46 0,16 0,70 0,64
8 0,86 0,91 0,82 0,79
16 096 0,98 0,91 0,88
32 1,00 1,00 0,99 0,92
64 1,00 1,00 1,00 0,89
16 4 0,85 0,81 0,90 0,87 0,85 0,56 0,90 0,83
8 0,92 0,92 0,96 0,96 0,90 0,67 0,95 0,93
16 1,00 1,00 1,00 0,99
32 1,00 1,00 1,00 0,99
64 1,00 1,00 1,00 1,00
32 4 1,00 0,97 1,00 0,98 1,00 0,94 1,00 0,97
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela B.11 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando H;: £ = diag(o;;), parai =1, 2, ---, p, obtidos através de 1000 repeti¢cdes
da simulagdo Monte Carlo, sob distribui¢do normal, ao nivel nominal de 10% de signifi-
cancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,44 047 0,38 0,34
8 0,74 0,87 0,54 0,51
16 0,98 0,99 0,72 0,60
32 1,00 1,00 0,81 0,64
64 1,00 1,00 0,99 0,76
8 4 0,19 0,45 0,34 0,40 0,16 0,10 0,31 0,30
8 0,71 0,80 0,64 0,59
16 0,85 094 0,72 0,64
32 0,98 1,00 0,77 0,56
64 1,00 1,00 0,97 0,59
16 4 0,45 0,49 0,61 0,59 0,44 0,22 0,60 0,52
8 0,41 0,52 0,64 0,70 0,36 0,17 0,60 0,56
16 0,89 093 0,85 0,83
32 095 097 0,85 0,78
64 1,00 1,00 0,97 0,83
32 4 0,87 0,83 091 0,88 0,87 0,68 0,91 0,85
8 0,88 0,87 0,93 092 0,87 0,74 0,92 0,89
16 091 0,92 0,96 0,96 0,88 0,80 0,95 0,94
32 1,00 1,00 0,99 0,98
64 1,00 1,00 0,99 0,98
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00
8 0,98 0,97 0,99 098 0,98 0,96 0,99 0,98
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 0,99 1,00 0,99 1,00 0,98 1,00 0,99
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela B.12 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando H;: X = diag(o;;), para i =1, 2, ---, p, obtidos através de 1000 repeti-
¢oes da simulacdo Monte Carlo, sob distribuicdo log-normal, ao nivel nominal de 10% de
significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,54 0,45 0,51 0,35
16 0,95 0,98 0,81 0,66
64 1,00 1,00 0,98 0,89
16 4 0,86 0,84 0,86 0,76 0,85 0,66 0,86 0,63
16 1,00 1,00 0,99 0,96
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 0,99 0,97 0,99 0,95 0,99 0,94 0,99 0,93
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Tabela B.13 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando H;: £ = diag(o;;), parai =1, 2, ---, p, obtidos através de 1000 repeti¢cdes
da simulacdo Monte Carlo, sob distribuicdo ¢ de Student com v = 5 graus de liberdade, ao
nivel nominal de 10% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,35 0,30 0,31 0,21
16 0,84 0,93 0,54 0,28
64 1,00 1,00 0,43 0,43

16 4 0,42 0,54 0,48 0,42 0,42 0,27 0,48 0,28
16 094 092 0,90 0,66
64 1,00 1,00 1,00 0,98

64 4 0,84 0,70 0,86 0,63 0,83 0,57 0,86 0,56
16 1,00 0,97 1,00 0,97 1,00 0,97 1,00 0,95
64 1,00 1,00 1,00 1,00

256 4 1,00 0,99 1,00 0,99 1,00 0,99 1,00 0,99
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela B.14 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando H;: £ = diag(o;;), parai =1, 2, ---, p, obtidos através de 1000 repeti¢cdes
da simulagdo Monte Carlo, sob distribui¢@o ¢ de Student com v = 30 graus de liberdade,

ao nivel nominal de 10% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 0,44 0,46 0,37 0,30
16 0,97 0,99 0,64 0,53
64 1,00 1,00 0,95 0,76
16 4 0,58 0,55 0,71 0,64 0,57 0,28 0,70 0,57
16 0,90 0,93 0,85 0,80
64 1,00 1,00 0,98 0,92
64 4 0,99 0,96 1,00 0,97 0,99 0,92 1,00 0,96
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 0,98 0,92
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Tabela B.15 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando H;: £ = diag(o;;), parai =1, 2, ---, p, obtidos através de 1000 repeti¢cdes
da simula¢do Monte Carlo, sob distribui¢do normal contaminada, ao nivel nominal de 10%
de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 0,43 0,49 0,37 0,35
8 0,66 0,83 0,41 0,36
16 097 0,99 0,61 0,56
32 1,00 1,00 0,83 0,62
64 1,00 1,00 0,99 0,77
8 4 0,20 0,42 0,31 0,37 0,17 0,09 0,29 0,28
8 0,62 0,74 0,51 0,48
16 0,77 0,90 0,55 0,46
32 0,99 0,99 0,81 0,60
64 1,00 1,00 0,99 0,65
16 4 0,71 0,68 0,80 0,76 0,70 0,37 0,80 0,70
8 0,37 0,50 0,61 0,65 0,32 0,17 0,57 0,51
16 0,85 0,90 0,80 0,77
32 095 097 0,88 0,82
64 1,00 1,00 0,98 0,89
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Continuagdo da Tabela B.15:

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

32 4 0,34 0,38 0,45 0,46 0,34 0,21 0,44 0,37
8 0,89 0,88 0,94 0,93 0,88 0,77 0,94 0,90
16 0,86 0,87 0,94 0,95 0,80 0,70 0,93 0,91
32 1,00 1,00 0,99 0,99
64 0,99 0,99 0,96 0,95

64 4 0,90 0,85 093 0,88 0,90 0,77 0,92 0,85
8 0,97 0,96 0,98 0,98 0,97 0,95 0,98 0,97
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,99 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00

128 4 0,98 0,96 0,98 0,97 0,98 0,94 0,98 0,96
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Tabela B.16 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR
considerando Hy: £ = o?[(1 — p)I + pI], em que p = 0,90, obtidos através de 1000 re-
peticdes da simulacdo Monte Carlo, sob distribui¢do normal, ao nivel nominal de 10% de
significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,48 0,18 0,42 0,11
8 0,72 0,40 0,56 0,14
16 0,90 0,64 0,65 0,15
32 0,95 0,89 0,74 0,18
64 0,99 1,00 0,74 0,17

8 4 1,00 1,00 0,99 0,99 1,00 0,91 0,98 0,66
8 1,00 1,00 1,00 0,48
16 1,00 1,00 0,99 0,45
32 1,00 1,00 0,99 0,38
64 1,00 1,00 0,99 0,36

16 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00
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Continuagdo da Tabela B.16:

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

32 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Tabela B.17 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC ¢ WMCR
considerando H;: £ = 6[(1 —p)I + pI], em que p = 0,90, obtidos através de 1000 repe-
ticdes da simulacdo Monte Carlo, sob distribuicido log-normal, ao nivel nominal de 10%
de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,35 0,10 0,31 0,06
16 0,79 0,57 0,47 0,08
64 0,99 1,00 0,52 0,08

16 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00

64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00

256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela B.18 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR

considerando Hy: £ = o?[(1 — p)I + pI], em que p = 0,90, obtidos através de 1000 re-
peticoes da simulacdo Monte Carlo, sob distribui¢do ¢ de Student com v = 5 graus de
liberdade, ao nivel nominal de 10% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 0,45 0,16 0,38 0,09
16 0,86 0,59 0,58 0,14
64 1,00 1,00 0,66 0,12
16 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

Tabela B.19 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR

considerando Hy: £ = o?[(1 — p)I + pI], em que p = 0,90, obtidos através de 1000 re-
peticdes da simulagdo Monte Carlo, sob distribuicdo ¢ de Student com v = 30 graus de
liberdade, ao nivel nominal de 10% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR
4 4 0,52 0,21 0,46 0,13
16 0,90 0,64 0,65 0,14
64 0,99 1,00 0,73 0,14
16 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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Tabela B.20 — Poderes dos testes LRTAs, LRTAsR, WAs, WAsR, LRTMC, LRTMCR, WMC e WMCR
considerando H;: £ = 6[(1 — p)I + pI], em que p = 0,90, obtidos através de 1000 repe-
ticdes da simulagdo Monte Carlo, sob distribui¢do normal contaminada, ao nivel nominal
de 10% de significancia.

n p LRTAs LRTAsR WAs WAsR LRTMC LRTMCR WMC WMCR

4 4 0,53 0,21 0,48 0,14
8 0,77 0,34 0,60 0,12
16 0,89 0,66 0,68 0,16
32 096 0,87 0,71 0,18
64 0,99 0,99 0,74 0,19
8 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 0,91 0,98 0,65
8 1,00 1,00 1,00 0,52
16 1,00 1,00 0,99 0,46
32 1,00 1,00 0,99 0,40
64 1,00 1,00 0,99 0,28
16 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
32 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
64 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00
128 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
256 4 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
8 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
16 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
32 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00

64 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00
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C APENDICE - COMANDOS USADOS NO R

# Programa para obter as matrizes de covariancias
# estimador cléssico (S) e comedian (C)
# recebe a matriz de dados n x p

# dependéncia: pacote robustbase

library (robustbase)
EstCov <- function (X)
{
C <~ covComed (X) Scov
S <= var (X)

return(list(C = C, S = 8S))

# Funcdo para LRT HO: Sigma = I (Corregdo de Korin (1968))
# recebe n e S ou C e retorna chi e p-valor
LRTAs <- function(n, Cal)
{
p <- nrow(Cal)
chil <= ((n - 1) - (2 *p+1-2/(p+1))/6)
chil <- chil * (sum(diag(Cal)) - log(det (Cal)) - p)
p.valor <- 1 - pchisqg(chil, p * (p + 1) / 2)

return(list(chil = chil, valor.p = p.valor))

# Funcdo para W HO: Sigma = I (Ledoit e Wolf (2002))

# recebe n e S ou C e retorna chi e p-valor

WAs <- function(n, Cal)

{
p <- nrow(Cal)
chi2 <- sum(diag((Cal - diag(p)) %*% (Cal - diag(p)))) * n / 2
chi2 <- chi2 - (sum(diag(Cal)) / p)"2 * p*2 / 2 + p"2 / 2



p.valor <= 1 - pchisqg(chi2, p * (p + 1) / 2)

return(list (chi2 = chi2, valor.p = p.valor))

# Funcdo para obter a distribuicdo nula MC do LRT com S e com C
# recebe N, (S, C) Ca, n e retorna chi”2 das 2 opgbes e valor.p
# dependéncia MASS - com correcdo de Korin (1968)
LRTMC <- function(N = 1000, n, Ca)
{
chi2C <- LRTAs(n, CasC)$chil
chi2S <- LRTAs(n, Ca$sS)S$chil
library (MASS)
p <- nrow(Cas$C)
mu <- rep(0, times = p)
Sigma <- diag(p)
for (1 in 1:N)
{
X <= mvrnorm(n, mu, Sigma)
Ca <- EstCov (X)
chi2C <- c¢(chi2C, LRTAs(n, Ca$C)Schil)
chi2S <- c(chi2S, LRTAs(n, Ca$S)Schil)
}
valorC.p <- sum(chi2C >= chi2C[1]) / (N + 1)
valorS.p <- sum(chi2S >= chi2S[1]) / (N + 1)

return(list (Chi2C

chi2C[1], valorC.p = valorC.p,

Chi2S = chi2S[1], valorS.p = valorS.p))

# Funcdo para obter a distribuigdo nula MC de W com S e com C
# recebe N, (S, C) Ca, n e retorna chi”2 das 2 opgbes e valor.p
# dependéncia MASS

WMC <- function(N = 1000, n, Ca)
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chi2C <- WAs(n, Ca$C)Schi2
chi2S <- WAs(n, Ca$S)Schi2
library (MASS)
p <- nrow(Cas$C)
mu <- rep(0, times = p)
Sigma <- diag(p)
for (i in 1:N)
{
X <- mvrnorm(n, mu, Sigma)
Ca <- EstCov (X)
chi2C <- c¢(chi2C, WAs(n, CaSC)Schi?2)
chi2S <- c¢(chi2S, WAs(n, CaS$S)Schi?2)
}
valorC.p <- sum(chi2C >= chi2C[1]) / (N + 1)
valorS.p <- sum(chi2S >= chi2S[1]) / (N + 1)

return(list (Chi2C

chi2C[1], valorC.p = valorC.p,

Chi2S = chi2S[1], valorS.p = valorS.p))

#Simular amostras normal multivariada contaminada

library (MASS)

rNCM <- function(n, delta , mu, mu2, Sigma,

{

u <- runif(n)

p <- nrow(Sigma)

nl <- length(ufu <= delta])
if (nl1 < 1) nl <=1

n2 <- n - nl

X <= matrix (0, n, p)

Sigma2)
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X[u <= delta, ] <- mvrnorm(nl, mu, Sigma)
if (n2 > 0) X[u > delta, ] <- mvrnorm(n2, mu2, SigmaZ2)

return (X)

# Simular amostras lognormal

logNormalp <- function(n, mu, Sigma)

{
p <- nrow(Sigma)
M <- matrix(rep(exp(mu + diag(Sigma) / 2), times = n), n, p, byrow = TRUE)
X <- exp(mvrnorm(n, mu, Sigma)) - M

return (X)

Fungcdo para simular e avaliar o erro tipo I e poder dos testes

op:1:6, op=1: normal, op=2: lognormal, op=3: t multivariada nu = 5

#

#

# op=4: t nu=30, op=5: normal contaminada

# NMC: N. Sim MC dos testes N: Sim. MC de validacdo dos testes

# opHO: 0 (para HO), 1 (para Sig”2I), 2 (para diag(sig_{ii})), 3: Sim.Comp.
# k: para definir a média* da normal contaminada multivariada

library (MASS)

library (mvtnorm)

## Se p < n,
simMC <- function(op, opHO, n, p, rho, delta=0.90, N=999, NMC=1000, k = 1.01)
{
rej <- matrix (0, 8, 3)
rownames (rej) <- c("LRTAs","LRTAsR", "WAs", "WAsR",
"LRTMC", "LRTIMCR","WMC", "WMCR")

colnames (rej) <- c("0,10","0,05","0,01")
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NIR <- 1.0 / N
mu <- rep(0, times = p)
if (opHO == 0) Sigma <- diag(p) else
if (opHO == 1) Sigma <- 2 * diag(p) else
if (opHO == 2) Sigma <- diag(runif(p,1, 2)) else
if (opHO == 3) Sigma <- (1 - rho) * diag(p) + rho * matrix(l, p, p)
if (op == 2) Sigma <- log((l1 + 570.5)/2) * Sigma

if (op == 3) Sigma <- 3 * Sigma / 5
if (op == 4) Sigma <- 28 * Sigma / 30
if (op == 5)

Delta <- (k - delta) / (1 - delta)
Sigma2 <- Delta * Sigma
mu2 <- rep(0, times = p)

}

for (1 in 1:N)

{

if (op == 1) X <= mvrnorm(n, mu, Sigma) else
if (op == 2) X <= logNormalp(n, mu, Sigma) else
if (op == 3) X <= rmvt(n, Sigma, df = 5) else
if (op == 4) X <= rmvt(n, Sigma, df = 30) else

if (op == 5) X <= rNCM(n, delta, mu, mu2, Sigma, Sigma2)
Ca <- EstCov (X)

Cl <- Cca$cC

S1 <- Cas$s

resl <- LRTAs(n, S1)

res?2 <- LRTAs(n, CIl)

res3 <- WAs(n, S1)

resd <- WAs(n, CIl)

res5 <- LRTMC (NMC, n, Ca)

res6 <- WMC (NMC, n, Ca)

if (reslSvalor.p <= 0.10) rej[l,1] <- rej[l,1] + NIR
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if (resl$valor.p <= 0.05) rej[l,2] <- rejll,2] + NIR

if (resl$valor.p <= 0.01) rej[l1,3] <- rej[l,3] + NIR
if (res2Svalor.p <= 0.10) rej[2,1] <- rej[2,1] + NIR
if (res2Svalor.p <= 0.05) rej[2,2] <- rej[2,2] + NIR
if (res2Svalor.p <= 0.01) rej[2,3] <- rej[2,3] + NIR
if (res3Svalor.p <= 0.05) rej[3,2] <- rej[3,2] + NIR
if (res3$valor.p <= 0.01) rej[3,3] <= rej[3,3] + NIR
if (res4Svalor.p <= 0.10) rej[4,1] <- rej[4,1] + NIR

if (res4$valor.

p
p
p
p
p
if (res3S$valor.p <= 0.10) rej[3,1] <- rej[3,1] + NIR
p
p
p
p <= 0.05) rej[4,2] <= rejl[4,2] + NIR
p

if (res4Svalor.p <= 0.01) rej[4,3] <- rej[4,3] + NIR
if (resbSvalorS.p <= 0.10) rej[5,1] <- rej[5,1] + NIR
if (resbSvalorS.p <= 0.05) rej[5,2] <- rej[5,2] + NIR
if (resbS$valorS.p <= 0.01) rej[5,3] <- rej[5,3] + NIR
if (resb$valorC.p <= 0.10) rej[6,1] <- rej[6,1] + NIR
if (resbSvalorC.p <= 0.05) rej[6,2] <- rej[6,2] + NIR
if (resbSvalorC.p <= 0.01) rej[6,3] <- rej[6,3] + NIR
if (resoSvalorS.p <= 0.10) rej[7,1] <- rej[7,1] + NIR
if (reso6S$valorS. .05) rej[7,2] <- rej[7,2] + NIR
if (res6$valorS.p <= 0.01) rej[7,3] <- rej[7,3] + NIR
if (resoSvalorC.p <= 0.10) rej[8,1] <- rej[8,1] + NIR

if (resé6S$valorC.p <= 0.05) rej[8,2] <- rej[8,2] + NIR

o] el T 'O 'O e T 'O el o]
AN
I
o

if (resé6SvalorC.p <= 0.01) rej[8,3] <- rej[8,3] + NIR

}

return (rej)

## Se p >= n,

library (MASS)

library (mvtnorm)

simMCpgen <- function(op, opHO, n, p, rho, delta=0.90, N=999, NMC=1000, k = 1.01)
{



re

ro

co
N1
mu

if

if
if
if

if

}
fo

{

j <= matrix (0, 4, 3)

wnames (rej) <- c("WAs", "WAsR","WMC", "WMCR")

lnames (rej) <- c("0,10","0,05","0,01"™)
R<- 1.0/ N

<- rep(0, times

P)
(opHO == 0) Sigma <- diag(p) else
== 1)
== 2)

if (opHO == 3)

if (opHO Sigma <- 2 * diag(p) else
if (opHO
Sigma <- (1 - rho) * diag(p)
(op == 2) Sigma <- log((1 + 570.5)/2) * Sigma
(op == 3) Sigma <- 3 * Sigma / 5
(op == 4) Sigma <- 28 * Sigma / 30
(op == 95)
Delta <-

(k - delta) / (1 - delta)

Sigma2 <- Delta * Sigma

mu2 <- rep(0, times = p)
r (1 in 1:N)

if (op == 1) X <= mvrnorm(n, mu, Sigma) else
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Sigma <- diag(runif(p,1, 2)) else

+ rho * matrix(l, p, p)

if (op == 2) X <- logNormalp(n, mu, Sigma) else

if (op == 3) X <= rmvt (n,

if (op == 4) X <- rmvt(n, Sigma, df = 30)

Sigma, df = 5) else

else

if (op == 5) X <= rNCM(n, delta, mu, mu2, Sigma, Sigma2)

Ca <- EstCov(X)
Cl <- cascC
S1 <- Ca$s
res3 <- WAs(n, SI1)

resd <- WAs(n, CIl)



}

res6 <- WMC (NMC,

if
if
if
if
if
if
if
if
if
if
if

if

return (rej)

# Simulagbes MC

op <- 5
opHO <= 0
n <-4

p <- 8

k <= 1.005
rho <= 0.9

delta <- 0.95

N <- 999
NMC <- 1000
if (p<n)

res <- simMC (op, opHO, n, p, rho, delta, N, NMC, k) else

(res3Svalor.
(res3sSvalor.
(res3svalor.
(res4Svalor.
(res4Svalor.

(resdsSvalor.

(res6SvalorS.p <=
(res6SvalorS.p
(res6SvalorS.p
(res6SvalorC.p
(res6SvalorC.p

(res6SvalorC.p

p
p
p
p
p
p

Ca)

0.10)
0.05)
0.01)
0.10)
0.05)
0.01)

0.10)

0.10)

rej[l,1]
rejll,2]
rej[1,3]
rejl2,1]
rejl2,2]
rej[2,3]
rej[3,1]
rej[3,2]
rej[3,3]
rejl4,1]
rejl4,2]
rej[4, 3]

rej[l,1]
rejll,2]
rej[1, 3]
rej[2,1]
rej[2,2]
rejl2,3]
rej[3,1]
rej[3,2]
rej[3,3]
rej[4,1]
rej[4,2]
rej[4, 3]

res <- simMCpgen (op, opHO, n, p, rho, delta, N, NMC, k)

res

NIR
N1R
NIR
NIR
NIR
NIR
NIR
NIR
N1R
NIR
NIR

NI1R
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