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RESUMO

O efeito de segunda ordem em estruturas pode ser significativo para o entendimento do compor-
tamento do sistema estrutural. Essa pesquisa trata do desenvolvimento de modelos estruturais
para o estudo do comportamento não linear físico e geométrico de colunas esbeltas em concreto
armado. O objetivo principal foi o estudo comparativo entre as formulações do Processo Itera-
tivo P-∆ e do Método Numérico de Elementos Finitos, na análise estática não linear. As análi-
ses não lineares pelo Método de Elementos Finitos foram realizadas com o processo iterativo-
incremental na formulação de Newton-Raphson no software ABAQUST M. A não linearidade
física foi considerada de forma simplificada, conforme prescreve a norma ABNT NBR-6118.
O Processo Iterativo P-∆ foi implementado computacionalmente no software MATLAB R©. O
parâmetro α e o coeficiente γz foram utilizados na avaliação dos efeitos de segunda ordem.
Realizou-se um comparativo entre os efeitos de primeira e segunda ordem das simulações nu-
méricas do Método de Elementos Finitos. Os resultados numéricos revelaram que o Processo
Iterativo P-∆ pode apresentar resultados divergentes das simulações numéricas pelo Método de
Elementos Finitos e que os efeitos de segunda ordem são significativos em colunas esbeltas de
concreto armado.

Palavras-chave: método dos elementos finitos, coluna em concreto armado, não linearidade
geométrica, efeitos de segunda ordem, processo iterativo p-delta.



ABSTRACT

The second-order effect of structures may be significant for understanding the behavior of the
system. This research deals with the development of structural models for the study of the phy-
sical and geometric nonlinear behavior of slender columns in reinforced concrete. The main aim
of this work is the comparative study between the formulations of the Iterative Process P-∆ and
Finite Element Method, considering the nonlinear static analysis. Non-linear analyzes by the
Finite Element Method were performed with the iterative-incremental process in the Newton-
Raphson formulation in ABAQUST M software. The physical non-linearity was considered in a
simplified way, as prescribed by standard ABNT NBR-6118. The Iterative Process P-∆ was im-
plemented in the MATLAB R© software. The parameter α and the coefficient γz were used in the
evaluation of second order effects. A comparison between the first and second order effects of
the numerical simulations by using the Finite Element Method was performed. The numerical
results revealed that the Iterative Process P-∆ can present divergent results from the numerical
simulations by the Finite Element Method and that the second order effects are significant in
thin columns of reinforced concrete.

Keywords: finite element method, columns in reinforced concrete, geometric nonlinearity,
second-order effect, iterative process p-delta.



LISTA DE FIGURAS

Figura 2.1 – Comprimento de flambagem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

Figura 2.2 – Coluna com carga axial de compressão e representação da deformada . . . 20

Figura 2.3 – Métodos de análise estrutural . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

Figura 2.4 – Contexto de uso do MEF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

Figura 2.5 – Exemplos de formas de elementos finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

Figura 2.6 – Etapas de obtenção do sistema de equações de um elemento . . . . . . . . 29

Figura 2.7 – Métodos de Newton-Raphson padrão (a) e modificado (b) . . . . . . . . . . 38

Figura 2.8 – Deslocamentos horizontais entre os pavimentos . . . . . . . . . . . . . . . 41

Figura 2.9 – Esquema de forças verticais (a) e horizontais fictícias (b) . . . . . . . . . . 41

Figura 2.10 – Diagramas tensão-deformação (a) Comportamento linear do material (b)

Comportamento não linear do material . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

Figura 3.1 – Modelo estrutural da coluna em concreto armado . . . . . . . . . . . . . . 48

Figura 3.2 – Esquema simplificado do Processo Iterativo P-∆ . . . . . . . . . . . . . . . 50

Figura 3.3 – Create part . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

Figura 3.4 – Create material . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

Figura 3.5 – Assign beam orientation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

Figura 3.6 – Modelo de elementos finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Figura 3.7 – Local seeds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Figura 4.1 – Gráfico comparativo entre simulações numéricas . . . . . . . . . . . . . . 61



LISTA DE TABELAS

Tabela 2.1 – Comparação entre a análise não linear e linear . . . . . . . . . . . . . . . . 34

Tabela 3.1 – Cargas para análises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Tabela 4.1 – Parâmetro de instabilidade α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

Tabela 4.2 – Coeficiente γz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

Tabela 4.3 – Simulações pelo MEF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

Tabela 4.4 – Simulações pelo Processo Iterativo P-∆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

Tabela 4.5 – Análise das simulações pelo MEF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

Tabela 4.6 – Análise do MEF e do Processo Iterativo P-∆ . . . . . . . . . . . . . . . . . 60



LISTA DE QUADROS

Quadro 2.1 – Métodos teóricos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

Quadro 2.2 – Métodos experimentais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

Quadro 2.3 – Causas do efeito da não linearidade geométrica . . . . . . . . . . . . . . . 36



SUMÁRIO

1 INTRODUÇÃO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

1.1 OBJETIVOS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1.1 Objetivo geral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.1.2 Objetivo específico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2 REFERENCIAL TEÓRICO . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.1 Colunas em concreto armado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.2 Estabilidade estrutural . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.3 Métodos de análise estrutural . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.4 Método dos elementos finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.4.1 Conceituação geral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2.4.2 Breve histórico do MEF . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.4.3 Tipos de elementos finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2.4.4 Malha de elementos finitos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.4.5 Formulação para análise estática linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.4.6 Análise estática não linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.4.7 Não linearidade geométrica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.4.8 Método de Newton-Raphson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.4.9 Critério de convergência . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.5 Processo Iterativo P-∆ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.6 Parâmetro de instabilidade α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.7 Coeficiente γz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.8 Não linearidade física . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3 METODOLOGIA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.1 Modelo estrutural . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.1.1 Características geométricas do Modelo Estrutural . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.1.2 Características dos materiais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.1.3 Características dos carregamentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.1.4 Estabilidade estrutural . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.2 Análise não linear geométrica pelo Processo Iterativo P-∆ . . . . . . . . . . . 49

3.3 Coeficiente γz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51



3.4 Análise não linear geométrica pelo Método de Elementos Finitos . . . . . . . 51

3.4.1 Validação das simulações numéricas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3.5 Estudos comparativos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4 RESULTADOS E DISCUSSÕES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.1 Estabilidade estrutural . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.2 Simulação numérica com o coeficiente γz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

4.3 Simulação numérica pelo Método dos Elementos Finitos . . . . . . . . . . . . 58

4.4 Simulação numérica pelo Processo Iterativo P-∆ . . . . . . . . . . . . . . . . 58

4.5 Análise comparativa das formulações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

5 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

REFERÊNCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63



12

1 INTRODUÇÃO

O concreto armado é um material estrutural muito utilizado na construção civil, uma

combinação perfeita do concreto com barras de aço nele inseridas, garantindo a perfeita ade-

rência entre o concreto e as barras de aço, quando submetido às ações externas.

O aumento da densidade populacional tem sido um fator preponderante para a verti-

calização das edificações urbanas, para tal, faz-se necessário cada vez mais o aprimoramento

do estudo do comportamento da estrutura e dos materiais, de forma a proporcionar uma estru-

tura, resistente aos esforços solicitantes, durável, econômica, sustentável e que apresente bom

desempenho em serviço.

A norma NBR-6118 (ABNT, 2014) estabelece que a avaliação do desempenho em ser-

viço de edificações urbanas verticalizadas, em concreto armado, consiste na comparação do

seu comportamento com os seguintes Estados Limites de Serviço (ELS): Estado de formação

de fissuras (ELS-F), Estado de abertura de fissuras (ELS-W), Estado de deformação excessiva

(ELS-DEF), Estado de descompressão (ELS-D), Estado de descompressão parcial (ELS-DP),

Estado de compressão excessiva (ELS-CE) e Estado de vibrações excessivas (ELS-VE). Para

o estado de deformação excessiva (ELS-DEF), estabelece deslocamentos-limites, esses valores

práticos são utilizados para verificação em serviço do estado-limite de deformações excessivas

da estrutura em concreto armado.

Os problemas de determinação dos deslocamentos em estruturas podem ser resolvidos

utilizando a teoria do comportamento elástico e linear, o que atende uma parcela significativa de

sistemas estruturais. Nesse tipo de análise considera-se uma relação linear, proporcional, entre

forças externas e deslocamentos.

O uso de elementos estruturais esbeltos vem sendo utilizado em projetos de estrutu-

ras em concreto armado. Nesses casos, existem iterações entre os deslocamentos e as forças

existentes na estrutura, o que causa o aparecimento de esforços adicionais, denominados de

esforços de segunda ordem, caracterizando um comportamento não linear. Esses esforços de

segunda ordem são expressivos em colunas esbeltas em concreto armado e representam uma

parcela significativa dos deslocamentos finais, não podendo ser desprezados.

O estudo do comportamento não linear das estruturas tem impulsionado avanços na área

de engenharia estrutural, um desses avanços está relacionado ao uso de processos iterativos-

incrementais no Método de Elementos Finitos para simular a trajetória de equilíbrio das estru-

turas em concreto armado.
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Corrêa (1991), afirma que cabe ao meio acadêmico a ampla difusão do conhecimento

sobre o comportamento das estruturas, com o propósito de preparar o projetista de estruturas

para a necessidade e a viabilidade de melhoria no projeto de sistemas estruturais de edifícios.

Nesse trabalho, apresentou-se uma forma alternativa e simplificada para a determinação

da posição deformada, o uso do coeficiente γz, que pode ser utilizado para avaliar a impor-

tância da consideração dos efeitos de segunda ordem e para contabilizar o efeito de segunda

ordem pela majoração do efeito de primeira ordem, esse processo só é válido para as condições

estabelecidas na NBR-6118 (ABNT, 2014).

Além disso, foi aplicado um outro método analítico, aproximado, denominado Processo

Iterativo P-∆, para a determinação da posição final da trajetória não linear de equilíbrio de-

formado, que substitui a análise não linear pela resolução sucessiva de problemas lineares,

conforme preconiza a norma NBR-8800 (ABNT, 2008).

Assim, justifica-se, o estudo das formulações numéricas do comportamento não linear

de colunas esbeltas em concreto armado. Essas formulações são utilizadas na avaliação da

trajetória de equilíbrio de modelos estruturais, e precisam ser validadas para modelagem e si-

mulações adequadas do comportamento real de modelos estruturais. É relevante ressaltar a

importância deste estudo para o melhor entendimento do comportamento não linear geométrico

de estruturas de esbeltas em concreto armado.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo geral

O objetivo principal deste trabalho é o estudo de formulações para análise do comporta-

mento não linear de colunas esbeltas em concreto armado, submetidas a solicitações estáticas,

para determinação dos deslocamentos de segunda ordem.

1.1.2 Objetivo específico

A partir do objetivo principal, os seguintes objetivos específicos foram definidos:

• Aplicar a formulação do método de Newton-Raphson no Método de Elementos Finitos

para simulação do comportamento não linear da estrutura proposta;

• Aplicar o Processo Iterativo P-∆ para determinação dos efeitos de segunda ordem, deslo-

camentos finais e trajetória de equilíbrio da estrutura proposta;
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• Avaliar a aplicabilidade do coeficiente γz na avaliação dos efeitos de segunda ordem na

estrutura proposta;

• Avaliar os resultados dos efeitos de segunda ordem das simulações numéricas pelo Pro-

cesso iterativo P-∆ e comparar esses resultados com os resultados das simulações numé-

ricas computacionais pelo Método dos Elementos Finitos.

1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO

No capítulo 2, o referencial teórico é apresentado, buscando-se apresentar o estado da

arte das formulações para análise não linear de estruturas em concreto armado. Com o intento

de apresentar os métodos de análise e os conceitos fundamentais do comportamento não linear

de colunas em concreto armado.

No capítulo 3, é apresentado a metodologia utilizada no desenvolvimento das simulações

do comportamento não linear, buscando-se a determinação dos efeitos de segunda ordem de

uma coluna esbelta em concreto armado. Também é apresentado o software de apoio, que

aplica o Método dos Elementos Finitos na simulação do comportamento não linear do problema

proposto.

No capítulo 4, são apresentados os resultados e discussões do desenvolvimento dessa

pesquisa.

No capítulo 5, são apresentadas as conclusões dessa pesquisa, analisando-se os aportes

de cada formulação utilizada nessa pesquisa.

Ao final dessa dissertação, são apresentadas as referências bibliográficas.
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2 REFERENCIAL TEÓRICO

2.1 Colunas em concreto armado

De acordo com Helene e Andrade (2010), no Brasil, assim como em outros países do

mundo, o concreto tem um papel de destaque sendo o principal e mais consumido material de

construção. Duas das mais desenvolvidas e poderosas sociedades atuais, os Estados Unidos e

o Canadá, consideram o investimento no estudo das estruturas de concreto, como um dos mais

importantes investimentos na ciência e tecnologia para obter e manter a qualidade de vida de

seu povo e a liderança de seu parque industrial.

Segundo Graziano (2005), o cimento, em sua forma moderna, utilizado na produção do

concreto, foi patenteado em 1824, por James Parker e Joseph Aspdin, com a denominação de

Cimento Portland.

Helene e Andrade (2010) e Graziano (2005) destacam as patentes dos franceses Joseph-

Louis Lambot, em 1855, para construir barcos, e, de Joseph Monier para construir vasos em

1986, basicamente concreto armado.

Segundo a norma NBR-6118 (ABNT, 2014), os elementos de concreto armado são

aqueles cujo comportamento estrutural depende da aderência entre concreto e a armadura, e

nos quais não se aplicam alongamentos iniciais das armaduras antes da materialização dessa

aderência.

Em 1897 se iniciava o primeiro curso de concreto armado, lecionado por Rabut na

École des Ponts e Chaussés da França. Em 1902, Mörsch publicava a primeira edição de sua

obra, que grandemente contribuiria para o desenvolvimento das construções de concreto armado

(FUSCO, 1976).

De acordo com Helene e Andrade (2010), o Brasil publicou sua primeira norma em

1931, depois de haver projetado e construído dois recordes mundiais em altura, os edifícios

A Noite, no Rio de Janeiro e Mantinelli em São Paulo, ambos em fins da década de 20, com

mais de 100 m de altura. Desde a publicação da primeira norma brasileira de concreto armado

inúmeros trabalhos vêm sendo desenvolvidos, com o intuito de qualificar os engenheiros para

projetar estruturas de edifícios usuais em concreto armado.

As estruturas de edifícios usuais em concreto armado para cumprir suas finalidades,

devem possuir um conjunto de elementos resistentes. Segundo Fusco (1976), os elementos

resistentes devem garantir a existência de uma certa segurança contra estados limites, na forma-
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ção de conjunto resistente, para a idealização desse arranjo estrutural é necessário conhecer o

comportamento de cada uma das partes da estrutura projetada.

Abdel-Rohman (2014) classifica os elementos estruturais segundo um critério geomé-

trico, considerando-se que a conformação geométrica dos corpos pode ser delineada em função

dos três comprimentos principais, surgem os três tipos fundamentais de elementos estruturais,

a saber: os elementos unidimensionais, os bidimensionais e os tridimensionais.

As colunas, também denominadas de pilares, são classificadas como elementos unidi-

mensionais. De acordo com Fusco (1976), nesse tipo de elemento dois comprimentos principais

são da mesma ordem de grandeza, menor que a ordem de grandeza do terceiro comprimento

principal, também denomidas de estruturas lineares ou barras. A norma NBR-6118 (ABNT,

2014) define colunas como elementos lineares de eixo reto, usualmente dispostos na vertical,

em que as forças normais de compressão são preponderantes.

Para Carvalho e Pinheiro (2013), essas colunas podem ser classificadas como estruturas

de nós fixos ou nós móveis. Segundo a NBR-6118 (ABNT, 2014) as estruturas são conside-

radas, para efeitos de cálculo, de nós fixos, quando os deslocamentos horizontais dos nós são

pequenos e, por decorrência, os efeitos globais de segunda ordem são desprezíveis (inferiores

a 10% dos respectivos esforços de primeira ordem). Já as estruturas de nós móveis são aquelas

onde os deslocamentos horizontais não são pequenos e, em decorrência, os efeitos de segunda

ordem são importantes (superior a 10% dos respectivos esforços de segunda ordem).

De acordo com Delalibera et al. (2014), quanto mais esbelta for a estrutura, maior a

necessidade da análise dos efeitos de segunda ordem. Para Reis e Camotim (2012) e Carvalho

e Pinheiro (2013), a esbeltez de uma coluna é definida na Equação 2.1:

λ =
Le

i
(2.1)

em que λ é o índice de esbeltez da peça em relação ao eixo x ou y; Le é o comprimento de

flambagem da coluna nas direções x ou y e i é o raio de giração em x ou y (Equação 2.2).

i =

√
I
A

(2.2)

em que i é o raio de giração da seção transversal, I o momento de inércia e A a área da seção

transversal da coluna.
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Carvalho e Pinheiro (2013) apresenta os comprimentos de flambagem para algumas

condições de vinculação dos apoios nas extremidades (Figura 2.1).

Figura 2.1 – Comprimento de flambagem

Fonte: (CARVALHO; PINHEIRO, 2013)

Segundo a NBR-6118 (ABNT, 2014), as colunas devem ter índice de esbeltez menor ou

igual a 200 (λ ≤ 200). Apenas no caso de elementos pouco comprimidos com força normal me-

nor que 0,10 fcdAc, o índice de esbeltez pode ser maior que 200. Sendo que, fcd é a resistência

de cálculo à compressão do concreto, Ac é a área de concreto da seção transversal.

De acordo com Scadelai (2004), o conceito de esbeltez limite surgiu a partir de análises

teóricas de colunas, considerando material elástico linear, que corresponde ao valor da esbeltez

a partir do qual os efeitos de segunda ordem começam a provocar uma redução da capacidade

resistente da coluna no estado limite último, quando comparada com a capacidade resistente

obtida de acordo com a teoria de primeira ordem. Conforme o índice de esbeltez (λ ), as colunas

podem ser classificadas em:

• colunas robustas ou pouco esbeltas ⇒ λ ≤ λ1;

• colunas de esbeltez média ⇒ λ1 < λ 6 90;

• colunas esbeltas ou muito esbeltas ⇒ 90 < λ 6 140;

• colunas excessivamente esbeltas ⇒ 140 6 λ < 200.
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Na norma NBR-6118 (ABNT, 2014), item 15.8.2, λ1 é um valor-limite do índice de

esbeltez, que depende de diversos fatores, mas os preponderantes são: a excentricidade relativa

de primeira ordem na extremidade do pilar onde ocorre o momento de primeira ordem de maior

valor absoluto; a vinculação dos extremos da coluna isolada e a forma do diagrama de momentos

de primeira ordem.

2.2 Estabilidade estrutural

As colunas esbeltas, quando submetidas as solicitações de flexo-compressão, sofrem

uma modificação da geometria, o que gera efeitos de segunda ordem e estabelece uma nova

configuração deformada da estrutura. Se a estrutura possuir capacidade resistente para suportar

os efeitos de primeira e segunda ordem, diz-se que a estrutura é estável. Se a estrutura não

possuir capacidade resistente para suportar os efeitos de primeira e segunda ordem, diz-se que a

estrutura é instável, neste caso ocorre um aumento dos deslocamentos, e por consequência um

aumento dos carregamentos podendo levar a estrutura ao colapso.

Segundo a NBR-6118 (ABNT, 2014), nas estruturas de concreto armado, o estado-limite

último de instabilidade é atingido sempre que, ao crescer a intensidade do carregamento e,

portanto, das deformações, há elementos submetidos a flexo-compressão em que o aumento da

capacidade resistente passa a ser inferior ao aumento da solicitação. De acordo com essa norma

existem nas estruturas três tipos de instabilidade:

a) nas estruturas sem imperfeições geométricas iniciais, pode haver (para casos especiais

de carregamento) perda de estabilidade por bifurcação do equilíbrio (flambagem);

b) em situações particulares (estruturas abatidas), pode haver perda de estabilidade sem

bifurcação do equilíbrio por passagem brusca de uma configuração para outra reversa da anterior

(ponto - limite com reversão);

c) em estruturas de material de comportamento não linear, com imperfeições geomé-

tricas iniciais, não há perda de estabilidade por bifurcação do equilíbrio, podendo, no entanto,

haver perda de estabilidade quando, ao crescer a intensidade do carregamento, o aumento da ca-

pacidade resistente da estrutura passa a ser menor do que o aumento da solicitação (ponto-limite

sem reversão).

Mais detalhes sobre o estudo da instabilidade bifurcacional e o estudo da instabilidade

por ponto limite ou "snap-through", podem ser encontrados em Reis e Camotim (2012).
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De acordo com Leonhardt e Mönnig (1977), para a determinação da capacidade de carga

das colunas esbeltas, devem ser levados em conta, no concreto armado, a influência de excen-

tricidades não intencionais das cargas, bem como o comportamento não elástico do concreto e

o crescimento não linear das deformações por flexão.

MacGregor e Wight (2004) e Timoshenko e Gere (1961), utilizando um modelo de co-

luna engastada na extremidade inferior e livre na extremidade superior, para uma carga P, defi-

niram a equação diferencial da elástica, Equação 2.3.

EI
d2y
dx2 =−P(δ − y) (2.3)

em que E representa o módulo de elasticidade longitudinal ou módulo de Young do material, I

é o momento de inércia da seção reta, P a força axial aplicada na coluna, δ é o deslocamento

horizontal, y=y(x) é a função deflexão da coluna medida a partir do eixo baricêntrico x e
d2y
dx2 é

a derivada segunda da deflexão y em relação à variável x.

Ainda segundo MacGregor e Wight (2004) e Timoshenko e Gere (1961), em 1744, Le-

onhard Euler, resolvendo a Equação 2.3, para o problema proposto na Figura 2.2, determinou a

equação geral para carga crítica em colunas, Equação 2.4.

Pcr =
π2EI

L2
e

(2.4)

em que E representa o módulo de elasticidade longitudinal ou módulo de Young do material,

I é o momento de inércia da seção reta, Pcr é a carga crítica de flambagem em colunas, Le é o

comprimento de flambagem da coluna.

De acordo com Andrade, Oliveira e Afonso (2010), os pontos críticos são aqueles em

que um caminho de equilíbrio atinge um valor extremo ou aqueles onde diferentes caminhos de

equilíbrio se encontram.

Segundo Assan (2013), a carga crítica pode ser determinada de uma outra maneira, pelo

método energético de Rayleigh-Ritz, esse método utiliza o princípio da mínima energia poten-

cial total e é uma poderosa ferramenta para resolver problemas da mecânica estrutural, podendo

ser aplicado tanto a estruturas com comportamento linear como não linear. Esse método permite

resolver casos em que a solução exata da equação diferencial da curva que descreve a elástica

da coluna não é conhecida ou é muito complicada.
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Figura 2.2 – Coluna com carga axial de compressão e representação da deformada

Fonte: (TIMOSHENKO; GERE, 1961)

2.3 Métodos de análise estrutural

A análise estrutural tem como finalidade a determinação do comportamento das estru-

turas sob ações e/ou efeitos externos. Esse comportamento representa a resposta da estrutura,

as respostas de mais relevância na engenharia estrutural são: deslocamentos, deformações e

tensões.

De acordo com Doebelin (1990), para resolver problemas de engenharia, estão disponí-

veis dois métodos gerais: os teóricos e os experimentais. Muitos problemas exigem a aplicação

de ambos os métodos. A quantidade de cada um depende da natureza dos problemas. Proble-

mas que estão na fronteira do conhecimento requerem muitas das vezes estudos experimentais

extensivos, uma vez que teorias adequadas ainda não estão disponíveis. Assim, a teoria e a

experimentação devem ser consideradas como complementos um do outro, e o Engenheiro que

assume essa atitude, em geral, será um solucionador de problemas mais eficaz, do que aquele

que negligencia uma ou outra dessas duas abordagens. As principais características dos méto-

dos teóricos e experimentais podem ser encontradas nos Quadros 2.1 e 2.2.
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Quadro 2.1 – Métodos teóricos

Características Principais dos Métodos Teóricos
1. Geralmente fornece resultados de uso geral e não de aplicação restrita.
2. Invariavelmente exigem a aplicação de hipóteses simplificadoras. Assim, não é estudado o
sistema físico real, mas sim um modelo matemáticos simplificado do sistema. Isto significa que o
comportamento previsto teoricamente é sempre diferente do comportamento real.
3. Em alguns casos, pode levar a problemas matemáticos complicados. Isso impedia o estudo
teórico de muitos problemas no passado. Atualmente, a crescente disponibilidade de computadores
de alta velocidade, permite o tratamento teórico de muitos problemas que não podiam ser assim
tratados no passado.
4. Requer apenas lápis, papel, computador, etc. Não são necessárias instalações extensivas de
laboratório (Alguns computadores são muito complexos e caros, mas eles podem ser utilizados para
resolver todos os tipos de problemas. Por outro lado, muitos equipamentos de laboratório tem uma
finalidade especial e adequada apenas a uma limitada variedade de tarefas.)
5. Não é necessário gastar tempo para construção dos modelos, montagem, verificação da instru-
mentação e coleta de dados.

Fonte: (DOEBELIN, 1990)

Sobre as classificações dos métodos de análise estrutural (Figura 2.3), onde os métodos

de análise estrutural são subdividos em teóricos (analíticos, numéricos e mistos) e experimen-

tais (em sistemas reais ou reduzidos), sendo os métodos analíticos baseados em equações que

governam o comportamento físico de um sistema estrutural. Um sistema estrutural pode ser de-

finido como um conjunto de elementos estruturais interligados. Para estudar o comportamento

desse sistema estrutural, por um método analítico, deve-se, primeiro, conceber um modelo sim-

plificado (hipotético) desse sistema. As soluções das equações que governam o comportamento

físico desse sistema estrutural simplificado são resolvidas de forma analítica, e representam a

solução exata do problema simplificado.

Quadro 2.2 – Métodos experimentais

Características Principais dos Métodos Experimentais
1. Normalmente fornece resultados que se aplicam somente ao sistema específico ensaiado. No
entanto, técnicas como a análise dimensional podem permitir alguma generalização.
2. Não são necessárias hipóteses simplificadores se os testes forem executados em um sistema real.
O verdadeiro comportamento do sistema é obtido.
3. São necessárias medições precisas para obter o quadro real dos resultados. Isso pode exigir equi-
pamentos caros e complexos. As características de todos os equipamentos de medição e gravação
devem ser bem compreendidas.
4. É necessário um sistema real ou um modelo em escala. Se um modelo de escala for usado, a
semelhança de todas as características significativas devem ser preservadas.
5. É necessário um tempo considerável para projetar, construir e preparar os aparelhos para ensaio

Fonte: (DOEBELIN, 1990)
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Para Alves Filho (2013), os métodos analíticos clássicos permitem o cálculo da resposta

exata dos deslocamentos, deformações e tensões na estrutura em todos os seus pontos, porém

essas soluções são somente conhecidas para alguns casos, que fogem da maioria das aplicações

práticas que encontramos no dia a dia. A maioria das estruturas de importância prática são

complexas para serem analisadas pelos métodos clássicos. Para estruturas de forma arbitrária, a

solução analítica frequentemente torna-se impossível, e o problema requer grandes e excessivas

simplificações, resultando em cálculos pouco acurados.

Figura 2.3 – Métodos de análise estrutural

Fonte: Elaborado pelo autor

Souza (2015) apresentou os principais conceitos relacionados à energia de deformação

e aos trabalhos virtuais, demonstrou três possibilidades para resolução da equação fundamental

do Método da Carga Unitária: a integração numérica, a integração por Vereschagui e o uso

de tabelas de integração, com o intuito de estudar aplicações do cálculo na determinação dos

deslocamentos em estruturas reticuladas de concreto armado.

Alves Filho (2013) afirma que uma alternativa interessante para solução de problemas

complexos é o uso de procedimentos aproximados, métodos numéricos, que podem ser aplica-

dos em caráter geral, independentemente da forma da estrutura e da condição de carregamento,

dentro de uma precisão aceitável para o problema. Essa abordagem pode ser feita utilizando o

Método Numérico de Elementos Finitos. A combinação dos métodos numéricos com analíticos

é definida como método misto de análise estrutural.

Os métodos experimentais, necessitam de equipamentos de medição, para determinação

do comportamento físico da estrutural, esse comportamento pode ser representado pelos des-

locamentos, deformações, dentre outros parâmetros. Também podem ser utilizados modelos

reduzidos, visando a predição do comportamento físico que pode ocorrer na estrutural quando
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construída (estrutura real). Portanto, esse método experimental com modelos reduzidos, pode

ser uma excelente ferramenta para a tomada de decisão em projetos de engenharia.

Oliveira (2004) apresenta os procedimentos para análise teórica (diferentes modelos) e

experimental de colunas em concreto armado sob ação de força centrada com resistência média

à compressão de 40 MPa.

Nahum e Oliveira (2010) realizaram o monitoramento com extensômetros elétricos de

sete colunas de um edifício residencial, cujo principal objetivo foi comparar as ações atuan-

tes nas colunas determinadas a partir da análise experimental com os resultados fornecidos da

simulação no programa computacional CAD/TQS R©. As cargas simuladas para as colunas,

mostraram-se coerentes com os resultados obtidos pela análise das deformações medidas e dos

resultados de ensaios dos materiais empregados na estrutura.

2.4 Método dos elementos finitos

2.4.1 Conceituação geral

O Método de Elementos Finitos (MEF) é uma técnica numérica capaz de analisar de

forma aproximada o comportamento de problemas regidos por fenômenos físicos que podem

ser expressos em equações diferenciais parciais ou ordinárias.

Para Belytschko e Fish (2009), muitos fenômenos em engenharia e ciências podem ser

descritos em termos de equações diferenciais. Em geral, solucionar essas equações por meio

de métodos analíticos clássicos para geometrias irregulares é quase impossível. O MEF é uma

aproximação numérica com a qual estas equações diferenciais podem ser resolvidas de modo

aproximado. Do ponto de vista da engenharia, o MEF é um método para resolver problemas

de engenharia, tais como análise de tensões, transferência de calor, escoamento de fluidos e

eletromagnetismo, por simulações de computador.

O MEF é uma ferramenta eficiente, sofisticada, largamente utilizada para obter soluções

aproximadas de problemas em Engenharia Estrutural. Uma aplicação desse método na Enge-

nharia Estrutural é o estudo do comportamento elástico linear e não linear das estruturas, por

simulações numéricas em computador. Dentre os programas comerciais amplamente utilizados

estão o SOLIDWORKS R©, ABAQUST M, ANSYS R©, FEMAP R©, SAP2000 R© e AUTODESK R©

INVENTORT M.
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Para Soriano (2009), o método parte do arbítrio de leis simples (usualmente polinomi-

ais) para as variáveis dependentes primárias em subdomínios denominados elementos finitos,

em substituição às leis exatas de solução do modelo matemático (que são desconhecidas) e de

maneira a se ter continuidade nas interfaces dos elementos, na grande maioria dos desenvolvi-

mentos.

Soriano (2009) afirma que esses elementos são interconectados por meio de pontos no-

dais em seus contornos e, como as referidas leis são arbitradas em função de parâmetros nodais,

os infinitos pontos do modelo matemático contínuo são substituídos por um número finito de

pontos, o que é chamado de processo de discretização do modelo matemático contínuo. Em

uma condição matemática que garanta que a solução aproximada obtida convirja para a solução

do modelo matemático original, na medida em que se reduz o tamanho dos elementos ou se au-

mente a ordem das leis arbitradas para as referidas varáveis. Assim, esse modelo matemático,

que já é aproximado ao sistema físico, tem seu comportamento determinado com aproximação

adicional através de um modelo discreto do MEF (Figura 2.4).

Figura 2.4 – Contexto de uso do MEF

Fonte: (SORIANO, 2009)
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2.4.2 Breve histórico do MEF

Courant (1943) apresentou as contribuições de dois físicos Lord Rayleigh e Walther

Ritz, que investigaram a substituição da resolução dos problemas variacionais pelo uso de mé-

todos aproximados com soluções equivalentes. Também apresentou uma abordagem pioneira,

trabalhando com discretização do problema global em subdomínios discretos interconectados,

objetivando a solução de problemas de equilíbrio e vibrações.

Turner et al. (1956) apresentaram formulações matemáticas e o método de montagem

da matriz de rigidez para estruturas complexas. Clough (1960) apresentou pela primeira vez o

termo Elementos Finitos. Turner et al. (1960) consideraram o efeito das grandes deformações

na análise de estruturas submetidas as cargas externas e efeitos de temperaturas. Archer (1965)

expandiu a abordagem do Método de Elementos Finitos para a análise dinâmica.

Argyris e Kelsey (1960) apresentaram os princípios fundamentais dos métodos de aná-

lise matricial de estruturas, incluindo os efeitos de temperaturas e a consideração de uma relação

não linear entre tensão-deformação, revelando claramente a dualidade entre o método dos des-

locamentos e o método das forças, originalmente esse trabalho foi publicado como uma série

de artigos entre 1954 e 1955.

Zienkiewicz e Cheung (1967) publicam o primeiro livro sobre o MEF. Oden (1972)

publicou um livro sobre análise não linear em mecânica do contínuo, estendendo as aplicações

do método de elementos finitos de problemas lineares em estruturas a uma ampla classe de

problemas práticos e não lineares.

Noor (1991) fez uma pesquisa detalhada das publicações sobre Elementos Finitos, apre-

sentando como resultados uma extensas listas de publicações referentes ao estudo de Elementos

Finitos. Até 1991, existia mais de cinquenta mil usuários de elementos finitos no mundo, essa

atividade tinha um gasto estimado de cerca de um bilhão de dólares anualmente.

No Brasil, em 1975, o professor Fernando Venâncio Filho do Instituto Tecnologico de

Aeronáutica (ITA), publicou o livro institulado "Análise Matricial de Estruturas: Estática, Es-

tabilidade, Dinâmica". Neste livro, o professor abordou o Método de Elementos Finitos pelo

princípo dos trabalhos virtuais e pelo princípio dos trabalhos virtuais complementares. Apre-

sentou, o procedimento para análise estrutural pelo método dos deslocamentos e pelo método

das Forças, os conceitos de estabilidade, a análise não linear e um exemplo simples de aplicação

do método iterativo, os conceitos da análise dinâmica e um exemplo de aplicação, um programa
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para análise matricial de estruturas com código em FORTRAN R© com aplicação do método de

Cholesky na resolução do sistema do MEF (VENÂNCIO FILHO, 1975).

A primeira tese sobre o MEF no Brasil foi defendida na COPPE-UFRJ, em 1970, pelo

engenheiro Alcebíades Vascocelos e foi desenvolvida em parte no Laboratório de Engenharia

Civil de Lisboa (ELOY, 2011). Alcebíades desenvolveu um programa para a análise de estru-

turas de estado plano com o uso de elemento triangular, resolveu alguns problemas e comparou

os resultados obtidos pelo programa com os fornecidos pela Teoria da Elasticidade. O primeiro

curso sobre o MEF foi ministrado também na COPPE-UFRJ pelo professor Fernando Venâncio

Filho em 1971 (ELOY, 2011).

Na UFLA, Silva (2013) e Silva, Silva e Magalhães (2014), apresentam os trabalhos de-

senvolvidos no Departamento de Engenharia, com aplicações do Método de Elementos Finitos

na análise estática de uma colhedora de café. Obtiveram como respostas as tensões de Von Mi-

ses, deformações, deslocamentos e os fatores de segurança de alguns componentes estruturais.

Rodrigues (2015) estudou os efeitos de flambagem em perfis tubulares retangulares me-

tálicos, submetidos aos esforços de compressão axial e quantificou as deformações horizontais

nas colunas utilizando a técnica de velocimetria por imagem de partículas (PIV) para avaliação

do comportamento estrutural. Rodrigues (2015)utilizou o MEF para simulação numérica e es-

trutural das colunas, comparou os resultados obtidos das simulações numéricas em Elementos

Finitos com o uso da técnica PIV e concluiu que a técnica PIV pode ser utilizada para o estudo

de deslocamentos em colunas.

No período entre 2013 e 2016, no Departamento de Engenharia da Universidade Federal

de Lavras - UFLA, sete dissertações com aplicações do Método de Elementos Finitos foram de-

fendidas (SILVA, 2013), (RODRIGUES, 2015), (ALMEIDA, 2016a), (MAGALHÃES, 2016),

(CARVALHO, 2016), (PICOY, 2016) e (ALMEIDA, 2016b), o que evidencia a potencialidade

de novas investigações na área.

2.4.3 Tipos de elementos finitos

Soriano (2009) afirma que os elementos podem ser uni, bi e tridimensionais, de variadas

formas e com números distintos de pontos nodais em seus lados e faces, assim como diferentes

números e tipos de graus de liberdade por ponto nodal (Figura 2.5).
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Figura 2.5 – Exemplos de formas de elementos finitos

Fonte: (CAMPILHO, 2012)

2.4.4 Malha de elementos finitos

Na modelagem em Elementos Finitos a construção da malha de Elementos Finitos é

uma etapa de extrema importância, pois esse conjunto de elementos discretos interconectados

nos nós, pode contribuir e garantir bons resultados para as simulações. Um procedimento de

refinamento sucessivo da malha pode garantir a convergência da solução numérica para um

resultado correto.

Soriano (2009) apresentou orientações para o refinamento manual de uma malha. Cook

et al. (1974) e Brandão (2008), apresentaram os métodos de refinamento automático das ma-

lhas de elementos finitos, também denominado de métodos adaptativos, buscando através da

adaptatividade, que o erro seja distribuído de maneira uniforme sobre toda a malha.

Para Soriano e Lima (2003) e Soriano (2009), o refinamento automático, dito autoadap-

tativo, é função de parâmetro ou nível de convergência especificado pelo usuário e é seletivo

no sentido de atuar prioritariamente nas regiões que careçam de refinamento até que se obtenha

erro de discretização uniformemente distribuídos em toda malha (em atendimento ao referido
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parâmetro). Essas estratégias adaptativas de refinamento podem ser dividas, basicamente, em

três tipos: h, p e r.

Segundo Cook et al. (1974) e Brandão (2008), os refinamentos dos tipos p e h são formas

de aumentar o número do grau de liberdade do modelo. No refinamento do tipo h, não se altera

o grau dos polinômios usados (mesmo tipo de elemento), o refinamento é feito pela divisão

dos elementos discretos da malha. No refinamento do tipo p, ocorre um aumento do grau

(p) do polinômio buscando enriquecer o espaço de solução. Uma outra forma de refinamento

é o tipo r, onde o refinamento é realizado por meio do reposicionamento dos pontos nodais

da malha melhorando assim a distribuição dos erros. Para Soriano (2009), a combinação dos

refinamentos dos tipos p e h é denominada de refinamento tipo hp. Para Szabo e Babuâška

(1991), as convergências dos resultados dos refinamentos dos tipos h, p ou hp, são denominadas

de convergência h, p ou hp.

Niemi et al. (2012) apresentaram um estudou sobre o comportamento da convergência

das análises de elementos finitos para o problema de Girkmann com refinamentos do tipo hp e

h. O problema de Girkmann corresponde a modelagem de uma casca fina axissimétrica apoi-

ada sobre um anel de reforço igualmente axissimétrico. Mais detalhes sobre o problema de

Girkmann podem ser encontrados em (GIRKMANN, 1956).

Rylo (2002) apresentou o desenvolvimento e implementação de métodos de autoadapta-

bilidade em malhas de elementos finitos bi e tridimensionais. A implementação do método de

autoadaptabilidade do tipo hp, por meio de uma estimativa do erro local, foi testada e validade

para modelos bi-dimensionais. Este resultado promissor mostrou que o método de autoadap-

tabilidade do tipo hp ainda pode ser muito explorado, principalmente nos aspectos relativos a

análise de desempenho e estudo na implementação de outros tipos de estimadores de erro.

Freitas (1999) e Defilippo (2007), apresentaram um processo de refinamento da malha

de elementos finitos baseado no critério de esbeltez do elemento. De acordo com o índice

de esbeltez foram estabelecidos os números de divisões e os limites dos comprimentos desses

elementos resultantes do processo de refinamento, evitando que o elemento refinado tenha um

índice de esbeltez fora dos valores limites.

Aplicações dos recursos computacionais e matemáticos das técnicas de refinamento de

malhas também foram apresentadas nos trabalhos de (DUARTE; ODEN, 1996), (RACHOWICZ;

ZDUNEK, 2017), (BANK; NGUYEN, 2011), (NIEMI et al., 2012), (DYDUCH; HABRAKEN;

CESCOTTO, 1992), (ROARTY; GROSLAND, 2004), (VEIGA et al., 2011), (BABUSKA;
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SZABO; KATZ, 1981), (SOO-WON; BATHE, 1989) (HUGHES; COTTRELL; BAZILEVS,

2005) e (HABRAKEN; CESCOTTO, 1990).

2.4.5 Formulação para análise estática linear

Para Soriano (2009), a formulação do MEF é feita na forma variacional direta do Método

de Rayleigh-Ritz ou por meio da forma fraca do Método de Galerkin. A abordagem variacional

é mais clássica que a de Galerkin, entretanto, essa última tem a vantagem de ser mais geral

do que a de Rayleigh-Ritz. E ambas, no caso de sistema físico regido por funcional, fornecem

os mesmos resultados. Para obtenção do sistema de equações de equilíbrio de um elemento,

deve-se seguir as etapas apresentadas na Figura 2.6.

Figura 2.6 – Etapas de obtenção do sistema de equações de um elemento

Fonte: (SORIANO, 2009)

Segundo Soriano (2009), Eloy (2011) e Oñate (1995), na formulação do MEF utiliza-se

a matriz de interpolação Ne, cujos termos são funções conhecidas como funções de interpolação

ou de forma. Essas funções de interpolação tem o objetivo de estabelecer o comportamento do

elemento, em função dos deslocamentos nodais do elemento ue, conforme Equação 2.5.

{
u
}
=
[
Ne(x)

]{
ue

}
(2.5)

em que u é campo dos deslocamentos do elemento, Ne é a matriz de interpolação e ue são os

deslocamentos nodais do elemento.
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Oñate (1995) e Cook et al. (1974), apresentou a matriz deformação do elemento finito,

denominada de matriz B, Equação 2.6.

[
B
]
=
[

dNe(x)
dx

]
(2.6)

em que B é a matriz deformação do elemento finito,
dNe(x)

dx
é a derivada primeira da matriz de

interpolação Ne em relação a x.

Assan (2003) apresentou a relação tensão deformação, Equação 2.7.

{
σe

}
=
[
D
]{

ue

}
(2.7)

em que σe é o vetor tensões da relação tensão-deformação, D é a matriz que contém os parâme-

tros elásticos que caracterizam o material e ue é o vetor deslocamentos nodais do elemento.

Para Oñate (1995), a matriz D também é denominada de matriz constitutiva. De acordo

com Eloy (2011), para materiais isotrópicos, os termos da matriz D dependem apenas dos se-

guintes parâmetros mecânicos do material: o módulo de elasticidade E e o coeficiente de Pois-

son v.

Oñate (1995) e Cook et al. (1974) definiram a matriz de rigidez do elemento Ke
i j, utili-

zando as expressões do Princípio dos Trabalhos Virtuais, Equação 2.8.

[
K(e)

i j

]
=
∫ V (e)

0

[
Bi

]T [
D
][

B j

]
dV (2.8)

em que K(e)
i j é a matriz de rigidez do elemento, BT

i é a transposta da matriz deslocamento-

deformação, D é a matriz constitutiva do material, B j é a matriz deslocamento-deformação

Oñate (1995) e Cook et al. (1974) definiram o vetor das forças aplicadas nodais, Re
i ,

Equação 2.9. Essas forças nodais decorrem das forças externas distribuídas por unidade de

volume Re
V (Equação 2.10), das forças externas distribuídas por unidade de área Re

A (Equação

2.11), das forças externas distribuídas por unidade de comprimento Re
L (Equação 2.12), das

forças devido as tensões iniciais Re
ε0

(Equação 2.13), das forças devido as deformações iniciais

Re
σ0

(Equação 2.14) e das forças diretamente aplicadas nos nós da estrutura Q.

{
Re

i

}
=
{

Re
V

}
+
{

Re
V

}
+
{

Re
L

}
+
{

Re
σ0

}
−
{

Re
ε0

}
(2.9)
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{
Re

V

}
=
∫ V (e)

0

[
Ni

]T {
b
}

dV (2.10)

{
Re

A

}
=
∫ A(e)

0

[
Ni

]T {
t
}

dA (2.11)

{
Re

L

}
=
∫ L(e)

0

[
Ni

]T {
s
}

dL (2.12)

{
Re

σ0

}
=−

∫ V (e)

0

[
Bi

]T {
D
}{

σ0

}
dV (2.13)

{
Re

ε0

}
=
∫ V (e)

0

[
Bi

]T {
D
}{

ε0

}
dV (2.14)

em que b é o vetor de forças de volume, t é o vetor de forças por unidade de área, s é o

vetor de forças por unidade de comprimento, σ0 é o vetor de tensões iniciais e ε0 é o vetor de

deformações iniciais.

Cook et al. (1974) definiram o sistema global de equações algébricas de equilíbrio para

uma estrutura com n elementos, Equação 2.17. Nesse sistema, F é o vetor das forças nodais

definido na Equação 2.16, Q é o vetor de forças externas aplicadas diretamente nos nós da

estrutura (Equação 2.16), u é o vetor das incógnitas nodais e K é a matriz de rigidez global

definida na Equação 2.15.

[
K
]
=

n

∑
e=1

[
Ke

i j

]
(2.15)

em que K é a matriz de rigidez global, obtida pela combinação da matriz de rigidez dos elemen-

tos Ke
i j, em um processo sistemático de montagem.

{
F
}
=
{

Q
}
+

n

∑
e=1

{
Re

i

}
(2.16)

{
F
}
=
[
K
]{

u
}

(2.17)

em que F é o vetor global das forças nodais, Q é o vetor de forças externas aplicadas no nós, Re
i

é o vetor das forças aplicadas nodais defina na Equação 2.9.
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Soriano (2009) apresentou um processo sistemático para a determinação da matriz de

rigidez global K da estrutura em comportamento linear não dependente do tempo. Neste pro-

cesso, a matriz de rigidez do elemento é definida em termos de seus parâmetros nodais. Os

coeficientes de rigidez do elemento são transformados do sistema de referência local para o sis-

tema de referência global e são somados de forma a garantir a igualdade dos parâmetros nodais

nas interfaces dos elementos, Equação 2.15.

Para Campilho (2012), como o sistema da Equação 2.17 tem incógnitas nos vetores F e

u, o sistema é inicialmente condensado por consideração apenas das variáveis desconhecidas em

u. Os valores de u são depois utilizados para extrair do mesmo sistema de equações as variáveis

secundárias em F . Como é comum estes sistemas de equações serem constituídos por dezenas

de milhares de equações, e como K é simétrica (e em banda), é possível utilizar métodos de

resolução otimizados que minimizam o espaço de armazenamento e esforço computacional.

Oñate (1995) apresentou equações para determinação do vetor tensões σ e do vetor

deformações ε , Equações 2.18 e 2.19.

{
σ

}
=
[
D
][

B
]{

u
}

(2.18)

{
ε

}
=
[
B
]{

u
}

(2.19)

em que o vetor σ representa as tensões, D é a matriz constitutiva (elasticidade), ε é o vetor

deformações, B é a matriz deslocamento-deformação e u é o vetor global dos deslocamentos

nodais.

Mais informações sobre o MEF na análise estrutural podem ser encontradas em (SZABO;

BABUÂŠKA, 1991), (COOK et al., 1974), (SORIANO, 2009), (ELOY, 2011), (ZIENKI-

EWICZ; CHEUNG, 1967), (ASSAN, 2003), (REDDY, 1993), (BELYTSCHKO; FISH, 2009),

(SEGERLIND, 1984) e (OÑATE, 1995).

2.4.6 Análise estática não linear

As estruturas de edifícios em concreto armado apresentam comportamento não linear,

esse comportamento é devido a não linearidade física e geométrica. A não linearidade física

surge em função da relação constitutiva não linear entre tensões-deformações, deste modo a

lei de Hooke não é válida. A não linearidade geométrica está relacionada com o aumento do
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deslocamento procedente do acréscimo de carga gerado pela posição deformada da estrutura,

ou seja, a posição geométrica não deformada difere sensivelmente da geometria deformada.

Plumbridge, Matela e Westwater (2003) apresentaram as formulações para análise linear

e não linear pelo MEF e compararam as principais diferenças entre essas análises, Tabela 2.1.

Bueno e Loriggio (2016b) ressaltam que a escolha do procedimento mais adequado a ser

usado depende de vários fatores, como por exemplo a magnitude dos deslocamentos e rotações

na estrutura, o nível dos esforços normais atuantes, a sensibilidade da estrutura aos efeitos de

segunda ordem, entre outros.

Peres, Penna e Pitangueira (2014) destacam que o desenvolvimento do MEF e dos mo-

delos para análise não linear de estruturas tornaram a análise numérica uma alternativa viável e

amplamente difundida, permitindo a modelagem de várias estruturas, compostas por diferentes

materiais e sob o efeito de solicitações e restrições diversas.

Segundo Cook et al. (1974), na mecânica estrutural, a não linearidade pode ser classifi-

cada em não linearidade do material, geométrica e de contato. Os problemas dessas categorias

são não lineares porque a rigidez e as forças atuantes são funções dos deslocamentos ou defor-

mações.

Para Soriano (1996), uma maneira de resolver esses problemas é por meio de um pro-

cesso incremental-iterativo, em que se busca uma configuração de equilíbrio da estrutura para

uma carga externa. Neste processo incremental-iterativo o vetor P, que depende dos desloca-

mentos u, tem que ser aproximado em sucessivas iterações (para cada incremento) até que o

vetor R seja nulo, Equação 2.20. Sendo P definido na Equação 2.21 em função do vetor de

tensões σ que satisfaz as relações constitutivas dos materiais.

{R}= {F}−{P} (2.20)

{P}=
∫ Ve

0

[
B
]T
{σ}dV (2.21)

em que P é o vetor forças nodais equivalentes que depende do deslocamento u, R é vetor força

residual de equilíbrio (desequilibrada), BT
i é a transposta da matriz deslocamento-deformação e

σ é o vetor tensões.

O algoritmo de solução de Newton-Raphson é comumente utilizado em problemas não

lineares modelados em elementos finitos. Para Alves Filho (2012) o método Newton-Raphson é
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Tabela 2.1 – Comparação entre a análise não linear e linear

Característica Linear Não linear
Carga-deslocamento Os deslocamentos são li-

nearmente dependente das
cargas aplicadas.

As relações de deslocamento de
carga são não linear.

Relação de tensão-
deformação

Considera uma relação li-
near entre tensão e defor-
mação.

Com a não linearidade material,
este relacionamento é uma função
não linear de deformação, tensão
e/ou tempo.

Magnitude,dos deslo-
camentos

Alterações são assumidas
como pequenas e são igno-
radas. O estado original
(não deformada) é utilizado
como o estado de referên-
cia.

Os deslocamentos podem não ser
pequeno; uma atualização do es-
tado de referência pode ser neces-
sária.

Propriedades do mate-
rial

Propriedades lineares elás-
ticas são geralmente fáceis
de obter.

Propriedades não lineares podem
ser difícil de obter.

Reversibilidade O comportamento da estru-
tura é totalmente reversível
após a remoção das cargas
externas.

Após a remoção de cargas exter-
nas,o estado final pode ser dife-
rente do estado inicial.

Condições de con-
torno

Permanecem inalteradas
durante toda a análise.

Pode mudar, por exemplo, uma
mudança na área de contato.

Sequência de carrega-
mento

Não é importante. O estado
final não é afetado pelo his-
tórico de carga.

O comportamento da estrutura
pode depender do histórico de
carga.

Iterações e incremen-
tos

A carga é aplicada em uma
etapa de carregamento sem
iterações.

A carga é muitas vezes dividida
em pequenos incrementos com ite-
rações realizadas para,garantir que
o equilíbrio seja satisfeito em cada
carga incremento.

Tempo computacional Relativamente pequeno em
comparação com proble-
mas não linear.

Devido às muitas etapas de solu-
ção necessárias para a incrementa-
ção de carga e iterações, o tempo
computacional é alto.

Utilização dos resulta-
dos

A hipótese da superposição
dos efeitos é válida, os re-
sultados podem ser fatora-
dos e combinado.

A combinando de resultados não é
possível, não é válido a superposi-
ção dos efeitos.

Estado inicial de ten-
são/deformação

Sem importância. Geralmente necessária para proble-
mas com não linearidade no com-
portamento do material.

Fonte: Adaptado de (PLUMBRIDGE; MATELA; WESTWATER, 2003)
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um dos métodos mais importantes para o entendimento das estratégias iterativas. Outros méto-

dos numéricos podem ser utilizados no processo de implementação computacional de uma ro-

tina para análise não linear, tais como: método de Newton-Raphson padrão, método de Newton-

Raphson modificado, método do comprimento de arco constante ("Arc-Length Method"), téc-

nica do comprimento de arco elíptico, técnica do comprimento de arco esférico, técnica do

comprimento de arco cilíndrico, técnica do comprimento de arco linearizado, dentre outros

métodos.

Silva (2017) ratificou os conceitos de análise não linear e descreveu alguns dos métodos

simplificados existentes, e apresentou alguns exemplos de validação numérica para a análise

não linear geométrica empregando o método dos dois ciclos iterativos. Comparou os resultados

das simulações pelo método dos dois ciclos iterativos com os resultados das simulações pelo

Método de Newton-Raphson e obteve resultados satisfatórios para o entendimento do compor-

tamento estrutural dos modelos.

Seixas (2003) realizou um estudo do comportamento não linear de modelos estruturais

em concreto armado e validou as simulações numéricas em MEF com dados experimentais da

literatura, e obteve uma boa concordância entre os resultados numéricos e experimentais das

colunas analisadas, e comprovou que os modelos numéricos são capazes de acompanhar de

forma bastante aproximada as curvas carga-deslocamentos experimentais e de prever com pre-

cisão satisfatória as cargas de ruptura das colunas. O que evidencia a potencialidade e precisão

do MEF para análise não linear de diferentes modelos estruturais.

Mais informações sobre o MEF na análise não linear de estruturas podem ser encontra-

das em (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000), (CRISFIELD, 1991), (CRISFIELD, 1997), (COOK

et al., 1974), (ALVES FILHO, 2012) e (BATHE, 2014).

2.4.7 Não linearidade geométrica

Para Corrêa (1991), uma análise com não linearidade geométrica envolve o estabeleci-

mento do equilíbrio na configuração deformada da estrutura, computando-se os deslocamentos

ocorridos. As deformações não se expressam linearmente em função desses deslocamentos e a

estrutura sobre alterações de rigidez de acordo com a magnitude das deformações presentes.

Para Zermiani (1998), na análise da não linearidade geométrica de uma estrutura, objetiva-

se a determinação das ações internas considerando os efeitos de segunda ordem (posição defor-

mada). Os efeitos de segunda ordem são aqueles oriundos da mudança de geometria da estrutura
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ou da barra com a incidência de carregamento externo. Em uma análise não linear, os efeitos de

segunda ordem podem ser causados por diferentes formas, conforme Quadro 2.3.

De acordo com Segnini (2000), entende-se por não linearidade geométrica os efeitos

causados em uma estrutura devido a mudanças na geometria, essas mudanças na geometria

de uma estrutura podem ocorrer de diversas formas: grandes deformações, grandes rotações e

grandes deslocamentos. No primeiro caso, a mudança na geometria e causada pelas deforma-

ções que não podem mais ser consideradas pequenas. No segundo caso, as rotações são grandes

e afetam a geometria original, podendo ser pequenas as deformações. E no terceiro, caso os

deslocamentos de corpo rígido são grandes, as rotações e as deformações podem ser pequenas.

Para Parente Junior et al. (2014), a análise não linear geométrica pode ser realizada uti-

lizando a formulação lagrangiana ou corrotacional. Segundo Araújo da Silva (2009), a formula-

ção referencial lagrangiana é dividida em dois tipos, referencial lagrangiano total ou referencial

lagrangiano atualizado. No primeiro tipo, o referencial sempre corresponde à configuração da

estrutura indeformada e descarregada, ou seja, trata-se de um referencial fixo. No segundo tipo,

o referencial corresponde à última configuração de equilíbrio calculada e, portanto, apresenta

um estado inicial de tensões, ou seja, trata-se de um referencial variável.

Quadro 2.3 – Causas do efeito da não linearidade geométrica

Causas do Efeito da Não Linearidade Geométrica
1. A influência da força axial na rigidez à flexão do elemento de barra.
2. Os efeitos dos deslocamentos relativos perpendiculares ao eixo axial. A combinação destes dois
é conhecido como efeito P-∆.
3. A mudança do comprimento da barra quando da existência de uma força axial. A combinação do
primeiro com este terceiro é conhecido como efeito P-δ .
4. Excentricidades devido à falhas construtivas; as falhas construtivas, para algumas estruturas estão
presentes e podem causar excentricidades à linha de carregamento, ocasionando uma alteração da
geometria inicialmente proposta e por conseguinte, uma nova distribuição dos esforços.
5. Zonas de deformações diferenciadas devido às irregularidades geométricas da barra da estrutura.
Representa o caso em que o eixo da barra da estrutura não é retilíneo por defeito de fabricação ou
outro motivo e esta imperfeição vai adicionar à estrutura esforços que deverão ser considerados.

Fonte: Adaptado de (ZERMIANI, 1998)

Para Araújo da Silva (2009), a formulação referencial corrotacional possui a peculiari-

dade de poder ser utilizado em associação com os dois outros sistemas de referência, pois se

trata de um sistema auxiliar, chamado sistema base, fixado nos nós do elemento e que são utili-

zados para cálculo, no nível do elemento, dos deslocamentos, mediante o qual os deslocamentos

são separados em duas parcelas: uma correspondente ao movimento de corpo rígido e a outra

referente à deformação do elemento. Segundo Rodrigues (2000), essa formulação corrotacional
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permite que a solução avance sempre mais na trajetória de equilíbrio em relação à formulação

tradicional na análises não linear geométrica e/ou física.

2.4.8 Método de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson é um processo iterativo que permite a resolução de equa-

ções não lineares, preciso e amplamente utilizado em análises não lineares de problemas de

engenharia estrutural. Lopes (2008) aponta que esse método é comumente utilizado pelos pro-

gramas de elementos finitos disponíveis atualmente.

Para Araújo da Silva (2009), o modelo de análise incremental/iterativa pelo método de

Newton-Raphson é sem dúvida o mais difundido na comunidade científica para análise não

linear de sistemas estruturais e consiste na aplicação fracionada do carregamento, chamado

incremento de carga, cumulativamente ao longo da análise até que o carregamento seja todo

aplicado e as equações algébricas de equilíbrio sejam resolvidas por um processo iterativo.

Segundo Bathe (2014), Cook et al. (1974), Reddy (1993) e Soriano (1996), a Equa-

ção 2.17 pode ser reescrita para problemas não lineares na Equação 2.22, correspondente ao

incremento n−1.

{
F
}

n
−
{

P
}

n−1
=
[
KT

]
n−1

{
∆u
}

n
(2.22)

{
u
}

n
=
{

u
}

n−1
+
{

∆u
}

n
(2.23)

[
KT

]
=

d
{

P
}

d
{

∆u
} (2.24)

em que KT é a matriz de rigidez tangente definida na Equação 2.24 e os deslocamentos para

o incremento n são expressos na Equação 2.23. Esses ciclos corretivos continuam até que

as cargas residuais R e os deslocamentos incrementais ∆u sejam suficientemente pequenos de

acordo com a precisão, Equação 2.20.

Sindel e Tezcan (1996), apresentaram mais detalhes sobre a formulação da matriz de ri-

gidez tangente KT . Bathe (2014), Alves Filho (2012), Bhavikatti (2005),Reis e Camotim (2012),

Plumbridge, Matela e Westwater (2003), Parente Junior et al. (2014), Rodrigues (2000), apre-

sentaram uma outra forma de expressar a matriz de rigidez tangente KT , Equação 2.25. Essa
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matriz de rigidez tangente KT pode ser decomposta em duas parcelas KG e KE , a primeira par-

cela relativa ao comportamento não linear geométrico e a segunda referente ao comportamento

elástico linear.

[
KT

]
=
[
KG

]
+
[
KE

]
(2.25)

em que KE é denominado de matriz de rigidez elástico e KG de matriz de rigidez geométrica.

Vellasco et al. (2014) apresentaram os conceitos da análise não linear de estruturas e

afirmaram que: a matriz de rigidez KT deve ser capaz de relacionar, com exatidão, os incremen-

tos de deslocamentos e forças; a precisão do método depende da exatidão da rigidez tangente e

do tamanho dos passos de carga.

Para Alves Filho (2012), o método Newton-Raphson possui duas definições, que são

apresentadas como método de Newton-Raphson padrão e Newton-Raphson modificado. No

método de Newton-Raphson padrão a matriz de rigidez tangente é atualizada em cada iteração

e no método de Newton-Raphson modificado a matriz de rigidez tangente é atualização uma

única vez no início de cada incremento. A Figura 2.7 representa em um diagrama a relação

entre forças P e deslocamentos u em uma análise não linear pelo método de Newton-Raphson

padrão (a) e modificado (b). Em (a), a matriz de rigidez K é atualizada em cada iteração, para

cada incremento de força P. Em b), a matriz de rigidez K é constante e atualizada uma única

vez no início de cada incremento de força P.

Figura 2.7 – Métodos de Newton-Raphson padrão (a) e modificado (b)

Fonte: Adaptado de (COOK et al., 1974)
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2.4.9 Critério de convergência

No método de Newton-Raphson o ciclo iterativo de aproximações sucessivas busca con-

duzir a resposta numérica para um erro mínimo. Segundo Cook et al. (1974) e Zienkiewicz

e Taylor (2000), as iterações de equilíbrio podem cessar quando os resultados aproximados

atenderem os critérios de convergência. Dois critérios de convergência são apresentados, a

convergência dos deslocamentos Equação 2.26 e a convergência das forças Equação 2.27.

∥∥∥{∆u
}∥∥∥< ε

u
TOL

∥∥∥{u
}∥∥∥ (2.26)

∥∥∥{R
}∥∥∥< ε

R
TOL

∥∥∥{F
}∥∥∥ (2.27)

em que no controle dos deslocamentos, exige-se que a norma Euclidiana dos deslocamentos

incrementais ∆u seja menor que os deslocamentos totais da etapa de carga u vezes um valor de

tolerância de deslocamentos εu
TOL, Equação 2.26. No controle das forças, exige-se que a norma

Euclidiana das forças residuais R do incremento de carga em análise seja menor que a carga F

do início do incremento vezes a tolerância de forças εF
TOL.

Para Zienkiewicz e Taylor (2000) e Rodrigues (2000), erros podem ocorrer no caso da

utilização de apenas um destes tipos de verificação. Por exemplo, o erro devido à solução das

equações discretas não lineares é um aditivo ao erro devido à discretização, para tal considera-

ção é recomendável a verificação da norma de energia, Equação 2.28. Segundo Defilippo (2007)

e Rodrigues (2000), é importante que exista um equilíbrio entre a precisão dos resultados e o

custo computacional necessário para tal procedimento, levado em conta que valores muito altos

podem levar a resultados pouco precisos e, caso contrário, valores muito baixos, à uma precisão

exagerada e desnecessária, com custos computacionais excessivos.

∥∥∥∥{∆u
}T {

R
}∥∥∥∥< ε

E
TOL

∥∥∥∥{u
}T {

F
}∥∥∥∥ (2.28)

em que ∆u é a transposta do vetor dos deslocamentos incrementais, R é o vetor das forças

residuais do incremento de carga em análise, uT é a transposta do vetor dos deslocamentos

totais da etapa de carga, F é o vetor força no início do incremento.
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2.5 Processo Iterativo P-∆

O Processo Iterativo P-∆ é um procedimento numérico que pode ser utilizado para es-

timar o comportamento não linear geométrico de estruturas, permite estimar a trajetória de

equilíbrio de estruturas. Esse processo é simples, de fácil implementação computacional e co-

mumente utilizados para análise dos efeitos de segunda ordem de estruturas civis.

Para Reis e Camotim (2012), em geral as equações são escritas na configuração indefor-

mada da estrutura, sendo os efeitos geometricamente não lineares incorporados de uma forma

indireta e iterativa. Nesse tipo de análise, a resolução de um problema não linear é feita efeti-

vamente pela resolução de sucessivos problemas lineares.

Para Gaiotti e Smith (1989), Moncayo e Junior (2011) e Delalibera et al. (2014), em

cada iteração obtém-se uma nova força lateral fictícia (H ′i ) de um andar i. Esse procedimento

sucessivo é repetido até alcançar a posição de equilíbrio e pode ser aplicado em edifícios de

múltiplos andares (Figura 2.8 e Figura 2.9). Os esforços cortantes fictícios V ′ podem ser obtidos

pela Equação 2.29 e as cargas laterais fictícias H ′ pela Equação 2.30.

V ′i =
∑Pi

hi
(∆i+1−∆i) (2.29)

H ′i =V ′i−1−V ′i (2.30)

em que H ′ é a força lateral fictícia de um andar i, V ′ é o esforço cortante fictícios, P são as forças

verticais aplicadas em cada nível i, h é a diferença entre os níveis i (altura), ∆ é o deslocamento

horizontal de um andar i (Figura 2.8 e 2.9).

Delalibera et al. (2014) ressaltaram a importância da utilização de um processo de cál-

culo analítico, para análise de segunda ordem, em modelos simétricos e retangulares, sem al-

teração da geométrica dos pavimentos, pois estes fornecem uma resposta coerente com a reali-

dade do comportamento da estrutura, e afirmou que os resultados são mais conservadores que

processos de cálculo numéricos computacionais.

Para CISC (1980 apud GAIOTTI; SMITH, 1989), o processo iterativo P-∆ é repetido

para cada incremento de força com base nos valores do deslocamento, até que o valor da iteração

anterior não mude significativamente. Normalmente, duas ou três iterações são suficientes, se os

resultados não convergem após cinco iterações, a estrutura pode ser classificada como instável.
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Figura 2.8 – Deslocamentos horizontais entre os pavimentos

.
Fonte: Adaptado de (MONCAYO; JUNIOR, 2011)

Figura 2.9 – Esquema de forças verticais (a) e horizontais fictícias (b)

Fonte: Adaptado de (MONCAYO; JUNIOR, 2011)
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2.6 Parâmetro de instabilidade α

Bueno e Loriggio (2016b) relataram a importância da verificação dos efeitos de segunda

ordem para garantia da segurança da estrutura e constataram que o parâmetro de instabilidade α

é uma forma efetiva para avaliação dos efeitos de segunda ordem na análise estática não linear

de um pórtico plano de concreto armado.

Beck e König (1967), definiram o parâmetro α para análise de estabilidade de edfícios

composto por elementos lineares submetidos as ações laterais e verticais. Segundo a NBR-6118

(ABNT, 2014), as estruturas reticuladas simétricas podem ser consideradas como sendo de nós

fixos se seu parâmetros de instabilidade α forem menor que o valor α1, conforme Equações

2.31 e 2.32.

α = Htot

√
Nk

(EsecIc)
(2.31)

n≤ 3⇒ α1 = 0,2+0,1n

n≥ 4⇒ α1 = 0,6
(2.32)

em que:

n é o número de níveis de barras horizontais (andares) acima da fundação ou de um nível

pouco deslocável do subsolo;

Htot é a altura total da estrutura, medida a partir do topo da fundação ou de um nível

pouco deslocável do subsolo;

Nk é o somatório de todas as cargas verticais atuantes na estrutura (a partir do nível

considerado para o cálculo de Htot), com seu valor característico;

EsecIc representa o somatório dos valores de rigidez de topos os pilares na direção con-

siderada. No caso de estruturas de pórticos, de treliças ou mistas, ou com pilares de rigidez

variável ao longo da altura, pode ser considerado o valor da expressão EsecIc de um pilar equi-

valente de seção constante.

Freitas, Luchi e Ferreira (2016) apresentaram o parâmetro de instabilidade α , com apli-

cação simulação computacional no software CAD/TQS R©, para análise de colunas em concreto

armado com variação de tensão de compressão. Os resultados das simulações foram correlaci-

onados com os valores de tensão de compressão das colunas.
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2.7 Coeficiente γz

Segundo Franco e VASCONCELOS (1991), a utilização do γz como majorador dos

momentos de primeira ordem fornece uma boa estimativa dos resultados da análise de segunda

ordem; o método foi empregado com sucesso em edifícios altos com γz da ordem de 1,2 ou

mais.

Para Kimura (2007), o coeficiente γz é um parâmetro que avalia a estabilidade global de

um edifício de concreto armado de forma simples, rápida e bastante eficiente. Sua formação foi

inteiramente deduzida e criada pelos Engenheiros brasileiros Augusto Carlos de Vasconcelos e

Mário Franco. Edifícios de concreto armado com coeficiente γz superiores a 1,3 possuem um

grau de instabilidade elevado, o ideal é projetar estruturas com um coeficiente γz inferior a 1,2.

Segundo a NBR-6118 (ABNT, 2014), o coeficiente de majoração dos esforços globais

de primeira ordem para obtenção dos finais de segunda ordem, γz, válido para estruturas reticu-

ladas de no mínimo quatro andares é dado pela Equação 2.33. As estruturas com γz ≤ 1,1 são

consideradas de nós fixos.

γz =
1

1− ∆Mtot,d
M1,tot,d

(2.33)

em que: ∆Mtot,d é o momento de tombamento, ou seja, a soma dos momentos de todas as

forças horizontais da combinação considerada, com seus valores de cálculo, em relação à base

da estruturas; M1,tot,d é a soma dos produtos de todas as forças verticais atuantes na estrutura,

na combinação considerada, com seus valores de cálculo, pelos deslocamentos horizontais de

seus respectivos pontos de aplicação, obtidos da análise de primeira ordem.

Bueno e Loriggio (2016b) utilizaram o coeficiente γz para o estudo do equilíbrio e das

relações cinemáticas na configuração deformada em uma análise estática. Os autores relatam

que o coeficiente γz apresenta resultados adequados para a obtenção dos efeitos de segunda

ordem de um modelo de pórtico plano em concreto armado, tanto para deslocamentos quanto

para os momentos fletores. Também verificaram que a aplicação do procedimento aproximado

é simples e não requer conhecimentos avançados sobre análise não linear geométrica, como em

outros métodos refinados.

Freitas, Luchi e Ferreira (2016) apresentaram o coeficiente γz e aplicaram os conceitos na

simulação computacional no software CAD/TQS R© de modelos de colunas em concreto armado
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com variação da tensão de compressão. Os resultados das simulações foram correlacionados

com os valores de tensão de compressão das colunas.

Oliveira et al. (2014) apresentaram um alternativa para estimar o coeficiente majorador

dos momentos de primeira ordem que deve ser aplicado em cada pavimento das estruturas de

concreto armado, a partir dos valores obtidos para os coeficientes γz e β2. Esse coeficiente β2 é

geralmente utilizado para avaliação da estabilidade de estruturas em aço. As simulações foram

realizadas com auxílio da ferramenta computacional ANSYS R©. O processo simplificado de

obtenção dos esforços finais é avaliado levando-se em conta a variação dos efeitos de segunda

ordem ao longo da altura das estruturas.

Oliveira et al. (2017) realizaram um estudo da obtenção dos esforços finais utilizando

o coeficiente γz levando em conta a variação dos efeitos de segunda ordem ao longo da altura

dos edifícios. Os autores realizaram simulações numéricas para análise de primeira e segunda

ordem utilizando a ferramenta computacional ANSYS R© de diversos edifícios de médio porte

em concreto armado. O estudo apresentado foi realizado para cada pavimento das estruturas

e conduzido considerando a relação entre os momentos obtidos pela análise em segunda e pri-

meira ordem. Os autores constataram por meio de uma análise estatística que essa relação varia

ao longo da altura das estruturas e que conduz a um valor inferior a 1,05.

2.8 Não linearidade física

Na maioria dos projetos de estruturas, realizam-se simplificações quanto ao material.

Um exemplo, é a consideração do material como elástico linear, o que nem sempre reflete a

realidade do comportamento do material.

Para Zermiani (1998), a não linearidade física ou do material é uma característica da

maioria dos materiais utilizados para fins estruturais em engenharia. Diz-se que um material é

não linear quando não há uma proporção constante entre a tensão e a deformação do material,

quando submetido a um carregamento externo, conforme representado na Figura 2.10.

Segundo a norma NBR-6118 (ABNT, 2014), a não linearidade física, presente nas es-

truturas de concreto armado, deve ser obrigatoriamente considerada. E pode ser considerada

através da construção da relação momento-curvatura para cada seção, com armadura suposta

conhecida, e para o valor da força normal atuante. A não linearidade física também pode

ser considerada de forma aproximada pela redução da rigidez, denominada de rigidez secante,

Equações 2.34, 2.35 e 2.36.
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Figura 2.10 – Diagramas tensão-deformação (a) Comportamento linear do material (b) Comportamento
não linear do material

Fonte: Adaptado de (ZERMIANI, 1998)

A rigidez secante dos elementos estruturais classificados como lajes é definidas na Equa-

ção 2.34.

EIsec = 0,3EciIc (2.34)

em que a rigidez secante dos elementos estruturais classificados como vigas é expressa de

acordo com os valores A′s e As na Equação 2.35.

A′s 6= As⇒ EIsec = 0,4EciIc

A′s = As⇒ EIsec = 0,5EciIc

(2.35)

em que a rigidez secante para os elementos estruturais do tipo pilar (ou colunas) é definida na

Equação 2.36. A′s é a área da seção transversal da armadura longitudinal de compressão e As é

a área da seção transversal da armadura longitudinal de tração.

EIsec = 0,8EciIc (2.36)

em que EIsec é a rigidez secante, Ic é o momento de inércia da seção de concreto e Eci é o

módulo de elasticidade inicial do concreto.
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Eci deve ser determinado segundo o método de ensaio estabelecido na ABNT (ABNT,

2017), quando não forem realizados ensaios, pode-se estimar o valor do módulo de elasticidade

inicial do concreto Eci, em função da resistência característica do concreto fck, Equações 2.37

e 2.38.

20 MPa≤ fck ≤ 50 MPa ∴ Eci = αe5600
√

fck (2.37)

55 MPa≤ fck ≤ 90 MPa ∴ Eci = 21500αe

(
fck

10
+1,25

) 1
3

(2.38)

em que αe é o parâmetro em função da natureza do agregado, com valores de: 1,2 para basalto

e diabásio; 1,0 para granito e gnaisse; 0,9 para calcário e 0,7 para arenito.
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3 METODOLOGIA

3.1 Modelo estrutural

O modelo proposto neste trabalho, para estudo do comportamento de uma coluna em

concreto armado, foi desenvolvido no Departamento de Engenharia da Universidade Federal de

Lavras - UFLA. Nesta seção serão detalhadas as características do modelo desenvolvido.

3.1.1 Características geométricas do Modelo Estrutural

Em vista da necessidade de um modelo com comportamento não linear geométrico e

sem efeitos de flambagem, foi proposto uma coluna uma coluna com 5 metros de altura e seção

transversal quadrada de 0,40 m ×0,40 m, área transversal 0,1600 m2, momento de inércia de

2,133333×10−3 m4 nos eixos x e y. Com um comprimento de flambagem Le = 10 m (Le = 2L),

definido conforme Figura 2.1. Segundo Scadelai (2004), uma coluna com essas características

geométricas pode ser classificada como de esbeltez média, em função do índice do esbeltez,

Equação 2.1. Como o índice de esbeltez foi λ = 86,60, valor muito próximo do limite que

caracteriza a estrutura em esbelta, optou-se nesse trabalho pela classificação de esbelta.

Na concepção do modelo em relação as condições de apoio e geometria, algumas hipó-

teses simplificadoras foram adotadas:

a) Foi adotado o modelo de barra para estudo do comportamento do problema proposto;

b) Os graus de liberdade estão perfeitamente restringidos na base da coluna, sem ne-

nhum deslocamento prescrito;

c) Os graus de liberdade da borda superior estão perfeitamente livres, sem nenhuma

restrição ao movimento;

d) A estrutura está em equilíbrio estável.

3.1.2 Características dos materiais

O modelo proposto é de uma coluna em concreto armado, com uma resistência carac-

terística fck de 35 MPa e coeficiente de Poisson de 0,2. Em relação ao comportamento do

material, algumas hipóteses simplificadoras foram adotadas:

a) A seção transversal permanece plana após o início da deformação até o equilíbrio

final na posição deformada;
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b) Existe uma perfeita aderência entre o concreto e o aço; a deformação específica de

uma barra de aço, é igual à deformação específica do concreto adjacente;

c) Foi utilizado um agregado de gnaisse, o que permite a estimativa do módulo de elas-

ticidade por meio da Equação 2.37;

d) A não linearidade do material concreto armado é considerada conforme preconiza a

NBR-6118 (ABNT, 2014);

e) O concreto armado é isotrópico e homogêneo;

f) A área da seção transversal da armadura longitudinal de compressão é igual a área da

seção transversal da armadura longitudinal de tração.

3.1.3 Características dos carregamentos

As ações externas atuantes são representadas por meio das cargas H e P. Sendo H a carga

horizontal localizada no topo da coluna com o valor igual a 40 kN e P a carga vertical aplicada

no topo da coluna com valor igual a 8000 kN (Figura 3.1).

Figura 3.1 – Modelo estrutural da coluna em concreto armado

.
Fonte: Elaborado pelo autor

Algumas hipóteses simplificadoras foram especificadas para o estudo das ações:
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a) As ações externas aplicadas são estáticas e fixas, outros efeitos externos são descon-

siderados;

b) Foram desconsiderados os efeitos da deformação do concreto ao longo do tempo;

c) Foram desconsiderados os efeitos térmicos e a retração do concreto;

d) As cargas são aplicadas no centro geométrico da seção transversal da coluna, sem

excentricidades.

3.1.4 Estabilidade estrutural

A estabilidade do modelo estrutural foi garantida estabelecendo-se um valor de carga

vertical P menor que a carga crítica Pcr, P≤ Pcr. Sendo Pcr, igual a 55804,64 kN, definido pela

Equação 2.4.

O parâmetro de instabilidade α e o coeficiente γz foram utilizados na avaliação da estabi-

lidade e dos efeitos de segunda ordem da coluna em concreto armado em situação desfavorável,

carga P = 8000 kN.

3.2 Análise não linear geométrica pelo Processo Iterativo P-∆

O Processo Iterativo P-∆ está inserido em diferentes software de análise. Dentre eles,

três popularmente são conhecidos pelos projetistas (EBERICK R©, SAP2000 R© e CAD/TQS R©).

Nesse trabalho uma rotina computacional foi desenvolvida em MATLAB R© para implementa-

ção do processo iterativo P-∆ para n análises, conforme esquema da Figura 3.2.

Para o estudo da trajetória de equilíbrio pelo Processo Iterativo P-∆, a força vertical total

P foi dividida em 10 partes e aplicada de forma incremental, cada incremento com um valor

correspondente a 10% da carga P. A primeira análise foi realizada para um valor de P1 = 0,10×

P, a segunda análise foi realizada com um valor de P2 = 0,20×P, e assim sucessivamente,

conforme Tabela 3.1.

De acordo com Silva (2004), para estruturas em comportamento elástico com rigidez

adequada, o método converge geralmente após um ou dois ciclos de iteração. Se após cinco

ciclos de iteração os resultados não convergirem a estrutura é considerada excessivamente fle-

xível. Para Silva (2004 apud MACGREGOR; HAGE, 1977), o processo pode ser interrompido

quando os deslocamentos de uma dada iteração não excedem em mais de 5% os da iteração

anterior. Nesta pesquisa, o critério de convergência adotado estabelece que deve-se findar os
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Figura 3.2 – Esquema simplificado do Processo Iterativo P-∆

Fonte: Elaborado pelo autor

ciclos de iterações quando as forças horizontais não diferirem significativamente em relação à

iteração anterior.

Tabela 3.1 – Cargas para análises

Momentos (n Análises) Cargas para n Análises
01o Análise P01 = 0,10 P
02o Análise P02 = 0,20 P
03o Análise P03 = 0,30 P
04o Análise P04 = 0,40 P
05o Análise P05 = 0,50 P
06o Análise P06 = 0,60 P
07o Análise P07 = 0,70 P
08o Análise P08 = 0,80 P
09o Análise P09 = 0,90 P
10o Análise P10 = 1,00 P

Fonte: Elaborado pelo autor

As análises foram efetuadas para cada valor Pn, com auxílio da ferramenta computacio-

nal MATLAB R©, no Laboratório de Processamento de Sinais da Universidade Federal de Lavras

- UFLA. Os resultados foram apresentados de forma quantitativa em um gráfico que representa

a trajetória de equilíbrio do modelo proposto.
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3.3 Coeficiente γz

Os efeitos de primeira ordem foram obtidos utilizando o método analítico de análise es-

tática linear, com simulação numérica no software MATLAB R©, os resultados foram validados

com simulações nos software ABAQUST M Student 6.14 e livre FTOOL R© - Two-dimensional

frame analysis tool 3.01, no Laboratório de Processamento de Sinais da Universidade Federal de

Lavras - UFLA. Foram determinados e avaliados os coeficientes γz das dez análises, conforme

Equação 2.33 e Tabela 3.1.

3.4 Análise não linear geométrica pelo Método de Elementos Finitos

Dez cenários foram propostos para o estudo da trajetória de equilíbrio, cada análise com

uma força específica Pn, conforme Tabela 3.1. No software ABAQUST M, o primeiro passo

para a análise foi a criação do modelo no módulo Parts, que possui ferramentas específicas, foi

definido Modeling Space: 2D Planar, Type: Deformable, Base Feature: Wire Planar, conforme

Figura 3.3.

Figura 3.3 – Create part

Fonte: Elaborado pelo autor
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A elaboração da representação geométrica foi possível com a utilização da ferramenta

Create Lines: Connected, com coordenadas de base (XBase = 0 m; YBase = 0 m) e topo (XTopo =

0 m; YTopo = 5 m).

A próxima etapa, no módulo Property, foi a definição das propriedades dos materiais

Elastic Type Isotropic e os valores do Young’s Modulus e Poisson Ration (Figura 3.4).

Figura 3.4 – Create material

Fonte: Elaborado pelo autor

As seções transversais foram definidas como do tipo Beam e foi feito a atribuição dessas

propriedades ao elemento em Assign Section. O módulo Assembly foi utilizado para Create

Instances from Parts e montagem do conjunto(modelo) para uma posição referencial viável de

análise (Figura 3.5).

As características do processo de análise foram definidas no módulo Step, Type Static/-

General, com a consideração da NLGeom(Não linearidade Geométrica), Incrementation Au-
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Figura 3.5 – Assign beam orientation

Fonte: Elaborado pelo autor

tomatic, resolução de equações pelo Method Direct, com Solution Technique Full Newton. O

módulo Interaction não foi utilizado, esse modelo não possui nenhuma iteração com outros cor-

pos. O módulo Load foi utilizado para aplicação das cargas externas Pn e H, para as n análises,

em Create Load; e para definição das condições de contorno em Create Boundary Condition.

No módulo Mesh, em Assign Element Type, foram definidas as características dos ele-

mentos utilizados nas simulações numéricas. Sendo, elementos do tipo Beam definidos em Fa-

mily, com ordem Quadratic estabelecida em Geometric Order. Segundo o software ABAQUST M

esses elementos são intitulados de B22 (A 3-node quadratic beam in a plane, Figura 3.6)

O módulo Mesh também foi utilizado para definição da quantidade de elementos, em

Seed Edges, optou-se pela utilização do método By Number, com refinamento manual do tipo h

(Figura 3.7). De acordo com Soriano (2009), o refinamento do tipo h pode ser feito aumentando

o número de elementos, inicia-se com a discretização do problema de meio contínuo em uma
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Figura 3.6 – Modelo de elementos finitos

Fonte: Elaborado pelo autor

malha simples, e, gradativamente esse modelo é refinado até chegar a resultados com a desejada

acurácia. Posteriormente a ferramenta Mesh Part foi utilizada para criação da malha com 25

elementos finitos (pós-refinamento).

Figura 3.7 – Local seeds

Fonte: Elaborado pelo autor
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No módulo de processamento Jobs, que faz parte da Analysis, foi criado um trabalho de

processamento Create Job. Nesta etapa, após Create Job e Submit, foi realizado a visualização

e o monitoramento do processo da simulação numérica. O pós-processamento foi realizado

no módulo Visualization, onde foi realizado a representação gráfica, tratamento e seleção dos

dados da análise não linear dos efeitos de segunda ordem. Esses resultados foram apresenta-

dos de forma quantitativa, no software MATLAB R©, em um gráfico que representa a trajetória

de equilíbrio do modelo proposto. Mais detalhes sobre aplicações do MEF com o software

ABAQUST M, podem ser verificados em (BELYTSCHKO; FISH, 2009), (KHENNANE, 2013)

e (CAMPILHO, 2012).

3.4.1 Validação das simulações numéricas

Os efeitos de primeira ordem foram validados pelo Método da Carga Unitária. De

acordo com Souza (2015), o Método da Carga Unitária é uma alternativa para determinação dos

deslocamentos em estruturas com comportamento linear baseada no princípios dos trabalhos

virtuais. Para André et al. (2011) o princípio dos trabalhos virtuais é uma condição necessária

e suficiente para o equilíbrio, quando o sistema é submetido a um conjunto de deslocamentos

virtuais infinitesimais e possíveis, o que pode ser representado na Equação 3.1.

δΓi = δΓe, ∀δu (3.1)

em que a Equação 3.1 é a expressão restrita e usual do teorema dos deslocamentos virtuais,

onde δΓi é o trabalho virtual interno, δΓe é o trabalho virtual externo, para qualquer campo de

deslocamentos virtuais (∀δu).

Os efeitos de segunda ordem foram validados por meio de uma revisão bibliográfica de

análises comparativas entre experimentação e simulações numéricas pelo MEF. Testes compa-

rativos entre experimentos e simulações numéricas mostraram a viabilidade de utilização das

simulações numéricas pelo MEF. Vale destacar o trabalho feito por Araújo da Silva (2009), que

utilizou resultados numéricos de exemplos clássicos para validação dos modelos matemático-

numérico para a análise não linear de instabilidade elástica de estruturas reticuladas.
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3.5 Estudos comparativos

O software MATLAB R© foi utilizado para análise estatística básica dos resultados das

simulações numéricas. Um estudo comparativo foi realizado para avaliar os resultados dos

efeitos de segunda ordem, do modelo da coluna esbelta em concreto armado, entre as duas

formulações distintas: Processo Iterativo P-∆ e a Modelagem Numérica em Elementos Finitos.

Onde os erros absolutos entre as simulações dos dez cenários foram obtidos pela Equação 3.2 e

os erros relativos pela Equação 3.3.

EA =
∣∣∣U2 MEF

x −U2 P−∆
x

∣∣∣ (3.2)

ER =

∣∣∣∣U2MEF
x −U2 P−∆

x
U2MEF

x

∣∣∣∣ (3.3)

em que EA é o erro absoluto entre as duas simulações (em módulo), ER é o erro relativo entre

as duas simulações em relação à simulação pelo MEF (em módulo), U2 MEF
x é deslocamento

(efeito de segunda ordem) na horizontal (x) no topo da coluna, U2 P−∆
x é deslocamento (efeito

de segunda ordem) na horizontal (x) no topo da coluna pelo Processo iterativo P-∆.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÕES

4.1 Estabilidade estrutural

Os parâmetros de instabilidade α (Equação 2.31), foram apresentados para os dez cená-

rios propostos na Tabela 4.1. Pode ser verificado que todos cenários apresentam parâmetros de

instabilidade α maior que os limites α1 (Equação 2.32). Os valores limites de α1 foram iguais a

0,3 para todos cenários e foram determinados para um único nível (n = 1). Portanto, os efeitos

de segunda ordem são significativos e o modelo estrutural pode ser classificado como de nós

móveis.

Tabela 4.1 – Parâmetro de instabilidade α

Cenários Esec [kN/m] Ic [m4] Altura [m] Pn [kN] α α1
01o Análise 26504037,43 2,1333E-03 5,00 800,00 0,59 0,30
02o Análise 26504037,43 2,1333E-03 5,00 1600,00 0,84 0,30
03o Análise 26504037,43 2,1333E-03 5,00 2400,00 1,03 0,30
04o Análise 26504037,43 2,1333E-03 5,00 3200,00 1,19 0,30
05o Análise 26504037,43 2,1333E-03 5,00 4000,00 1,33 0,30
06o Análise 26504037,43 2,1333E-03 5,00 4800,00 1,46 0,30
07o Análise 26504037,43 2,1333E-03 5,00 5600,00 1,57 0,30
08o Análise 26504037,43 2,1333E-03 5,00 6400,00 1,68 0,30
09o Análise 26504037,43 2,1333E-03 5,00 7200,00 1,78 0,30
10o Análise 26504037,43 2,1333E-03 5,00 8000,00 1,88 0,30

Fonte: Elaborado pelo autor

4.2 Simulação numérica com o coeficiente γz

Os deslocamentos das simulações numéricas pelo método analítico de análise estática li-

near, com simulação numérica no software MATLAB R©, foram apresentados na Tabela 4.2 e va-

lidados com simulações nos software ABAQUST M Student 6.14 e FTOOL R© - Two-dimensional

frame analysis tool 3.01. Segundo o critério da NBR-6118 (ABNT, 2014), as estruturas das oito

primeiras análises em função dos coeficientes γz foram classificadas como de nós moveis. Fo-

ram determinados e apresentados os coeficientes γz (Equação 2.33) dos dez cenários propostos

(Tabela 4.2).

A oitava análise, com um ∆Mtot,d que corresponde a 94,33% de M1,tot,d , possui um

γz elevado, com uma mudança abrupta dos valores dos coeficientes γz. Verificou-se que as

simulações apresentam resultados negativos quando os valores de ∆Mtot,d correspondem a mais

de 100% do M1,tot,d . As duas últimas análises, 9o e 10o, apresentaram resultados inconsistentes,
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negativos e que não são válidos para um estudo do comportamento não linear do problema

proposto.

Tabela 4.2 – Coeficiente γz

Cenários Pn [kN] H [kN] Ux [m] M1,tot,d[kN.m] ∆Mtot,d[kN.m] γz
1o Análise 800,00 40,00 0,0295 200,00 23,5848 1,13
2o Análise 1600,00 40,00 0,0295 200,00 47,1696 1,31
3o Análise 2400,00 40,00 0,0295 200,00 70,7544 1,55
4o Análise 3200,00 40,00 0,0295 200,00 94,3392 1,89
5o Análise 4000,00 40,00 0,0295 200,00 117,924 2,44
6o Análise 4800,00 40,00 0,0295 200,00 141,5088 3,42
7o Análise 5600,00 40,00 0,0295 200,00 165,0936 5,73
8o Análise 6400,00 40,00 0,0295 200,00 188,6784 17,67
9o Análise 7200,00 40,00 0,0295 200,00 212,2632 -
10o Análise 8000,00 40,00 0,0295 200,00 235,848 -

Fonte: Elaborado pelo autor

4.3 Simulação numérica pelo Método dos Elementos Finitos

Os resultados das simulações numéricas, deslocamentos da teoria de primeira ordem U1
x

(linear) e da teoria de segunda ordem U2
x (não linear), pelo MEF, dos dez cenários propostos, são

apresentados na Tabela 4.3. As simulações numéricas foram realizadas computacionalmente no

software ABAQUST M, para os diferentes cenários, todos com 25 elementos de ordem quadrática

do tipo B22. Verificou-se, que o deslocamento máximo horizontal do topo da coluna foi obtido

com uma carga P7 = 5600 kN, conforme Tabela 4.3. Observou-se, também, para os cenários

propostos, que os efeitos de segunda ordem apresentaram valores superiores que os resultados

das análises de primeira ordem, podendo superar os efeitos de primeira ordem em até 46 vezes.

4.4 Simulação numérica pelo Processo Iterativo P-∆

O Processo Iterativo P-∆ foi aplicado nos cenários propostos. Ao todo foram realiza-

das dez análises, em ciclos iterativos para determinação das forças fictícias e correspondentes

deslocamentos. O ciclo foi interrompido quando os deslocamentos atingiram um valor nulo

com precisão de quatro casas decimais. Os deslocamentos finais, denominados de efeitos de

segunda ordem U2
x , somatório dos deslocamentos de cada iteração do processo iterativo, foram

apresentados na Tabela 4.4.
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Tabela 4.3 – Simulações pelo MEF

Cenários Pn [kN] H [kN] U1
x [m] U2

x [m]
1o Análise 800,00 40,00 0,0296 0,0345
2o Análise 1600,00 40,00 0,0296 0,0413
3o Análise 2400,00 40,00 0,0296 0,0516
4o Análise 3200,00 40,00 0,0296 0,0689
5o Análise 4000,00 40,00 0,0296 0,1018
6o Análise 4800,00 40,00 0,0296 0,1888
7o Análise 5600,00 40,00 0,0296 1,3780
8o Análise 6400,00 40,00 0,0296 0,1961
9o Análise 7200,00 40,00 0,0296 0,0993

10o Análise 8000,00 40,00 0,0296 0,0664

Fonte: Elaborado pelo autor

Verificou-se, para as simulações numéricas pelo Processo Iterativo P-∆, da coluna es-

belta sugerida, que o número de iterações aumentou com o aumento das cargas. As oito pri-

meiras análises alcançaram equilíbrio pelo o processo iterativo. O Processo Iterativo P-∆ não

alcançou equilíbrio nas duas últimas análises, os resultados das simulações numéricas ratifica-

ram que com forças verticais superiores a 7200 kN não é possível alcançar o equilíbrio, devido

as contribuições significativas dessas forças verticais para os momentos fletores de segunda-

ordem.

Tabela 4.4 – Simulações pelo Processo Iterativo P-∆

Cenários Pn [kN] H [kN] U1
x [m] No Iterações U2

x [m]
1o Análise 800,00 40,00 0,0296 4 0,0336
2o Análise 1600,00 40,00 0,0296 6 0,0387
3o Análise 2400,00 40,00 0,0296 8 0,0458
4o Análise 3200,00 40,00 0,0296 10 0,0560
5o Análise 4000,00 40,00 0,0296 14 0,0721
6o Análise 4800,00 40,00 0,0296 20 0,1012
7o Análise 5600,00 40,00 0,0296 35 0,1695
8o Análise 6400,00 40,00 0,0296 111 0,5215
9o Análise 7200,00 40,00 0,0296 - -

10o Análise 8000,00 40,00 0,0296 - -

Fonte: Elaborado pelo autor

4.5 Análise comparativa das formulações

Os resultados das simulações numéricas pelo MEF foram comparados em uma análise

estatística dos erros absolutos EA (Equação 3.2) e relativos ER (Equação 3.3), Tabela 4.5. Os
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erros dos cenários em estudo foram obtidos por meio da comparação entre os valores dos des-

locamentos das simulações de primeira e segunda ordem, simulados no software ABAQUST M,

com erros percentuais relativos de até 98%.

Tabela 4.5 – Análise das simulações pelo MEF

Cenários Pn [kN] H [kN] U1
x [m] U2

x [m] EA[m] ER [%]
1o Análise 800,00 40,00 0,0296 0,0345 0,0049 14,1%
2o Análise 1600,00 40,00 0,0296 0,0413 0,0117 28,4%
3o Análise 2400,00 40,00 0,0296 0,0516 0,0220 42,6%
4o Análise 3200,00 40,00 0,0296 0,0689 0,0393 57,0%
5o Análise 4000,00 40,00 0,0296 0,1018 0,0722 70,9%
6o Análise 4800,00 40,00 0,0296 0,1888 0,1592 84,3%
7o Análise 5600,00 40,00 0,0296 1,3780 1,3484 97,9%
8o Análise 6400,00 40,00 0,0296 0,1961 0,1665 84,9%
9o Análise 7200,00 40,00 0,0296 0,0993 0,0697 70,2%
10o Análise 8000,00 40,00 0,0296 0,0664 0,0368 55,4%

Fonte: Elaborado pelo autor

Na Tabela 4.6, são apresentados os erros absolutos EA (Equação 3.2) e relativos per-

centual ER (Equação 3.3), a oitava análise apresentou o maior erro relativo percentual ER de

166%.

Tabela 4.6 – Análise do MEF e do Processo Iterativo P-∆

Cenários Pn [kN] H [kN] MEF U2
x [m] P-∆ U2

x [m] EA [m] ER [%]
1o Análise 800,00 40,00 0,0345 0,0336 0,0009 2,7%
2o Análise 1600,00 40,00 0,0413 0,0387 0,0026 6,3%
3o Análise 2400,00 40,00 0,0516 0,0458 0,0058 11,2%
4o Análise 3200,00 40,00 0,0689 0,0560 0,0128 18,6%
5o Análise 4000,00 40,00 0,1018 0,0721 0,0297 29,1%
6o Análise 4800,00 40,00 0,1888 0,1012 0,0876 46,4%
7o Análise 5600,00 40,00 1,3780 0,1695 1,2085 87,7%
8o Análise 6400,00 40,00 0,1961 0,5215 0,3254 166,0%
9o Análise 7200,00 40,00 0,0993 - - -
10o Análise 8000,00 40,00 0,0664 - - -

Fonte: Elaborado pelo autor

Na Figura 4.1, apresenta-se a diferença dos deslocamentos de segunda ordem das simu-

lações numéricas pelo MEF e pelo Processo Iterativo P-∆. Observa-se, que a diferença entre os

valores começam a aumentar com o aumento da força vertical P, com máxima discrepância no

cenário com P = 5600 kN.

Segundo CISC (1980 apud GAIOTTI; SMITH, 1989), normalmente duas ou três itera-

ções são suficientes, se os resultados não convergem após cinco iterações, a estrutura pode ser
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Figura 4.1 – Gráfico comparativo entre simulações numéricas

Fonte: Elaborado pelo autor

classificada como instável. Neste trabalho, as simulações realizadas alcançaram ciclos iterati-

vos de 4 a 111 iterações, ratificando que quanto maior o número de iterações, maiores serão as

divergências entre os processo de determinação dos efeitos de segunda ordem. Verificou-se que

a estrutura pode alcançar uma situação de equilíbrio no Processo Iterativo P-∆ e os resultados

divergirem de forma significativa dos resultados de simulações numéricas pelo MEF.

Tabarelli (2002 apud TABARELLI; ARAÚJO; PRESTES, 2002) analisaram o com-

portamento não linear geométrico de edifícios de andares múltiplos em aço e compararam a

aplicação do método da carga fictícia com o MEF (simulação computacional no ANSYS R©),

obtiveram como resposta um erro de 3% entre as duas aplicações. Esse resultado está compatí-

vel com os resultados das análises realizadas no primeiro cenário proposto nessa pesquisa.

Testes comparativos entre experimentos e simulações numéricas mostraram a viabili-

dade de utilização das simulações numéricas pelo MEF, dentre esses trabalhos, vale destacar

(ARAÚJO DA SILVA, 2009), (SILVA, 2017), (SEIXAS, 2003), (WOOD; ZIENKIEWICZ,

1977), (OLIVEIRA, 2004), (OLIVEIRA, 2011) e (BORGES, 1999). Nesse trabalho, os efei-

tos de primeira ordem foram validados por meio de um comparativo entre os resultados das

simulações numéricas pelo MEF e os resultados pelo método analítico da carga unitária.
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5 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Este trabalho, contribuiu para a análise das formulações necessárias no estudo do com-

portamento linear e não linear de uma coluna esbelta em concreto armado, possibilitou uma

reflexão sobre as aplicações do parâmetro α e do coeficiente γz na avaliação dos efeitos de se-

gunda ordem. Além disso, permitiu avaliar a aplicação do Processo Iterativo P-∆ em colunas

esbeltas em concreto armado.

Essa pesquisa ratificou a importância do estudo das formulações para análise do com-

portamento não linear de colunas esbeltas em concreto armado. Observou-se, que os efeitos

de segunda ordem são significativos em colunas esbeltas e que os resultados podem divergir

dependendo do tipo de formulação utilizada.

A partir dos resultados obtidos neste trabalho, verificou-se, que as simulações pelo Pro-

cesso Iterativo P-∆ foram divergentes das simulações numéricas pelo MEF, chegando a apresen-

tar um erro relativo de 166%. Nesta pesquisa, o processo iterativo mostrou-se impraticável nas

situações de carregamentos elevados, não alcançando a situação de equilíbrio deformado em

dois cenários. Esse processo também apresentou ciclos extensos de iterações, chegando até 111

iterações, o que afeta de forma significativa os custos computacionais. A aplicação do coefici-

ente γz na análise de colunas esbeltas em concreto armado não alcançaram resultados confiáveis,

ratificando a importância de atender os critérios recomendados pela NBR-6118 (ABNT, 2014).

Conclui-se que o MEF é uma ferramenta que pode ser utilizada para análise de colunas

com características semelhantes ao modelo proposto. Que na análise do modelo estudado as

simulações numéricas pelo MEF apresentam resultados confiáveis, que podem ser utilizados

com segurança na tomada de decisão em projetos de engenharia.

Como sugestões para novas pesquisas, recomenda-se:

• O estudo para validação experimental de simulações não lineares pelo MEF com intuito

de avaliar a segurança do emprego dessa técnica nas práticas de Engenharia de Estruturas.

• O estudo do comportamento não linear pelo MEF na análise de estruturas em concreto

armado com a consideração dos efeitos da aderência entre a armadura e o concreto.
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