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RESUMO

Neste trabalho, realiza-se a aplicagao de um esquema, combinando
o refinamento de delaunay e malhas mdveis por volumes finitos na solugao
da equagao do calor. Utiliza-se o algoritmo de Green e Sibson (1978) para
geragao da malha inicial, o algoritmo de Ruppert (1995) para realizar o
refinamento adaptativo e o algoritmo de Ungér (2004, 2009) para realizar
melhorias na qualidade da malha. Movimenta-se os vértices para regioes
de grande variacao por meio de uma nova funcao monitora proposta, base-
ada na suavizacao laplaciana, que é responsavel por guiar o movimento dos
vértices. Compara-se a fungdo monitora proposta com outras quatro fun-
¢Oes monitoras, também baseadas na suavizacao laplaciana, presentes na
literatura. Os resultados comparativos mostram que a nova funcdo moni-
tora proposta, mesmo nao demandando o menor esforco computacional em
relacao as demais, apresenta a menor quantidade final de vértices. Todos
os procedimentos para realizacao dos experimentos sao detalhados ao longo
deste trabalho.

Palavras-chave: Geragdo de Malhas; Refinamento Adaptativo; Malhas
Moveis



ABSTRACT

In this paper we apply a scheme, combining the refinement and de-
launay meshing in finite volume solution of the heat equation. We use the
algorithm Green and Sibson (1978) to generate the initial mesh, the algo-
rithm Ruppert (1995) to perform adaptive refinement algorithm and Ungor
(2004, 2009) to make improvements on mesh quality. We move the verti-
ces to great variability regions using a new proposed monitoring function
based on the Laplacian smoothing, which is responsible for guiding the mo-
vement of the vertices. We compare the new proposed monitoring function
with four other monitor functions, also based on the Laplacian smoothing
that we find in the literature. The comparative results show that the new
proposed monitoring function, while not requiring the least computational
effort compared to the others, has the lowest amount of end vertices. All
procedures for the experiments are detailed throughout this work.

Keywords: Meshes Generation; Adaptive Refinement; Moving Meshes
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1 INTRODUCAO

Técnicas de simulacao computacional sao utilizadas para descrever
diversos fenomenos fisicos que sao modelados por equacoes diferenciais par-
cais (EDPs). Avangos nessas técnicas e o desenvolvimento de computadores
de alto desempenho permitiram que fossem aplicadas em diferentes areas,
como o escoamento de fluidos, aerodinamica, condugao térmica, reagoes qui-
micas, combustao e eletromagnetismo entre outros. Muitas vezes, a com-
plexidade dos modelos que descrevem esses fenomenos torna impraticdvel
o desenvolvimento de soluc¢oes analiticas. Desse modo, deve-se recorrer a
simulacoes numéricas, que constituem ferramentas eficientes para solucio-
nar esses problemas. No entanto, para simulacao de problemas de grande
dimensao, as técnicas numéricas utilizadas devem ser suficientemente efici-
entes de modo a possibilitarem resultados precisos em tempo viavel.

E comum o uso de métodos numeéricos, como o método dos elementos
finitos e 0 método dos volumes finitos, que realizam a decomposicao do
dominio em formas geométricas chamadas, respectivamente, elementos ou
volumes de controle. Suas formas variam de tetraedros ou triangulos a

quadrilateros, prismas, piramides ou hexaedros.

Segundo Oliveira et al. (2013): A solugdo aproximada por meio de um
método numérico é obtida para um numero discreto de pontos, com um
determinado erro, proveniente da aproximagao e, se o método for conver-
gente, conforme aumenta-se a quantidade de pontos, melhora-se a solucao
aproximada. A malha pode ser considerada o dominio discretizado geome-

tricamente.

De acordo com Oliveira et al. (2013), EDPs que modelam fenome-

nos fisicos frequentemente possuem grandes variacoes na solugao, ou ainda
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envolvem dominios de geometria complexa, ocasionando erros na solugao.
Uma estratégia utilizada para se diminuir esses erros ¢é realizar o refinamento
da malha. Entretanto, ainda segundo Oliveira et al. (2013, p. 11), “ao se
utilizar uma malha fina e uniforme ao longo de todo o dominio, tem-se tam-
bém o aumento do custo computacional, como consequéncia do aumento do
nimero de pontos.” Uma forma de se contornar esse problema é posicio-
nar mais pontos nas regioes de grande variagao e menos pontos nas regioes
de pequena variacao, realizando o refinamento adaptativo, ocorrendo uma
economia do custo computacional e uma melhoria da solucao gerada.

Dentre os principais aspectos levados em consideragao nas técnicas
de geracao de malhas, destacam-se o tempo de processamento para geragao
e a qualidade da malha gerada. O tempo de processamento depende da
discretizagdo do dominio e, consequentemente, da quantidade de pontos
dessa discretizacao. Ja a qualidade, leva em consideracao a quantidade,
a forma e a distribucdo dos elementos da malha. A qualidade da malha
influencia diretamente nos resultados, tanto nos aspectos visuais quanto no
erro da solucao. Malhas triangulares tendem a melhor se adaptar ao dominio
da solucao. Devido a isso, diversas pesquisas de geracao e refinamento de
malhas vém sendo realizadas ao longos dos anos. Algumas sao brevemente
analisadas nos capitulos seguintes deste trabalho.

Também existem varias pesquisas relacionadas as técnicas de adap-
tatividade de malhas, e algumas delas sao citadas neste trabalho, focadas na
adaptatividade por refinamento e por movimento dos vértices. Nas técnicas
de adaptatividade por refinamento, sao inseridos novos pontos nas regioes
de interesse. Nas técnicas de adaptatividade por movimento, chamadas de
malhas mdveis, mantém-se a quantidade original de pontos e realiza-se a re-

alocacao destes. Como a inclusao de pontos aumenta o custo computacional,
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neste trabalho ha uma descricao das técnicas de adaptatividade de malhas

com foco em malhas médveis.

1.1 Objetivos

A seguir serdo apresentados o objetivo geral e os especificos deste

trabalho.

1.1.1 Objetivo geral

Este trabalho tem o objetivo geral de aplicar um esquema que com-
bine o refinamento de Delaunay e malhas moveis por volumes finitos na
solucao de equacoes diferenciais parciais de segunda ordem, como a equagao

de conducao do calor.

1.1.2 Objetivos especificos

Os objetivos especificos principais sao: revisar os conceitos de ge-
racao de malhas para resolucao de EDPs utilizando o método dos volumes
finitos; revisar técnicas de adaptatividade por inclusao de pontos e por ma-
lhas méveis; implementar um algoritmo hibrido de refinamento de Delaunay
para a geracao da malha inicial; gerar e implementar uma técnica de movi-
mento de malhas que combine simplicidade, eficiéncia e velocidade; realizar
experimentos computacionais para comparar os resultados com solugoes en-

contradas na literatura.

1.2 Organizagao deste trabalho

Este trabalho estd organizado em cinco capitulos. No capitulo (2),
elucida-se o referencial tedrico para desenvolvimento deste trabalho. Nesse

capitulo, apresenta-se a triangulacao de Delaunay e o seu dual, o diagrama
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de Voronoi; a discretizacao da equacao do calor, utilizando-se o método dos
volumes finitos com o diagrama de Voronoi; a construgao do método dos
gradientes conjugados, com pré-condicionamento e reordenacao da matriz
de coeficientes; e, por fim, aborda-se a suavizacao laplaciana e as principais
caracteristicas sobre malhas méveis.

No capitulo (3), tem-se os detalhes da implementagao deste traba-
lho. Descreve-se o procedimento de refinamento adaptativo e o procedi-
mento que realiza o movimento dos vértices por meio de pseudocodigos. No
capitulo (4), expoe-se os resultados dos experimentos realizados, conforme
demonstrado no capitulo que o antecede.

Finalizando este trabalho, no capitulo (5), apresenta-se a conclusao
acerca dos resultados dos experimentos, bem como sugestoes de trabalhos

futuros.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo é apresentado o referencial teérico para desenvolvi-
mento deste trabalho. Descreve-se a triangulacao de Delaunay e o seu dual,
o diagrama de Voronoi, na segao (2.1). Também apresenta-se, nessa segao,
algoritmos para geragao, manutencao e refinamento de malhas de Delaunay.

Na secao (2.2), realiza-se a discretizagdo da equagao do calor,
utilizando-se o método dos volumes finitos com o diagrama de Voronoi e
define-se um algoritmo em forma de pseudocddigo referente a essa discreti-
7agao.

Na segao (2.3), tem-se a construgao do método dos gradientes con-
jugados, apresentando-se um pseudocddigo. Com o intuito de se diminuir
o numero de iteragoes, também expoe-se nessa secao uma forma de pré-
condicionamento da matriz de coeficientes e um algoritmo para reordena-
cao dos vértices, o algoritmo de Cuthill-McKee reverso em conjunto com o
algoritmo de vértice pseudoperiférico.

Na segao (2.4), descreve-se a suavizagao laplaciana. Também sao
apresentadas técnicas de melhoria da qualidade da malha utilizando a sua-
vizacao laplaciana.

Na segao (2.5), aborda-se as principais caracteristicas sobre malhas
moveis, como adaptatividade de malhas, o principio de equidistribuicao,
também apresentando diferentes trabalhos que pretendem solucionar equa-
¢oes diferenciais parciais por diferentes métodos, utilizando os mais variados
tipos de malhas. Também apresentam-se técnicas de movimento dos vértices
baseadas na formulagao laplaciana.

Na segao (2.6), explana-se uma métrica geométrica para verificar a

degeneracao da malha ao movimentar os vértices.
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2.1 A triangulacao de Delaunay e o diagrama de Voronoi

Nesta secao, aborda-se a triangulacao de Delaunay e o diagrama de
Voronoi. Também sao apresentados algoritmos de construcao, manutencao

e refinamento dessa triangulacao.

2.1.1 Consideragoes iniciais

Uma malha pode ser classificada de acordo com a disposicao relativa
dos diferentes elementos existentes. Uma malha estruturada é caracterizada
pela sua conectividade regular. Isso significa que, a posicao dos nds pode
ser mapeada de modo a definir quais nés serao vizinhos por meio de calculo.
Isso pode restringir as escolhas dos elementos para quadrilateros em 2D
ou hexaedros em 3D. Se os nds nao podem ser arranjados de tal forma, a
malha é dita ndo estruturada ou irregular. Em uma malha irregular, deve-
se armazenar a conexao entre os nos que formam a malha. Os elementos
podem ser, em sua forma bdsica, triangulos ou tetraedros em 2D e 3D,
respectivamente, bem como hexaedros, ou qualquer outra forma, em malhas
mais complexas (THOMPSON; SONI; WEATHERHILL, 1999).

Na busca de se atingir uma determinada qualidade na aproximacao,
com desempenho computacional aceitavel, ao longo das ultimas décadas,
pesquisas tém sido realizadas em técnicas de geracao e refinamento de ma-
lhas, como por exemplo em Chen e Xu (2004), Frey e George (2008), Prepa-
rata e Shamos (1985), Teng e Wong (2000) e Thompson, Soni e Weatherhill
(1999). Ainda em problemas com dominios com geometria complexa, a
geracao da malha pode ser uma tarefa dispendiosa. Uma forma de se ob-
ter uma malha de qualidade a baixo custo computacional é a utilizagao da

triangulacao Delaunay.
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A triangulacado de Delaunay (1939) é um tipo de malha irregular.
Com uma triangulagdo de Delaunay, maximiza-se o menor angulo da tri-
angulacao. Obtém-se triangulos com angulos nao proximos a 0° e a 180°.
Em esquemas numéricos, triangulos com angulos proximos a 0° e 180° sao
considerados de mé qualidade, levando a resultados imprecisos.

A triangulacao de Delaunay (1939) possui a caracteristica de unici-
dade, de forma que, dado um conjunto de vértices, a triangulagao é sempre
lnica, exceto em casos degenerados, nos quais quatro ou mais vértices sao
cocirculares, existindo duas possibilidades de triangulagdo (local). Cada
uma das duas possibilidades de triangulagao que divide o quadrildtero em
dois triangulos satisfaz a “condicao Delaunay”, isto é, em que o circuncir-
culo (tnico circulo que passa pelos vértices do triangulo) é vazio. Essa nocao
pode ser estendida a trés dimensoes.

Um diagrama de Voronoi (1908) é uma decomposic¢ao (em partigoes)
de um espago em torno de um vértice. Cada poligono consiste em uma re-
giao de espaco que fica mais proxima de cada vértice do que qualquer outro
vértice gerador do diagrama de Voronoi, que é formado pelos poligonos de
Voronoi. Diversos algoritmos para a geracao do diagrama de Voronoi foram
desenvolvidos. Sao exemplos desses algoritmos, Shamos e Hoey (1975), que
desenvolveram um algoritmo O(n-lg(n)) por divisao-e-conquista e Green e
Sibson (1978), que produziram um algoritmo O(n?) por insercdo incremen-
tal, em que n é a quantidade de vértices da triangulagao.

Uma particao do diagrama de Voronoi e a triangulacao de Delaunay

correspondente pode ser observada na figura (1).
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Figura 1 Diagrama de Voronoi
Legenda: Em azul, arestas de uma particao do diagrama de Voronoi e, em vermelho, os
tridngulos de Delaunay correspondentes.

2.1.2 Manutengao da triangulacao de Delaunay - Algoritmo de

Lawson

Para construcao da triangulagao Delaunay, pode-se utilizar o algo-
ritmo de Lawson (1977), um algoritmo de complexidade O(n?). Esse algo-
ritmo ¢é utilizado para gerar ou para manter uma triangulacao de Delaunay.
Sua escolha deve-se a sua facilidade de implementacao.

A partir de uma triangulagao inicial, verifica-se se todas as arestas
que compoem a triangulacao atendem aos critérios da triangulacao de De-
launay. Caso essas arestas nao atendam aos critérios da triangulacao de
Delaunay, realiza-se o flip.

O flip é um procedimento, definido por Lawson (1977), em que ocorre
a inversao da aresta invadida, conforme demonstrado na figura (2). Com
o flip, uma nova aresta ¢é criada e, em seguida, verifica-se, recursivamente,
essa aresta e os dois triangulos que a compartilham. O algoritmo termina
quando todas as arestas atendem aos critérios da triangulacao de Delaunay,

ou seja, sao localmente de Delaunay.
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(a) ' (b) ' (©) __

Figura 2 Algoritmo de Lawson

Legenda: Aplicagao do algoritmo de Lawson (a) Uma aresta invadida, mostrada em ver-
melho, que nao é de Delaunay, é verificada. (b) O algoritmo do flip é aplicado para inverter
a aresta invadida, tornando-a localmente de Delaunay. (c) Verifica-se se essa aresta e os
dois triangulos que a compartilham sdo localmente de Delaunay. Como a aresta nao é
invadida, essa é mostrada em azul.

No algoritmo (1) tem-se um pseudocédigo referente ao algoritmo de

Lawson (1977).

Entrada: Triangulacao T.
Saida: Triangulagao de Delaunay T.

1 inicio

2 para (cada aresta ab € T ) faga

3 // Efetua teste do circuncirculo.

4 se (ab ndo € localmente de Delaunay) entao

5 Sejam Aabc e Aabd os triangulos que compartilham
ab;

6 Trocar ab por cd; // Realiza o flip da aresta.

7 retorna T;

Algoritmo 1: Algoritmo de Lawson.

2.1.3 Construgao da triangulagao de Delaunay - Algoritmo de

Green-Sibson

O algoritmo de Green-Sibson foi proposto por Green e Sibson (1978)

para gerar o diagrama de Voronoi, porém, pode ser facilmente adaptado



21

para gerar a triangulacao de Delaunay. A partir de uma triangulacao de
Delaunay inicial realiza-se a insercao incremental de vértices. Os pontos
inseridos na triangulacao de Delaunay sao chamados de pontos de Steiner.
A complexidade desse algoritmo é O(n?).

Nesse algoritmo, ocorre a insercao de um vértice por vez e, a cada
insercao, verifica-se se 0 novo vértice encontra-se sobre uma aresta ou dentro
de um triangulo. Caso o novo vértice e se localize dentro do tridngulo
Aabc, liga-se e aos trés vértices do triangulo que o contém, criando-se trés
novos triangulos, Aabe, Aace e Abce. Caso o novo vértice f se localize
sobre uma aresta de, deve-se dividir de em duas novas arestas. Considere
Abde e Acde os triangulos que compartilham de. Divide-se a aresta de
em duas novas arestas, ef e df. Em seguinda, liga-se f aos vértices b e
c, opostos & aresta de, pertencentes aos triangulos que compartilham de,
criando-se quatro novos triangulos, Abef, Abdf, Acef e Acdf. Em ambos
os casos realiza-se o teste do circuncirculo apds a geragao das novas arestas,
utilizando o algoritmo de Lawson (1977) para manutencao da malha. Se
existirem arestas invadidas, realiza-se o flip. O algoritmo termina quando
nao existirem arestas invadidas. Na figura (3), pode-se observar um exemplo
de execugao do algoritmo de Green e Sibson (1978).

No algoritmo (2) tem-se um pseudocédigo referente ao algoritmo de

Green e Sibson (1978).

2.1.4 Refinamento de Delaunay

Nesta secao, sao apresentados dois algoritmos no estado da arte para
o refinamento de Delaunay: algoritmo de Ruppert (1995) e off-centers (OLI-
VEIRA, 2012; UNGOR, 2004, 2009).

Algoritmo de Ruppert
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Figura 3 Algoritmo de Green Sibson:

Legenda: Aplicagdo do algoritmo de Green Sibson (a) Tem-se a malha inicial com a
inser¢do de um novo vértice que localiza-se dentro de um tridngulo. (b) Divide-se o
triangulo gerando trés novos tridngulos, formados pelas arestas em azul. (c) Realiza-se o
teste dos circuncirculos e encontra-se uma aresta invadida, mostrada em vermelho. (d)
Efetua-se o flip na aresta invadida. (e) Realiza-se o teste dos circuncirculos. (f) Ocorre a
insergao de um novo vértice localizado sobre uma aresta. (g) Ocorre a divisao da aresta
que contém o novo vértice, gerando quatro novos triangulos, compostos pelas novas arestas
em azul. (h) Realiza-se o teste dos circuncirculos e verifica que nao existe aresta invadida.

O algoritmo de Ruppert (1995) garante que todos os triangulos per-
tencentes a triangulacdo terao angulos entre o e m— 20, de forma que o
pode ser um angulo maximo de aproximadamente 20,7 graus. Ao se in-
serir um vértice na triangulacao, duas operagoes sao possiveis: dividir um
segmento e dividir um triangulo. Ao se dividir um segmento, um vértice
é inserido em seu ponto médio. Ao se dividir um triangulo, um vértice é
inserido em seu circuncentro. Com isso, uma nova triangulacao é realizada
(OLIVEIRA, 2012).

Um algoritmo para a geragao da triangulagao de Delaunay pode uti-

lizar uma medida de qualidade. Uma possivel medida de qualidade chama-se
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Entrada: Triangulacao de Delaunay TD e lista Ly de vértices
a serem inseridos em T'D.

Saida: TD com os vértices pertencentes a Ly.

1 inicio

2 para (todo vértice v € Ly ) faga

3 Inserir v em T D;

4 se (v localiza-se sobre aresta ab € TD) entao

5 Sejam Aabc e Aabd os triangulos que compartilham

ab;

Criar as arestas av, bv, ¢, dv e inserir em TD;

senao

Seja Aabc o triangulo que contém v;

© o N o

Criar as arestas av, bv, ¢v e inserir em T D;

10 para (cada aresta ab criada) faga
11 L AlgoritmoLawson(ab);

12 retorna TD;

Algoritmo 2: Algoritmo de Green-Sibson.

Circunradius-to-shortest Edge Radio (CER), que é definida pela razao do
raio do circuncirculo r (circunraio) do triangulo, pela menor aresta [ do
triangulo. E especificado um limite superior p = r/I para o CER de todos
os tridngulos da malha. A razao p de um triangulo estd relacionada com seu
menor angulo a pela formula p = 1/[2-sen(a)]. Quanto menor for a razao
p, maior serd o angulo «a do triangulo. Esse limite superior p garantira que
nao hé tridngulo na malha com angulo menor que arcsin(1/2p) (PEBAY;
BAKER, 2003).

Esse algoritmo pode receber como parametro de entrada um grafo
planar de linhas nao curvas ( Planar Straight Line Graph - PSLG). Um PSLG
¢ um conjunto de vértices e seus segmentos. Segmentos sao arestas que nao
podem ser removidos. Claramente, os segmentos nao se interceptam. Um
segmento € considerado invadido quando um vértice incide dentro de seu

circulo diametral. Um pseudocddigo referente ao algoritmo de Ruppert



(1995) é apresentado no algoritmo (3).

1
2
3
4
5
6

10
11
12
13
14
15

16
17

18
19
20
21
22
23
24
25
26

27

28

Entrada: PSLG G.
Saida: Triangulagdo de Delaunay de G com todos os £ > «.
inicio

Adicionar um delimitador quadrado D a G:
inicio
Calcular os extremos de G: Xuin, Ymin, Xmaxs Ymax;
Seja Span(G) = max(xmax = Xmin, Ymax _ymin)Q
Seja D o quadrado de lado 3 x span(G), centralizado em
G;
Adicionar os quatro segmentos de contorno de D a G;
Seja a lista de segmentos Lg = arestas de G;
Seja a lista de vértices Ly = vértices de G;
Construir a triangulagao de Delaunay inicial TD(Ly);
repita
// Divide todos os segmentos invadidos em seu
// ponto médio.
enquanto (existe algum segmento s € Lg invadido) faga
L DividirSegmento(s);

// Verifica triéngulos com 4 < .
enquanto (existe algum triangulo 8§ € TD(Ly) com
£ < a;) faga
Seja ¢ o circuncentro de 9;
se (c invade algum segmento s € Lg) entao
// Divide todos os segmentos invadidos
// em seu ponto médio.
DividirSegmento(s);
senao
// Divide triéngulos com £ < @, em seu
// circuncentro, adicionando ¢ & Ly.
DividirTriangulo(90);

até (até que nenhum segmento esteja invadido e nenhum
£L<a)
retorna Triangulagio de Delaunay corrente TD(Ly);

Algoritmo 3: Refinamento de Ruppert.

24

Nas situacoes em que o PSLG possui angulos menores que 90°, o
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algoritmo tende a formar triangulos com angulos muito agudos. Shewchuk
(1997) provou que o algoritmo ird parar para qualquer entrada com angulos
de, no minimo, 60°.

Off-centers

Ungor (2004, 2009) propds um refinamento de Delaunay similar ao
algoritmo de Ruppert (1995). Em seu trabalho, introduz-se um novo tipo de
pontos de Steiner, chamados off-centers, como uma alternativa aos circun-
centros, apresentando um novo algoritmo de refinamento de Delaunay. Caso
um triangulo seja considerado de ma qualidade, pela medida CER, o algo-
ritmo tenta inserir o off-center. Caso o off-center invada algum segmento,
entao, o novo vértice é inserido no ponto médio desse segmento em vez do
off-center. Um pseudocddigo referente a esse algoritmo pode ser observado
no algoritmo (4).

Entrada: PSLG G.
Saida: Triangulagdo de Delaunay de G com todos os £ > «.

1 inicio
2 Seja TD a triangulacao de Delaunay dos vértices de G;
3 Calcular:
4 B =candidados a off-centers que invadem algum segmento;
5 C =candidados a off-centers que nao invadem segmentos;
6 D =candidados a ponto médio;
7 enquanto (CUD) # vazio faga
8 Escolher um ponto ¢, € (CUD) e inserir ¢, na
triangulagao TD;
9 se (c, € ponto médio de um segmento s) entao
10 L DividirSegmento(s);
11 Atualizar TD e recalcular B, C e D;
12 retorna Triangulagdo de Delaunay corrente TD;

Algoritmo 4: Refinamento de Ungor.

Para calcular o off-center, considera-se um triangulo 8, de md qua-

lidade, formado pelos vértices p, ¢ € r. A menor aresta de § é pg e o seu
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circuncentro é c¢. O off-center ¢, de 0 é o seu circuncentro se o CER do
triangulo formado pelos vértices p, ¢ e ¢ for menor ou igual a um dado
limite py, em que py é a medida CER de um angulo o, conforme mostrado
na figura (4.a). Caso contrario, o off-center ¢, serd o ponto na bissetora da
aresta, dentro do circuncirculo, que faz com que o CER do triangulo Apgc,
seja exatamente igual a pg. A bissetora da aresta é a linha que passa pelo
ponto médio de uma aresta de um triangulo e pelo seu circuncentro.

O circulo que passa pelos vértices da menor aresta pqg, centrado no
off-center, é chamando off-circle. Caso o triangulo 6 tivesse duas arestas

menores iguais, escolheria-se uma delas, arbitrariamente.

- - -~

-~ 58
-~

|i"
| >

.2 e, '
> S
i

Figura 4  Off-center

Legenda: O off-center e o circuncentro do tridngulo 8, formado pelos vértices p, g e r,
sdo, respectivamente, ¢y e ¢;. O circuncentro do triangulo formado pelos vértices p, ¢
e co é c3. Se |coea| < palpg| entdo ¢y = ¢y, que é demonstrado em (a). Caso contrério,
co # c1. Nesse caso, calcula-se ¢; de forma que |coca| = pa|pgl, que é demonstrado em (b).
O off-circle do triangulo 8 é o circuncirculo em (a) e é mostrado em linhas tracejadas em
(b). Figura adaptada de Ungor (2004, 2009).

Ungor (2004, 2009) mostrou que seu algoritmo possui as mesmas ga-
rantias do algoritmo de Ruppert. Seus experimentos mostraram que seu al-
goritmo insere aproximadamente 40% menos vértices que outros algoritmos
de inser¢ao no circuncentro e malhas 30% menores em relacao ao ntmero

de elementos.
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2.1.5 Resumo

Nesta secao, apresentou-se a triangulacao de Delaunay, um tipo de
malha irregular que possui a propriedade de maximizar o menor angulo da
triangulacao e o seu dual, o diagrama de Voronoi.

Nas subsegoes (2.1.2), (2.1.3) e (2.1.4) foram explanados um algo-
ritmo para manutencao da triangulagao de Delaunay, o algoritmo de Lawson
(1977), um algoritmo para construgdo da triangulagao de Delaunay, o al-
goritmo de Green e Sibson (1978), e dois algoritmos para refinamento de

Delaunay: o algoritmo de Ruppert (1995) e Ungér (2004, 2009).

2.2 Discretizacao da equagao do calor

Nesta secao, aborda-se a discretizacdo da equagao do calor
utilizando-se o método dos volumes finitos com o diagrama de Voronoi.

Também mostra-se um pseudocddigo referente a esse método.

2.2.1 Consideragoes iniciais

No método dos volumes finitos (MVF), o dominio do problema é
dividido em um conjunto finito de volumes, adjacentes entre si, chamados
de volumes de controle (VC). Nesse método, realiza-se um balango de con-
servacao da propriedade em questao, para cada volume elementar, de modo
a se obter a equacao aproximada, respeitando-se a lei de conservacao. Ha
interesse na aplicacao do método dos volumes finitos na solucao de equacoes
diferenciais parciais (EDPs) devido a essa caracteristica.

Uma forma de se obter as equagoes aproximadas no MVF é integrar,
sobre cada volume elementar, no espaco e no tempo, as equagoes na forma

conservativa, ou divergente. Nessa forma, os termos relacionados aos fluxos



28

aparecem dentro das derivadas em relacao as coordenadas espaciais. Ao
realizar a integracao para todos os VCs, obtém-se uma equacao algébrica
para cada volume e, consequentemente, obtém-se um sistema de equacoes
algébricas. Esse sistema de equagoes é formado pelas varidveis localizadas
nos centréides dos VCs. Para as aproximagoes, utilizam-se funcoes de inter-
polacao por meio dos valores das varidveis dos VCs vizinhos. Devido a sua
generalidade, qualquer tipo de malha pode ser utilizada, regular ou irregular
(MALISKA, 2010).

Na secao (2.2.2), apresenta-se o modelo matematico para difusao de
fluidos. Na segao (2.2.3), é tratada a discretizacao da equagao do calor com

o diagrama de Voronoi e apresenta-se o pseudocodigo dessa discretizacao.

2.2.2 Equacgao do calor

A equacao do calor é um modelo matematico para a difusao de calor
em sélidos, ou seja, descreve o fluxo de calor em um corpo sélido. Esse
modelo consiste em uma equacgao de derivadas parciais que, muitas vezes,
é também chamada de equacao de difusdo. Essa equacao, em sua forma

generalizada, ¢ definida como

500 =v- (L), 0

p
em que ¢ é a temperatura, ¢ é o tempo, p ¢ a massa volumétrica do material,
cp € o seu calor especifico e k ¢ a condutibilidade térmica.

Segundo Tannehill, Anderson e Pletcher (1997, p. 73), pode-se in-

tegrar a equacao (1) sobre um volume V qualquer obtendo-se

JIJ (5t09)+v-a)av=o
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com (= —%V(]). Aplicando-se o teorema de Gauss, tem-se

{1/ gt(p@dv +{fa-mas=o.
\% S

O “volume” contém uma unidade de profundidade em problemas
bidimensionais. Nesse caso, ndS pode ser representado por idy — jdx para
um caminho de integracao na fronteira em sentido horario. Essa equagao
segue a lei de conservagao. O primeiro termo na equagao, uma integral sobre
o volume, significa a taxa de variacao da energia armazenada no volume em
funcao do tempo. O segundo termo é uma integral de linha sobre a superficie
do volume e representa a vazao de energia ao longo da superficie do volume

na unidade de tempo (TANNEHILL; ANDERSON; PLETCHER, 1997).

2.2.3 Discretizacao da equacao do calor com o diagrama de Vo-

ronoi

Nesta segao, é tratada a discretizagao da equagao do calor (1) com o
diagrama de Voronoi. Uma particao do diagrama de Voronoi pode ser vista
na figura (1), na pagina 19. Esta discretizagao baseia-se no capitulo 13 de
Maliska (2010) e no capitulo 8 de Versteeg e Malalasekera (2007).

Na figura (5), mostra-se o volume elementar com centréide P, sobre
o qual serd realizada a integragao, e o VC adjacente, com centrdide Nb;. A
equagao discretizada é obtida integrando-se a equacao (1) em cada VC, no
intervalo de tempo de t a t + At.

Integrando-se a equacdo (1) no tempo e no espago e adotando-
se uma formulacdo implicita, obtém-se [ [, %(p(l))dth = [V
(%qu) dVdt. O ponto de integracao pi localiza-se no ponto médio da in-

terface dos poligonos com centréides P e Nb;. Aplicando-se o teorema da
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AL

Figura 5 Volume de controle
Legenda: Volumes de controle P e Nb; para a integracao.

divergéncia e utilizando-se uma aproximacao linear, tem-se

M;+N¢IZ+AI_M;>¢;> :i &((Pt—&-m_ t+At>& (2)
At =\ cp \"NBi r AL; )’

em que Mp =p-A é a massa dentro do volume de controle e A é a area do
poligono com centréide P. ¢p é a temperatura do volume de controle com
centréide P, yp, ¢ a temperatura no volume de controle com centréide Nb;
e n é o numero de VCs adjacentes ao VC com centréide P. AS; é o tamanho
da interface entre os poligonos com centréide P e seu poligono adjacente
com centréide Nb; e AL; é a distancia entre os pontos P e Nb;. A equacgao

(2) pode ser escrita como

n
Apdp™ =Y A, 05N = B, (3)
i=1

At t At
_ k AS _yn My _ Mpop
em que Ayp, = o Ale,Ap =Y 1 ANy, + —5— e B= ="

Caso um ou mais VCs adjacentes ao VC com centréide P esteja loca-
lizado na fronteira e considerando-se condi¢oes de contorno de Dirichlet, a

abordagem é da mesma forma que a empregada na se¢ao anterior. Na apro-

ximacgao linear da derivada na interface que separa o volume de controle
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com centréide P e um volume de controle com centréide F, localizado na
fronteira e adjacente ao VC com centréide P, terd o valor da temperatura de
F substituido pelo valor prescrito da condigdo de contorno. Os coeficientes
Anp,, Ap € B variam de acordo com a quantidade de VCs adjacentes locali-
zados na fronteira. Com um centréide F; de um VC na fronteira, conforme
pode ser visto na figura (6), ASf, é o mesmo que AS;, ou seja, é o tamanho
da interface entre os poligonos com centréide P e seu poligono adjacente
com centrdide F; e ALf, ¢ o mesmo que AL;, ou seja, é a distancia entre os

pontos P e F;.

—= Fronteira

Sy

Figura 6 Volume de controle com vizinho na fronteira
Legenda: Volumes de controle P e F; para a integragao com vizinho localizado na fronteira.

A seguir, mostra-se um exemplo para ficar clara a forma com que
se aplica o método dos volumes finitos com o diagrama de Voronoi nas
ocorréncias em que um VC contém VCs adjacentes na fronteira. Considere
o volume de controle com centréide P3 mostrado na figura (7). Os volumes
adjacentes ao VC com centréide P3, internos ao dominio, tém centréides
Nby, Nby e Nbs e os volumes adjacentes ao VC com centréide P, localizados

na fronteira, contém valores prescritos e descritos nos pontos Fi, F> e F3, m;

é o numero de volumes internos e adjacentes ao VC com centréide P, my
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é o numero de volumes de fronteira e adjacentes ao VC com centréide P e
n=my+my. Os valores das temperaturas nesses pontos sao representados
por ¢r;. Realizando-se a discretizagao da equagao do calor para um volume

localizado na fronteira, a equagao (2) torna-se

Figura 7 Volume de Voronoi
Legenda: Volume de Voronoi adjacente a VCs com centréides localizados na fronteira.

Nby, Nby e Nb3 sao os centrdides dos VCs internos ao dominio e Fj, F> e F3 contém valores
prescritos em pontos localizados na fronteira.

M opt S — Mpgp %‘: (t+At z+m> AS;
At =~ Nb P AL,‘

& ASF
t+At A 2OF
z; ( P ) ALF> ?

i

que pode ser reescrita como

t+At ZA t+At —B (4)
b . )
i=1 b
. ASE. My
em que ANbi = (Ciﬁil,) 7AF, = <£ALZ> ,AP = ZlflANb +2171AF + Al‘ 7B =
P ¢P + Y AF, ¢’+At . Dessa forma, tem-se a discretizacao da equacao do

calor com poligonos de Voronoi.
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A seguir, no algoritmo 5, é apresentado um pseudocédigo referente
a discretizacao da equacao do calor com poligonos de Voronoi, mostrado na
figura (1). Um sistema de equagoes lineares é gerado, em que a equacao
de cada VC da malha, interno ao dominio ou localizado na fronteira é,
respectivamente, conforme a equagao (3) ou conforme a equacao (4). No
pseudocddigo, os valores dos coeficientes sao armazenados em objetos que

representam os vértices da triangulacao de Delaunay.

Entrada: lista dos vértices da triangulacao de Delaunay.
Saida: lista dos vértices da triangulacao de Delaunay com os
coeficientes Ap, Anp, € B preenchidos.

1 inicio
2 para cada ( vértice interno P da triangulac¢ao de
Delaunay) faga

3 // Areap é a &area do VC com centréide P
4 PAp + I).AA#;

PB + p'AAtﬂ - PvalorTemperaturaEtapaAnterior;
5 para cada ( vértice Nb; adjacente a P) faga
6 P.ANb,. + 0;
7 se (vértice Nb; localiza-se na fronteira) entao
8 // ASp, e ALf, s&o calculados conforme
9 // mostrado na fig.(6)
10 P.AP<—P.AP+CL%;

p ALE

11 // valorTemperatura é definida pelas
12 // condigBes de contorno
13 P.B <~ P.B+ (Nb;.valorTemperatura - £ 22_ );
14 // Nb; localiza-se na fronteira,
15 // portanto F;=Nb;
16 senao
17 // AS; e AL; s&o calculados conforme
18 // mostrado na fig. (5)
19 PAp « PAp+ 530
20 B P-ANbi — P.AN[,[. — éﬁff:’

Algoritmo 5: Método dos volumes finitos.
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2.2.4 Resumo

Nesta secao, abordou-se a discretizacao da equacao do calor. Pri-
meiramente, na subsecdo (2.2.2), apresentou-se o modelo matemadtico que
descreve a difusao de calor em sélidos. Na subsecao (2.2.3), utilizou-se o
MVF com o diagrama de Voronoi. Por fim, apresentou-se um pseudocédigo

referente a essa discretizagao.

2.3 O método dos gradientes conjugados

Nesta secao, apresenta-se o método dos gradientes conjugados
(MGC). Em seguida, definem-se os passos do MGC e elabora-se um pseudo-
c6digo. Com o intuito de diminuir o ntimero de iteracoes, explica-se como

realizar o pré-condicionamento e o reordenamento dos vértices.

2.3.1 Consideragoes iniciais

Um sistema linear, na forma de um produto matricial, pode ser visto

como

Ax=b, (5)

de forma que A € R™" e os vetores x,b € R" sdo tomados como vetores
coluna. A solucao do sistema poderia ser calculada por meio da inversa da
matriz A, considerando que A seja inversivel, na forma x = A~!b. Porém, o
calculo da inversa apresenta imprecisao numérica, além de ser um algoritmo
com complexidade O(n*). Ver Niedu (2012), para detalhes.

O MGC foi, inicialmente, proposto por Hestenes e Stiefel (1952). Foi,
originalmente, desenvolvido como um método direto delineado para resolver

um sistema linear n x n positivo definido (BURDEN; FAIRES, 2010).
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O MGC é util na resolucao de sistemas esparsos, de tamanho elevado,
com n na casa de milhares ou milhoes, com entradas nao nulas que aparecem
em padroes prediziveis. Quando a matriz estd pré-condicionada, de forma
que os calculos sejam eficazes, bons resultados sao obtidos em, aproxima-
damente, \/n passos, tornando o MGC preferivel em relagdo a eliminagao
gaussiana e a outros métodos iterativos (BURDEN; FAIRES, 2010).

Na secao (2.3.2), mostra-se que, por meio da minimizacao de uma
funcao, encontra-se a solu¢ao do sistema linear. Na segao (2.3.3), define-se
0o MGC e um algoritmo em pseudocddigo. Na segao (2.3.4), mostra-se como
realizar um pré-condicionamento. Por fim, na segao (2.3.6), tem-se o resumo

deste capitulo.

2.3.2 Otimizacao para resolugao de sistemas lineares

A solucao de um sistema linear, conforme a equacao (5), pode ser
encontrada por meio da minimizacao de uma funcao f(x):R — R, sujeita
ax €R". A demonstracao de que a solugao do sistema linear é encontrada
a partir da minimizagao de f(x) pode ser encontrada em Burden e Faires
(2010).

O vetor x* é uma solucao do sistema linear definido positivo se e,
somente se, x* minimiza

xT Ax

fx) =5 b (6)

Ao derivar a equacao (6) em relagao ao vetor x, o resultado é um
vetor também pertencente a R", que satisfaz Vf(x*) = Ax* —b = 0. O gréfico
dessas fungoes apresenta um comportamento caracteristico, de forma que o

centro das curvas de nivel é justamente o minimizador de f(x).
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2.3.3 Definicao do método

O MGC consiste em, a partir de uma estimativa de solucao inicial,
minimizar o residuo r, tal que r = b — Ax, a cada iteracao k, em que 0 <
k <n-—1, ao longo de direcoes conjugadas. Calcula-se a solugao a partir de
uma direcao de busca dj; e um coeficiente ¥, denominado comprimento do

passo, conforme

X1 = X+ D1 digr (7)

A direcao de busca é definida de forma que

di = 1i—1 + Qr—1di—1 (8)

e o valor do residuo r; é dado por

k1 = T — g1 Adiy - 9)

Os coeficientes W% e @ sao calculados conforme

T
Te—17k—1
== 10
T Ad; (10)
e
rTrk
O = T k . (11)
Te—17Tk—1

Dessa forma, o residuo é minimizado ao longo das dire¢oes de busca.
A estimativa inicial pode ser xo =0, ro = b e di = ry. O processo iterativo
do MGC, formado pelas equagdes (7), (9), (8), (10) e (11), pode ser descrito

conforme apresentado no algoritmo (6).
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Entrada: Matrizes A e b.

Saida: Solucao x.

n < dimensao do vetor x;

// Definir o erro admitido, por exemplo, 1073.

€<+ 1073

// 0 erro deve ser maior que € na primeira iteragdo
erro < €+1;

// Valores para i=0. U e @y ndo sdo necessarios.

X < 0;
ro +— b — Axp;
dy < ro;
// Ha n+1 termos (0<i<n)
i+ 1;
enquanto ((i <n) e (erro > ¢)) faga
Y — rg‘lf/:;:; // equagdo (10)
Xi < xi—1+%d;; // equacdo (7)
erro W, // ||xil|~ é a norma infinita de x;

// Verifica se a préxima iteragdo serd executada
se ((i+1<n) e (erro>€)) entao

ri < ri—1 —iAd;; // equagdo (9)

Qi r.TriT:—l; // equagdo (11)

dit1 <—liri+(p,-d,-; // equagdo (8)
i+—i+1;

Algoritmo 6: Método dos gradientes conjugados.
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2.3.4 Pré-condicionamento

Segundo Burden e Faires (2010), ao utilizar um pré-
condicionamento, o MGC néo é aplicado diretamente na matriz A, mas sim
em uma outra matriz positiva-definida. O pré-condicionamento consiste
na substituicio da equacio (5) pelo sistema equivalente C~'Ax = C~'b, de
forma que C~! seja escolhido com o objetivo de se melhorar o condiciona-
mento do sistema original. Considerando-se A = C'A(C™)T, #=CTx e
b =C"'b, obtém-se a equacio Az = b.

Dado que 7 = C 'y, wp =C 'rp e dy = CTd, as equacdes que geram
o MGC podem ser reescritas, incorporando-se o pré-condicionamento. A

equagao (7), com o pré-condicionamento, fica

Xk :xk71+l§dk, (12)

em que o parametro %, conforme a equagao (10), fica

~ WT Wk—1
B, = k1780 13
T dTAd, (13)
A equagao (9) fica
fk =TIk—1— 1§kAdk. (14)

A equagao (8) fica

diy1 = C Twi+ Prdy. (15)
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O parametro ¢, conforme a equagao (11), fica

_ whw
@ = Tkik (16)
Wi 1 Wik—-1
Com as equacgoes (12), (13), (14), (15) e (16), tem-se o MGC pré-

condicionado.

2.3.5 Cuthill-McKee reverso

Para se reduzir o custo de execucao e armazenamento para se so-
lucionar um problema pelo MGC ¢é realizada a reordenacao da matriz de
coeficientes. Um algoritmo muito utilizado, por apresentar bons resultados,
é o algoritmo de Cuthill e McKee (1969). George (1971) verificou que a or-
dem inversa do reordenamento realizado pelo algoritmo de Cuthill e McKee
(1969) supera o original.

O algoritmo Cuthill-McKee reverso é um método de reordenacao,
que objetiva reduzir a largura de banda de uma matriz simétrica. A largura
de banda de uma matriz é a maior distancia do primeiro elemento nao-nulo
da matriz triangular inferior a diagonal principal. Segundo George, Liu e
Ng (1994), dado que a largura de banda da i-ésima linha de uma matriz A,
de dimensao n, é y;j(A) =i—min{(1 < j <n)|a;; € A,a;; # 0}, a largura de

banda y da matriz A, é dada por

v(4) = max{yi(4)|1 <i<n}

max{]i—j\, ’aiJ EA,CZ,‘J 75 0}.

Esse algoritmo realiza o reordenamento dos vértices de modo que, na matriz
gerada, os elementos nao nulos irdo localizar-se mais préximos da diagonal.

Esse algoritmo nao garante que sera encontrada a menor largura de banda
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possivel, no entanto, na pratica, bons resultados sao obtidos.

Considera-se o profile {, da matriz A, tal que {(A) =Y, yi(A), em
que n é o nimero de linhas da matriz A. George (1971) verificou que o algo-
ritmo Cuthill-McKee reverso apresenta resultados melhores em relacao ao
original, havendo, frequentemente, uma reducao do profile, mas mantendo
a largura de banda da matriz.

No algoritmo (7), tem-se o pseudocddigo do algoritmo Cuthill-
McKee reverso, baseado na busca em largura. Esse algoritmo difere-se do
algoritmo de busca em largura convencional em relacao a ordem de visitagao
dos vértices, que se da em ordem crescente de grau dos vértices. A saida do
algoritmo ¢ a lista dos vértices ordenados.

Cuthill e McKee (1969) verificaram que a qualidade da ordenacao de
seu algoritmo depende do vértice inicial. Uma opcao proposta para vértice
inicial é o vértice de grau minimo, que apresenta bons resultados, embora
sem garantias. Uma outra proposta é apresentada a seguir.

Vértice pseudoperiférico

Um estudo, elaborado por George e Liu (1979), propde utilizar um
vértice inicial a partir de um par de vértices que se encontra o mais dis-
tante possivel entre si. Alguns conceitos sao importantes para entender o
funcionamento desse algoritmo.

Considere um grafo G = (Ly,Lg), em que Ly é um conjunto de
vértices e Ly o conjunto de arestas do grafo G. A excentricidade de um
vértice v € Ly, é dada pela maior distancia d(v,u) entre v e um vértice
u € Ly, tal que u # v, dado que a distancia entre dois vértices é o tama-
nho do menor caminho entre eles. Um caminho é um conjunto ordenado
de vértices distintos (vo,vi,...,vk), tal que v; é adjacente a v;11, ou seja

vi €adj(viy) para i=0,1,...k— 1. Portanto, a excentricidade 7 de v € Ly é
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Entrada: Vértice raiz r
Saida: Lista L de vértices ordenados

inicio
i+ 1;
// Insere vértice raiz r no final da fila.
Fila + r;
// Marca vértice raiz r como visitado.

Visitou(r) < Verdadeiro;,
enquanto (Vazia(Fila) = Falso) faga

//

// Remove o primeiro vértice da fila.

v < Fila;

// Insere o vértice v na posigdo i da lista de
// vértices ordenados.

L(i) < v;

i+—i+1;

// Ordena vértices adjacentes & v em ordem

// crescente de grau.

OrdenaAd jacentes(v);

para cada (vértice w adjacente a v em ordem crescente
de grau) faga

se (Visitou(w) = Falso) entao

// Insere vértice w no final da fila.
Fila < w;

// Insere o vértice w na posigdo i da
// lista de vértices ordenados.

L(i) + w;

i+~ i+1;

// Marca vértice w como visitado.
Visitou(w) < Verdadeiro;

Inverte a ordem dos vértices na lista L.

InverterOrdem(L);
retorna L;

Algoritmo 7: Cuthill Mckee reverso
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dada pela maior distancia, de forma que 7(v) = max{(Yu € Ly Au#v)d(v,u)}.
O diametro ¥ de G é a maior excentricidade encontrada em G, ou seja,
k(G) =max{ (Vv € Ly)t(v)} = max{(Vv,u € Ly)d(v,u)}. Um vértice periférico
v € Ly é aquele cuja excentricidade é igual ao diametro do grafo, de forma
que 7(v) = k(G). Ja um vértice pseudoperiférico possui sua excentricidade
proxima ao diametro do grafo.

Uma estrutura de nivel de um dado né v € Ly é o particionamento
Z(v) de Ly, satisfazendo £ (v) = {Lo(v),L1(v),.-Le()(v)} em que Lo(v) =
{v}Li(v)=adj(Lo(v)) e Li(v) =adj(Li—1(v)) — Li—2(v),i =2,3,...7(v). Dessa
forma, os vértices com excentricidade 7 de v se encontram no conjunto
L) (v).

Com esses conceitos apresentados, é possivel entender o funciona-
mento do algoritmo (8), que apresenta um pseudocddigo referente ao algo-

ritmo de George e Liu (1979).

2.3.6 Resumo

Nesta se¢ao, apresentou-se a definingao do MGC bem como as suas
principais caracteristicas. Também foi descrito um pseudocddigo, que pode
ser observado no algoritmo (6), pagina 37, a fim de resolver um sistema
linear do tipo Ax = b.

Com o intuito de se otimizar o nimero de iteragoes, na subsecao
(2.3.4), foi apresentado como realizar o pré-condicionamento da matriz de
coeficientes. Também foi exposto, na subsegao (2.3.5), um algoritmo de
reordenacao da matriz de coeficientes, o algoritmo Cuthill-McKee reverso,
conforme o algoritmo (7), na pagina 41. Ainda, a fim de melhorar o desem-
penho do algoritmo de reordenacao, apresentou-se um algoritmo que busca

um vértice pseudoperiférico, utilizado como vértice inicial no algoritmo de
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Entrada: Vértice raiz v
Saida: Vértice pseudoperiférico ¢
inicio

// Construir a estrutura de nivel de v.

L) = {Lo(V)s L (V) Loy (0)

repita

// u é utilizado como controle do lago de
// repetigdo.

U< v;

// Busca entre os vértices de maior

// excentricidade aquele com grau minimo.
t < Vértice com grau minimo € Ly, (v);

// Construir a estrutura de nivel de ¢.
L) = {Lo(0), L (1), s L) (1)

// Verifica qual tem maior excentricidade.
se (7(t) > t(v)) entao

| ver

até (u=v ),

tv;

retorna t;

Algoritmo 8: Encontrar vértice pseudoperiférico

43
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reordenagao, que pode ser observado no algoritmo (8), pagina 43.

2.4 Suavizacao laplaciana

Uma forma de melhorar a qualidade da malha é aplicar um método
de suavizagao, que reduz a distorcao dos elementos ajustando a localizagao
dos nds. Um método de suavizacao bastante conhecido é a suavizagao la-
placiana, que move um vértice para o baricentro do poligono formado pelos
seus vértices incidentes. Segundo Freitag (1997), esse método opera heuris-
ticamente e nao garante a melhoria na qualidade dos elementos. A forma
simplificada da suavizagao laplaciana, aplicada a um né P, pode ser escrita

na forma

m n n

ity 0pi(S} — Sp)
i1 Op;

spt = spapE

em que Sp = (x,y) é a posigao do vértice P para duas dimensoes, S;’f] é a
posicao do né P na etapa n+ 1 de suavizagao, S;’s sao as posicoes dos nos
adjacentes a P, wp; ¢ o peso da aresta que conecta P ao i-ésimo né vizinho
e 0 < B <1 éum parametro de adaptatividade que controla a amplitude do
movimento, definido localmente ou globalmente.

Com o intuito de evitar as possiveis distor¢oes de sucessivas itera-
¢oes, Taubin (1995a, 1995b) propoés combinar duas suavizagoes sucessivas:
Sl = S+ AASE e S5 = ST — uASET! em que ASh = m;;"i;iw e 0s
parametros quantificadores do movimento 0 < A < . Taubin, Shang e Go-
lub (1996) ainda analisam as propriedades desse método e expdoem como
minimizar seu tempo de execucao. Essa suavizacao é também chamada de

suavizacao A /u. Kobbelt et al. (1998) orientou utilizar A = yu = 1, nome-

ando esse método de suavizacao bi-laplaciana.
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2.5 Malhas moveis

Nesta secao, aborda-se alguns detalhes sobre malhas méveis, como
o principio de equidistribuicao e a computacao em malhas méveis. Também
sao apresentados trabalhos que pretendem solucionar equacoes diferenciais
parciais por diferentes métodos, como o método dos volumes finitos, dos ele-
mentos finitos e das diferencas finitas, utilizando os mais variados tipos de
malhas, como, por exemplo, o diagrama de Voronoi. Também sao apresen-
tadas técnicas de movimento de vértices baseadas em formulacao laplaciana
e trabalhos que utilizam a suavizacao laplaciana para melhorar a qualidade

da malha.

2.5.1 Consideragoes iniciais

A utilizacdo de métodos adaptativos de malhas proporciona uma
melhora significativa na precisao e eficiéncia na geracao de malhas. Os
métodos de malhas méveis possuem vantagem em relagdo ao refinamento
adaptativo por insercao de nés pois, com o aumento da quantidade de nods
hé o aumento do esforco computacional necessario para solucionar a malha.
Os métodos em que ocorrem insercao de nés sao robustos em problemas com
regioces de rapida variacao de acordo com o tempo mas, tendem a se tornar
ineficientes devido ao continuo reajuste, tornando sua execuc¢ao dispendiosa
(HUANG; REN; RUSSELL, 1994).

Muitas pesquisas sao focadas em obter solucées com baixo esforco
computacional e alta precisao na aproximacao, utilizando malhas adapta-
tivas para simular fenomenos fisicos. Algumas dessas pesquisas utilizam
malhas moéveis com discretizacoes de EDPs por volumes finitos, por exem-

plo, Dam e Zegeling (2006), Mackenzie (1996), Springel (2009, 2011), Tan
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et al. (2004) e Tan, Tang e Zhang (2006). Mesmo com os recentes avan-
cos obtidos nessas e em outras pesquisas, acredita-se que pode-se obter um
esquema de malhas moéveis mais simples que os apresentados na literatura,
com custo computacional bastante baixo.

Na préxima secao, (2.5.2), aborda-se uma classificagdo dos méto-
dos adaptativos para resolucao de equacoOes diferenciais parciais. Explica-
se o principio de equidistribui¢ao na se¢ao (2.5.3) e, na secao (2.5.4), a
computa¢ao em malhas méveis. Apresenta-se, na se¢ao (2.5.5), uma re-
visao dos métodos de malhas moveis na resolucao de diversos problemas.
Na segao (2.5.6), apresentam-se trabalhos que realizam melhorias na quali-
dade da malha por meio da suavizagao laplaciana e, na se¢ao (2.5.7), tem-se
trabalhos que realizam o movimento dos vértices baseado na formulagao
laplaciana, com o intuito de obter melhorias na aproximacao da solugao da

EDP. Por fim, na segao (2.5.8), tem-se o resumo desta segao.

2.5.2 Adaptatividade

E comum impor alguma forma espacial na malha e, em seguida, dis-
cretizar a solugao, utilizando-se elementos finitos, diferengas finitas ou volu-
mes finitos. No entanto, tal estratégia pode nao ser eficaz no caso de estru-
turas que envolvam escalas de pequeno comprimento, ocasionando grandes
erros. Nesses casos, pode ser benéfico utilizar alguma forma nao uniforme
de malha, adaptada para a solucao, na qual serao realizados os cdlculos. As
vantagens dessa estratégia podem ser a reducao dos erros, melhor condici-
onamento do sistema e melhor eficiéncia computacional. Infelizmente, isso
adiciona um nivel extra de complexidade ao sistema, que pode conduzir a

um custo computacional adicional e também a uma possivel instabilidade

numérica (BUDD; HUANG; RUSSELL, 2009).
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Métodos adaptativos para resolucao de equagoes diferenciais parci-
ais podem ser divididos em trés categorias: abordagem & de refinamento,

abordagem p de refinamento e abordagem r de refinamento.

Segundo Oliveira et al. (2013): Na abordagem h de refinamento, inicia-se
a simulagao com uma malha inicial e essa malha é refinada ou simplificada
por meio da inclusao ou da remocao de pontos. Geralmente, a estraté-
gia utilizada na inclusao ou na remocgao dos pontos é orientada por uma
estimativa a posteriori de erro da solucao. Isso é chamado, geralmente,
de refinamento adaptativo de malhas por usuarios do método dos volumes

finitos.

Na abordagem p de refinamento, segundo Budd, Huang e Russell (2009
apud OLIVEIRA et al., 2013), utiliza-se uma discretizacao de EDPs por
elementos finitos com polinémios de uma ordem particular. Essa ordem é
incrementada ou decrementada de acordo com os erros da solucao. Pode-
se combinar essa abordagem com o refinamento h para se utilizar uma
estimativa a posteriori de erro da solugdo. Com essa combinagdo, tem-se
a subcategoria de refinamento hp, cujo objetivo é a obtencao da solugao
dentro de um erro prescrito limitado pelos procedimentos de refinamento

(BUDD; HUANG; RUSSELL, 2009 apud OLIVEIRA et al., 2013).

No refinamento r, o nimero de pontos da malha é fixo e esses pontos sao
movidos de forma que sejam concentrados nas regioes de grande variacao da
solucao em fungao do tempo. Na comunidade de volumes finitos, sdao cha-
mados, geralmente, de malhas méveis. Segundo Eleftheriou (2011), essa
abordagem de refinamento pode ser, em geral, utilizada para problemas
transientes por causa da mobilidade da malha, que facilita lidar com inte-
gradores de tempo. Entretanto, sua limitagao esta na dificuldade em definir
um intervalo de tempo adequado, uma vez que os nés variam de posicao
ao longo do tempo, podendo ocorrer o entrelacamento de arestas. Ainda,
a aplicabilidade da adaptatividade r é limitada devido ao ntmero fixo de

graus de liberdade e a uma conectividade constante dos poligonos da ma-
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lha. Com isso, a adaptatividade r é, tipicamente, utilizada para acelerar
0 processo computacional em vez de ser utilizada para se alcancar uma

precisao prescrita.

No contexto de malhas moveis, a andlise da adaptatividade foca
em como otimizar a escolha dos pontos da malha, de forma que o custo
computacional seja correlacionado com o niimero de pontos utilizados (HU-
ANG; RUSSELL, 2011). Os pontos da malha sao concentrados em regioes
em que ha erro ou gradiente grande da solugao. Segundo Huang e Rus-
sell (2011), a andlise da adaptatividade foca em como otimizar a escolha
dos pontos da malha, de forma que o custo computacional é correlacionado
com o numero de pontos utilizados na malha. A adaptatividade r deriva
do principio de realocagao, pois a localizagao dos pontos é dinamicamente

realocada durante o curso da computacao numérica.

Segundo Oliveira et al. (2013), como afirmam Huang e Russell (2011 apud
OLIVEIRA et al., 2013), os métodos de malhas méveis ainda estao em uma
fase relativamente inicial de desenvolvimento. Muitos deles estao em estagio
experimental e, quase todos, requerem uma justificativa mateméatica adi-
cional. Como também explicam Huang e Russell (2011 apud OLIVEIRA
et al., 2013), uma andlise rigorosa dos métodos de malhas méveis, para
resolver EDPs dependentes do tempo, s6 foi realizada para alguns modelos
muito simples de problemas. Ainda, também explicam que muitas formas
de se melhorar sua eficiéncia e robustez serao, sem duvida, desenvolvidas.
Como, por exemplo, ainda sao necessarios mais estudos numéricos siste-
maticos de como se reduzir os custos na resolugao de todo um sistema de
malha e EDPs, bem como estudos em como equilibrar a adaptacao espacial

e temporal de uma malha.
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2.5.3 Principio da equidistribuicao

Segundo Oliveira et al. (2013), o principio de equidistribuigao (PE) foi
originalmente introduzido por Boor (1973). Com esse principio, busca-se
rearranjar os nés de uma malha de forma que uma determinada medida
seja distribuida equitativamente ao longo de cada subintervalo da malha.
Essa medida pode ser, por exemplo, uma medida de erro que serd compa-
rada com a medida de um elemento desejavel, hipoteticamente 6timo. A
diferencga entre cada elemento da malha e o elemento desejavel serd, apro-
ximadamente, a mesma para todos os elementos existentes. De acordo com
Askes (2000) e Oliveira et al. (2013), algumas restrigdes topoldgicas, como
cantos nao convexos em problemas multidimensionais, podem impedir um
movimento de pontos ideal, por isso, nao se pode garantir que a equidistri-

buicao seja satisfeita para todos os elementos da malha.

Segundo Oliveira et al. (2013), ao aplicar o PE em um problema
unidimensional, redefine-se a posicao dos nos, distribuindo-se, equitativa-
mente, um medida denominada funcao peso, em todo o dominio. Em um
problema unidimensional, por exemplo, a posicao dos nés x;, parai=1..N é
realocada, distribuindo-se a func¢ao peso M(x) em todo o dominio, conforme
JiF M(x)dx = [ M(x)dx, para 1 <i <N —1. No formato discreto, essa

equacao ¢ aproximada por
Mi_le,-_l ZMiAXi, para 1 <i<N- 1, (17)

em que Ax;_| =x;—x;_1 é o tamanho local da malha e M; | representa a esti-
mativa discreta de M(x) no intervalo [x;,_1,x;]. Com a distribui¢ao uniforme
ao longo de todo o dominio, tem-se que S M(x)dx = [+ M(x)dx = c, para

0<i<N-1, em que ¢ é uma constante.

Segundo Oliveira et al. (2013), as primeiras aplicagoes do PE, os tra-
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balhos de Dwyer, Raiszadeh e Otey (1981), Dwyer, Sanders e Kee (1979),
Gnoffo (1980) e White (1982) resolvem problemas em mecanica dos fluidos
e transferéncia de calor em uma dimensao. White (1982 apud OLIVEIRA
et al., 2013) recorreu ao comprimento do arco da solu¢ao como fungao mo-

nitora,

M) = /1 + 2. (18)

Considere-se um exemplo unidimensional, retirado de Oliveira et al.
(2013) o qual foi originalmente adaptado de Zhijun (2005), para ilustrar
a ideia principal do PE. Seja f(x) = tanh(%). Considere-se ainda um
subconjunto no intervalo [0, 1]. Suponha-se agora que xp < x| < ... < X, em
que xo =0 e x, = 1. Neste contexto, no gréfico a esquerda da figura (8), a
malha é dividida uniformemente, podendo-se observar a malha adaptativa
gerada pelo PE no gréfico a direita da figura (8). Nesse caso, a funcao
monitora foi baseada no comprimento do arco, expressa por (18) e os pontos

sao distribuidos igualmente na curva da solugao satisfazendo (17).

Figura 8 Comparagao utilizando o PE e uma malha uniforme

Legenda: Comparagao entre o PE utilizando o comprimento do arco (& direita) e uma
malha dividida uniformemente (& esquerda) com dez pontos. Exemplo extraido de Oliveira
et al. (2013) e originalmente adaptado de Zhijun (2005).

Exemplos similares podem ser encontrados em Li, Tang e Zhang

(2001), Zegeling (1996) e Zhijun (2005). Para mais informagoes sobre o
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PE, verifique Huang e Russell (2011), onde se apresentam os principios
basicos da adaptatividade e estratégias de movimentos de malha em casos

unidimensionais e multimensionalis.

2.5.4 Computagao em malhas moveis

Segundo Huang e Russell (2011 apud OLIVEIRA et al., 2013), o problema
de se computar solugoes de EDPs, utilizando métodos de malhas médveis

pode ser separado em trés problemas:

e Uma fungao de densidade da malha, também chamada de fungao mo-
nitora, é necessaria para guiar a redistribuicao dos pontos da malha
na evolucao da EDP. Essa funcado monitora, normalmente, é restrita
tanto para equidistribuir essa redistribuicao, quanto para se obter um
relaxamento da malha na busca de um estado equidistribuido. A es-
colha da funcao monitora pode depender do comprimento de arco da
solugao em problemas unidimensionais, na curvatura da solucao e em
erros a posteriori (HUANG; RUSSELL, 2011 apud OLIVEIRA et al.,
2013).

e Determinada a fun¢ao monitora, deve-se verificar uma malha que se
equidistribui de alguma maneira. O problema da equidistribuicao em
si é um problema algébrico nao linear (HUANG; RUSSELL, 2011
apud OLIVEIRA et al., 2013).

e A EDP é, entao, discretizada, tanto no dominio computacional da ma-
lha quanto no dominio fisico original e, geralmente, elementos finitos

ou volumes finitos sao empregados (OLIVEIRA et al., 2013).

Na prética, qualquer que seja a escolha da funcao monitora, alguma suavi-
zagao espacial (e temporal) é empregada. Segundo Huang e Russell (2011
apud OLIVEIRA et al., 2013), a chave para o sucesso dos métodos de
malhas méveis reside na escolha adequada dessa funcao de densidade da

malha. Essa funcao controla a concentragao de pontos na malha por meio
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do PE e, tipicamente, mensura-se a dificuldade na aproximagao numeérica
espacial do problema fundamental. Ainda de acordo com Huang e Russell
(2011 apud OLIVEIRA et al., 2013), a selegdo da fungdo de densidade da
malha pode ser baseada na estimativa de erro de interpolacao, na invari-
ancia de escala ou em uma estimativa de erro a posteriori, com o limite
6timo para o erro de interpolacao ou o erro da solugao, também obtido

pela malha equidistribuida correspondente (OLIVEIRA et al., 2013).

Huang e Russell (2011) apresentam diversas equagoes de malhas para
problemas estacionarios e dependentes do tempo, abordando-se questoes
praticas de implementacao, incluindo a discretizacao de equagoes de malhas

e questoes sobre adaptatividade de malhas no contexto multidimensional.

2.5.5 Uma revisao de métodos de malhas médveis

Ja foi desenvolvida e aplicada uma grande variedade de métodos de
malhas médveis, de uma e duas dimensoes, na resolucao de diversos pro-
blemas, conforme pode-se verificar, por exemplo, em Hawken, Gottlieb e
Hansen (1991) e Tang (2005), em que ha revisao de técnicas em malhas mé-
veis de suas aplicagoes na dinamica de fluidos computacional. Ainda, varios
outros métodos, especialmente multi-dimensionais, tém sido desenvolvidos
e utilizados com sucesso (SPRINGEL, 2009, 2011; TAN et al., 2004; TAN;
TANG; ZHANG, 2006).

A seguir, sao apresentadas algumas propostas de resolucao de pro-
blemas utilizando malhas méveis. Também sao apresentados alguns dos tra-
balhos desenvolvidos por Mutioz et al. (2012), Springel (2005, 2009, 2011),
Tan (2007), Tan et al. (2004), Tan, Lim e Khoo (2007) e Tan, Tang e Zhang
(2006).

Algumas propostas de malhas maéveis
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De acordo com Marlow (2010), os métodos para movimentar os pon-
tos de uma malha podem ser classificados em duas formas: os métodos com
base na localizacao dos pontos e os métodos com base na velocidade dos
pontos. Nos métodos com base na localizacao, utiliza-se um método para
controlar diretamente a posicao dos pontos da malha e, nos métodos com
base na velocidade, um método é utilizado apenas para proporcionar a ve-
locidade da malha, encontrando-se a posicao dos pontos por um esquema
a cada intervalo de tempo, como o método Forward Euler. Dois trabalhos
apresentam uma visao geral desses métodos: Hawken, Gottlieb e Hansen
(1991), comentado anteriormente nesta segao, e Budd, Huang e Russell
(2009). Em Marlow (2010, 2011), utilizam-se malhas méveis com elementos
finitos continuos para resolver EDPs parabdlicas nao lineares com fronteiras
moveis por meio de um método adaptativo. Marlow (2010, 2011) descre-
vem os métodos utilizados em detalhes. Também sao apresentados exemplos
computacionais, com diferentes funcoes monitoras aplicadas a equacao de
meios porosos, em uma e duas dimensoes espaciais.

Duffell e MacFadyen (2011) generalizam o método para a solugao
numérica de sistemas de equagoes hiperbdlicas utilizando um diagrama de
Voronoi dindmico. O diagrama de Voronoi foi utilizado para gerar malhas
moveis para a solucao de sistemas multidimensionais das leis de conser-
vagao na forma de volumes finitos. Os pontos da malha sao livres para
se movimentar com uma velocidade arbitrdria, de modo que a escolha da
velocidade zero resulta na formulagao euleriana. Movimentar os pontos
na velocidade local do fluido torna a formulacao efetivamente lagrangeana.
Um cédigo, TESS, foi escrito para resolver as equacoes hidrodinamicas e
magneto-hidrodinamicas compressiveis para fluidos relativistas e nao relati-

vistas. Esse codigo foi modularizado, tornando-o facilmente adaptado para
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solucionar sistemas de equagoes gerais.

Olivier e Alauzet (2011) realizaram simulagoes, em 3D, envolvendo
geometrias méveis sujeitas, potencialmente, a grandes deslocamentos. Apre-
sentaram dois métodos para lidar com deslocamentos grandes nas simulagoes
com malhas méveis: o primeiro método consiste em movimentar a malha, o
quanto for possivel, mantendo a topologia fixa. Um inconveniente é que, ao
movimentar a malha com uma topologia fixa, piora-se a forma dos elemen-
tos, o que influencia negativamente na precisao da solucao e também retarda
a computacao, pois o intervalo de tempo é controlado pelo elemento minimo
de malha, isto é, a abordagem é sujeita a condi¢do Courant-Friedrichs-Lewy
(CFL) (COURANT; FRIEDRICHS; LEWY, 1928). O segundo método ob-
jetiva manter a qualidade da malha o melhor possivel, enquanto movimenta
os pontos, refazendo a malha utilizando operagoes locais, como adi¢ao de
vértices, colapsos de vértices, alteragoes na conectividade e deslocamento
dos vértices. Essa estratégia permite manter a qualidade da malha aceita-
vel, entretanto, isso induz a um ntmero grande de etapas de interpolacgao.
Detalhes desse método podem ser encontrados em Bruchon, Digonnet e Cou-
pez (2009), Compére et al. (2010), Dobrzynski e Frey (2008) e Lohner et al.
(1999). Um solucionador HLLC (Harten-Lax-van Leer-Contact) (TORO;
SPRUCE; SPEARES, 1994) aproximado de Riemann é utilizado em Olivier
e Alauzet (2011). Também utiliza-se um método de reconstrucao do tipo
MUSCL para melhorar a precisao do sistema.

McNally, Lyra e Passy (2012) utilizam uma metodologia rigorosa
para comparar resultados de diferentes codigos em duas dimensoes para a
solugao do problema de instabilidade de Kelvin-Helmholtz (KHI). O KHI é
uma das mais importantes instabilidades hidrodinamicas e representa uma

regra signifitiva em varias partes da astrofisica. O problema é testado nos
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c6digos Pencil Code !, Athena 2, Enzo 2, NDSPMHD * e no cédigo Phurbas,
desenvolvido por Maron, McNally e MacLow (2012).

Silva et al. (2012) propuseram uma técnica alternativa para atuali-
zacao de malhas que se submetem a alteragoes geométricas e topoldgicas.
Explora-se a propriedade Weighted Delaunay Triangulation, que pode ser
utilizada para, implicitamente, definir a conectividade da malha. Em vez
de se manterem as informagoes de conectividade, simplesmente, mantém-
se uma colecao de pesos associados a cada vértice. Essa propriedade da
triangulagao de Delaunay é o fato de que todos os vértices podem ser emer-
gidos em um poliedro convexo em uma dimensao extra, também conhecida
como lifting property. Porém, o mesmo nao se aplica a malhas que nao sao
de Delaunay. Nesse trabalho também descreve-se um mecanismo para su-
avizacao das transicoes entre as malhas emergidas com diferentes niveis de
refinamento.

Proposta de Tan e colaboradores e trabalhos relacionados

Tan et al. (2004) mostraram que, nos métodos de malhas méveis, os
intervalos de tempo sao proporcionais ao tamanho do menor volume espa-
cial da malha e, como resultado, os volumes sao cada vez menores a cada
intervalo de tempo. Nesse trabalho, foi desenvolvido um algoritmo de esca-
lonamento local de tempo para métodos de malhas méveis. A ideia principal
foi apresentada pela investigacao das leis de conservacao nao lineares hiper-
boélicas.

Tan, Tang e Zhang (2006) propuseram um método simples de malha
movel para resolver equacoes de campo de fases. Sua estratégia numérica

baseou-se na abordagem proposta em Li, Tang e Zhang (2001) para separar

Thttp://pencil-code.nordita.org/
2https://trac.princeton.edu/Athena/
3http://enzo-project.org/
“http://users.monash.edu.au/~dprice/software/index.html
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a malha moével e a evolucao da EDP. As equagoes de campo de fases foram
discretizadas por um método dos volumes finitos e o movimento da malha
foi realizado resolvendo as equacOes euleriana-lagrangeanas com a fungao
monitora baseada em gradiente.

Tan (2007) resolveu problemas magneto-hidrodinamicos (MHD) por
meio de técnicas de malhas moveis adaptativas, com malhas quadrangulares.
Tan, Lim e Khoo (2007) resolveram um modelo de campo de fases para o
fluxo da mistura de dois fluidos incompressiveis, as equacgoes de Navier-
Stokes e Allen-Cahn, com malhas adaptativas quadrangulares. Tan (2007)
e Tan, Lim e Khoo (2007) utilizaram uma estratégia baseada na proposta de
Li, Tang e Zhang (2001), para separar o movimento da malha e a evolucao
da EDP a cada intervalo de tempo. Tan (2007) obteve a solucao adaptativa
da malha pela resolugcao de um conjunto de EDPs elipticas, nao lineares,
para o mapa da malha.

Nos trabalhos de Tan (2007) e Tan, Lim e Khoo (2007), a aproxima-
¢ao da solucao do sistema gerado foi obtida por meio do método iterativo
Gauss-Seidel. As iteragoes ocorrem até que nao existam alteracoes signifi-
cativas no cédlculo da nova malha, entre uma iteragdo e sua sucessora. Os
autores afirmam que, na pratica, algumas iteraces foram necessarias a cada
intervalo de tempo, mas o custo para gerar a malha nao foi tao dispendioso.
Em comparacao com o método Fourier-spectral, utilizado por Liu e Shen
(2003), o trabalho de Tan, Lim e Khoo (2007) necessitou de menos pon-
tos na malha, com economia de custo computacional, para obter o mesmo
resultado.

Uma escolha apropriada da funcao monitora gera malhas com quali-
dade em termos de suavizagao, obliquidade e relagao de aspecto. Tan (2007)

afirma que existem diversas escolhas possiveis da funcao monitora para mo-
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delos aproximativos MHD. Entre as escolhas de funcoes monitoras, uma es-
colha convencional, segundo Tan, Lim e Khoo (2007), do tipo comprimento

do arco, é @ = +/1+ a|V@|?>. Uma outra, segundo Tan (2007), que depende

da magnitude do valor e do gradiente da solugao, é ® = /1 + a|u[> + B|Vul2.
Nessas fungoes, o e B sdo considerados parametros de “adaptatividade”,
que controlam a amplitude da adaptatividade. Para valores altos de o e 3,
tem-se uma maior adaptatividade. Para o e B iguais a zero, tem-se @ = 1,
representando uma malha uniforme. Os valores de a e  sdo dependentes do
problema, nao existindo uma regra direta para a escolha desses parametros.
Segundo Tan, Lim e Khoo (2007), em muitos casos, as fungoes monitoras
envolvem parametros definidos pelo usudrio que precisam ser obtidos por
experimentos iniciais.

Uma fungao monitora aperfeicoada envolve um parametro depen-
dente do tempo, que € escolhido automaticamente. Para detalhes, verifique
os trabalhos de Beckett et al. (2002), Mackenzie, Robertson e Beckett (2006)
e Zegeling (2004, 2005). Huang e Russell (1999) e Huang e Sun (2003) gene-
ralizaram uma funcao monitora com um parametro dependente do tempo e
com um parametro 8 que controla a propor¢ao dos pontos em regioes criti-
cas. Em Tan, Lim e Khoo (2007), escolheu-se f = 0,5 e, consequentemente,
metade dos pontos localizou-se em regioes criticas.

Propostas de Springel e outros

De acordo com Springel (2009), atualmente, simulagoes hidrodina-
micas cosmologicas, geralmente, empregam a técnica hidrodinamica de par-
ticulas suavizadas de Lagrange (smoothed particle hydrodynamics - SPH)
ou a técnica hidrodinamica de Euler, em uma malha cartesiana com refi-
namento opcional da malha adaptativa (adaptive mesh refinement - AMR).

Ambos os métodos tém desvantagens que impactam negativamente na sua
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exatidao em determinadas situacoes, por exemplo, a supressao da instabili-
dade de fluidos no caso SPH, a falta de invariancia de Galileu e a presenca
de overmizing no caso do AMR. Springel (2009) prop6s um novo esquema
que, em grande parte, eliminou esses pontos fracos. Baseou-se em malhas
moveis, irregulares, definidas pelo diagrama de Voronoi de um conjunto de
pontos discretos.

Em Springel (2009), a malha é utilizada para resolver as leis de
conservacao hiperbdlicas de hidrodinamica ideal, por volumes finitos, com
base em um esquema de Godunov de segunda ordem, nao divisivel, com um
solucionador exato de Riemann.

De acordo com Springel (2011), é possivel obter um comportamento
lagrangeano em métodos baseados em malhas, se for permitida que a malha
se mova de acordo com o fluxo. No entanto, tal abordagem tem sido, muitas
vezes, repleta de problemas substanciais, relacionados ao desenvolvimento
de irregularidades na topologia da malha. Springel (2011) descreve um
esquema que elimina esses problemas. Esse esquema baseia-se em malhas
moveis, irregulares, definidas pelo diagrama de Voronoi de um conjunto de
pontos discretos. Em Springel (2011), resolveu-se o mesmo problema de
Springel (2009) utilizando-se esse esquema proposto.

Pakmor, Bauer e Springel (2011) discutem a implementacao de um
problema magneto-hidrodinamico (MHD) ideal em uma malha mdvel, uti-
lizando o cdédigo de volumes finitos hidrodinamicos AREPO, desenvolvido
por Springel (2009), que combina algumas das vantagens dos métodos eu-
lerianos e lagrangeanos em uma técnica computacional simples. O cédigo
AREPO é um método de volumes finitos, com precisao de segunda ordem,
que resolve as equagoes de Euler baseadas na reconstrucao linear por partes

e no calculo do fluxo hidrodinamico em toda face de célula com um solu-
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cionador exato de Riemann. A malha computacional é construida como
um diagrama de Voronoi de um conjunto de pontos geradores de malha.
O esquema AREPO combina a precisao de malhas baseadas na hidrodina-
mica com a adaptatividade natural e a invariancia translacional, fornecido,
geralmente, por técnicas SPH.

Greif et al. (2011) utilizaram uma série de simulagoes de alta re-
solucao hidrodinamica, realizadas com malhas moéveis, semilagrangeanas,
utilizando o c6digo AREPO, com o intuito de estudar a influéncia dos pa-
rametros ambientais no nivel de fragmentacao. Nesse trabalho, os autores
estudaram o colapso de gases em miniauréolas refinadas.

Hef e Springel (2012) realizaram testes, analisando a evolucao de
galdxias, com os esquemas de particulas suavizadas hidrodinamicas de La-
grange (SPH) (SPRINGEL, 2005), particulas de Voronoi hidrodinamicas
(VPH) (HES; SPRINGEL, 2010) e o cédigo AREPO de malhas méveis hi-
drodinamicas (SPRINGEL, 2009). Como resultado, o método VPH leva a
um stripping do gas da galdxia mais rapido do que o método SPH e, em
melhor acordo com o cédigo da malha que o método SPH. Mostra-se que,
apesar do fato de que o método VPH nao é tao preciso quanto o cédigo de
malhas moveis, nos casos investigados, a maior precisao das estimativas de
inclinacao pode tornar o método VPH como uma alternativa atraente ao
método SPH.

Murtioz et al. (2012) descreveram uma nova formulacao de viscosi-
dade hidrodinamica continua, que resolve as equagoes do movimento sobre
uma malha de Voronoi, criada por um conjunto de pontos geradores da ma-
lha. Os pontos podem se mover de uma forma arbitrdria, mas o movimento
mais natural é dado, por si s6, pela velocidade do fluido de tal forma que

a malha se ajusta dinamicamente em funcao do fluxo. Essa implementacao
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considera as equacoes totais de Navier-Stokes em 2D e em 3D. Munoz et al.
(2012) propuseram uma abordagem para calcular os fluxos viscosos precisos
para uma malha de Voronoi dindmica e para formular um solucionador por

volumes finitos das equacoes de Navier-Stokes.

2.5.6 Trabalhos que utilizam a suavizagao laplaciana

Nesta subsecao, apresentam-se alguns trabalhos que utilizam a sua-
vizacao laplaciana, a fim de obter melhorias na qualidade da malha.

Ohtake, Belyaev e Bogaevski (2001) apresentam um conjunto de
ferramentas de suavizacao de malhas triangulares baseadas no laplaciano.
Realizam comparacoes graficas de um método proposto, baseado no fluxo
médio da curvatura (mean curvature flow), com a suavizacao laplaciana
simplificada, com a suavizagao de Taubin (1995a, 1995b), com a suavizacao
bi-laplaciana, conforme Kobbelt et al. (1998), que trata-se da anterior com
A =u=1, e com a suavizagao baseada no fluxo médio da curvatura (mean
curvature flow), em que AS} = Hn(S}), tal que H é a versao discreta da
curvatura média e n é o vetor normal unitario. Uma aproximacao discreta H
da curvatura média, proposta por Desbrun et al. (1999), é tal que Hn(Sp) =
Z X (cotd; +coth;)(S; — Sp), em que A é a soma das dreas dos triangulos
em volta de P e d; e b; sdo os angulos opostos & aresta que liga os vértices
com posigao S; e Sp, conforme pode-se observar na figura (9). Na suavizagao
proposta, AS} = Hn(S}) +C{% (S}) — % (S}) -n(S})In(Sp) }, em que C é uma
constante e Z = %Zﬁ":] St — 8§, verificou-se que a malha possui a mesma
qualidade utilizando a suavizacao baseada no fluxo médio da curvatura,
mas com uma distribuicao uniforme dos vértices.

Em seu trabalho, Belyaev e Ohtake (2003) apresentam uma sua-

vizacao de malha baseada na difusao linear das retas normais da malha.
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Figura 9 Variaveis da curvatura média
Legenda: Varidveis Sp, Si_1, Si, Sit1 da férmula da curvatura média.

Apresentam-se resultados comparativos do método proposto, chamado fil-
tragem média iterativa nas retas normais (iterative mean filtering on mesh
normals), com a suavizacao laplaciana simplificada, com a suavizagao ba-
seada no fluxo médio da curvatura, conforme Desbrun et al. (1999), com a
suavizacao de Taubin (1995a, 1995b) e com a suavizagao bi-laplaciana, con-
forme Kobbelt et al. (1998). Comparou-se com esses métodos, pois, segundo
Belyaev e Ohtake (2003), esses métodos provém ao usudrio uma combina-
cao de simplicidade, eficiéncia e velocidade e, consequentemente, sao am-
plamente utilizados em diversas aplicacoes de modelagem geométrica. O
método proposto foi o mais lento porém, apresentou bons resultados em
relacdo a caracteristicas nitidas de formas com ruidos (denoising shapes).
Freitag (1997) combinou a suavizagao laplaciana com uma suavi-
zacdo baseada em otimizacdo. Nesse trabalho, definiu-se uma suavizagao
chamada “suavizagao laplaciana inteligente” (smart laplacian smoothing),
em que realoca-se os vértices da malha apenas se houve alguma melhora da
qualidade local da malha de acordo com alguma métrica de qualidade. Nas
técnicas de suavizacao baseadas em otimizagao, para encontrar a nova posi-
¢ao do vértice, objetiva-se maximizar a fungao composta F(Sp) = minG;(Sp),

para 0 <i<n, em que n é o numero de vértices e a funcao G; é uma métrica
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de qualidade. Realizam-se experimentos numéricos para comparar métricas
de qualidade e custo computacional dos métodos propostos em duas e trés
dimensoes.

Vartziotis, Wipper e Papadrakakis (2013) realizam comparagoes de
um método proposto com a suavizacao laplaciana em que @; = A;, em que
A; é a drea do triangulo i, conforme Jones (1974); com a suavizagao laplaci-
ana inteligente, conforme Freitag (1997); e com um método de otimizacao
global, conforme Brewer et al. (2003), Diachin et al. (2006) e Zhang, Bajaj
e Xu (2005). O novo método é chamado de método de transformacoes de
elemento geométrico (geometric element transformation method - GETMe),
e baseia-se na técnica de regularizacao de transformacoes de elemento, con-
forme Diachin et al. (2006) e Knupp (2001). Nessa proposta, realiza-se o
movimento avaliando duas métricas de qualidade de malha g, € Gmean, €M
que Gmin < ming(E;) € Gmean < %sz:l q(E;), i =[1,m], que representam, res-
pectivamente, o elemento de qualidade minima e a média da qualidade dos

elementos, em que E; é um elemento da malha,. As novas posigoes sao de-
Ly (S =83
Zlmzl ;

que @; < [1—g(E)]¥, em que k >0 é um parametro fixo de amplificacdo.

finidas como médias ponderadas, conforme Sﬁ“ = , de forma
Trata-se de um método de suavizacao baseado em otimizagao. Essa técnica
¢é aplicada de forma iterativa até que as melhorias estejam abaixo de um
determinado limiar.

Outros trabalhos que utilizam movimento de vértices baseado no
laplaciano, alguns apresentando comparagoes com o bi-laplaciano, conforme
Kobbelt et al. (1998), e o método de Taubin (1995a, 1995b), podem ser
verificados em Freitag, Jones e Plassmann (1997), Kim e Rossignac (2004),
Lange e Polthier (2005), Ohtake, Belyaev e Bogaevski (2000), Schneider,
Kobbelt e Seidel (2001), Soni et al. (2000) e Vollmer, Mencl e Miiller (1999).
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2.5.7 Trabalhos que realizam movimento de vértices baseado na

formulagao laplaciana

Nesta subsecao, apresentam-se alguns trabalhos que realizam o mo-
vimento de vértices, por meio da adaptatividade-r, baseado na formulagao
laplaciana. Nesses trabalhos, movimentam-se os vértices a fim de se obter
melhorias na aproximacao da solucao da EDP.

Dentre as diversas variacoes desenvolvidas, segundo Thompson, Soni
e Weatherhill (1999), existe uma forma tipica, conforme a equagao Sﬁ“ =
it B o oo

¢ é o parametro adaptativo e 0 <1 < 1 é uma constante de intensidade de

, em que se calcula wp; conforme wp; =1 , em que

.

Littlefield (2001) descreve um método explicito de elementos fini-
tos de adaptatividade r, para aplicacoes de alto impacto e penetracao. O
esquema de adaptatividade r implementado nesse trabalho realiza o movi-
mento baseado na suavizacao laplaciana e é semelhante a aplicacdo ALE, de
forma que o movimento dos vértices é restrido aos limites fisicos do material.
A reconstrugao da malha é realizada de forma local.

Shontz e Vavasis (2004) realizam um estudo de movimento dos vér-
tices em que se objetiva determinar, a partir da malha inicial, um conjunto
de pesos locais para cada né interior em funcao de seus vizinhos. Esses pesos
sao calculados usando uma matriz de rigidez dos elementos finitos. Nesse
trabalho, utiliza-se um método chamado suavizacao laplaciana ponderada
linear (Linear Weighted Laplacian Smoothing - LWLS).

Rajagopal, Gangadharan e Sivakumar (2006) realizam uma avalia-
cao de algoritmos de adaptatividade r com base no método de forcas con-
figuracionais e analogia a molas. A avaliagao é feita com base em aspectos

qualitativos e quantitativos de estimativas de erro. O método proposto de
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adaptacao da malha é baseado no método de forca de configuracional em
conjunto com o movimento baseado na suavizacao laplaciana ponderada e
melhoria da malha através do refinamento h, baseado no erro de discretiza-
¢ao. Os estudo numéricos confirmam que a proposta de adaptacao rh é mais
eficiente do que uma abordagem puramente h e mais flexivel do que uma
abordagem puramente r, com melhores caracteristicas de convergéncia.

Um sistema adaptativo rh, proposto por Rajagopal e Sivakumar
(2007), foi formulado para analisar problemas de interface bi-materiais, uti-
lizando o método dos elementos finitos. Trata-se de um combinacao da forca
configuracional de adaptagao r, com movimento baseado na suavizacao la-
placiana ponderada e melhoria da malha por refinamento h.

Popiolek e Awruch (2009) apresentam uma estratégia de malha
adaptativa para simulacgado numérica de fluxos transientes incompressiveis
com transferéncia de calor e transporte de massa. Emprega-se o método
dos elementos finitos com malhas nao estruturadas formadas por tetrae-
dros. A fim de obter resultados precisos, utilizam-se indicadores de erro,
um esquema de refinamento e um processo de movimento baseado na suavi-
zacao laplaciana inteligente (smart laplacian smoothing), conforme Freitag

(1997).

2.5.8 Resumo

Nesta segao, abordou-se malhas méveis. Na subsegao (2.5.2), dife-
rentes tipos de adaptatividade de malhas foram apresentados, com énfase
nos métodos de malhas moveis. Também foi abordado o principio de equi-
distribuicao, na subsec@o (2.5.3), com apresentagao de um exemplo unidi-
mensional.

Comentou-se sobre o problema de computar solucoes de EDPs, na
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subsegao (2.5.4), utilizando malhas méveis. Ainda, na subsecao (2.5.5),
foram citados alguns trabalhos sobre malhas mdveis desenvolvidos recente-
mente. Na subsecao (2.5.6), apresentaram-se trabalhos que realizam melho-
rias na qualidade da malha por meio da suavizacao laplaciana e, na secao
(2.5.7), trabalhos que realizam o movimento dos vértices baseado na for-
mulacao laplaciana, com o intuito de obter melhorias na aproximacao da

solucao da EDP.

2.6 Meétrica geométrica da qualidade da malha

Bank e Smith (1997) propoem um algoritmo de suavizacao e uti-

lizam uma métrica geométrica. Considere § o tridngulo da figura (10),

X3 —X2 X1 —X3

com vértices vy, v, e v3 e os vetores [} = , b= e
y3—y2 y1—Y3
X2 — X1 . . . o . .
I = , orientados em sentido anti-horario. A medida geomé-
Y2—N
trica, utilizada por Bank e Smith (1997), chamada Shape Regularity Qua-
lity (SRQ), denotada por v(8), é dada por v(8) = Mﬁ%, em que

2|16| = (xa—x3)(y3 —y1) — (x3 —x1)(y2 — 1), com os vértices orientados em
sentido anti-horario. Caso estejam orientados em sentido horario, o valor
de |0]| serd negativo. Trata-se da razao entre a drea do triangulo e a soma
dos quadrados dos comprimentos das arestas. A constante 4v/3 ¢é utilizada
como fator de normalizagao, para que os valores fiquem entre 0 < v(8) < 1.
Para um triangulo equildtero, v(8) =1, e para triangulos com angulos muito
pequenos serd préximo a zero. Para entender o significado geométrico dessa
medida, verifique Bank e Smith (1997). Dada uma malha M, a medida SRQ
dessa malha é dada pelo menor valor dessa métrica, denominado V(8)min-

Segundo Bank e Smith (1997), o tinico triangulo para o qual v(§) =1
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Figura 10 Rétulos e orientacao do triangulo
Legenda: Rotulos vy, va, v3, 1, [ e [3 e orientagao do triangulo §.

¢ o triangulo equildtero. Para ? <v(0) <1 tem-se triangulos sem ocorrén-

cia de angulos obtusos. Conforme v(6) é reduzido, o triangulo 0 se torna

mais degenerado.
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3 DESCRICAO DO PROJETO COMPUTACIONAL PARA A
SOLUCAO DA EQUACAO DE CONDUCAO DO CALOR

Neste capitulo, descreve-se o projeto computacional para a solucao
de equagoes diferenciais parciais (EDPs) por discretizagoes por volumes fini-
tos com refinamento de Delaunay e malhas méveis. Na secao (3.1), trata-se
de apresentar a biblioteca de aritmética de precisao arbitraria e os motivos
que levaram & sua escolha. Na segao (3.2), explica-se como é criada a trian-
gulacdo inicial. Na sec@o (3.3), descreve-se o procedimento de refinamento
adaptativo, detalhando como é feita a selecao dos triangulos localizados nas
regides de grande variacdo. Apresenta-se um pseudocddigo desses procedi-
mentos. Na segao (3.4), descreve-se como ¢é realizada a resolugdo da malha
inicial. Na secao (3.5), expoe-se o procedimento que realiza o movimento
dos vértices entre as variagoes temporais da EDP, a funcao monitora esco-
lhida e o critério de parada. Também apresenta-se um pseudocddigo desse
procedimento. Todo o codigo foi implementado utilizando a linguagem de

programacao C++.

3.1 Aritmética de precisao arbitraria

Preliminarmente, com o intuito de reduzir erros numeéricos, verificou-
se que seria necessario utilizar uma biblioteca para aritmética de preci-
sao arbitraria. Dentre as diversas opgoes disponiveis, ha a GNU Multiple-
Precision Library, também conhecida como GMP, que é uma biblioteca de
codigo aberto para aritmética de precisao arbitraria, trabalhando sobre in-
teiros, racionais e nimeros de ponto flutuante. Essa biblioteca permite que
varidveis tenham um tamanho de bytes varidvel. Detalhes sobre a GMP

podem ser verificados em Granlund (2012).
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Outra opcao, baseada na GMP, é a Multiple-Precision Floating-point
computations with correct Rounding (MPFR). Essa biblioteca possui um
conjunto maior de fungoes em comparacao com a GMP, em especial fungoes
transcendentais como exponenciais, logaritmos e fungoes trigonométricas, e
valores especiais, como zeros assinados, infinitos e indicando o que nao é
um numero - NaN. Além disso, a MPFR fornece um argumento adicional
para as suas fungoes, em que se define o arredondamento utilizado, conforme
especificado pelo padrao IEEE 754-200 °.

Neste trabalho, o parametro utilizado em todas as operacoes espe-
cifica o arredondamento “round to nearest‘, em que, ao realizar o arredon-
damento, o bit menos significativo é definido para zero. Conforme Fousse
et al. (2007), utilizando a MPFR é garantido que o resultado de qualquer
operacao seja o valor de ponto flutuante mais préximo possivel do resul-
tado exato. Maiores informacoes sobre a MPFR podem ser encontradas em
Fousse et al. (2007). Ainda, optou-se por utilizar uma interface da MPFR
para C++, chamada mpfr::real ®, publicada sob os termos da GNU GPL v3
7. que minimiza as alteracoes necessarias no cédigo para utilizar a biblioteca

para aritmética de precisao arbitraria MPFR.

3.2 Criagao da malha inicial

Ao executar o codigo, inicialmente, lé-se um arquivo de entrada con-
tendo os vértices iniciais da triangulacao. O dominio é dividido em dois tri-
angulos, formados pelos vértices situados na fronteira do dominio. A malha
inicial, formada pelos vértices do arquivo de entrada, é criada utilizando

o algoritmo de Green e Sibson (1978), conforme o algoritmo (2) apresen-

Disponivel em http://ieeexplore.icee.org/stamp /stamp.jsp?tp=&arnumber=4610935
5Disponivel em: http:://chschneider.eu/programming/mpfr_real /
"Disponivel em: http://www.gnu.org/licenses,
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tado na se¢ao (2.1.3), na pagina 20. Neste trabalho, para geracao da malha
inicial, utilizou-se o projeto computacional criado para as simulacoes publi-
cadas em Oliveira e Oliveira (2012b).

A malha inicial gerada contera tridngulos de Delaunay em todo o
dominio que envolve o Planar Straight Line Graph (PSLG). Este algoritmo
recebe como entrada um PSLG, permitindo arestas pendentes e pontos iso-
lados, tendo apenas a restricao de que todos os angulos presentes no PSLG
sejam, de pelo menos, 60°. Dessa forma, tem-se a triangulacao inicial, for-
mada pelos vértices do arquivo de entrada. Com a malha inicial gerada,

pode-se realizar o refinamento adaptativo.

3.3 Refinamento de Delaunay

Executam-se os algoritmos de Ruppert (1995) e, em seguida, o
de Ungor (2004, 2009), cujos cédigos-fonte foram criados pelo projeto
computacional desenvolvido por Oliveira e Oliveira (2012a). Neste, tra-
balho realiza-se o refinamento de Delaunay seguindo dois critérios, que sao
explicados a seguir, até que o nimero minimo de vértices, denotado por ¥,
seja atingido. Apresentou-se o algoritmo de Ungér (2004, 2009) na subsecio
(2.1.4), representado pelo algoritmo (4), na pagina 25. O nimero minimo
de vértices para a fase de refinamento é definido na subsecao (4.1), pagina
83.

O primeiro critério, denotado por o, definido automaticamente du-
rante a execucao, seleciona triangulos localizados em regioes de grande vari-
acao. Para isso, utiliza-se o gradiente, chamado aqui de y. Para calcular 7y,
considere uma aresta a de um determinado triangulo, formada pelos vértices
vi e vp. Calcula-se o médulo da diferenca do valor ¢ da EDP nesses vértices,

9y, — 9y, |

dividido pela distancia que os separa. Com isso, tem-se que Y, = Ao
ViV
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em que ¢, é o valor da EDP no vértice vq, ¢,, é o valor da EDP no vértice
v2 ed,, ,, € a distancia que separa os vértices vy e va.

No passo de refinamento adaptativo, em que se verifica se a quanti-
dade minima de vértices é alcancada, o valor do critério ¢ é aumentado, de
modo a selecionar triangulos localizados em regides de maior variacao em
relacdo a iteragao anterior. Ao se aumentar o, seleciona-se menos arestas
para o refinamento, mas somente arestas nas regides de maior variacao da
solucao. Para se definir o aumento de o, calcula-se o maior e menor valor de
Y na malha, Yuax € Ymin respectivamente, e obtém-se a diferenca entre esses
valores. Essa diferenca serd multiplicada por uma constante 0 < 6 < 1 de
forma que, quanto menor o valor de 0, mais triangulos serao selecionados
por esse critério. Para os testes realizados, define-se o valor de 6 na pag.
80, do capitulo (4). Dessa forma, a cada iteracao do passo de refinamento
adaptativo, atualiza-se o, com seu valor inicial igual a zero, de forma que
O < 0+ 0(Ymax — Ymin). Com isso, triangulos que foram refinados em uma
iteracao nao serao selecionados na iteragao posterior, pois o valor de ¥y au-
mentou. Triangulos que contém, pelo menos, uma aresta com y > O serao
refinados utilizando o algoritmo de Ruppert (1995), cujo cédigo-fonte foi
desenvolvido pela implementagao em Oliveira e Oliveira (2012b).

O segundo critério refere-se ao angulo minimo o, definido pelo usua-
rio. Triangulos com angulo minimo menor que & serao refinados utilizando
o algoritmo de Ungor (2004, 2009), cujo cédigo-fonte foi desenvolvido pela
implementagao de Oliveira e Oliveira (2012a). Em vez de se verificar o
angulo minimo de cada triangulo, considera-se a métrica Circunradius-to-
shortest Edge Radio (CER), explicada na subsegao (2.1.4), na pégina 21,
denotada por p. Como p é inversamente proporcional ao angulo, para uma

boa qualidade geométrica, p deve ser menor que py, em que py é o valor da
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medida CER do angulo . Com isso, refinam-se os triangulos com p > pg.
Consequentemente, o maior valor da medida CER encontrado na malha,
denotado por Ppar, serd tal que Puax < Po-

Dessa forma, tem-se o refinamento dos triangulos localizados nas
regioes de grande variacao, com uma qualidade minima garantida pelo al-

goritmo de Ungér (2004, 2009).

3.4 Resolugao da equagao de condugao do calor por discretiza-

coes de volumes finitos na malha inicial

Ap0s realizar o refinamento adaptativo, executa-se o método dos vo-
lumes finitos (MVF), representado pelo algoritmo (5) da subsegao (2.2.3),
pagina 33, a fim de gerar o sistema linear. Para solucionar a equagao da
conducao de calor adaptou-se o cédigo-fonte desenvolvido por Oliveira e
Oliveira (2012a) a fim de obter a solucao da equacao de Laplace por discre-
tizagoes de volumes finitos. Considera-se que o valor da EDP, em todos os
vértices internos, na iteracao inicial no tempo, é igual a zero.

Realiza-se o reordenamento da lista de vértices utilizando o algo-
ritmo Cuthill-McKee reverso (CMr), conforme o algoritmo (7), introduzido
na subsecao (2.3.5), pagina 41, com o vértice pseudoperiférico v como vér-
tice inicial, conforme o algoritmo (8), apresentado na mesma subse¢do, na
pagina 43, cujo cédigo-fonte foi desenvolvido na implementagao de Chagas
e Oliveira (2013).

Executa-se o método dos gradientes conjugados (MGC) com precisao
numérica €, cujo codigo-fonte foi desenvolvido na implementacao de Oliveira
e Oliveira (2012a), tal qual o algoritmo (6), introduzido na subse¢ao (2.3.3),
pagina 37, a fim de atualizar os valores da EDP em cada vértice, obtendo

melhores resultados apds o refinamento adaptativo.
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O processo para criacao da malha inicial e refinamento adaptativo
pode ser observado no algoritmo (9). Os parametros de entrada do algo-
ritmo (9) sdo mostrados na tabela (1). O algoritmo 7 é apresentado con-
forme desenvolvido em Chagas e Oliveira (2013). A préxima etapa trata do

movimento dos vértices, na subsegao (3.5).

3.5 Movimento dos vértices

O movimento dos vértices ocorre entre cada etapa de variacao do
tempo, referente a discretizacao da equacao do calor. Entre cada etapa de
variacao do tempo optou-se por realizar o movimento dos vértices enquanto
uma condicao de qualidade geométrica da malha for satisfeita. Quando
essa condicdo néo for mais satisfeita, executa-se o algoritmo de Ungér (2004,
2009), pela implementagao desenvolvida por Oliveira e Oliveira (2012a), com
o objetivo de melhorar a qualidade da malha. Essa métrica de qualidade
geométrica serd explicada mais adiante.

Definiu-se uma nova funcao monitora, chamada de A, baseada no
laplaciano. Leva-se em consideracao a maior diferenca do valor da EDP
em toda a malha entre vértices adjacentes. Para um vértice P, a fungao
monitora A fica S, < Sp+ ﬁﬂ;l(& —Sp)(|¢: — @p|), em que Sp é a posigao
do vértice P, 0 < < 1 é um paramentro para controle do movimento, n é
o numero de vértices adjacentes a P, ¢; é o valor da EDP no vértice i,
adjacente a P, ¢p é o valor da EDP no vértice P, A¢pqc ¢ 0 maior valor de
|9; — dp|, para toda aresta pertencente a malha e Sp é o valor da nova posigao
do vértice P. Essa funcao realiza movimentos mais rapidos nas regioes de
maior variagao, onde o |¢; — @p| é proximo ao valor de A@yqay.

A funcao monitora A é comparada com outras quatro fungoes, todas

*(Si—Sp)wp;

conforme Sp < Sp+ ﬁz S op apresentadas na segao (2.4), pagina 44.



Entrada: Grafo G = (Ly,Lg), em que Ly ¢ a lista dos vértices

e Ly ¢é a lista de arestas da triangulagao inicial, o, 6,
e, Atey. // Verifique tabela (1).

Saida: Solucao inicial. // Malha com &ngulos entre ¢ e
// m—2a, refinada nas regides de grande variag&o.
inicio

o<+ 0;

// Gera malha M, a partir de Ly.
M < AlgoritmoGreenSibson(Ly );
// Nas simulagdes, ) é definido na subsegdo

/1 (4.

1), péagina 83.

enquanto (M.numeroVertices < x ) faga

//

// Ymax © Ymin S80 0 maior e menor valor de Yy da
// malha, em que Y é o gradiente.

Yinax — calculaa(M);

Yin < calc“la’}/min (M)7

// 0 é o critério de seleg8o de tridngulos

// para refinamento.

OO0+ G(Ymax - ’}/min);

// Refina triangulos com Y > O.
RefinaPorAlgoritmoRuppert(c,M);

// Refina tridngulos com &ngulos menores que

.

Re finaPorAlgoritmoUngor(o, M),

// Gera sistema linear pelo MVF.
MetodoVolumesFinitos(M,t X At);

// Executa reordenagdo dos vértices.
v < AlgoritmoVerticePseudoPeriferico(M);
AlgoritmoCuthillMcKeeReverso(M,V);

// Atualiza valores da EDP pelo MGC.
MetodoGradientesCon jugados(M,€);

Algoritmo 9: Método de geracao e refinamento da malha.

73
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Tabela 1 Descricao das variaveis

Variavel Algoritmo

Descricao

o (9) e (10)

€ (9) e (10)

(9)

Lista de vértices e arestas da triangulagao inicial
de Delaunay.

Constante quantificadora do critério de selegao
para refinamento.

Numero minimo de vértices na malha.

Malha inicial gerada no algoritmo (9).
Parametro que controla a amplitude do movi-
mento dos vértices.

Parametros de relaxamento especificos da funcao
de Taubin (1995a, 1995b).

Valor de tolerancia da métrica SRQ para conti-
nuar movimentando os vértices.

Ntmero maximo de iteragoes temporais.
Variacao do tempo utilizado na discretizacao da
equagao do calor pelo MVF.

Angulo minimo utilizado para realizar refina-
mento.

Precisao numérica do MGC.

Legenda: Descrigao dos parametros de entrada dos algoritmos (9) e (10). Todas as varié-
veis sdo definidas pelo usudrio via arquivo de configuragao.

As funcoes, escolhidas por serem consideradas cldssicas na literatura, sao as

seguintes:

1. Comparagao com a funcao monitora baseada diretamente na formu-

lagao laplaciana, em que wp; = |¢; — ¢p|. Essa fungao é aqui chamada

de I

2. Comparagao com uma fungao proposta por Taubin (1995a, 1995b),

em que Wp; = |@; — Pp|, combinada por dois movimentos sucessivos,

conforme tal que Sp = Sp+ AASp e S} = Sp — UASp, em que ASp =
Lit) ©pi(S;—Sp)

m
i—1 QP

e os parametros de relaxamento 0 < A < u. Essa funcéo é
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aqui chamada de E, mas é conhecida como func¢ao A — . Esse esquema
de duas combinagoes sucessivas foi utilizado no ambito da suavizagao
laplaciana em Taubin (1995a, 1995b). Na subsegao (2.5.6), pagina 60,
apresentam-se alguns trabalhos que utilizam essa fungao para melhoria
da qualidade da malha. Nao foram encontrados trabalhos em que se

utilizou essa funcao como funcao monitora;

3. Comparagdo com a fungdo monitora proposta por Taubin (1995a,
1995b), entretanto, configurada com A = u, conforme proposto por
Kobbelt et al. (1998), conhecida como bi-laplaciana, chamada aqui de
Y. Na subsegao (2.5.6), pagina 60, apresentam-se trabalhos que utili-
zam essa fungao. Nao foram encontrados trabalhos em que se utilizou

essa funcao como funcao monitora;

4. Comparagao com a fungao definida por Thompson, Soni e Weatherhill

(1999), em que o peso Wp; ¢é tal que wWp; =1 (Ig‘;gﬁl), para 0 <1 < 1.

Essa funcao é aqui chamada de Y.

Os valores de B, A, u e t, utilizados nas fungées monitoras, sao
definidos no capitulo (4).

Escolheram-se essas fungoes monitoras, pois sao fungoes considera-
das eficientes, gracas a sua velocidade e simplicidade. Sao fungoes ja con-
cretizadas na literatura, cldssicas, sendo utilizadas em diversos trabalhos
comparativos, conforme apresentados nas subsecoes (2.5.6) e (2.5.7). Além
disso, quanto as fungoes de Kobbelt et al. (1998) e Taubin (1995a, 1995b),
chamadas aqui respectivamente de & e ¥, nao foram encontrados trabalhos
em que essas funcoes foram utilizadas a fim de obter melhorias na aproxima-
cao da solucao da EDP. Optou-se também pela funcao de Thompson, Soni

e Weatherhill (1999), chamada aqui de Y, por apresentar bons resultados
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nos testes realizados e, além disso, segundo o autor, trata-se de uma tipica
abordagem.

Avaliou-se a possibilidade de movimentar os vértices, repetidamente,
até que nao houvesse mais movimento, em seguida, executar o algoritmo de
Ungor (2004, 2009) e avancar a etapa de tempo. Entretanto, devido & alta
precisao da biblioteca MPFR, experimentos mostraram que o movimento,
ainda que pequeno, sempre ocorre. Ao se realizar testes em uma malha
com 100 vértices, movimentando-a, incondicionalmente, ao atingir 400 ite-
ragoes de movimento dos vértices, os valores das métricas de qualidade nao
variavam mais. No entanto, o movimento dos vértices ainda existia.

O procedimento de movimento dos vértices repete-se enquanto a
malha tiver uma qualidade geométrica minima. A métrica Shape Regularity
Quality (SRQ), descrita na subsegao (2.6), na pagina 65, denotada por v,
¢é verificada. O valor de v varia de zero a um e, quanto mais proximo de
um, mais se assemelha a um triangulo equilatero. Entao, movimenta-se a
malha enquanto esta ainda tiver um valor satisfatorio de v. Dessa forma,
define-se um valor 0 <1 < 1 de forma que, o procedimento de movimento
dos vértices é repetido enquanto U, > 1, em que Uy ¢ 0 menor valor
da medida SRQ encontrado na malha. O valor de tolerancia n da métrica
SRQ para continuar movimentando os vértices é definido na péagina 80, do
capitulo (4).

Com o término do procedimento de movimento dos vértices, executa-
se o algoritmo de Ungér (2004, 2009) e avanca-se uma iteracio no tempo.
O algoritmo de Ungér (2004, 2009) torna a malha uma triangulacio de
Delaunay, caso essa tenha deixado de ser, exceto se tiver ocorrido o ema-
ranhamento das arestas, apresentando erros caso triangulos com essas ares-

tas sejam selecionados para refinamento. Apds avancar a etapa de tempo,
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executa-se 0 MVF, o algoritmo CMr com o vértice pseudoperiférico v como
vértice inicial e 0 MGC, com precisao numérica €. O procedimento para mo-
vimentar os vértices e realizar o refinamento de triangulos com £ < o pode
ser observado no algoritmo (10). Os parametros de entrada do algoritmo
(10) sao mostrados na tabela (1), padgina 74. Por fim, verifica-se se houve
o emaranhamento de arestas, por meio de um método que busca vértices
dentro dos triangulos. Um método de forga bruta mostrou-se demasiada-
mente demorado portanto, utilizou-se um método que verifica se os vértices
vizinhos e os vizinhos desses encontram-se dentro do triangulo em questao.

Apesar de o algoritmo de Ungor (2004, 2009) utilizar a métrica CER,
para se avaliar a qualidade da malha, utiliza-se a métrica SRQ no algoritmo
(10). Inicialmente, considerou-se a possibilidade de se utilizar também a
métrica CER como critério de parada do movimento de vértices. Entretanto,
para utilizar a métrica CER e para existir a possibilidade de movimentar
a malha por sucessivas vezes com essa métrica, seria necessario criar uma
malha com um angulo minimo de 32°, e movimentar a malha enquanto
Cpin > 30°, criando uma “folga” de 2°, por exemplo. Caso contrario, cada
fungdo seria executada uma sé vez. A utilizagdo da SRQ permitiu que
o movimento de malhas com uma funcao monitora pudesse ser executado

sucessivas vezes, sem haver emaranhamentos da malha.

3.6 Resumo

Nesse capitulo, apresentou-se a biblioteca de aritmética de preci-
sao arbitraria MPFR e os motivos que levaram a sua escolha. Também
elucidou-se como € criada a triangulagao de Delaunay inicial, o refinamento
adaptativo e o procedimento que realiza o movimento dos vértices.

Definiu-se uma nova funcao monitora, denotada A. Também
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Algoritmo 10: Método de movimento da malha (malha mdvel).

Entrada: Malha inicial M, «, B, €, N, At € tfipa.
// Verifique tabela (1).
Saida: Solucao da equacao do calor por discretizagoes de

inicio
t<1;// Para t=0, considera-se o algoritmo (9).
enquanto (t <ts,) faca

volunes finitos com diagrama de Voronoi.

repita

// Movimenta a malha e calcula Uy,
houveMov < MovimentaMalha(f3,M);

Upin < ShapeRegularityQuality(M);

se (houveMov e Uy, > 1N ) entao

// Gera sistema linear pelo MVF.
MetodoVolumesFinitos(M,t x At);

// Executa reordenag3o dos vértices.
v < AlgoritmoVerticePseudoPeriferico(M);
AlgoritmoCuthillMcKeeReverso(M,V);

// Atualiza valores da EDP pelo MGC.
MetodoGradientesCon jugados(M, €);

até (houveMov = falso) ou (Vmin <M );

se (Upin < M) entao

// Refina tridngulos com 4 < .
RefinaPorAlgoritmoUngor(o,M); // se a malha
// deixou de ser uma triangulacgdo de

se (houveMov) entao
// Gera sistema linear pelo MVF.
MetodoVolumesFinitos(M,t X At);
// Executa reordenagio dos vértices.
v < AlgoritmoVerticePseudoPeriferico(M);
AlgoritmoCuthillMcKeeReverso(M,V);
// Atualiza valores da EDP pelo MGC.
MetodoGradientesCon jugados(M, €);

t<t+1;// Avanga a etapa de tempo.

// Gera sistema linear para etapa f+1.
MetodoVolumesFinitos(M,t x At);

// Executa reordenagio dos vértices.

v < AlgoritmoVerticePseudoPeriferico(M);
AlgoritmoCuthillMcKeeReverso(M,V);

// Atualiza valores da EDP para etapa r+1.
MetodoGradientesCon jugados(M, €);

// Delaunay, off-centers fard com que seja.

78
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esclareceu-se como é realizado o movimento dos vértices enquanto atender
um critério de qualidade minima, definido por uma métrica de qualidade
geométrica. Outras fungdes monitoras foram apresentadas, que serao com-
paradas com a func¢ao monitora A. Também apresentam-se pseudocodigos

de todos os procedimentos.
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4 TESTES EXPERIMENTAIS E DISCUSSAO DOS RESUL-
TADOS

Este capitulo tem o objetivo de apresentar os resultados dos experi-
mentos realizados. Os detalhes referentes a implementagao foram elucidados
no capitulo (3) portanto, os detalhes das varidveis e dos algoritmos citados
também se encontram nesse capitulo. Utiliza-se uma precisao de cinco casas
decimais na exibicao dos resultados e, para valores menores que 1073 ou va-
lores grandes, emprega-se a notacao cientifica, de forma que le —4 =0,0001.

Os experimentos numeéricos foram realizados utilizando o sistema
operacional Ubuntu 12.04 LTS 64 bits, processador Intel(R) i3 de 3.10GHz
e memoria de 16Gb. De modo a se obter solu¢oes em tempo habil e que aten-
desse a precisao possivel de acordo com a meméria disponivel, utilizou-se 512
bits de precisao na configuracao da biblioteca Multiple- Precision Floating-
point computations with correct Rounding. Os resultados descritos aqui sao
uma selecao representativa de um grande ntimero de experimentos.

O dominio discretizado nos experimentos trata-se de um quadrado,
de dimensoes 50 x 50, com o valor das condicoes de fronteira nas faces leste,
oeste e sul igual a dez, e na face norte, igual a zero. A estimativa inicial da
equagao diferencial parcial (EDP), em todos os vértices internos, na iteracao
inicial no tempo, é igual a zero.

Quanto as varidveis da tabela (1), mostrada na pagina 74, definiram-
se dez iteragoes no tempo, denotadas por ¢, tal que #s,, = 10, com uma
variagdo At =0, 1. O angulo minimo o, conforme a subsegao (2.1.4), pagina
21, é definido para o = 30° com py = 1,0. Essa escolha do valor de o se
deve por estar préoximo dos limites praticos do algoritmo de refinamento. O

parametro de refinamento adaptativo 6, definido na subsegao (3.3), pagina
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69, é tal que 6 = le — 10, tornando menos brusca a diferenca na proporc¢ao
dos triangulos. A precisdo numeérica € do métodos dos gradientes conjugados
é € = le— 10, com o intuito de obter uma precisao aceitavel dos resultados,
minimizando o nimero de iteragoes desse método, conforme observado no
algoritmo (6), apresentado na subsegao (2.3.3), pagina 37. O movimento da
malha é repetido enquanto v, > 1N tal que o valor 1 =0,6, em que ambos os
valores de Uy, e 1 denotam os valores da métrica Shape Regularity Quality
(SRQ), apresentados, respectivamente, na subsegao (2.6), pagina 65 e na
subsecao (3.5), pagina 72. A escolha desse valor de n é devido ao limite do
algoritmo de Ungor (2004, 2009), que consegue gerar malhas com angulo
minimo préximo a 32°. Os experimentos mostraram que malhas geradas
pelo algoritmo (9), configuradas com n = 0,6 e a = 30° possuem Uy, = 0,6
& Pax = |

Para todas as fungoes monitoras, realizam-se comparagoes, apresen-
tadas nas proximas subsecoes, para diferentes malhas, utilizando o parame-
tro de adaptatividade § =0,1, 8 =0,2, 8=0,3, 3 =0,4, 3 =0,5¢ B =0,6.
Os valores dessas varidveis estao resumidos na tabela (2). Nos experimen-
tos utilizando B = 0,6 no entanto, ocorreram emaranhamentos na fungao A.
Nos resultados apresentados, em que é informado que utilizou-se f =0, 1,
equivale a A =0,1 e u =0,1001, na funcao E, e A = u =0, 1 na fungao V.
Ao informar que utilizou-se B = 0,2, equivale a A =0,2 e g = 0,2001, na
funcdo E, e A = u =0,2, na funcdo ¥, e assim suscessivamente.

O grafo G = (Ly,Lg), que representa o Planar Straight Line Graph,
contém o conjunto de vértices Ly, formado por vo = (0,0),v; = (50,0),v, =
(0,50),v3 = (50,50),v4 = (10,10),vs = (25,25) e vg = (40,40), e o conjunto
de arestas Lg, formado por {(vo,v1),(vo,v2),(v3,v2),(v3,v1)}. Quanto aos

parametros exclusivos de algumas fungoes monitoras, que quantificam o
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Tabela 2 Valores das Variaveis

Varidavel Algoritmo Valor
Ly 9) vo = (0,0),v; = (50,0),v, = (0,50),v3 = (50, 50),
v = (10,10),vs = (25,25),ve = (40,40)

Ly (9) (Vo,vl), (Vo,Vz),(V3,V2), <V3,V1)
0 (9) le-10
X 9) 15.000, 30.000, 60.000 e 100.000
B (10) 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5 e 0,6
Ay (10) 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5 ¢ 0,6
Az (10)  0,1,0,2,0,3, 04, 0,5 ¢ 0,6
Ly (10) 0,1, 0,2, 0,3, 0,4, 0,5 ¢ 0,6
= (10) 0,1001, 0,2001, 0,3001, 0,4001, 0,5001 e 0,6001
1 (10) 1
n (10) 0,6
I final (10) 10
At (9) e (10) 0,1
o (9) e (10) 30°
€ (9) e (10) 1e-10

Legenda: Valores das varidveis referentes ao parametros de entrada dos algoritmos (9) e
(10).

movimento, na funcao Y utilizou t = 1. Na funcao E, realiza-se experimentos
com A =0,1e u=0,1001, A =0,2 e u=0,2001, A =0,3 e u =0,3001,
A=0,4e u=0,4001, A =0,5e u=0,5001 e A =0,6 e u =0,6001. Na
funcao, ¥, utiliza-se A =u=0,1,A=u=02, A=u=03, A=u=0,4,
A=u=0,5e A=p=0,6 mostrados na subsecao (3.5), pagina 72. Esses
valores se encontram resumidos na tabela (2). Para diferenciar os valores de
A e u das fungoes E e P, sao denotados na tabela (2), respectivamente, por
Az, Ap, Uz e Wy. Em outros trabalhos, conforme mencionado na subsegao
(2.4), pagina 44, utiliza-se A =y = 1 na fung¢ao bi-laplaciana entretanto, nos
testes realizados com esse valor ocorreu o emaranhamento das arestas, por

isso optou-se por utilizar esses valores de A e L.
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Para que se possa comparar visualmente as diferencas de movimento
entre as fungoes monitoras, criou-se uma malha por refinamento adaptativo,
conforme o pseudocddigo (9), com 3.841 vértices e avangou-se dez iteragoes
temporais, movimentando os vértices conforme o pseudocédigo (10), sob
as condicoes de configuracao mencionadas nesta subsecao. Exemplos de
malhas geradas apds o movimento, guiado pelas fungoes monitoras A, I', &,
Y e Y podem ser visualizadas na figura (11).

Nas préximas subsecgoes, apresenta-se os resultados comparativos en-

tre as funcoes monitoras A, I', E, P e Y.

4.1 Comparativo fungoes monitoras

As malhas, geradas pelo algoritmo (9), que foi configurado com ni-
mero minimo de vértices ¥ = 15.000, ¥ = 30.000, y = 60.000 e x = 100.000,
possuem, respectivamente, um total de 15.788, 32.515, 67.963 e 142.253
vértices. Todas as malhas possuem, inicialmente, as métricas de qualidade
Pmax = 1,0 € Vpin = 0,6. Na etapa temporal t = 1, previamente ao se movi-
mentar os vértices, o maior valor de y, denotado Y., € 0 valor médio de
Y, denotado Yean, das malhas geradas, encontram-se resumidos na tabela
(3). O valor de ¥eqn tende a diminuir ao avangar a etapa temporal. A cada
iterac@o do lago enquanto, linhas 7 a 7, do algoritmo (9) aumenta-se o valor
de Ynean, inserindo-se novos vértices nas regioes de maior variacao. Realizar
o movimento dos vértices em direcao a regiao de maior variacao também
aumenta o valor de Yean-

Pode-se verificar nas tabelas (4) a (9) os valores gerais comparativos
executando-se o algoritmo (10) para cada fungao monitora. Utilizaram-se
malhas geradas pelo algoritmo (9), com 15.788, 32.515, 67.963 ¢ 142.253

vértices, que sao movimentadas pelo algoritmo (10), utilizando-se f = 0,1,



Figura 11 Malhas de exemplo de execucao das fungdes monitoras

Legenda: Em a) malha inicial com 3.841 vértices. Em b), malha final movimentada pela
fungao A; em c), pela funcio I'; em d), pela fungao E, em e), pela fun¢ao ¥ e em f), pela
fungao Y.

=02 =03 =04 B=05e p=0,6. Nessas tabelas, nas linhas
rotuladas “Total de vértices”, tem-se o total de vértices no fim da execucgao

do algoritmo (10), que realiza o movimento dos vértices e a melhoria da



Tabela 3 Valores de Yuax € YVinean

X 15.000 | 30.000 | 60.000 | 100.000
Yoax | 30,25185 | 30,1983 | 45,65052 | 65,18423
Ymean | 3,08635 | 3,58712 | 4,08809 | 4,47127

Legenda: Valores de Ynax € Vimean, respectivamente, o maior valor de y e o valor médio de
7, na etapa temporal t = 1.

qualidade da malha. Nas linhas rotuladas “Clocks exp.” tem-se o total de
clocks para execucao total do experimento. Nas linhas rotuladas “Clocks
para mov.”, tem-se o total de clocks para movimentar os vértices, linha 6
do algoritmo (10). Nas linhas rotuladas “Rep. linhas 4-16”, apresenta-se o
total de repetigoes das linhas 4 a 16 do algoritmo (10). Nas linhas rotuladas
“Valor ¥,q.”, tem-se o valor de ¥, no fim do experimento. E, nas linhas
rotuladas “Valor ¥ueq,”, expoe-se o valor de Yeqn da malha.

Na peniltima coluna das tabelas (4) a (9), rotulada “S/Mov.17,
apresentam-se os resultados obtidos avancando as dez etapas temporais para
cada uma das malhas iniciais, geradas pelo algoritmo (9), sem movimentar
os vértices, configuradas com os valores de entrada conforme a tabela (2).
Na tltima coluna dessas tabelas, rotulada “S/Mov.2”, apresentam-se os re-
sultados obtidos avancando as dez etapas temporais, sem movimentar os
vértices, utilizando uma malha com uma maior quantidade de vértices.

Com os dados da pentltima coluna, das tabelas (4) a (9), confirma-se
que movimentar os vértices aumenta o valor do gradiente, conforme pode-
se verificar os valores de Yuux € Vmean- NO entanto, em alguns resultados
os valores de Yy foram menores que o experimento “S/Mov.1”, como por
exemplo nas fungoes E e W com y = 60.000, B =0,1 e B =0,2. Acredita-se
que a etapa de movimento negativo dessas funcoes, controlado por u, afetou

os triangulos com maiores valores de ¥ da malha. Nota-se também que, no
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caso da funcao I', no experimento ¥ = 60.000 e f = 0,1, também obteve-se
valor de ¥,y menor que no experimento “S/Mov.1".

Apresentam-se os experimentos na iltima coluna, das tabelas (4) a
(9), a fim de comparar o custo do refinamento adaptativo com o custo ao se
movimentar os vértices. Em todos os experimentos, movimentar os vértices
acarretou um custo computacional maior que o experimento “S/Mov.2”.
Na tabela (10), dividiu-se o tempo de execucao do experimento “S/Mov.2”
pelo tempo de execucdo da funcdo com menor custo computacional. A
partir dessa tabela, verifica-se a média dessa porcentagem para cada valor
de B, com arredondamento para cima. Os melhores valores foram obtidos
utilizando-se B = 0,6.

Ainda em relacdo ao experimento “S/Mov.2”, a maioria dos expe-
rimentos, em que movimentou-se os vértices, apresentou valores de Yuean
relativamente préximos aos valores do experimento “S/Mov.2” e valores de
Ymax SUperiores, com um custo computacional também superior ao custo do
experimento “S/Mov.2”. Um motivo do valor de Y. nao ser muito supe-
rior se deve ao parametro f, que é definido globalmente, podendo ocorrer
degeneracao de triangulos localizados em regides de baixa variagao. Logo,
esses triangulos necessitariam ser refinados, gerando dois novos triangulos
nas regioes de baixa varia¢ao, diminuindo o valor de Yeqn. Provavelmente,
definir um f local apresentaria melhores resultados.

Em alguns casos, ocorreu reducao dos valores de Vuux € Vimean 80 S€
utilizar malhas com mais vértices. Como por exemplo, a funcao I', no ex-
perimento B =0,2 e x = 60.000, possuia Y = 151,52, e no experimento
com =0,2 e x =100.000 esse valor diminuiu para Y. = 102,34. Algumas
analises mostraram que, ao se movimentar os vértices, tornando-os muito

préximos, os valores da EDP desses vértices serao praticamente iguais, de-
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Tabela 10 Percentagem do tempo de execugao

B X Percentual
15.000 23 %
30.000 30 %

0,1 60.000 36 %
100.000 57 %
Média 37 %
15.000 26 %
30.000 37 %

0,2 60.000 43 %
100.000 71 %
Média 44 %
15.000 34 %
30.000 40 %

0,3 60.000 50 %
100.000 65 %
Média 47 %
15.000 32 %
30.000 43 %

0,4 60.000 50 %
100.000 68 %
Média 48 %
15.000 31 %
30.000 42 %

0,5 60.000 50 %
100.000 67 %
Média 48 %
15.000 30 %
30.000 63 %

0,6 60.000 46 %
100.000 61 %
Média 50 %

Legenda: Percentagem do tempo de execugdo do experimento “S/Mov.2” em relagao ao
experimento com menor custo computacional ao se movimentar os vértices. Apresenta-se
a média dessa percentagem para cada valor de 3.

vido a precisao definida por €. Com isso, triangulos que contenham esses
vértices terao o valor de ¥ diminuido, afetando os valores de Yuax € Yinean-
Analisando-se a velocidade de execucao do experimento e a quan-
tidade de vértices nas tabelas (4) a (8), percebe-se que, mesmo a fungao
A obtendo a menor quantidade final de vértices em todos os experimentos,
demandou mais recursos computacionais que a funcao I' e YT pois, necessitou
de um nuimero maior de iteragoes do lago que movimenta os vértices. Ainda,

na fungao A é necessario encontrar o maior valor de A@,,,. Entretanto, o



94

tempo de execugao é afetado principalmente pelo método dos gradientes
conjugados, procedimento que mais demanda recursos, e é executado den-
tro do lago que movimenta os vértices. As fungoes E e W necessitaram de
um numero maior de clocks devido a combinacao das duas suavizacoes, que
torna o movimento vagaroso em relacao as demais funcoes.

Pelos resultados das tabelas (4) a (8), verifica-se que a fung¢ao mo-
nitora proposta, A, apresentou bons resultados ao se analisar a quantidade
final de vértices e os valores de Yuux € Yimean- A funcdo I' foi a que necessitou
da menor quantidade de clocks de execucao em quase todos os experimentos,
consequéncia do menor nimero de iteragoes da linhas 4 a 16 do algoritmo
(10) e, ainda, resultou em Yuax € Yinean finais razodveis. As fungoes E e ¥ em
todos os experimentos sempre estiveram entre os trés piores resultados em
relacdo ao nimero de clocks para movimentar os vértices. A funcao Y apre-
sentou, em dois experimentos, o melhor custo computacional, e nos demais,
o segundo melhor custo computacional e, ainda, apresentou bons resultados
em relagao aos valores de Vuux € Viean, sSempre estando entre os dois melho-
res resultados no entanto, quanto a quantidade de vértices, obteve o pior
desempenho em quase todos os experimentos.

Na tabela (11), apresenta-se a média das dez iteragbes temporais da
métrica Circunradius-to-shortest Edge Radio (CER), denotada ppgy, apos
movimentar os vértices, para cada experimento realizado. Quanto maior o
valor da métrica CER, pior é o resultado, pois menor é o angulo minimo.
Os valores sao agrupados para cada experimento. Nessa tabela, pode-se
observar que as fungoes ¥ e E apresentaram os melhores resultados e I" os
piores, na maioria dos casos.

Na tabela (12), expoe-se a média das dez iteragdes temporais da

métrica SRQ, denotada v, apds movimentar os vértices, para cada ex-



Tabela 11  Média do valor de pjax

B x A T = §7 Y
15.000 | 1,15824 | 1,13563 | 1,11155 | 1,08556 | 1,14298
0.1 | 30000 | 108060 | 110005 | 1,09516 | 1,08460 | 1,12088
1 60.000 | 1,12058 | 1,15848 | 1,07265 | 1,08692 | 1,12528
100.000 | 1,07919 | 1,10902 | 1,04850 | 1,04756 | 1,10878
15.000 | 1,17876 | 1,23320 | 1,13482 | 1,13301 | 1,16649
0o | 30000 | 112482 | 1,26227 | 1,09764 | 1,10480 | 1,20191
'“160.000 | 1,10528 | 1,22472 | 1,08806 | 1,09810 | 1,16519
100.000 | 1,12786 | 1,13104 | 1,06125 | 1,06139 | 1,16649
15.000 | 1,20717 | 1,24393 | 1,19507 | 1,20842 | 1,22321
0.3 | 30000 | 116724 | 1,31336 | 112671 | 1,11300 | 1,19550
2 160.000 | 1,14563 | 1,32805 | 1,11670 | 1,11709 | 1,24962
100.000 | 1,15702 | 1,26131 | 1,08974 | 1,08982 | 1,19858
15.000 | 1,44468 | 1,33633 | 1,19630 | 1,19693 | 1,21874
0.4 | 30-000 | 1,30521 | 131444 | 125018 | 1,25135 | 1,22399
" 160.000 | 1,26923 | 1,37858 | 1,16041 | 1,15642 | 1,24856
100.000 | 1,14348 | 1,34365 | 1,14234 | 1,14245 | 1,26469
15.000 | 6,17023 | 1,49158 | 1,28772 | 1,28006 | 1,30849
0.5 | 30000 | 295550 | 148424 | 1,25607 | 1,25613 | 1,31918
2 1 60.000 | 1,33681 | 1,53118 | 1,24452 | 1,24459 | 1,35976
100.000 | 1,42481 | 1,44644 | 1,24274 | 1,24271 | 1,39356
15.000 | - 1,76168 | 1,39727 | 1,38998 | 1,47413
0.6 | 30-000 |- 1,69881 | 1,45262 | 1,46328 | 1,39493
2 160.000 | - 1,60797 | 1,50165 | 1,49268 | 1,50090
100.000 | - 1,68472 | 1,60225 | 1,60185 | 1,49906
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Legenda: Média do valor de ppqy, das dez iteragoes temporais, apés movimentar os vér-

tices.

perimento realizado.

Quanto maior o valor da métrica SRQ, melhor é o

resultado, pois mais se torna mais semelhante a um triangulo equilatero.

Nessa tabela, pode-se observar que as funcoes E e ¥ apresentam os melho-

res resultados e a funcao I' os piores, na maioria dos casos.

Na tabela (13), apresenta-se a percentagem média de tridngulos com

p > pq das dez iteracoes temporais, para cada fungao monitora. O valor de p

é obtido apds movimentar os vértices. Quanto menor o valor da percentagem



Tabela 12 Meédia do valor de v,

B [ x A T = §7 Y
15.000 | 0,59465 | 0,58347 | 0,59841 | 0,59834 | 0,59466
0.1 | 30000 | 050832 | 0,58450 | 0,50866 | 0,50878 | 0,59375
" 160.000 | 0,59599 | 0,58650 | 0,59861 | 0,59834 | 0,59236
100.000 | 0,59594 | 0,58931 | 0,59810 | 0,59798 | 0,59292
15.000 | 0,58912 | 0,56636 | 0,59341 | 0,59332 | 0,58391
0.5 | 30000 | 059181 | 0,56499 | 0,50721 | 0,50748 | 0,58272
'“160.000 | 0,58949 | 0,57775 | 0,59303 | 0,59298 | 0,58366
100.000 | 0,58635 | 0,58561 | 0,59323 | 0,59322 | 0,58556
15.000 | 0,57718 | 0,54930 | 0,58115 | 0,58103 | 0,58021
0.3 | 30000 | 058618 | 0,54770 | 0,59056 | 0,50062 | 0,57412
2 160.000 | 0,57907 | 0,53761 | 0,58731 | 0,58722 | 0,55938
100.000 | 0,58042 | 0,54905 | 0,59029 | 0,59031 | 0,57673
15.000 | 0,53673 | 0,53757 | 0,57690 | 0,57544 | 0,56354
0.4 | 30-000 | 0,50070 | 0,54284 | 0,57205 | 0,57274 | 0,57245
" 160.000 | 0,56615 | 0,53543 | 0,57778 | 0,57807 | 0,56777
100.000 | 0,57560 | 0,53598 | 0,58327 | 0,58325 | 0,57559
15.000 | 0,31796 | 0,51447 | 0,55775 | 0,56101 | 0,55143
0.5 | 30000 | 048989 | 0,48925 | 0,56352 | 0,56358 | 0,54352
2 160.000 | 0,53837 | 0,48579 | 0,55343 | 0,55345 | 0,52197
100.000 | 0,52618 | 0,50880 | 0,54023 | 0,54019 | 0,50501
15.000 | - 0,44853 | 0,51762 | 0,51755 | 0,52100
0.6 | 30-000 |- 0,42959 | 0,48023 | 0,48030 | 0,52184
2 160.000 | - 0,46645 | 0,47547 | 0,47552 | 0,51617
100.000 | - 0,44364 | 0,43217 | 0,43583 | 0,50000
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Legenda: Média do valor de vy, das dez iteragoes temporais, apés movimentar os vérti-

ces.

média de triangulos com p > pg, melhor é o resultado. Conforme pode-se

observar nessa tabela, a funcao A superou as demais em praticamente todos

os experimentos. A funcao I' apresentou os piores resultados, com grandes

percentagens de triangulos com p > py, na maioria dos casos.
Na tabela (14), apresenta-se a percentagem média de tridngulos com
U < 1 das dez iteragoes temporais, para cada experimento realizado. O

valor de v é obtido apds movimentar os vértices. Quanto menor o valor da



Tabela 13  Percentagem média de triangulos com p > pgy
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B % A T B v Y
15.000 5,72738¢-04% | 1,02110e-03% | 1,00270e-03% | 9,21288¢-04% | 9,31399¢-04%

01 | 30.000 3,62734¢-04% | 7,69637¢-04% | 7,95189e-04% | 7,03225¢-04% | 7,20160e-04%
' 60.000 2,61211e-04% | 5,86783e-04% | 6,06642¢-04% | 6,35853¢-04% | 5,80936e-04%
100.000 | 1,69738e-04% | 4,40143e-04% | 4,87852e-04% | 4,88137e-04% | 4,99830e-04%
15.000 5,72549¢-04% | 1,56123e-03% | 1,00608¢-03% | 9,99809e-04% | 8,76757¢-04%

02 | 30.000 4,43828¢-04% | 9,96196e-04% | 8,21628e-04% | 8,15540e-04% | 7,77340e-04%
' 60.000 2,74589¢-04% | 7,25158¢-04% | 6,42138e¢-04% | 6,39909¢-04% | 6,81090e-04%
100.000 | 2,00632e-04% | 5,06478¢-04% | 5,18327¢-04% | 5,17625¢-04% | 6,19685¢-04%
15.000 5,92929¢-04% | 1,57200e-03% | 1,33465e-03% | 1,32853e-03% | 1,21410e-03%

03 | 30.000 4,31556e-04% | 1,16756e-03% | 9,62971e-04% | 9,63092e-04% | 8,95291e-04%
' 60.000 2,88652¢-04% | 8,32678e-04% | 7,83318e-04% | 7,84044e-04% | 7,59816e-04%
100.000 | 2,02775e-04% | 7,09407e-04% | 6,65755¢-04% | 6,65742e-04% | 6,71386e-04%
15.000 8,300700-04% | 2,13195¢-03% | 1,28728¢-03% | 1,27463¢-03% | 1,31130e-03%

0.4 | 30.000 4,91979e-04% | 1,40499e-03% | 1,21152e-03% | 1,21162e-03% | 1,01763e-03%
' 60.000 2,89390e-04% | 1,09661e-03% | 9,20326e-04% | 9,10266e-04% | 9,37984e-04%
100.000 | 2,01008e-04% | 9,03660e-04% | 8,07205e-04% | 8,07491e-04% | 8,25447¢-04%
15.000 9,52267¢-04% | 2,85801e-03% | 1,72572¢-03% | 1,74603¢-03% | 1,60877¢-03%

0.5 | 30-000 6,50956e-04% | 1,90112e-03% | 1,44341e-03% | 1,44340e-03% | 1,28081e-03%
' 60.000 3,39834e-04% | 1,39349e-03% | 1,16380e-03% | 1,16308e-03% | 1,29428e-03%
100.000 | 2,28333e-04% | 1,15386e-03% | 1,06381e-03% | 1,06533e-03% | 1,10419e-03%
15.000 | - 4,30554e-03% | 3,35079e-03% | 3,34873e-03% | 2,31393e-03%

0.6 | 30-000 | - 3,02524e-03% | 3,10910e-03% | 3,13179e-03% | 2,16016e-03%
' 60.000 | - 2,28737e-03% | 2,72696e-03% | 2,72887e-03% | 1,93507¢-03%
100.000 | - 1,94079e-03% | 2,79009e-03% | 2,79434e-03% | 1,82321e-03%

Legenda: Percentagem média de triangulos com p > po das dez iteragoes temporais.

percentagem média de triangulos com v < 1, melhor é o resultado. Com os
resultados presentes nessa tabela, pode-se observar que as funcoes E, ¥ e
A estao entre os melhores resultados, apresentando baixas porcentagens de
triangulos com v < 7. I se destaca como a pior, na maioria dos casos.

Na tabela (15) tem-se a percentagem média de crescimento de Yyean
das dez iteragoes temporais, para cada experimento realizado. O valor de
Yimean € Obtido antes e apds movimentar os vértices. Com esses dados, calcula-
se a percentagem média de crescimento de Ypeqn a0 movimentar os vértices.
A funcgao I' apresenta as maiores taxas de crescimento na maioria dos ex-
perimentos, enquanto que as demais fungoes alternam-se, apresentando as
menores taxas de crescimento.

Com os resultados das tabelas (11), (12), (13) e (14) demonstram que
aumentando a dimensao do movimento, controlado pela varidvel B, tem-se

uma maior degeneracao da malha. Os resultados da tabela (15) confirmam
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B % A T B v Y
15.000 4,21279¢-05% | 5,79641e-05% | 3,52825e-05% | 3,53504e-05% | 4,49827¢-05%

01 | 30.000 1,57026e-05% | 2,63429e¢-05% | 1,55642¢-05% | 1,55685¢-06% | 1,54909e-05%
' 60.000 1,49992e-05% | 2,01129e-05% | 1,04211e-05% | 1,11602e-05% | 1,56459e-05%
100.000 | 6,06970e-06% | 7,43434e-06% | 5,68778¢-06% | 6,03846e-06% | 7,42422e-06%
15.000 4,53466e-05% | 7,92577e-05% | 5,14722e-05% | 5,14711e-05% | 4,82341e-05%

02 | 30.000 2,03770e-05% | 3,55792e-05% | 1,55482e-05% | 1,70848e-05% | 2,16360e-05%
' 60.000 1,79853e-05% | 2,97400e-05% | 1,71697e-05% | 1,71696e-05% | 1,92977¢-05%
100.000 | 7,13577e-06% | 9,22842e-06% | 8,17855¢-06% | 8,17858¢-06% | 9,86586e-06%
15.000 5,49531e-05% | 1,08862e-04% | 6,73410e-05% | 6,73450e-05% | 5,99797e-05%

03 | 30.000 2,35184e-05% | 6,90715e-05% | 2,16443e-05% | 2,47064e-05% | 2,61928e-05%
' 60.000 1,79742e-05% | 3,19193e-05% | 2,52998e-05% | 2,52997¢-05% | 2,51032¢-05%
100.000 | 7,49192e-06% | 2,04546e-05% | 1,13491e-05% | 1,10005e-05% | 1,12757¢-05%
15.000 1,29631e-04% | 1,78129¢-04% | 6,75374¢-05% | 6,75304e-06% | 7,28941e-05%

0.4 | 30.000 4,24071e-05% | 8,04860e-05% | 3,55417e-05% | 3,55440e-05% | 2,75320e-05%
' 60.000 2,32291e-05% | 6,20035e-05% | 2,97202e-05% | 2,97205e-05% | 3,01836e-05%
100.000 | 8,92079e-06% | 3,42136e-05% | 1,73917e-05% | 1,73910e-05% | 1,72703e-05%
15.000 3,14392¢-04% | 3,04424¢-04% | 1,34591e-04% | 1,34540e-04% | 9,45161e-05%

0.5 | 30-000 9,23607e-05% | 1,76159e-04% | 6,18742e-05% | 6,18740e-05% | 6,75403e-05%
' 60.000 2,77326e-05% | 1,34458e-04% | 4,91227e-05% | 4,91227e-05% | 7,64596e-05%
100.000 | 1,35465e-05% | 7,70591e-05% | 3,88710e-05% | 3,92226e-05% | 5,01487¢-05%
15.000 | - 7,39840e-04% | 3,34625¢-04% | 3,28766e-04% | 1,92190e-04%

0.6 | 30-000 | - 3,81732e-04% | 2,20434e-04% | 2,21754e-04% | 1,53894e-04%
' 60.000 | - 2,61074e-04% | 2,17662¢-04% | 2,17608e-04% | 1,46646e-04%
100.000 | - 1,96125e-04% | 2,23708e-04% | 2,24318e-04% | 1,48526e-04%

Legenda: Percentagem média de triangulos com v < n das dez iteragoes temporais.

que o aumento de B provoca um maior crescimento do gradiente da malha.

Em um modelo ideal, os vértices sao movidos de forma réapida,
até que haja degeneragao da malha, dentro do limite 11 pré-estabelecido
pelo usudrio. A funcdo que mais se aproximou de um movimento ideal,
utilizando-se B < 0,6, foi a funcao I', que apresentou o menor nimero de
iteragoes das linhas 4 a 16 do algoritmo (10), sendo que o ideal sao dez
iteragoes, uma para cada etapa temporal, conforme pode-se observar nas
tabelas (4) a (9). Para B = 0,6, na maioria dos experimentos houve dez

iteragoes. Utilizando-se valores B < 0,6, ocorreram movimentos curtos dos

vértices até ocorrer a degeneracao da malha.

4.2 Organizacgao e discussao dos resultados

Nos gréficos (12) a (21), pontua-se as fungdes monitoras em fungao

dos resultados apresentados nas tabelas (4) a (15). A funcao com melhor
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Tabela 15 Percentagem média das dez iteragoes temporais do crescimento

de ’}/mean
B 2 A T = 7 T
15.000 2,84444¢-03% | 1,85680e-03% | 7,45447¢-04% | 7,30758¢-04% | 6,80480e-04%
01 | 30.000 1,37007e-03% | 1,42728¢-03% | 8,05840e-04% | 7,37295e-04% | 5,23861e-04%
' 60.000 7,54116e-04% | 1,03740e-03% | 4,88688¢-04% | 5,18231e-04% | 6,65238¢-04%
100.000 | 3,18040e-04% | 8,24646c-04% | 4,23258¢-04% | 4,26745e-04% | 7,41664e-04%
15.000 3,01488¢-03% | 2,42703¢-03% | 7,76677¢-04% | 7,718966-04% | 4,02324¢-04%
0o | 30.000 1,90341e-03% | 1,68887e-03% | 8,11502e-04% | 8,12612e-04% | 8,63099e-04%
' 60.000 8,13948¢-04% | 1,20654e-03% | 5,36035¢-04% | 5,36355¢-04% | 7,42305¢-04%
100.000 | 4,36677¢-04% | 9,07735c-04% | 4,71107¢-04% | 4,71853e-04% | 9,34939¢-04%
15.000 2,62197¢-03% | 2,58248¢-03% | 9,11691e-04% | 9,137386-04% | 2,170640-04%
03 | 30.000 1,46262e-03% | 1,89507¢-03% | 9,29914e-04% | 9,31518¢-04% | 5,89346e-04%
' 60.000 8,50141e-04% | 1,26327¢-03% | 6,36968¢-04% | 6,38229e-04% | 8,74091e-04%
100.000 | 4,86621e-04% | 1,15187¢-03% | 5,94349¢-04% | 5,94528e-04% | 8,39555¢-04%
15.000 4,39286¢-03% | 3,19536e-03% | 9,82001e-04% | 9,782666-04% | 7,521210-04%
04 | 30.000 2,08148e-03% | 2,03709¢-03% | 1,03061e-03% | 1,03269e-03% | 6,08169¢-04%
' 60.000 9,32076e-04% | 1,45870e-03% | 7,03445e-04% | 6,96073e-04% | 8,39647c-04%
100.000 | 5,54705e-04% | 1,38669¢-03% | 6,87739¢-04% | 6,88083e-04% | 9,37429e-04%
15.000 2,63251e-03% | 3,71039¢-03% | 1,11534e-03% | 1,13031e-03% | 7,858520-04%
05 | 30.000 2,02566e-03% | 2,35898¢-03% | 1,12605e-03% | 1,12430e-03% | 5,67102¢-04%
' 60.000 1,18176e-03% | 1,52918e-03% | 7,42224e-04% | 7,42490e-04% | 1,63156e-03%
100.000 | 5,93194e-04% | 1,42374e-03% | 7,39369¢-04% | 7,39346e-04% | 1,28194e-03%
15.000 N 3,00628¢-03% | 8,66991¢-04% | 8,68324¢-04% | 2,333320-03%
06 | 30.000 - 2,60575¢-03% | 7,27805¢-04% | 7,25817e-04% | 2,12933¢-03%
' 60.000 - 1,62811e-03% | 3,31236e-04% | 3,32032e-04% | 2,11477¢-03%
100.000 | - 1,27850e-03% | 3,47038e-04% | 3,48505e-04% | 1,64991e-03%

Legenda: Percentagem média das dez iteragoes temporais do crescimento de Ymean apos
movimentar os vértices.
resultado no critério analisado, recebe o pontuagao “5”; e a fungao com pior
resultado, recebe pontuacao “17.

Nos gréficos (12) a (21), tem-se a pontuagao das fun¢oes monitoras
para os experimentos configurados com y = 15.000, y = 30.000, y = 60.000,
e x =100.000, com B =0,1,3=0,2, 3=0,3, =0,4, B =0,5¢ B =0,6.

No grafico (12), tem-se a pontuacao das fun¢oes monitoras conforme
o total de vértices no fim da execucao; no grafico (13), conforme o total de
clocks para execucao total do experimento; no gréfico (14), conforme o total
de clocks para movimentar os vértices; no grafico (15), conforme o valor de
Ymaxr da malha no fim do experimento; no grafico (16), conforme o valor de
Yimean da malha no fim do experimento; no grafico (17), conforme o valor
médio de p.e apés cada iteragao temporal; no grafico (18), conforme a

percentagem média de triangulos com p > pg; no gréfico (19), conforme
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o valor médio de Vy,; no grafico (20), conforme a percentagem média de
triangulos com v > 1N e, por fim, no gréfico (21), pontua-se de acordo com
o crescimento de Yean. Supondo-se que todos os itens tivessem o mesmo

peso, a funcao A obteria os melhores resultados.
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Figura 12 Pontuagao total de vértices
Legenda: Pontuacao referente ao total de vértices para malhas com ) = 15.000, y = 30.000,
x = 60.000 e y =100.000, com =0,1, =0,2, 3=0,3, =0,4, 3 =0,5¢ f =0,6.
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Figura 13 Pontuagao total de clocks
Legenda: Pontuagao referente ao total de clocks para malhas com ) = 15.000, x = 30.000,
x = 60.000 e y =100.000, com 3 =0,1, 3=0,2, 3=0,3, =0,4, 3 =0,5¢e f =0,6.
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Figura 14 Pontuacao total de clocks para movimentar
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Figura 15 Pontuagao Yuax
Legenda: Pontuacgao referente ao valor de ¥4y, para malhas com ) = 15.000, y = 30.000,
x =60.000 e x =100.000, com B =0,1, 3=0,2, 3=0,3, 3=0,4, =0,5¢ f=0,6.
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Legenda: Pontuagao referente ao valor de p,;4¢, para malhas com y = 15.000, y = 30.000,
% = 60.000 e ¥ = 100.000, com B =0,1, §=0,2, =0,3, §=0,4, =0,5¢ f=0,6.
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Figura 18 Pontuagao triangulos com p > pg

Legenda: Pontuagao referente a porcentagem de triangulos com p > pg, para malhas com
x = 15.000, x =30.000, x = 60.000 e xy = 100.000, com B =0,1, B =0,2, B =0,3, B =0,4,
B=05epB=0,6.
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Legenda: Pontuacgio referente ao valor de Uy, para malhas com y = 15.000, ¥ = 30.000,
X =60.000 e x =100.000, com B =0,1, 3=0,2, 3=0,3, 3=0,4, =0,5¢ f=0,6.
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Legenda: Pontuagao referente a porcentagem de triangulos com v < 7, para malhas com
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Figura 21 Pontuagao crescimento de Ypuean

Legenda: Pontuagao referente a porcentagem de crescimento de ¥peqn, para malhas com
x = 15.000, y =30.000, y =60.000 e xy = 100.000, com B =0,1, 8 =0,2, B =0,3, B =0,4,
B=0,5¢p=0,6.
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5 CONCLUSAO E PROPOSTAS DE TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, foi proposta uma nova fungdo monitora, chamada de
A, e comparou-se os resultados obtidos com os resultados de outras funcoes
monitoras encontradas na literatura.

Classificaram-se as func¢oes monitoras de acordo com cada critério
analisado. Com os resultados obtidos, pode-se verificar que cada funcgao
monitora possui suas qualidades e deficiéncias. A funcao I mostrou-se efi-
ciente por apresentar movimentos rapidos, com baixo custo computacional.
No entanto, também apresentou a maior degeneracao da malha, com os pio-
res valores das métricas Circunradius-to-shortest Edge Radio (CER) e Shape
Regularity Quality (SRQ), a maior percentagem de triangulos com as métri-
cas CER e SRQ consideradas ruins, também necessitando de mais vértices
para correcao da malha. A fungao A foi a que apresentou valores razoaveis,
em comparacao com as demais, do maior valor e do valor médio do gradi-
ente, denotados, respectivamente, Yuax € Ymean- Porém, como deficiéncia, a
funcdo A demandou maior custo computacional para execucao.

Os experimentos com as fungoes E e ¥ confirmaram que a principal
qualidade dessas funcoes é a melhoria da qualidade da malha. Apresenta-
ram os melhores resultados em relacao as métricas CER e SRQ. Também
apresentaram movimentos suaves, nao ocorrendo grandes variacoes ao se
utilizar diferentes parametros de adaptatividade, definido por . Como de-
ficiéncia, apresentaram baixos valores de Yuax € Ymean, 80 S€ comparar com
uma malha sem movimentar os vértices. Até a publicacao deste trabalho,
nao foram encontrados outros trabalhos em que se utilizassem as fungoes de
Kobbelt et al. (1998) e Taubin (1995a, 1995b) a fim de obter melhorias na

aproximacao da solucao de equacao diferencial parcial.



107

A funcao Y apresentou valores razoaveis de Yuax € Ymean, COM custo
computacional relativamente baixo. Entretanto, em véarios experimentos
utilizando essa funcao, as malhas apresentaram a maior quantidade de vér-
tices em relacao as demais.

Para o usudario que deseja movimento dos vértices da malha, com
altos valores de Yuax € Vimean, Sem necessidade de inclusao de vértices para
melhoria da malha, a funcao A pode ser a melhor alternativa. Ainda, para
o usuario que deseja boa qualidade da malha nas métricas CER e SRQ), as
funcoes E e W podem ser excelentes alternativas.

Para o usuério que deseja custo computacional baixo e gradientes
razoaveis na malha, a funcao I' é uma boa alternativa em relacao as fungoes
A e Y, desde que nao haja problemas na inclusao de vértices para melhoria
na malha.

A funcdo Y é interessante para usudrios que desejam altos valores
de Yuax, com taxa de crescimento do gradiente relativamente baixa, sem se
importar com a inclusao de vértices para melhoria da qualidade da malha.

E importante salientar que o movimento dos vértices nao deve ser
utilizado sem anélise e planejamento. Em todos os experimentos, ocorreu
que movimentar os vértices acarretou um custo computacional maior que
realizar somente o refinamento da malha. E possivel que o custo de mo-
vimentar os vértices possa ser reduzido aumentando-se a intensidade do
movimento e, consequentemente, reduzindo o nimero de iteracoes das li-
nhas 4-16 do algoritmo (10). Os testes com “S/Mov.2” resultam em malhas
com a qualidade minima estipulada pelo usuario. Isso significa que os tes-
tes com “S/Mov.2” resultam em malhas de qualidade. Em todos os testes
realizados, “S/Mov.2” resultou em menor custo computacional.

Como melhoria neste trabalho, seria importante realizar pesquisas
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sobre estimadores de erros a posteriori, equacao do calor com termo fonte ou
mesmo a aplicacao em outra equacao para analise e verificagao da solugao
gerada.

Ainda, como proposta de trabalho futuro, seria a adaptacao para
discretizacoes de volumes finitos dos esquemas de movimentos de malhas
de discretizagoes de elementos finitos baseados em Huang e Russell (2011).
Ainda, os esquemas propostos por Springel (2009) podem ser boas alternati-
vas para a implementacao de malhas mdveis para se manter a qualidade da
malha com baixo custo computacional na solucao de equacoes diferenciais
parciais.

Com o intuito de se reduzir o tempo de processamento dos experi-
mentos, bem como obter uma solugao com melhor aproximagao e em tempo
habil, também necessita-se paralelizar o método dos gradientes conjugados,
método que mais demanda recursos de processamento.

Com relacao a malha, pode-se realizar experimentos com diferentes
valores de fronteira e/ou com um dominio com geometria complexa. Tam-
bém ¢ possivel obter melhorias nos resultados aumentando o parametro de

adaptatividade 8, ou mesmo, utilizando um f local.
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