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RESUMO

Consideraremos a cadeia de spin, composta de dimero-plaqueta ortogonal
com acoplamento Ising-Heisenberg, motivado pelo fato de alguns cristais pos-
suirem essa estrutura. Para resolver esse modelo de cadeia de spin quantico,
primeiro usaremos a transformacgdo de gauge local, em seguida, a transformacgao
de decoracdo juntamente com a técnica de matriz de transferéncia. Assim,
obtemos a energia livre do modelo em forma exata. Analisaremos as transi¢des
de fase a temperatura zero, em que encontramos varias fases, dentre elas, regides
frustradas de spin. Discutiremos, também, as propriedades térmicas tais como:
calor especifico, entropia e funcdo de correlacdo entre sitios mais préximos. Além
disso, estudaremos as propriedades de emaranhamento térmico nos dimeros que
compdem a cadeia e discutiremos as suas propriedades de emaranhamento térmico
para diferentes valores de acoplamento da cadeia. Ainda, mostraremos, também,
como o emaranhamento desaparece, repentinamente, para uma dada temperatura,
a chamada temperatura de limiar.

Palavras-chave: Cadeia de spin quantico. Dimero-plaqueta. Emaranhamento

térmico. Frustracdo de spin.



ABSTRACT

Consider the orthogonal dimer-plaquette chain with Ising-Heisenberg
coupling, motivated by the fact of o few crystals presenting this structure. In
order to resolve this quantic spin chain model, we first use local gauge
transformation, followed by the decoration transformation along with the
transference matrix technique. Thus, we obtain the exact form of the model’s
free energy. Subsequently, we analyze the phase transitions at zero temperature,
in which we find many phases, among which are frustrated spin regions. We will
also discuss thermal properties such as: specific heat, entropy and correlation
function between adjacent sites. In addition, we will study the thermal
entanglement properties in the dimers which comprise the chain, and discuss
these properties for different chain coupling values. Also, we will show how the
entanglement suddenly disappears in a given temperature, the so called threshold
temperature.

Keywords: Quantic spin chain. Dimer-plaquette. Thermal entanglement. Spin
frustration.
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1 INTRODUCAO

A fisica da matéria condensada é o ramo da fisica que estuda as
propriedades de sélidos, liquidos e outras formas da matéria, na qual os dtomos
ou particulas sdo concentrados. A fisica da matéria condensada procura entender
o comportamento destas fases, usando leis fisicas, tais como as leis da mecanica
clédssica, da mecanica quantica, do eletromagnetismo e da mecanica estatistica.

Com o objetivo de estudar as propriedades térmicas da cadeia de spin
dimero-plaqueta ortogonal, com acoplamento Ising-Heisenberg, é que serdo
apresentadas, a seguir, informacdes relativas a tais propriedades para esses

sistemas unidimensionais.

1.1 Mecanica Estatistica e as Propriedades Termodinamicas de sistemas

fisicos

A Mecanica Estatistica procura relacionar as propriedades termodinami-
cas fisicas, considerando modelos microscépicos, como dtomos e moléculas, com
o objetivo de efetuar previsdes seguras sobre o comportamento macroscopico dos
modelos (LAGE, 1995). Dessa forma, ela faz conexfo com a termodindmica
do mundo macroscépico por meio dos pardmetros visiveis P, V e T. Ela
¢ construida com base em postulados estatisticos e teorias probabilisticas para
descrever os estados microscopicos do sistema considerado (SALINAS, 2008).
Um microestado € definido pela descricio microscdpica completa do sistema
(FLIESSBACH, 2000).

Com base nesse pressuposto, apresentaremos, de forma sucinta, algumas
informagdes sobre Mecanica Estatistica (ou Fisica Estatistica), bem como sua

aplicacdo de obter as propriedades termodindmicas do sistema fisico sob estudo,
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tais como: energia livre de Helmholtz, entropia e calor especifico.

1.1.1 Mecanica Estatistica

Os valores das varidveis do tipo pressao e temperatura sdo determinados,
baseando-se na teoria cinética dos gases e estdo diretamente ligados ao célculo de
valores médios de grandezas microscOpicas. A determinagdo destes parametros
¢ feita considerando a mecanica estatistica, ja que é preciso o uso de métodos
estatisticos para a obten¢a@o desses valores macroscopicos.

Para determinar as grandezas microscopicas, é necessdrio conhecer os
estados que compdem um determinado sistema. Os estados sdo descritos por
espacos de fases acessiveis a um determinado sistema que consitui um ensemble
estatistico (SALINAS, 2008).

O ensemble estatistico € constituido pelo conjunto de estados acessiveis,
que, em um sistema estatistico fechado, com energia fixa, é igualmente
equiprovavel (LAGE, 1995), sendo esse o postulado fundamental da mecanica
estatfstica.

Assim, € preciso definir a fung¢@o de parti¢do Z, para um sistema com N

estados disponiveis como:
N
Z=>) elFF), (1.1)
i=1

em que a soma € sobre todos os pesos de Boltzmann (e~ PEi), sendo E; o valor da
energia de um dado estado 4, em que o sistema fisico pode ser encontrado, com
B =1/kpT: kp aconstante de Boltzmann, e 7" a temperatura absoluta medida em
kelvin. Enfatizamos que a funcdo de particao serd util para determinar a energia

livre de Helmholtz.
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1.1.2 Energia livre de Helmholtz por sitio

A energia livre € a energia de um sistema fisico que pode ser convertida em
trabalho. Particularmente, a energia livre de Helmholtz representa a energia interna
de um sistema, que pode ser transformada em trabalho, mantendo a temperatura
constante (CALLEN, 1985).

Logo, a energia livre por sitio para um sistema unidimensional com N

sitios, no limite termodinAmico (N — 00), pode ser expressa por

. 1

sendo Zy a funcdo de particdo para o sistema com N sitios na cadeia. Vale
ressaltar que a energia livre por sitio € uma grandeza intensiva (independente de
N). A funcdo (1.2) € chamada de energia livre de Helmholtz.

As propriedades termodindmicas do sistema fisico em equilibrio térmico,
tais como o calor especifico e a entropia, entre outras grandezas, podem ser obtidas

considerando a expressdo da energia livre de Helmholtz f.

1.1.3 Entropia por sitio

z

Entropia por sitio é uma grandeza termodindmica que quantifica a
irreversibilidade de um processo no sistema em equilibrio termodinamico. Ela
representa uma parte da energia interna que ndo pode ser convertida em trabalho
(CALLEN, 1985). A entropia de um sistema sempre serd uma quantidade ndo
negativa e aumenta com o incremento da temperatura.

Podemos relacionar a entropia com a energia livre de Helmholtz. Basta

tomar a derivada da energia livre (1.2), em funcdo da temperatura, mantendo V'



17

constante

__ (91
S= <8T>V. (1.3)

1.1.4 Calor especifico por sitio

O calor especifico € a razdo entre entre a quantidade de calor injetado
no sistema e a consequente variacdo da temperatura, sendo uma quantidade nao
negativa (SALINAS, 2008).

Temos condi¢des de quantificar o calor especifico medido experimen-
talmente Cp (calor especifico a pressdo constante) e o calor especifico medido
teoricamente C'y (calor especifico a volume constante).

O calor especifico a pressdo constante pode ser considerado uma medida
experimental, por ser mais conveniente controlar a temperatura " e a pressio p. O
calor especifico a pressdo constante em termos de entropia € dado por

8S
Cp=T <8T>P : (1.4)

similarmente, o calor especifico a volume constante é dado por

oS
CV:T(aT)V, (1.5)

ou em termos da energia livre de Helmholtz, a entropia (1.3) substituida no calor

especifico (1.5) nos da

82f>
Cy=-T[(=—-) . (1.6)
v=1 (o),
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1.2 Magnetismo e Propriedades Magnéticas

Nesta parte, serdo apresentados alguns conceitos basicos e propriedades
fundamentais sobre a magnetiza¢do dos materiais, assim como o que diz respeito
aos materiais magnéticos.

Os materiais magnéticos, desde a magnetita até as fitas de video, sdo
magnéticos por causa das particulas atdmicas dos quais sdo constituidos. Em
particular, os elétrons podem produzir campos magnéticos em razao de possuirem
momento dipolar magnético. O dipolo magnético do elétron é composto de
seu momento magnético de spin e o seu momento magnético orbital (NOVAK,
1999). As propriedades magnéticas dos materiais € o resultado da combinacdo
dos momentos magnéticos de spin e orbital das particulas que as constituem.
Dentre os tipos de materiais magnéticos existentes, apresentamos, a seguir, de
forma sucinta, os paramagnéticos, os ferromagnéticos, os antiferromagnéticos e

os ferrimagnéticos (ASHCROFT; MERMIN, 2011).

1.2.1 Momento Magnético Orbital e de Spin

a) Momento Magnético Orbital

O elétron, dentro do dtomo, possui momento angular associado ao seu
movimento de translacdo que recebe o nome de momento angular orbital,
representado pelo simbolo L (BLUNDELL, 2001).

A relagdo entre o momento magnético orbital p,, € o momento

magnético associado ao momento angular orbital, é dada por

e
=—(— )L 1.7
Horp <2me) ) ( )
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em que e representa o médulo da carga elétrica do elétron e m,. a sua massa.

(¢

Podemos ver pela expressdo (1.7) do momento magnético orbital que ele
proporcional ao seu momento angular L. Como a carga elétrica do elétron é

negativa (—e < 0), os vetores ut,, € L tém sentidos opostos (BLUNDELL, 2001).

b) Momento Magnético de Spin

Os elétrons (assim como prétons, néutrons e outras particulas) t€ém uma
propriedade intrinsica chamada de spin que satisfaz as relagdes de comutagdo
de operadores de momento angular, que, também, contribui para seu momento
magnético. O spin da particula é representado pelo simbolo S. Associado a
este spin, existe um momento magnético de spin, representado pelo simbolo g4
(BLUNDELL, 2001). Os momentos magnéticos p, € S sdo relacionados por meio

da equacgdo

g, = _<6> S. (1.8)
Me

Assim como para 0 momento magnético orbital, a carga negativa do elétron (—e <

0) indica que os vetores p, € S t€m sentidos opostos.
1.2.2 Magnetizacao por sitio

Na presenca de um campo magnético, a matéria torna-se magnetizada, isto
é, um exame microscépico revelaria que ela contém muitos dipolos mintsculos,
com alinhamento liquido ao longo de uma determinada dire¢do (GRIFFITHS,
2011).

A magnetizagao por sitio (M) € a soma de todos os momentos magnéticos

elementares p1; divididos pelo volume V', ocupado pelo meio magnetico (NOVAK,
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1999):

M = Z“V (1.9)

sendo a soma realizada sobre todos os possiveis estados fisicos ¢ que possuem
dipolo magnético total por sitio dado por ﬁz Para este vetor contribuem os
momentos magnéticos orbital e de spin em cada sitio contido no volume V. Em

principio o vetor magnetizagao por sitio, equagao (1.9), t€ém componentes x, y € z.
1.2.3 Susceptibilidade Magnética por sitio

A susceptibilidade indica como é a resposta de um material quando
aplicado a uma variagdo de campo magnético (KITTEL, 1978). No caso geral,
a susceptibilidade por sitio é um tensor de segunda ordem. Como vamos tratar
com campos magnéticos homogéneos na direcdo z e estamos interessados no
comportamento da componente z da magnetizagdo por sitio, em decorréncia da
variac@o desse campo magnético, definimos a susceptibilidade magnética por sitio

como:

AM _ oM

X= A8 AR~ o (10

em que h representa o campo magnético externo homogéneo ao longo da direcao
z. A susceptibilidade pode ser expressa, também, em termos da energia livre de
Helmbholtz

2f

—5 (1.11)



21

1.2.4 Propriedades Magnéticas

a) Paramagnetismo

O paramagnetismo € observado em materiais que contém momentos
magnéticos liquidos por sitio. No entanto, a agitacdo térmica provoca um arranjo
aleatério dos momentos magnéticos por sitio como podemos ver na Figura 1,
tornando-se um material com momento de dipolo magnético médio nulo.

Quando uma substincia paramagnética for posicionada em um campo
magnético externo, seus momentos atdmicos tendem a se alinhar com ele. Este
processo de alinhamento, entretanto, deve competir com 0 movimento térmico,
que tende a deixar aleatdrias as orientagcdes dos momentos magnéticos de cada
sitio (BLUNDELL, 2001).

Todo material paramagnético, submetido a um campo magnético externo
h, apresenta um momento dipolar magnético ndo nulo, orientado no mesmo

sentido que h (GRIFFITHS, 2011).

Figura 1 Distribuicdo dos fons magnéticos em uma estrutura paramagnética

b) Ferromagnetismo
Os materiais ferromagnéticos possuem pequenas regioes (dominios) em
que todos os dipolos magnéticos estdo alinhados paralelamente uns com os outros

(SPALDIN, 1969), como apresentamos na Figura 2.
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O ferromagnetismo estd presente em pequenas regides do material, por
meio de uma magnetizacdo espontdnea, que persiste mesmo na auséncia de um
campo de inducio externa (BLUNDELL, 2001).

Um campo magnético externo h pode alinhar os momentos magnéticos
destas regioes, fazendo com que uma amostra do material produza um forte campo
magnético no mesmo sentido do campo externo, que permanece quando h &

removido (KITTEL, 1978).

Figura2 Distribuicdo dos fons magnéticos em dominios em uma estrutura
ferromagnética

¢) Antiferromagnetismo

Os materiais antiferromagnéticos sdo substincias que possuem pequenas
regides (dominios), em que todos os dipolos estdo nas mesmas direcdes, mas em
sentidos opostos entre pares. Na Figura 3 vemos a distribuicdo dentro de uma
Unica regiao.

Nos materiais antiferromagnéticos, a interagdo entre oS momentos mag-
néticos tende a alinhar momentos adjacentes antiparalelos uns com os outros
(SPALDIN, 1969), como pode ser visto na Figura 3 em temperatura nula (7' = 0).

E importante ressaltar que a magnetizacdo por sitio é nula, uma vez que

ela ¢ uma quantidade média.
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Figura 3 Distribui¢do dos fons magnéticos em uma estrutura antiferromagnética

d) Ferrimagnetismo

Os ferrimagnetos se comportam, similarmente, aos ferromagnetos, que
apresentam uma magnetizacdo espontinea, abaixo de temperaturas criticas,
mesmo na auséncia de um campo aplicado no sistema (SPALDIN, 1969).

O ferrimagnetismo, também, estd relacionado com o antiferromagnetismo,
em que os momentos magnéticos se alinham antiparalelamente com os momentos
adjacentes.

A Figura 4 mostra como se comportam os fons magnéticos em 7' = 0,
indicando que a magnetizagao por sitio resultante € ndo nula, porém é de menor

intensidade que um caso ferromagnético.
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Figura4 Distribui¢do dos fons magnéticos em uma estrutura ferrimagnética em
T=0

1.3 Frustracio geométrica

A frustracdo geométrica é uma caracteristica que impede, por exemplo,
a formacgdo “perfeita” de um cristal, quando se tem uma pequena quantidade
de atomos de determinada substancia, resultando em pequenas imperfeicdes, em
funcdo da estrutura geométrica. A existéncia de modelos frustrados, também, estd
presente em sistemas de spin. A palavra “frustracdo” foi introduzida para descrever
a situac@o em que um spin (ou um ndmero de spins) no sistema ndo pode encontrar
uma Unica orientagdo para satisfazer plenamente todas as interagdes com seu spin
vizinho (DIEP, 2004).

Um simples exemplo de frustracdo pode ser mostrado com dois spins S; e
Sj com spin—% cada e interacdo J entre eles. A energia de interagdo entre os dois

spins ¢ dada por

E=-JS;-5;. (1.12)
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Quando J € positivo (interacdo ferromagnética), a energia (1.12) é
minima, £ = —/J, situacdo em que todos os spins estdo orientados paralelamente
entre si. Logo, a configuracdo para que a interagdo entre cada par de spins
seja minima é completamente satisfeita. Portanto, o ferromagnetismo pode ser
aplicdvel a qualquer estrutura de rede (DIEP, 2004).

Mas se J € negativo (interacdo antiferromagnética), a energia minima sera
E = J, situacdo em que os pares de spins estdo orientados antiparalelamente
entre si. Para verificarmos se € possivel essa configuracdo de spins vizinhos,
dependemos da estrutura da rede (DIEP, 2004).

Podemos ver na Figura 5(a) que, para redes quadradas, os pares de spins
satisfazem a condi¢c@o de que os spins mais proximos sdo antiparalelos entre si.
Por outro lado, para redes triangulares, como ilustrado na Figura 5(b), um dado
spin € antiparalelo a um de seus vizinhos, enquanto o terceiro spin pode assumir
qualquer uma das dire¢des dos demais spins. No entanto, a indeterminacdo no

sentido caracteriza a ele uma frustragdo geométrica.

(a) (b)

Figura5 (a) Interacdo antiferromagnética do vizinho mais préximo nio apre-
senta frustragdo. (b) A rede triangular apresenta frustra¢do, porque nao
é possivel orientar o spin no terceiro sitio para satisfazer o requisito de
interacdo antiferromagnética com os vizinhos mais proximos

Usando a ideia bdsica apresentada na Figura 5, agora podemos estender
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o conceito de frustracdo geométrica para um sistema de N particulas no limite
termodindmaico (/N — oo). Em virtude da indeterminagdo nos spins do sistema, a
energia do estado fundamental serd degenerada em ¢*V, sendo g a degenerescéncia
da célula unitdria, isso implica que a entropia por sitio em temperatura zero nao

serd nula e serd dada por
S = kpln(g), (1.13)

esta entropia nao nula é conhecida como entropia residual (PORTELA, 2010).
Assim, por exemplo, um sistema de N particulas de spin—% sem interacdo e na
auséncia de campo magnético tem 2% configuracdes (todas com a mesma energia),
dessa forma a entropia residual no limite termodinidmico serd S = kp In(2).

Uma discussdo mais detalhada sobre frustracdo geométrica, com mais
exemplos e explicacdes, pode ser encontrada na referéncia Diep (2004).

Estas propriedades termodindmicas e magnéticas serdo discutidas na
cadeia de spin dimero-plaqueta ortogonal com acoplamento Ising-Heisenberg nas

secoes 4 e 5.
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2 MATRIZ DE TRANSFERENCIA PARA MODELO
UNIDIMENSIONAL ISING-DECORADOS

Nesta se¢do, serd apresentado o formalismo da matriz de transferéncia que
permite resolver modelos de Ising-decorados (FISHER, 1959; SYOZI; NAKANO,
1955), no qual a decoracdo pode conter o spin quantico. Com isso, serd possivel
calcular a energia livre de Helmholtz considerando os autovalores da matriz de
transferéncia. Em seguida, serd exposto como determinar o valor esperado do
operador de spin e a fung@o de correlacdo entre 2 spins distantes, para modelos de

Ising-decorados.

2.1 Matriz de transferéncia

Uma simples aplicacdo da técnica de matriz de transferéncia € a solucdo
exata do modelo de Ising unidimensional com spin—%, para um nudmero finito
de sitios (BAXTER, 1982). Em geral, a matriz de transferéncia possibilita
escrever a fungdo de particdo do modelo em termos dos autovalores da matriz
de transferéncia.

O método a ser utilizado serd a transformacgdo de decoracdo, proposto
no inicio da década de 50, por Fisher (FISHER, 1959) e Syozi (SYOZI, 1951).
Mais tarde, esta abordagem foi o tema de estudo de modelos unidimensionais
decorados na referéncia Rojas, Valverde e Souza (2009) para o caso de multi-
spins. Uma generalizacdo semelhante, também, foi desenvolvida por Strécka
(STRECKA, 2010) para o sistema hibrido (por exemplo Ising-Heisenberg). Mais
recentemente, outra variante interessante dessa abordagem foi discutida, em que
uma transformacao direta foi proposta em vez de uma transformagao passo a passo

na referéncia Rojas e Souza (2011a).
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Por outro lado, a técnica da transformacdo de decoragdo é amplamente
utilizada, para resolver diversos modelos de spins, assim como fermions sem spins
na estrutura de diamante (ROJAS; SOUZA, 2011b), como também o modelo de
Hubbard no limite quase-atdmico (ROJAS; SOUZA; ANANIKIAN, 2012).

Para exemplificar a aplica¢do da matriz de transferéncia em modelos de-
corados (hibridos), ilustrado na Figura 7, serd utilizada a cadeia de Ising-decorado
(CID) (BELLUCCI; OHANYAN, 2013), com spin—% em um campo magnético
externo na direcdo z (campo magnético longitudinal).

O Hamiltoniano deste modelo pode ser escrito por

N
h
Ho= Z (HZ ) (si+ Sz’+1)> ; (2.1)

i=1

sendo H; o Hamiltoniano que descreve a parte decorada do modelo Ising-decorado
(spin quantico) e s; € a componente z do operador de spin—% (1) no sitio i.

O termo H; estd em funcdo dos operadores s; € s;41, 0 que, na verdade,
seria expresso por H; (s;, s;+1), mas que, na simplicidade, ndo foi exposto no
Hamiltoniano (2.1). O operador s;, também, é denominado de spin de Ising. A

sua representagcdo matricial € dada pela componente z das matrizes de Pauli
Si = ) (22)

situado no sitio ¢. Denotamos por h o campo magnético externo longitudinal
que age sobre o sistema (BELLUCCI; OHANYAN, 2013). Por conveniéncia,
vamos considerar uma cadeia fechada com a condi¢@o de contorno periédica, como
podemos ver na figura 6, assim sy+1 = s1. Temos que N € o nimero de sitios na

cadeia.
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Figura 6 Representagdo de uma cadeia periddica com N sitios

Portanto, a funcéo de parti¢do para o modelo descrito pelo Hamiltoniano

(2.1) serd dada por

o= >, <e_’BH), 2.3)

{s}

em que {s} denota a soma sobre todas as configura¢des de spins de Ising (s = £1),
enquanto o trago tr, é um trago parcial que serd realizado, exclusivamente, sobre
todos os spins de Heisenberg H;.

Substituindo o Hamiltoniano (2.1) na funcdo de particdo (2.3) e expan-

dindo esta, teremos

ZN — Ztro (e—B[Hl—%(sl—l-Sg)] . e_ﬁ[HN_g(SNJ"Sl)}) . (24)
{s}
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Figura7 Representacdo esquemdtica de um modelo de Ising-decorado

Logo, a fungdo de particdo pode ser expressa em termos dos pesos de

Boltzmann dado por
W (siy sin) = 00 (s, 5ip0), (2.5)

em que W(s;, siy1) representa o traco parcial sobre o e~ ?Hi. Com isso, a fungio

de particdo (2.4) serd

ZN = Z W(Sl, SQ)W(SQ,Sg) s W(SN, Sl). (26)
{s}

Assim, obtemos a matriz de transferéncia T, que é expressa por

T = Wy Wi . 2.7)
W e P
Nota-se que os elementos de T s3o dados em termos dos pesos de
Boltzmann (2.5). Os elementos da matriz de transferéncia t€m as linhas indicadas
com o valores s; € as colunas com os valores S;41.
Com isso, a func¢do de parti¢do (2.6) serd dada por um produto de matrizes

de transferéncia, ficando expressa por

Zn = tr, (TV). (2.8)
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Por construcdo, a matriz de transferéncia (2.7) é simétrica (SALINAS,
2008) e diagonalizavel por meio de uma transformacio unitdria. Aplicando esta
transformacdo na eq.(2.7) temos
1 Ay O
AT'TA=D = , 2.9
0 -
em que D € uma matriz diagonal. Estamos assumindo que existe uma matriz A
que possui uma matriz inversa A~* (AA~! = A~'A = 1), sendo elas as matrizes
que diagonalizam a matriz de transferéncia T. Temos que A1 sdo os autovalores

da matriz de transferéncia (2.7) representados por

1 - -
>‘(:|:) 25 [eﬁhW++ + ei’BhW__:l:
i\/(eﬂhW++ — e W) AW, W | (2.10)
Como as fungdes VVU, 1,7 = -+, — s@o positivas, portanto, a equacao

(2.10) nos permite afirmar que |[A;| > |A_|.
Para os casos em que a matriz de transferéncia T tem dimensdo 2 X 2,
podemos escolher as matrizes A e A~! como (BAXTER, 1982)
cos (0) —sin(0) cos (0) sin(0)

A= e A7l= (2.11)
sin(f)  cos () —sin (0) cos(0)

em que 6 esta relacionado com o autovalor A, por meio da relagdo

10

cos (20) = B%hl Ag. (2.12)

Os elementos da matriz A e A~! sdo dados de forma explicita no apéndice
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A, em termos do valor da magnetizagao por sitio.
Desse modo, a fun¢do de parti¢ao (2.8) serd
M0
Zy = tr| 77 =M+ AV, (2.13)
0 AN
Portanto, a fungdo de parti¢cdo pode ser escrita em termos dos autovalores
da matriz de transferéncia. Esta quantidade serd util para calcular a energia
livre de Helmholtz do modelo. O formalismo da matriz de transferéncia permite
obter expressdes analiticas exatas para alguns modelos de spin (BELLUCCI;

OHANYAN, 2013).

2.1.1 Energia Livre de Helmholtz

A matriz de transferéncia possui algumas propriedades importantes, como
a ndo-degenerescéncia do maior autovalor A, e, também, ser sempre positiva
para temperaturas nao nulas (7' > 0). Esses resultados decorrem do teorema de
Perron-Frobenius (LANGVILLE; MEYER, 2006), que afirma que uma matriz real
quadrada, com entradas positivas, tem um tnico maior autovalor.

Assim, a energia livre de Helmholtz do sistema no limite termodinamico
serd

f= Lim Lmzy = —Lm Lwmday 1+g (2.14)
TUBNBRN TN T TENS N T Y )

onde as expressdes dos autovalores A1 sdo dadas pela equacdo (2.10).
Mas, quando N — oo (limite termodindmico), na energia livre de

N
Helmbholtz (2.14) o termo <§—;) — 0, com isso a energia livre de Helmholtz
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sera
f=—=In)Ay, (2.15)

ou explicitamente

1 1 ~ -
f = — E In |:2 (eﬁhW++ + e_ﬁhW,,) +

+%\/(eﬁh‘7"++ e BhW__)” 4 4W+_W_+} ‘ e

Este resultado € importante, pois fica evidente que, no limite termodina-
mico (N — o0), a expressdo da energia livre de Helmholtz, é dada apenas pelo

autovalor de maior médulo A\ da matriz transferéncia T.
2.2 O valor esperado e a funcio de correlacao

A seguir serdo analisadas algumas outras grandezas termodinamicas.
2.2.1 Valor Esperado

O valor esperado representa a probabilidade de encontrar os spins numa
dada configuragdo para o sistema em equilibrio termodindmico a uma temperatura.

Assim, o valor esperado de (s;) é

1 _
(i) = 2= D s, (2.17)
{s}
e PH
sendo a probabilidade do sistema de spin estar na configuragdo s; a
N

temperatura T.
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Substituindo o Hamiltoniano (2.1) na expressdo anterior e expandindo o

somatério em termos do peso de Boltzmannn W (s;, s;41), temos

N
(s;) = Z H (85, 8j41)- (2.18)
Mg =

A expressdo do peso probabilistico W (s;, s;+1) é dada pela equagdo (2.5).
Ao expandir o produtério no valor esperado (2.18) e, em seguida, agrupar

as matrizes de transferéncias, obtemos
(si) = ——trs (TiffsiTN*“*f)) . (2.19)

Utilizando a propriedade ciclica do traco, o valor esperado (2.19) pode ser

€Xpresso como
(si) = ——trg (TVs;). (2.20)

Ao aplicar as matrizes dadas na eq.(2.11), a matriz s; pode ser escrita na

base diagonal, sendo 5; = A ls,A

cos (0) sin(0) 1 0 cos (0) —sin(0)

—sin (0) cos(6) 0 -1 sin(f) cos ()
cos (20)  —sin (26)

- . 2.21)
—sin (20) —cos (260)

Aplicando as matrizes que diagonalizam a matriz de transferéncia no valor

esperado (2.20), encontramos

1
—1 — N N
(s5) = %trs (A1, AA"'TVA) —Z—Ntrs (5:DY). (2.22)
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Logo, substituindo os termos no valor esperado (2.22) por seus respectivos
valores, obtemos
1 cos (26 —sin (260 AV 0
(8;) = ——trs (26) (26) * . (223)
ZN —sin (26) —cos(26) 0 AN
e, apds algumas manipulacdes algébricas, bem como tomando o limite termodina-

mico, o valor esperado serd
(si) = cos (20) = M, (2.24)

em que M, é a magnetizacdo por sitio parcial correspondente ao spin de Ising
(BELLUCCI; OHANYAN, 2013).

Assim como foi feito para encontrar o valor esperado do spin de Ising, sera
demonstrado como encontrar o valor esperado de qualquer outro operador de spin.
Para isso, vamos ilustrar o cdlculo do valor esperado de um operador P qualquer.

Ao tomarmos o modelo descrito pelo Hamiltoniano (2.1), no qual as
informagdes dos operadores P estdo contidos no termo H;, portanto, o valor

esperado de P; é dado por

1 _
(Po) = 2~ > P, (2.25)
{s}
Substituindo o Hamiltoniano (2.1) e expandindo o somatério, obtemos o
peso de Boltzmann W (s;, ;7). Logo, os elementos da matriz de transferéncia T
(2.7) estdo em termos do peso de Boltzmann e, com isso, o valor esperado (2.25)

pode ser escrito como

1 o .
(P) = Z—Ntrs TP, oNV-(=D-1| (2.26)
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sendo
P, — tr, (P,-e*ﬁHf> , 2.27)

e que tr, é o traco parcial sobre os spins decorados. Assim, a matriz P; pode ser

escrita como
Pi= tr, (U'PUU e HU) = b, (Pre™ ), (2.28)

em que U e U™! sio as matrizes que diagonalizam o Hamiltoniano H; e UU™! =
U~ 'U = 1. O resultado (2.28) serd verdadeiro somente se 0s operadores H; e s;
obedecerem a propriedade comutativa [H;, s;] = 0.

Finalmente, aplicando as egs.(2.11) tanto em T quanto em P; o valor

esperado (2.26) sera

N L —1pN—1 -19.
(P;) = iy [AT'TY TAAT'PA|
1 N—1D
= Z [D P,] , (2.29)

com ]5Z = A'P,A. A matriz D é dada pela equacdo (2.9). Em seguida,
substituimos na equacio anterior, as matrizes correspondentes aos termos D™V ! e

f’, ficando

1 A0 P, P,

R (2.30)
ZN 0 AN! P, P
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Ao aplicar o limite termodinamico N — oo e calcular o traco, o valor
esperado (2.30) resulta em
P
(P;) = % (2.31)
+
Com as operagdes que quantificam os valores esperados dos operadores

de spin de Ising e qualquer outro operador P, pode-se determinar as funcdes de

correlacdo entre os operadores de spin.

2.2.2 Funcio de correlacao

A fungdo de correlacdo de dois spins, em sitios diferentes, a temperatura
T é a média térmica do produto dos spins s; € s;, situados a uma distancia r entre

si (BAXTER, 1982):
(8iSitr) = i Z sisitre Ot (2.32)
ZN - ’

sendo r a distancia entre sitios i e ¢ + 7.
Novamente, ao substituir o Hamiltoniano (2.1), expandir o somatério
em termos do peso de Boltzmann W (s;, si+1), € usar a técnica da matriz de

transferéncia T (2.7), a func@o de correlagdo (2.32) pode ser escrita como

N
1
(8iSitr) = Zn Z SiSitr H W (sj,85+1)- (2.33)
{s) j=1



38

A expansio do produtério resulta em

1
($iSitr) = zots | LTl T LT (2.34)
i—1 vezes r vezes N vezes
1 . .
(sisir) = 5t (T LTy, TV D) (2.35)

e, aplicando a propriedade ciclica do traco, temos

1 _
(8i8ir) = Z s (TV 75T si4) - (2.36)

Ao utilizar as matrizes que diagonalizam a matriz de transferéncia na
funcdo de correlagdo (2.36), a funcdo de correlacdo fica expressa por

1 S
(8i8itr) = Z s (DVED 5, - (2.37)

Outra correlacdo que serd apresentada € entre s € um outro operador de

spin P. A correlag@o entre o spin s; e o spin P, é

1 _
(5iPipr) = =— > _siPryre ™. (2.38)
ZN
{s}
Ao realizar o mesmo procedimento para a fung¢do de correlagdo entre os
spins s substituindo o Hamiltoniano (2.1) e expandindo o somatério, a funcdo de
correlacdo (2.38) pode ser expressa em termos da matriz de transferéncia, escrita

da seguinte forma

1 . _ :
(3iPitr) = z—try (TP, V0071 (2.39)
N
1 o _
(siPir) = Z—trs (T s TPiry) (2.40)
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em que P, é a mesma expressio dada na eq.(2.28). Logo, aplicando as matrizes
que diagonalizam a matriz de transferéncia, a funcdo de correlagdo sera
1
(siPir) = St (A" TAA T AT TP AA TP A)
N

1 -
= tr (DN_’_IZviD’Pi+r) . (2.41)
ZN

Para a funcdo de correlacdo entre dois operadores de spin, operador P;
localizado no sitio ¢ e operador R;, localizado no sitio ¢ 4+ r, temos a seguinte

expressao

1
(PiRitr) = 2~ > PRy, (2.42)
{s}

e que, apds as manipulacdes algébricas necessdrias, a fungdo de correlagdo (2.42)

pode ser escrita em termos da matriz de transferéncia, a qual resulta em
(PR; 1) = Zthrs (TP, T ' Riyr) (2.43)
com
Ripr = tro (F,-e—ﬁfff) , (2.44)

e lembrando que o trago parcial tr, € realizado sobre os spins decorados.
Em seguida, aplicando as matrizes que diagonalizam a matriz de

transferéncia, a funcio correlacio é

1
(PiRi,) = St (AT IAATIPATIT T IAA T IR 4,A)
N
1 g N
= 5t (DN_’_lPiD”_lRi+r). (2.45)
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Um modo alternativo para obter este resultado, também, pode ser
encontrado em (FISHER, 1959; ROJAS; VALVERDE; SOUZA, 2009).

Com o formalismo da matriz de transferéncia, também, podemos obter o
valor esperado e a fungéo de correlacio, que serdo tteis para estudar a cadeia de
spin dimero-plaqueta ortogonal com acoplamento Ising-Heisenberg, a qual serd

discutida na Secdo 4.
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3 EMARANHAMENTO

Nesta secdo, apresentaremos as discussdes sobre emaranhamento que
tiveram inicio com a publicacdo do artigo onde foi introduzido o fendmeno
conhecido como paradoxo EPR, sigla que referencia o artigo publicado em 1935
por A. Einstein, B. Podolsky e N. Rosen, no qual os autores questionaram a
completude da mecénica quantica (AGUIAR, 2011). O assunto, também, gerou
o interesse de Schrodinger, que discutiu sobre a estranheza do fendmeno, sendo,
historicamente, o autor da palavra “emaranhamento” (AGUIAR, 2011). Isso levou
Schrodinger a propor um experimento mental (gato de Schrodinger) (EINSTEIN;
PODOLSKY; ROSEN, 1935), que explica como um estado quantico é dito
emaranhado, ou seja, um estado quantico possui estados superpostos, antes de
se realizar uma medida.

Serdo apresentados, a seguir, 0s conceitos basicos da mecénica quintica.
Depois discutiremos o emaranhamento de formacdo como um método de

quantificar o emaranhamento.

3.1 Sistema Quantico

Nesta parte, apresentamos 0s conceitos basicos da mecanica quéntica dos
sistemas de dimensdo finita, essenciais para a compreensdo dos conceitos sobre
emaranhamento de formacao e emaranhamento térmico.

A mecénica quantica € a teoria fisica mais adequada, para descrever o
comportamento de diversos sistemas fisicos microscpicos como, por exemplo, os
atomos. Ela impde quais sdo os objetos que descrevem os estados do sistema,
as suas grandezas fisicas associadas e as regras a que eles devem obedecer

(AMARAL, 2010).
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Um estado puro, que descreve um sistema quantico de 1 particula, na
notagdo de Dirac, é representado por um vetor de estado [¢) ) pertencente ao espaco
de Hilbert H (GRIFFITHS, 2005). Qualquer vetor |t ) do espago de Hilbert pode

ser decomposto numa base {|¢;)},
V) = Zai |B3) G.1)
=1

em que o coeficiente a; € um nimero complexo que representa a amplitude de

probabilidade. Escolhemos a base {|¢;)} como sendo ortonormal e completa,

(Bl pj) = 04 (3.2)

Z |#i) (0i| =1, (3.3)

onde 1 é o operador identidade do espaco de Hilbert do sistema quantico. Os

vetores |¢) tém norma 1, ou seja

(Yly) = 1. (3.4)

Como consequéncia da ortonormalidade obtemos

D ail* =1, (3.5)

que nos mostra a natureza probabilistica de |a;|?. O resultado (3.5) nos afirma que
o sistema quantico tem que estar num dos estados ¢ da base {|¢;)}, uma vez que

esta é completa.
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De modo andlogo o vetor do espago dual é decomposto na base dual (¢;

B

Wl =" ai (¢il, (3.6)
i=1

sendo a; o complexo conjugado de a;.

Podemos definir, desta forma, um operador do tipo |¢) (1|, representado
por uma matriz p, denominada operador densidade (COHEN-TANOOUDII; DIU;
LALOE, 2005), da seguinte maneira

p =)l (3.7

Note que fases globais, tais como |[¢/) = ¢! [¢) ndo contribuem para o

operador densidade p,

p =) W =¢) W] (3.8)

O operador densidade, que representa os estados do sistema, sdo
operadores, positivamente, definidos no espaco H (COHEN-TANOOUDIJI; DIU;
LALOE, 2005), cujo trago € tr(p) = 1.

Desta forma, o operador densidade geral que descreve um sistema
quantico num estado de mistura, pode ser escrito como uma superposi¢do de

operadores densidade puros, como

p=7)_ pipi; com Y pi=1, (3.9

em que p; é a probabilidade estatistica cldssica do sistema estar no estado |¢;).
Num estado de mistura ndo temos o fendmeno de interferéncia entre 2 estados

quanticos puros como temos na superposi¢do (3.1).
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Um estado puro de 2 particulas é dito separavel (BENNETT et al., 1996),

quando puder ser escrito como o produto direto de 2 estados de 1 particula cada,

W)= [¢a)RYB). (3.10)

O vetor do estado de uma particula ndo se altera, ao se realizarem
operagdes na outra particula, como por exemplo (operagdes do tipo 1 ® [¢p )
ou |14 )®1); estados deste tipo sdo chamados separdveis (AGUIAR, 2011).

Se um estado puro ndo puder ser escrito na forma de um estado produto,
como no caso anterior, teremos um estado emaranhado, por exemplo, um dado

. , . 1 .
estado singleto de 2 particulas com spin-5:

1

)= —Z=(+-) ==+, (3.11)

S

2

em que |+); e |—);, com i = 1,2, representam spin para cima e spin para
baixo, respectivamente, da particula 7. Estes vetores de estado sdo autoestados do
operador spin o”. O vetor de estado (3.11) descreve um estado puro emaranhado
(AGUIAR, 2011).

Por meio do operador densidade p, descrevemos um sistema quantico
composto AB e, considerando este operador, obtemos um operador densidade que
descreve apenas um de seus sub sistemas. Por exemplo, para o estado singleto
(3.11), podemos representar o estado de uma das particulas calculando-se a matriz

densidade reduzida de um dos sistemas. Sendo assim,

pa = trg(p) (.12)
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o operador densidade reduzida que descreve o sistema A e, analogamente,

pB = tra(p) (3.13)

representa o operador densidade reduzida para o sistema B.
A medida de emaranhamento é de dificil determinacdo, porém, dentre as

formas existentes, 0 emaranhamento de formagao serd o utilizado neste trabalho.

3.2 Emaranhamento de formacao de dois qubits

Um qubit € um sistema quéntico, ao qual estd associado um espaco de
Hilbert de dimensdo dois, comumente chamado de sistema quéntico de dois
niveis. O nome vem da analogia com o sistema cldssico de dois niveis que, em
computacdo cldssica, € chamado de bit (AMARAL, 2010).

O sistema de dois qubits é o sistema mais simples que apresenta
emaranhamento, em que o espaco de Hilbert dos estados é dado por H ® HI, sendo
H o espaco de cada qubit (AMARAL, 2010).

A defini¢do de emaranhamento pode ser expressa como um fendmeno
que permite a dois ou mais estados estarem ligados de tal forma que ndo se
consegue mencionar um sem que os demais nao sejam mencionados, independente
da superposicdo dos dois estados.

Talvez a mais basica das formas de quantificar o emaranhamento € o
emaranhamento de formacdo, que tem a intencdo de quantificar os recursos
necessdrios para criar um determinado estado emaranhado (WOOTERS, 1998).

No que diz respeito ao emaranhamento, um estado puro bipartido (3.10)
¢ totalmente parametrizado por E(V¥), com E (V) sendo o ndmero de singletos

necessdrios para preparar um sistema no estado - que é o “emaranhado de
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formacao” (BENNETT et al., 1996).

O emaranhamento de formacdo, denominado de emaranhamento a partir
de agora, pode ser definido em termos do menor nimero de singletos puros
necessarios para criar o estado quantico (HILL; WOOTTERS, 1997).

O emaranhamento serd definido, matematicamente, da seguinte forma:
dado o estado misto de estados puros descrito pelo operador densidade (3.9),
o emaranhamento de p, E(p), é definido como o minimo, sobre todos esses
conjuntos, do emaranhamento médio dos estados puros (WOOTTERS, 1998),

ficando o conjunto
E(p) =min ) p;E(T;). (3.14)
i

O emaranhamento é convenientemente medido pela entropia de emara-

nhamento
E(¥) = S(pa) = S(pB), (3.15)

onde S(p) = —Trplog, p é a entropia de von Neumann, com p4 e pp sendo as
expessoes (3.12) e (3.13), respectivamente.

O emaranhamento faz o uso do que pode ser chamado de transformagao
spin — flip que é uma funcdo aplicavel aos estados de um nimero arbitrario de
qubits (WOOTTERS, 1998). Esta transformacdo inverte o sentido do spin e que,

para o caso de dois qubits, serd expressa por

p=0c4@chpicl @k, (3.16)
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em que p* é o conjugado complexo do operador p e com ¢*(0%,) sendo a matriz

de Pauli para cada subsistema A(B), respectivamente, dada por
o = . 3.17)

A transformacdo spin — flip (3.16), para o caso de dois qubits, é
escrita na base {|++),|+—),|—+),|——)}, e sdo equivalentes a “base magica”
apresentada por Bennett et al. (1996).

O emaranhamento (3.15) pode ser reescrito por
E(T) =&(C(V)), (3.18)
onde C ¢ a concorréncia expressa por
C(¥) = [(¥|¥)], (3.19)

onde |¥) é o complexo conjugado de |¥). A fungdo £(C) é definida por

1 1
EC) = h<2+2 1—62> para 0<C<1; (3.20)
onde h € a fungdo entropia bindria h(z) = —xlogy x — (1 — x) log, (1 — ).

E importante mencionar que a concorréncia nio é uma medida de ema-
ranhamento. Ela é apenas uma funcio que auxilia no cdlculo do emaranhamento
(sendo esta a funcdo que mede e quantifica 0 emaranhamento).

Como a concorréncia C vai de 0 a 1, a fungdo £(C), também, serd,
monoticamente, crescente e varia de 0 a 1, de modo que se pode utilizar a

concorréncia como uma medida de emaranhamento (WOOTTERS, 1998).
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Desta forma, tendo definida a transformacao spin — flip (3.16) e a fung¢do

(3.20), podemos definir o emaranhamento por meio da concorréncia expressa por

C(p) = max {0, VA = VA2 = VAs — v/}, (3.21)

em que os A;’s sdo os autovalores da matriz R em ordem decrescente, definida por

R(p) = pp, (3.22)

neste caso Aq serd o maior autovalor da matriz R (WOOTTERS, 1998).

O emaranhamento pode ser representado como fungao de sua concorréncia
expressa por: £(C(p)), assumindo C(p) uma fungdo crescente 0 < C(p) < 1.
Assim, para £(0) = 0, corresponde a um estado ndo emaranhado, enquanto que
para £(1) = 1, corresponderd a um estado maximamente emaranhado. Desse
modo, a concorréncia acaba sendo um bom quantificador para o emaranhamento

(PEREIRA, 2012).

Exemplo
Para ilustrar como quantificar o emaranhamento, baseando-se na concor-
réncia, consideramos o estado singleto(3.11) que representa um dos estados de

Bell (SILVA, 2011)

1
) = ﬁ(\+—>—|—+>)- (3.23)

Logo, o operador densidade para este estado € escrito por

p=5 (=== ) (== (—+]), (324
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e a base completa do sistema de 2 spins é {|++) , |[+—) ,|—+),|——)}. Com isso,

temos a matriz densidade completa escrita nesta base

0 0 0 0
110 1 =10
b1 (3.25)
200 -1 1 o0
0 0 0 0

De posse da matriz densidade (3.25), conseguimos, por meio da expressao
(3.16), obter a matriz p que, para este exemplo, ¢ uma matriz idéntica a matriz
densidade (3.25).

A fim de encontrar a concorréncia (3.21) existente na matriz densidade

(3.25), determinamos a matriz R = pp, expressa por

0 0 0 0
1lo 2 =20
R— - (3.26)
40 —2 2 o
0 0 0 0

A concorréncia (3.21) é determinada considerando as raizes quadradas dos
autovalores da matriz (3.26). Sabendo disso, pela expressdo {det (R — A1) = 0},

obtemos dois autovalores, 1 € 0. Desta forma a concorréncia sera

C(p):max{o,\/AT—\//T—\//T—\/E}:max(o,l)zl. (3.27)

Sendo o médximo da concorréncia C (p) = 1 o emaranhamento, em termos

da concorréncia £(C(p)), também, serd, £(1) = 1.
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Por outro lado, para um sistema separavel, consideramos o seguinte estado

1
= —((++)+|+-
) \/i(‘ )1+ -)
1
= —|H) S+ +1|)), 3.28
\/§| )@ ([4) +1-)) (3.28)
ficando sua matriz densidade como
1 1 00
1 1 1 00
p = = (3.29)
21000 0
00 0O

Assim como na exemplo anterior, tomamos a matriz densidade (3.29), a

fim de obtermos a matriz dada pela expressao (3.16)

00 0 0
i 11 oo o o

5= = (3.30)
21 o0 1 -1
00 -1 1

De modo andlogo ao exemplo anterior, para encontrar a concorréncia

(3.21) da matriz densidade (3.29), precisamos determinar a matriz R = pp

expressa por

, (3.31)

=
o o O O
o o O O
o o o O
o o o O
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e, em seguida, encontramos os autovalores da matriz R, que resulta em um valor

nulo, por se tratar de uma matriz, também, nula. Dessa forma a concorréncia serd

C(p):max{o,JAT—ﬁ—ﬁ—@}zmax(o,o):o. (3.32)

Sendo a concorréncia C (p) = 0, o emaranhamento em termos da
concorréncia £(C(p)), também, serd, £(0) = 0.

Foi possivel verificar que estados separados possuem emaranhamento
nulo, que mostra que o estado de Bell(3.23) é, maximamente, emaranhado e, o
estado(3.28) é ndo emaranhado.

Outras formas de quantificar o emaranhemento podem ser encontradas em

Aguiar (2011), Amaral (2010), Pereira (2012) e Silva (2011).

3.3 Emaranhamento térmico

Dar ao emaranhamento um cariter termodinamico significa permitir
que se possa detectar, extrair e manipular essa propriedade do ponto de vista
experimental e ampliar sua aplicabilidade. Do ponto de vista tecnolégico, por
exemplo, terifamos o processamento da informacao quantica (PINTO, 2009).

Encontramos, na referéncia Rigolin (2005), um trabalho mais detalhado
sobre emaranhamento térmico para sistemas unidimensionais, bem como na
referéncia Pinto (2009), um trabalho semelhante sobre o emaranhamento é
discutido a temperatura finita.

O operador densidade, que descreve um sistema em equilibrio térmico

com um reservatorio a temperatura 7', sera

(3.33)
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em que Zy = tr{e "} € a fungio de partigio do sistema (COHEN-
TANOOUDIJI; DIU; LALOE, 2005).

Para um sistema de spin—%, sempre se pode expressar a matriz densidade
reduzida em termos das matrizes de Pauli (BUKMAN; AN; LEEUWEN, 1991).

A matriz densidade p, que descreve a interag@o entre dois spins vizinhos,
serd escrita na base {|++),|+—),|]—+),|——)}. Desta forma, podemos
determinar a concorréncia em termos da fungdo de correlacio entre as particulas
emaranhadas (AMICO et al., 2004).

A matriz densidade para um sistema, com invaridncia translacional,

invariancia de paridade e na auséncia de campo magnético pode ser expressa por

[ 0 0 0]
0 =z 2z O
p= ; (3.34)
0 z y O
000 b |

sendo a, b, z,y e z reais, e expressos nas equagoes (3.35) a (3.39), a seguir.

Os termos da matriz densidade podem ser escritos em termos dos valores
esperados de spins e da func@o de correlagdo. Os detalhes destes calculos
foram desenvolvidos na referéncia Bukman, An e Leeuwen (1991), os quais sdo
reproduzidos no apéndice B.

Usando esses resultados, os elementos da matriz densidade podem ser
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escritos como segue

1

a = 1 + Mz + Gzzs (3.35)
1

b = 1 My + Gsz, (3.36)
1

xr = Z + My — Gaz, (3.37)
1

Yy = - —Mz— Gz, (3.38)
4

;= 2., (3.39)

Os termos da funcdo de correlacdo de spin-spin sdo expressos pelas

relacdes

gos = (o00}). (3.40)
o - EED "
m < ) a)

aqui os subindices « e 8 representam as cordenadas .,y e z.

Desta forma, a concorréncia(3.21) serd expressa por
C = 2max {0, 2] — \/ab} . (3.43)

Portanto, uma vez conhecidos os elementos da matriz densidade em ter-
mos da funcdo de correlacdo, podemos estudar as propriedades de emaranhamento

térmico.
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4 CADEIA DE SPIN DIMERO-PLAQUETA ORTOGONAL COM ACO-
PLAMENTO ISING-HEISENBERG

Nesta secdo, apresentaremos a solugcdo exata para a cadeia de spin
dimero-plaqueta ortogonal com acoplamento Ising-Heisenberg. Usando a simetria
local de gauge do modelo, somos capazes de maped-lo em um simples modelo
misto de spins de Heisenberg de spin—% e spins de Ising de spin-1, além de um
fon anisotropico efetivo. Em seguida, iremos discutir os diagramas de fases a

temperatura zero para este modelo.

4.1 Introducao

Materiais magnéticos quasi-bidimensionais tém atraido muita atenc¢do
desde a década de 90, tais como CaV40Og9 (TANIGUCHI et al., 1995), que tem
uma estrutura em camadas, na qual os fons magnéticos V4T tém spin—% e formam
uma rede quadrada diluida em % Outro material muito estudado € o policristalino
SrCuy(BOj3)2, que tem uma rede de dois dimeros ortogonais bidimensional (2D)
de Cu, como mostra a Figura 8. Este cuprato proporciona um sistema de spin-gap
2D no qual o estado fundamental pode ser obtido exatamente (KAGEYAMA et
al., 1999; MIYAHARA; UEDA, 1999). Estes sistemas quasi-bidimensionais sdo
topologicamente equivalentes ao modelo tedrico proposto por Shastry e Sutherland

(1981).
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Figura 8 Representagdo esquemdtica de um policristalino SrCuz(BOj3)s (KA-
GEYAMA et al., 1999)

Motivados pelo material acima, Ivanov e Richter (1997) propuseram uma
classe de modelos unidimensionais de spin Heisenberg (cadeias de plaqueta)
relacionados com os materiais reais (KAGEYAMA et al., 1999). Mediante
resultados numéricos e analiticos, foram analisadas as propriedades magnéticas a
temperatura zero (IVANOV; RICHTER, 1997; RICHTER; IVANOV; SCHULEN-
BRUG, 1998), enquanto que foram discutidas as transi¢des de fase quantica de
primeira ordem, em uma cadeia dimero plaqueta frustrado de spin—%, na referéncia
Schulenburg e Richter (2002). Uma investigacdo mais detalhada sobre a transi¢do
de fase de primeira ordem quéantica da cadeia ortogonal dimero de spin, também,
foi considerada por Koga, Okunishi e Kawakami (2000), assim como as transi¢des
de fase de frustracdo-induzida da cadeia dimero ortogonal de spin-S (KOGA;
KAWAKAMI, 2002).

Mais recentemente, uma investigacdo foi desenvolvida por Ohanyan e
Honecker (2012), em que foram discutidas as propriedades magneto-térmicas
da cadeia dimero ortogonal Ising-Heisenberg com clusters triangulares XXZ.
Além disso, vérios modelos de Ising-Heisenberg quasi-unidimensionais como
a cadeia de diamante foram intensamente investigados na dultima década,
principalmente, suas propriedades termodindmicas, a frustracdo geométrica

(CANOVA; STRECKA; LUCIVJANSKY, 2009; ROJAS et al., 2011), o efeito
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magneto-caldrico (PEREIRA; MOURA; LYRA, 2009), o emaranhamento térmico
(ANANIKIAN et al., 2012; ROJAS et al., 2012), entre outras quantidades fisicas.
Uma outra variante do modelo tipo Ising-Heisenberg, também, foi considerada
como o modelo Ising-Hubbard (LISNII, 2011) e o modelo de Hubbard no limite
quasi-atdbmico (ANANIKIAN et al., 2012). Além desses, o modelo de elétrons na
cadeia de diamante sem spin foi estudado na referéncia Rojas e Souza (2011b).
Recentemente, propriedades magnéticas deste modelo, também, foram estudadas

sob a acdo de um campo magnético externo (VERKHOLYAK; STRECKA, 2013).

4.2 Cadeia de Spin Dimero-Plaqueta Ortogonal com Acoplamento

Ising-Heisenberg

A investigacdo tedrica dos modelos dimero-plaqueta ortogonais € mo-
tivada ndo sé do ponto de vista teérico, mas também do ponto de vista
experimental. Vale ressaltar que o modelo dimero-plaqueta ortogonal Heisenberg-
Heisenberg nido pode ser resolvido exatamente a temperatura finita. Motivado
pelas observacdes apresentadas anteriormente, consideramos a cadeia de spin
dimero-plaqueta ortogonal com acoplamento Ising-Heisenberg como descrito

esquematicamente na Figura 9.
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Figura9 Representagdo esquemdtica da cadeia de spin dimero-plaqueta ortogo-
nal com acoplamento Ising-Heisenberg. (Acima) A linha grossa corres-
ponde ao acoplamento Heisenberg, enquanto a linha fina corresponde
ao acoplamento Ising. (Abaixo) Dimero-plaqueta mapeado por meio da
simetria local de gauge

Por conseguinte, o Hamiltoniano para a cadeia de spin dimero-plaqueta

ortogonal serd expressa por

H=— f: {J(oai,o0i)an + J(Oci,0air1)a+
i=1
+Jol(05; + 05)08; + (05 i1 + 051)T8i41] } (4.1)
com
J (oai, Obi)an = J’(U(f’iaii + ag,iag’i) + A’Uiiaiﬂ- 4.2)

e uma expressdo semelhante para J(o:;,04i+1)A, sendo 0% os operadores
spin ou matrizes de Pauli (com o = {z,y, z}) na plaqueta i. Para particulas
~v = {a,b,c,d}, para mais detalhes veja Figura 9. A linha grossa corresponde
ao acoplamento Heisenberg, enquanto a linha fina corresponde o acoplamento

Ising. O parametro de acoplamento Ising é denotado por Jy. O acoplamento
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de Heisenberg J,J’ nas componentes x € y, € 0 acoplamento anisotrépico
A, A" componente-z do termo de Heisenberg sdo para os dimeros-ab(cd),
respectivamente.

Para transformar este modelo no modelo misto de spin de
Ising-Heisenberg, usaremos a seguinte definicdo: S;* = og; + 0. Pela
defini¢do S{*, obtemos a identidade: (Sf‘)2 =2+ 20,0, ;. Em seguida, podemos
facilmente determinar a seguinte transformacgao

A=
2

J (Gaiopi)ar = 2,53 + (S7)2 — (2J" + A). (4.3)
Por S? designamos S? = §;.S;. Assim, essa matriz é dada pela relagdo
S7 = (S7)? + (5) + (57)?, (4.4)
ou explicitamente

Si=l"®@1+1ec P +[0"@1+100" ] + 0" 01+ 10"

Na relacdo acima, temos o produto direto entre as matrizes de Pauli e a

identidade, que resultam em

[2 0 0 0]

) 0110

§? =4 4.5)
0110
(000 2]

Escrevendo o Hamiltoniano em termos dos operadores S7 e S?, temos

um modelo de cadeia de Ising-Heisenberg, cujo Hamiltoniano é dado por H =
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Hy + H', com Hy = (2J' + A’)N. Portanto, o Hamiltoniano transformado ¢é

reduzido para

N
= = Y {282+ 820) + 52 [(5) + (52)°] +
=1

+J(0ci,Odir1)a + Jo (Siszg,i + 0311 F) ) (4.6)

Podemos observar que a matriz (4.5) apresenta uma matriz bloco de
dimensdo 2 x 2. Logo, pode-se diagonalizar essa matriz bloco. E interessante notar
que a matriz S7, ainda, é diagonal na nova base, jd que possui uma matriz bloco
2 x 2 nula. Isso significa que podemos diagonalizar, simultaneamente, as duas
matrizes S7 e S%, lembrando que S? e S? sdo operadores comutativos. Assim, as

matrizes diagonais podem ser escritas como

8 0 0 O 20 0 O
9 08 00 00 0 O
S7 = e S7= , 4.7)
0 0 0 O 00 0 O
i 0 0 0 8 | i 00 0 -2 |
e com seus correspondentes autovetores expressos como segue
IT1) =1T), (4.8)
1
T0) =—— + + 1. , 4.9
|70) 7 (15 +13) (4.9)
1
so) =— (1) =17)), 4.10
|50) 7 (15 =13 (4.10)
|T—1) =| Z). 4.11)

O spin de Ising efetivo no Hamiltoniano (4.1) pode ser entendido como
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uma composi¢do de um estado tripleto(7) e um estado singleto(s). O spin de Ising
efetivo € dado pelo operador S7 (57, ).

Essa transformacao € possivel no Hamiltoniano (4.6) somente se a simetria
local de gauge for satisfeita quando os acoplamentos Ising ac(ad) e be(bd) forem

idénticos.
4.3 Diagrama de Fase a temperatura zero

Os gréficos de diagrama de fase a temperatura zero nos fornecem de forma
mais clara quais sdo as fases da cadeia estudada, bem como as regides onde
ocorrem suas transicdes de fase. A cadeia de spin dimero-plaqueta ortogonal com
acoplamento Ising-Heisenberg descrito pelo Hamiltoniano (4.1) exibe sete estados

fundamentais detalhados a seguir:

a) Dois desses estados, compostos por uma fase ferromagnética (FM) e outra

fase anti-ferromagnético (AFM), expressos como

IFM) =]]I1T)i® |+ +), (4.12)

1=

—_

N
AFM) =]]I11)i®]— ) 4.13)

1=

—_

com autovalores correspondentes a

Epy =—2J —2A" — A — 4.J,

Eapy =—2J —2A" — A + 4.

b) Outros dois estados sdo compostos pelo dimero na fase tripleto-tripleto (TT)
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e na fase singleto-singleto (SS)

N

17) = [l ® S5 (+ 2t 1=+, @i
zgl 1

1SS) :H|50>i®ﬁ(’+_>i_ | —+)i), (4.15)
=1

€m que os autovalores correspondentes tornam-se

Erp =A —2J — 47,

Egg =A+2J.

Os vetores de estado |1p) e |sp) sdo dados pelas equagdes (4.9) e (4.10),
respectivamente.

Vale mencionar que os estados (4.14) e (4.15) tornam-se estados frustrados
quando J = 0 (limite de Ising), assim como também para A # 0 e J' =

—2J.

¢) Também temos o estado dimero-antiferromagnético (DFA) expresso por

N/2
|IDFA) = H | $)2i @ [n2,—2)2i @ | 2 )2ig1 @ [n2,—2)2i41, (4.16)
=1
com
(|+=)i+9] —+))
)= , 417
‘772, 2> m ( )
e

4.J2 249
g — V4o +JJ +2Jo. 4.18)
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Logo, seu correspondente autovalor é

Eppa=—2J — 20N + A —2,/4J3 + J2.

d) Finalmente, temos dois estados frustrados(FRU) expressos por

N

|FRUL) =[] Is0)i ® [oo), (4.19)
=1
N

|FRU) =[] I70): oo, (4.20)

=1

sendo seus correspondes autovalores

FRU; = — A,

FRU; = — 4] — A,

e as expressdes dos vetores de estados |sg) e |79) sdo dadas pelas equagdes

(4.10) e (4.9), respectivamente.

A seguir, com essas energias, iremos discutir o diagrama de fase & temperatura

Zero.

4.3.1 Diagrama de fase assumindo J = J e A = A/

A fim de apresentar o diagrama de fases a temperatura zero, plotamos

o diagrama de fase para J versus A, assumindo valor fixo para Jy = 1(—1)

FM(AFM), respectivamente.

A Figura 10(a) mostra que hd uma fronteira entre o estado SS e o estado
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TT para A < —2 em J = 0. Enquanto que para —2 < A < 0.5 o estado SS (TT)
é limitado pela regiio DFA, cuja fungdo é dada por A = 2|.J| — v/4 + J2, quando
J > 0(J < 0), respectivamente. Para A > 0.5 o estado SS (TT) ¢ limitado pela
regido FM (AFM) A = |J| — 1. Além disso, a fronteira entre a regiao DFA e FM
(AFM) é representado pela curva A = /4 + J2 — 2.

Entretanto, na Figura 10(b) observa-se o diagrama de fases de um outro
ponto de vista: A versus Jy, assumindo fixo J = 1(—1). Neste grafico as fases TT
e SS sdo exibidas na mesma regifo, enquanto os estados AFM e FM sio ilustrados
por Jy > 0(Jp < 0), respectivamente. O limite entre FM (AFM) e TT (SS) é
descrito por A = 1 — |Jy| para |Jp| < % A regido DFA aparece para |.Jy| > 3
que é limitado pela regido TT (SS) pela curva A = 2 — \/W. A fronteira
entre a regiio DFA e FM (AFM) é descrita pela curva A = /4J3 + 1 — 2|.Jy|.

Finalmente, a fronteira entre FM e AFM estiem Jy =0e A > 1.

(a)

FM (AFM)

TT(SS)

Figura 10 (a) Diagrama de fases a temperatura zero com uma dependéncia de
A versus J, para um valor fixo de |Jy| = 1. (b) Diagrama de fases a
temperatura zero com uma dependéncia de A versus Jy, para um valor
fixode |[J| =1
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/

4.3.2 Diagrama de fase assumindo J = J' ¢ A = —A

Apresentamos, também, o diagrama de fases a temperatura zero, para J
versus A, assumindo valor fixo para Jy = 1(—1), que corresponde 8 FM(AFM),
respectivamente.

A Figura 11(a) ilustra para A < 0.25 uma fronteira entre o estado TT e o
estado SS com o estado DFA, e essa curva é dadapor A = —J — |J| +V/J2 + 4e
A=J-|J|+ V2 + 4, respectivamente. Para —1 < J < 1, o estado FM (AFM)
é limitado pela regiio DFA, cuja fungdo é dada por A = v/J2 + 4—2. Além disso,
para 0.25 < A < 1 aregido FM (AFM) é limitada com o estado SS e o estado
TT para J = —1 e J = 1, respectivamente. Os estados FRU; e FRUj estdo
limitados pelos estados SS e TT, respectivamente, e a curva é representada por |.J|.
Também h4 um limite entre a regido FM (AFM) e os estados frustrados FRU; e
FRU,, representados pelas funcdes A = J +2e A = —J + 2, respectivamente.
Finalmente, a fronteira entre os estados frustrados FRU; e FRUg estiem J = 0
e A > 2.

Na Figura 11(b), observa-se, também, o diagrama de fases para A versus
Jo, assumindo fixo J = 1(—1). Neste gréfico, as fases TT(SS) e FRU; (FRU2)
sdo exibidas na mesma regido. Aqui, a fronteira entre FM e AFM com TT (SS)
¢ dada por 0.25 < A < 1 para Jy = 1(Jy = —1), respectivamente. A regido
DFA € limitada pela regido TT (SS), e descrita pela curva A = —2 + \/W,
para —1 < J < 1. A fronteira entre a regido FM e AFM com DFA ¢ descrita
pelas curvas A = /4J2 + 1 —2|Jy| e A = \/4JZ + 1 + 2|.Jo|, respectivamente.
No entanto, o limite entre a fase TT(TS) e a fase FRU;(FRU3) é —1 < Jy < 1,
assumindo A = 1. Finalmente, o limite entre as fases FM e AFM com a fase

FRU; (FRU3) € descrito pelas curvas A = —1+2.Jy(—1—2.Jp), respectivamente.
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FRUI(FRUZ)

Figura 11 (a) Diagrama de fases a temperatura zero com uma dependéncia de
A versus J, para um valor fixo de |Jy| = 1. (b) Diagrama de fases a

temperatura zero com uma dependéncia de A versus Jy, para um valor
fixode |[J| =1

Nessa secdo, mostramos que, pelos diagramas de fase, a cadeia de

spin dimero-plaqueta ortogonal, com acoplamento Ising-Heisenberg, possui sete

estados fundamentais bem definidos.
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5 RESULTADOS E DISCUSSAO

Nesta se¢do, mostraremos que este modelo pode ser resolvido, usando a
transformacgdo de decoragdo e o método da matriz de transferéncia, discutido na
Secdo 2. Posteriormente, discutiremos as propriedades termodindmicas, tais como
entropia e calor especifico. Além disso, utilizando-se da fun¢do de correlagdo de
sitios vizinhos mais préximos, também, serd possivel analisar o emaranhamento
térmico para ambos os dimeros ortogonais. Ainda, nesta secdo, discutiremos a
temperatura de limiar (fronteira entre regido emaranhada e ndo emaranhada) da
regido emaranhada, em funcdo dos pardmetros do Hamiltoniano e, também, as

diferencas e semelhangas de ambos os dimeros.

5.1 Termodinamica do Modelo

A fim de estudar a termodindmica da cadeia de spin dimero-plaqueta
ortogonal com acoplamento Ising-Heisenberg, vamos usar a transformacgdo de
decoracdo, proposta na referéncia Rojas e Souza (2011a), juntamente com a
técnica da matriz de transferéncia (BAXTER, 1982). Entdo, vamos considerar

a seguinte func¢do de particdo

Zy = e PHogy ﬁeﬁH’ , 5.1)
i=1
emque 5 = 1/kpT, com kp sendo a constante de Boltzmann e 7" é a temperatura
absoluta, e assumindo H’ dada pelo Hamiltoniano (4.6). Lembramos que Hy =
(2J + AY).
O modelo efetivo pode ser resolvido pelo método da matriz de transferén-

cia (BAXTER, 1982), ja que a matriz de transferéncia do Hamiltoniano (4.6) é
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reduzida para

wiy wier”  wie  wi g
w07’ woor't woor? wyox’?
T — ) k] , ) ) , (5‘2)
wio  woex’T  wop w10
w1 wier”  wig win
sendo
w11 —g/%"? E (y4 + y_4) + 27 a? + 3:_2)] , (5.3)
wip =2'7" [z (y2 + y_z) + 27 Y2 + xl_2)] , (5.4)
wy,—1 =g’ [22 + 271 (:c% + x2_2)] , (5.5)
woo =2z + 2" (z? +27?). (5.6)

Convenientemente, introduzimos as seguintes notagdes z = e/, z =
ePA o = B 2 = &PA ey = Fo. Além disso, também, definimos as
seguintes exponenciais 71 = V7T e gy = VAT

A fim de obter os autovalores da matriz de transferéncia 1", calculamos o

determinante da expressao
det(T'— A1) =0, 6.7
que resulta na seguinte equagdo para os autovalores:

/\()\2 — a1 A+ ao)()\ —wi,1 + wl,,l) =0. (5.8)
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Aqui, os coeficientes do termo quadréatico da eq.(5.8) sdo

ar = w1+ woo(l+ 2ty + wi,—1, (5.9)

- (1 n x’4> [woo (wiy +wi 1) — 2wl (5.10)

portanto, os autovalores podem ser escritos como

N = §<a1+\/a%—4ag>, (5.11)
N o= %(al—\/a%—élag), (5.12)

2 -2 .2 -2
N = % [z(yQ—y_2)2—|—(x tel o mm)| s

z
A3 = 0. (5.14)

No limite termodindmico, a energia livre por célula unitdria serd dada
apenas pelo maior autovalor da matriz de transferéncia. Para nosso caso, podemos
facilmente verificar que o primeiro autovalor )\g torna-se sempre o maior, de modo
que a energia livre de Helmholtz pode ser escrita pela eq.(1.2), o que resulta em

1
f:2J’+A’—]\}i£nooﬁ—Nln A+ MY+ A%+ A0 (5.15)

Aplicando o limite termodinamico N — oo, os 3 ttlimos autovalores
podem ser ignorados. Com isso, a energia livre por célula unitdria € dada apenas
pelo maior autovalor da matriz de transferéncia. Entdo a energia livre de Helmholtz
se reduz a

f:2J’+A’—;1n()\0). (5.16)

Nota-se que a energia livre de Helmholtz € valida para os valores

arbitrarios de J' e A’. No entanto, daqui em diante, consideramos tanto no



69

diagrama de fase, quanto nos cdlculos das propriedades termodindmicas, os
seguintes casos: J = J' e A = A’ de acordo com os pardmetros usados em
Koga e Kawakami (2002), Koga, Okunishi e Kawakami (2000) e Schulenburg e
Richter (2002). Além disso, também, consideramos ocaso J = J' e A = —A’, a

fim de discutir outras propriedades do modelo.
5.2 Entropia

A primeira grandeza a ser discutida serd a entropia (S = —%). A seguir,
vamos ilustrar como é o comportamento da entropia para diferentes valores dos

pardmetros do Hamiltoniano.

5.2.1 Assumindo que J = J' e A = A/

Nos limitaremos a analisar o caso J = J' e A = A’ seguindo
as justificativas nas referéncias Koga e Kawakami (2002), Koga, Okunishi e
Kawakami (2000) e Schulenburg e Richter (2002). Vamos ilustrar a entropia por
sitio na Figura 12(a) para o limite de baixa temperatura como uma funcio de
A versus J, enquanto que, na Figura 12(b), a entropia serd ilustrada como uma
funcdo de A versus Jy. A regido escura corresponde a maior entropia, enquanto
a regido branca corresponde a entropia zero. Parao casoem que J = 0e A < 2
(cadeia Ising puro), quando a temperatura diminui, a linha escura permanece,
levando a uma entropia residual por sitio Sp = 21n(2), o que estd de acordo com

a entropia(1.13).
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(b)

Figura 12 Gréfico da densidade para a entropia em 7" = 0.2. A regifo escura
correspondente a um valor maior de entropia. (a) Entropia como uma
dependéncia de J e A para o valor fixado de |Jy| = 1. (b) Entropia

como uma dependéncia de .Jy e A para o valor fixado de |J| =1

5.2.2 Assumindo que J = J e A = —A’

Além disso, vamos discutir as propriedades termodindmicas para a

entropia por sitio (S) como ilustrado na Figura 13(a) em fungdo de A versus J.

Ja na Figura 13(b), a entropia estd ilustrada como uma fungio de A versus Jy. A

regido escura corresponde a maior entropia, enquanto a regido branca corresponde

a entropia zero. A regifo cinza corresponde aos estados frustrados(4.19 e 4.20),

cuja entropia residual por sitio é Sy = In(2), assim como a entropia (1.13). Na

figura (b) a faixa cinzaem Jy = 0 e A < —1, corresponde a uma influéncia de um

estado frustrado (FRU3 = [, |741): ® % (| + —)i + | —+)i)) agindo sobre o

estado DFA.
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Figura 13 Gréafico da densidade para a entropia em 7 = 0.2. A regido

escura correspondente para alta entropia. (a) Entropia como uma
dependéncia de J e A para o valor fixado de |Jy| = 1. (b) Entropia
como uma dependéncia de .Jy e A para o valor fixado de |J| =1

5.3 Calor especifico

A seguir, também discutimos outra quantidade termodindmica interes-
. 2 b . . .
sante, chamada calor especifico por sitio (C' = —T?—Té). Sera ilustrado e discutido

seu comportamento para alguns valores dos pardmetros do Hamiltoniano.
53.1 Assumindoque J =.J e A = A’

Na Figura 14, plotamos o calor especifico em fun¢do da temperatura 7',
para um parametro de acoplamento fixo Jy = 1.0 e um valor fixo de J = 1.0.
As linhas sélidas representam a curva do calor especifico, quando A = 0, A =
—0.5 e A = —1.0, enquanto as linhas tracejadas ilustram o calor especifico para
A =0.5,e1.0.

Para o parimetro anisotrépico A = +0.5 e 0, o grafico apresenta um

pequeno pico anormal em baixa temperatura, em virtude da transicdo de fase a
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temperatura zero. Para A = 0, o sistema encontra-se na fase DFA sob influéncia
das fases FM e TT. J4 para A = +0.5, o sistema encontra-se na fase FM sob
influéncia das fases DFA e TT. Para A = —0.5, o sistema se encontra na fase TT
sob influéncia da fase DFA.

No entanto, para A = =+1.0, este pico andémalo desaparece, ja que os

parametros escolhidos estdo longe das transi¢cdes de fase.

[——a=10 A=05 =——A=0. A=-05——A=-10

1.51

0.5

0.5 1 1.5 2 25 3
T

Figura 14 Calor especifico em fungdo da temperatura para vdarios valores do
parametro anisotrépico assumindo valores fixos J = 1.0e Jy = 1.0

5.3.2 Assumindo que J = J e A = —A’

Por fim, para o conjunto de parAmetros J = J' ¢ A = —A/, a Figura
15 mostra o calor especifico em func¢do da temperatura 7', para um parametro
de acoplamento fixo Jy = 1.0 e um valor fixo de J = 1.0. As linhas sélidas
representam a curva do calor especifico quando A = 0, —0.5 e —1.0, enquanto
que, com as linhas tracejadas, ilustramos o calor especifico para A = 0.5 e

A =1.0.



73

Para o pardmetro anisotrépico, A = —0.5 e 0, o grafico ilustra um
pequeno pico anormal. O grafico, também, ilustra um grande pico anormal para
A = 40.5. Os picos, em baixa temperatura, s3o em virtude da transi¢do de fase
a temperatura zero. Entretanto, para A = 0, o sistema se encontra na fase DFA
sob influéncia das fases FM e TT. Jd para A = —0.5, o sistema se encontra na
fase DFA sob influéncia da fase TT. Além disso, para A = +0.5, o sistema estd
na transi¢ao entre as fases FM e TT sob influéncia da fase FRU».

No entanto, para A = +1.0, este pico anomalo, também, desaparece, pois

esta regido estd longe das transicdes de fase.

[——a=1 A=05——A=0 A=-05——A=-1

1.4
1.2
1.0
C 0.81
0.6
0.41
0.21

T

Figura 15 Calor especifico, em funcio da temperatura, para vérios valores do
parametro anisotrépico assumindo valores fixos J = 1.0e Jy = 1.0

5.4 Funcao de Correlacao

A funcido de correlacio entre os vizinhos mais préximos do dimero serd
obtida derivando a energia livre de Helmholtz (5.16). Em seguida, a fim de realizar

a derivada da energia livre de Helmholtz, é necessdrio assumir os pardmetros
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J' e J como parAmetros independentes, assim como os parAmetros A’ e A.
Apesar do termo 2J" + A’ da energia livre de Helmholtz (5.16) ser irrelevante
para algumas grandezas termodinamicas fisicas, este termo nio pode ser ignorado
quando calculamos a fun¢éo de correlagdo entre primeiros vizinhos.
Apresentamos a seguir, como calcular a funcdo de correlacdo entre os
vizinhos mais proximos pela derivada da energia livre de Helmholtz. Para isso,

tomamos a fungdo de correlacdo entre os sitios o ; € 03, ;, ambos na direcdo x
Tz \ __ 1 r _x —PH 5.17
<0a,iab,i> Tz E 04,i0b,;€ ) (5.17)
N
{o}

onde temos a fungao de particdo (2.3), na qual o Hamiltoniano é dado pela funcao
4.1).

Antes de darmos sequéncia, vamos definir a derivada da energia livre de

Helmholtz (f = —%ln Z ) em termos do parametro .J/,
af o [ 1
—— =—(—-—=InZy]. 5.18
9.’ 8J’<BHN> (>.18)

Aplicando a propriedade da derivada de In e substituindo a fun¢do de particao
teremos
of 11 0 _BH
L= 2 ) 5.19
o 5ZNaJ/Z<e ) (5.19)

{o}

Assumindo a invariincia entre as dire¢cdes x e y, podemos adotar a

igualdade

o or., =0o" -aii, (5.20)

) a,
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para que, ao procedermos a derivada, no segundo termo na equacdo (5.19),

encontraremos a seguinte expressao

of 11 _
o7 = "5z 2o (207 ).
{o}
0 que nos leva ao seguinte resultado

19f 1 .

(5.21)

(5.22)

Podemos notar que o resultado nos leva & mesma expressdo da fungdo de

correlacdo (5.17). Fica, dessa forma, justificado o fato de podermos calcular a

funcdo de correlacdo entre os primeiros vizinhos pela derivada da energia livre de

Helmholtz e que nos leva aos resultados como expressos abaixo:

. 10f 2 9o
laoi) = =355 = Voo

. s of z' OXo
<Uaab> = _8A/ =-1+ 27)\0 92"’
(0%0%) = _1of @ 9

crd 20J  2X\g Oz’
(0203) = _Of _ 20X

crd ON 2\ 0z

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

Aqui, apresentamos a relacdo das fungdes de correlacdo entre primeiros

vizinhos em termos do maior autovalor )\ da matriz de transferéncia.

A fim de realizar nossa andlise sobre a funcdo de correla¢do, na Figura

16(a) apresentamos a fung@o de correlagdo entre primeiros vizinhos (eqs.(5.23-

5.26)) em fungdo da temperatura, assumindo os pardmetros convenientemente

fixos Jp = 1.0 e J = 1.0, préximos a transi¢do de fase ilustrada na Figura 10.

Na Figura 16(a), exibimos para o caso de parimetro anisotropico A = —0.3,
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e observamos como a fungdo de correlacdo entre primeiros vizinhos, a baixa
temperatura, comporta-se de modo semelhante tanto para dimero-ab quanto para
o dimero-cd. A fungfo de correlagdo na componente z € -1(+1), porque o vetor de
estado do estado fundamental é TT(SS), enquanto que essa fungdo de correlacio
entre primeiros vizinhos nas componentes xy é positiva. No entanto, logo que a
temperatura aumenta, a diferenga torna-se relevante. Vale ressaltar que a fungéo de
correlagdo (oo} ) torna-se positiva para a temperatura finita 0.7 < 7" < 2.5. Mais
uma vez, a funcio de correlag@o entre primeiros vizinhos muda de sinal em torno
T =~ 2.5, tornando-se uma pequena quantidade negativa para temperaturas mais
elevadas. Da mesma forma, também, plotamos na Figura 16(b) com o parametro
anisotropico A = 0.3. Os dimero-ab e dimero-cd se comportam de modo
semelhante no limite de baixa temperatura. No entanto, a componente 2z da funcao
de correlag@o € positiva, porque corresponde a regido F'M (AF M) de acordo com
os estados(4.12-4.13), ja que a funcdo de correlacdo entre primeiros vizinhos da
componente xy € zero. Porém, para temperaturas mais elevadas, esta diferenca
torna-se significativa. As fungdes de correlagdo (o o) e (of0%) tém um maximo
a temperatura finita, enquanto que para (cZo;) ¢ uma fungdo monotonicamente
decrescente. Além disso, (¢70;) diminui ainda mais rapidamente tornando-se
negativaem 0.9 < 7T < 2.4, em torno de 7' ~ 2.4, a correlagdo (070) torna-se

novamente uma quantidade positiva.
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Figura 16 Funcdo de correlagdo entre primeiros vizinhos para dimero-ab e
dimero-cd definido pelas eqs. (5.23-5.26), assumindo fixo os

parametros J = 1.0 e Jy = 1.0. (a) Para o caso do parametro
anisotropico A = —0.3. (b) E para o caso do pardmetro anisotrépico
A =0.3

5.5 Emaranhamento térmico

Outra propriedade interessante que consideramos neste trabalho foi o
emaranhamento quantico térmico da cadeia de spin dimero-plaqueta ortognal com
acoplamento Ising-Heisenberg.

As propriedades de emaranhamento quantico envolvendo uma estrutura
de cadeia infinita sdo muito importantes, ndo s6 porque o cdlculo matemadtico é
complicado, mas também porque os materiais reais sdo bem representados por
cadeias infinitas.

O emaranhamento quéntico é um dos tipos mais interessantes de correla-

¢des que podem ser compartilhadas somente entre sistemas quanticos (GUHNE;



78

TOTH, 2009). Nos dltimos anos, muitos esforcos tém sido dedicados para
a caracterizacdo das propriedades de emaranhamento em sistemas de matéria
condensada, que poderia ser o candidato natural para comunicacdo quantica e
informagdo quéntica. Neste sentido, € muito importante estudar o emaranhamento
dos sistemas em estado sélido, tais como cadeias de spin (O’CONNOR;
WOOTTERS, 2001). A cadeia de Heisenberg ¢ um dos sistemas quanticos
mais simples, que exibe o emaranhamento quantico, em decorréncia da interagao
Heisenberg no sistema de spins. Vdrios estudos foram realizados, para discutir
a temperatura de limiar do emaranhamento térmico, entre 2 qubits, no modelo de
Heisenberg, com um nimero finito de qubits na cadeia. O emaranhamento térmico
da cadeia isotrépica de Heisenberg foi estudado na auséncia (WANG, 2002) e na
presenca do campo magnético externo (ARNESEN; BOSE; VEDRALL, 2001).
Como uma medida de emaranhamento para dois estados mistos arbitrarios
de dimeros, usamos a quantidade chamada concorréncia (WOOTTERS, 1998), a
qual é definida em termos de matriz densidade reduzida apresentada na Secao 3.
Os elementos da matriz densidade reduzida podem ser expressos em ter-
mos da fungido de correlagdo entre primeiros vizinhos. Assim a concorréncia(3.43)

para o dimero-ab se torna
. X X 1 Z <2 .
Cap = max ¢ 0; [{os03)| — B IEXCTARE (5.27)
similarmente, a concorréncia entre o dimero-cd sera
. X X ]' Z -z
Ceq = max { 0; [{oXo})| — 3 |1+ (o3| ¢ - (5.28)

Certamente, também, pode-se obter um resultado equivalente utilizando a

abordagem descrita na referéncia Rojas et al. (2012).
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Vale mencionar que o emaranhamento a temperatura zero para o dimero-
ab é maximo (C,p = 1) naregido SS e TT, enquanto, na regido restante, o dimero-
ab se torna ndo emaranhado (C,;, = 0). O dimero-cd, também, é maximamente

emaranhado na mesma regido (SS e TT) C.q = 1; além disso, a regiao DFA

]

torna-se, também, uma regido emaranhada cuja concorréncia é C.qy = Py EwES

dependendo de J e Jy. Vale observar que, para J = 0, a regido se torna
ndo emaranhada, o que é perfeitamente coerente, uma vez que o modelo se
reduz a uma cadeia de spin dimero-plaqueta ortogonal Ising. Outra possibilidade
especial é quando Jy = 0, o dimero-plaqueta ortogonal diminui simplesmente para
dimeros emaranhados independentes. Entretanto, as regides FM e AFM sao ndo
emaranhadss C.g4 = 0.

Na Figura 17, a concorréncia C, em funcdo da temperatura, € ilustrada:
para A = —1, as linhas tracejada e sélida correspondem ao dimero-ab e o
dimero-cd, respectivamente. O emaranhamento do dimero-ab desaparece para
T = 2.9, entretanto, para o dimero-cd, o emaranhamento desaparece em 7" = 4.0.
Assumindo o acoplamento anisotrépico mais fraco (A), essa diferenca se torna
mais significativa, ou seja, com A = —0.24, para o dimero-cd (linha sélida), o
emaranhamento desaparece em I" ~ 2.25; ja para o dimero-ab, o emaranhamento
desaparece em 1T' ~ 0.28 (linha tracejada). Para um pardmetro anisotropico
ainda um pouco mais fraco, A = —0.22, o dimero-ab torna-se ndo emaranhado
para qualquer temperatura, enquanto que para o dimero-cd o emaranhamento
desaparece em 1" ~ 2.24, sendo estas regides emaranhadas representadas pelas

fases TT e SS.
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Figura 17 Concorréncia para varios valores do parimetro anisotrépico em
funcdo de 7', assumindo fixo Jy = 1 e J = 1. Linha tracejada corres-
ponde ao dimero-ab, enquanto a linha sélida representa dimero-cd

5.6 Temperatura de Limiar

A fim de analisar as margens ou fronteiras da regidao emaranhada, em
funcdo da temperatura, estudamos a chamada temperatura de limiar, a qual
pode ser obtida, quando a concorréncia do dimero-ab torna-se nula (|(cZo})| =
% |1+ (cZ0f)]) e, similarmente, para dimero-cd, a concorréncia se tornard nula
quando (|(020%)| = & 1+ (oZ03)]).

A temperatura de limiar estd ilustrada na Figura 18, em fungdo do
parimetro anisotrépico A para valores fixos de Jy = 1 e J = 1. A linha
tracejada corresponde a temperatura de limiar do dimero-ab, e, no limite inferior
de temperatura, a temperatura de limiar vai para A = 2 — /5. A linha
sOlida representa a temperatura de limiar do dimero-cd, e, no limite inferior, a

temperatura tende para A = /5 — 2. Vale destacar que a temperatura de limiar
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para o dimero-cd apresenta uma pequena reentrancia em torno de A = 0.1.

2.5

0.5

A

Figura 18 Temperatura de limiar 735 em fungdo de A, para Jy = le J = 1
fixos. Linha tracejada corresponde ao dimero-ab, enquanto a linha
solida representa dimero-cd

Outra maneira de mostrar o diagrama de fase do estado emaranhado é em
unidades de temperatura de limiar (73;,), como exibido na Figura 19. A fronteira
entre a regido emaranhada e a regido ndo emaranhada é dada pela linha continua
(vermelha). A regido em preto corresponde a regido maximamente emaranhada,
e a regido branca corresponde a regido ndo emaranhada. A regido cinza claro
corresponde a concorréncia fraca, para a fase DFA, similarmente, o cinza escuro
corresponde a uma concorréncia mais forte, para as fases TT e SS. O diagrama de
fase do estado emaranhado J versus A em unidades de 73, comporta-se de forma
bastante similar, tanto para o dimero-ab, quanto para o dimero-cd. Embora a regido
nao emaranhada ja aparega de forma significativa para A > —3 e pequenos valores
de J, para o dimero-ab, a regido ndo emaranhada torna-se relevante apenas para

A > —1 e pequenos valores de J, para o dimero-cd. Certamente, isto esta de
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acordo com o diagrama de fase a temperatura zero apresentada na Figura 10(a).

(a) (b)

-2 =1 0 -2 -1 0
J J

Figura 19 Gréfico de densidade para a concorréncia em unidades de T3,. A
regido mais escura corresponde a um maior emaranhamento. (a)
Concorréncia para dimero-ab em fungido de A versus J para um valor
fixo de Jy = 1. (b) Concorréncia para dimero-cd em fungdo de A
versus J para um valor fixode Jy = 1

Adicionalmente, o diagrama de fase do estado emaranhado é apresentado
na Figura 20, em termos de A versus Jy, mais uma vez, em unidades de T3;,. Os
diagramas de fase para o dimero-ab é dado na Figura 20(a), e o diagrama de fase
para o dimero-cd € ilustrado na Figura 20 (b). Aqui, observa-se que o diagrama de
fase entre o dimero-ab e cd sdo bastante diferentes, mas ainda estdo intimamente
relacionados com o diagrama de fase a temperatura zero ilustrado na Figura 20(b).
As regides mais escuras (fortemente emaranhadas) sio muito semelhantes para

ambos os dimeros.
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Figura 20 Gréfico de densidade para a concorréncia em unidades 73,. A
regido mais escura corresponde a um maior emaranhamento. (a)
Concorréncia para dimero-ab em funcéo de A versus Jy para um valor
fixo de J = 1. (b) Concorréncia para dimero-cd em fungdo de A
versus Jy para um valor fixode J = 1

Nesta secdo, apresentamos a solucdo exata da energia livre para este
modelo. Além disso, usando esse resultado, exploramos algumas grandezas
termodindmicas do modelo, tais como entropia, calor especifico e emaranhamento
térmico. Para esse ultimo, comparamos a concorréncia entre os dimeros ab e cd,
em que mostramos suas semelhangas e diferencas. Ressaltamos que parte destes

resultados j4 foram discutidos na referéncia Paulinelli, Souza e Rojas (2013).
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6 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

Nesse trabalho, estudou-se a cadeia de spin dimero-plaqueta ortogo-
nal com acoplamento Ising-Heisenberg (IVANOV; RICHTER, 1997; KOGA;
KAWAKAMI, 2002; KOGA; OKUNISHI; KAWAKAMI, 2000; OHANYAN;
HONECKER, 2012; RICHTER; IVANOV; SCHULENBRUG, 1998; SCHULEN-
BURG; RICHTER, 2002). Usando a simetria local de gauge desse modelo,
fomos capazes de mapear o modelo em um misto de spin Heisenberg de spin-
% e spin de Ising de spin-1, além de um {on anisotrépico efetivo. Depois
disso, esse modelo pode ser resolvido usando a transformagdo de decoracdo
(FISHER, 1959; ROJAS; SOUZA, 2011b; ROJAS; VALVERDE; SOUZA, 2009;
SYOZI, 1951) e o método da matriz de transferéncia (BAXTER, 1982). Primeiro
discutimos o diagrama de fase a temperatura zero deste modelo, onde encontramos
sete estados fundamentais, como ilustrado nas Figuras 10 e 11, uma fase
ferromagnética (FM), uma antiferromagnética (AFM), uma fase tripleto-tripleto
desordenado (TT) e singleto-singleto desordenado (SS), além de uma fase dimero-
antiferromagnética(ferromagnético) (DFA) e por ultimo duas fases frustradas
(FRU;)(FRUy). Para J = J e A = A’ é interessante observar que, no limite
do modelo de Ising puro, este exibe uma regido frustrada. Além disso, sdo
discutidas as propriedades termodinamicas, tais como entropia, o calor especifico,
bem como a func@o de correlacdo. Ainda, usando a funcio de correlagdo dos
sitios mais préximos, € possivel analisar o emaranhamento térmico de pares tanto
para dimero-ab e dimero-cd, assim como a temperatura de limiar das regides
emaranhadas em fun¢@o dos parametros do Hamiltoniano. Ressaltamos ainda
que existe algumas diferencas significativas, com o diagrama de fase do estado

fundamental, entre os dois dimeros (dimero-ab e dimero-cd) que estd de acordo no

limite de baixa temperatura. No entanto, para um forte emaranhamento, ambos os
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dimeros sdo bastante semelhantes. Como consequéncia dessa diferenga, podemos
ilustrar um resultado interessante, em relagdo ao tipo de reentrancia da temperatura
de limiar para dimero-cd, enquanto o dimero-ab nido tem essa reentrancia da
temperatura de limiar.

Seria interessante, também, estudar o modelo de cadeia de spin dimero-
plaqueta ortogonal com acoplamento de Heisenberg, por meio de célculos
numéricos e a expansdo em série de altas temperaturas (ROJAS; SOUZA;
THOMAZ, 2002), porque os materiais reais sdo melhor descritos por acoplamento
Heisenberg, como o proposto por Ivanov e Richter (1997).

Como continuacdo natural desse trabalho, seria interessante, também,
discutir a funcdo de correlagdo entre dois spins distantes, para o qual seria usada
a técnica da transformacdo de decoragdo. Além disso, propriedades térmicas
da cadeia de spin dimero-plaqueta ortogonal Heisenberg-Heisenberg, poderiam
ser estudada, usando cdlculos numéricos e, também, expansdo em série de altas

temperaturas.
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APENDICES

APENDICE A - Os termos das matrizes A e A1

Para iniciar, determinaremos a magnetizacdo (2.24). Sendo assim, a

10
29 A,
Gan A

Ap6s algumas manipulacdes algébricas, a magnetizacdo resulta em

magnetizacao serd expressa por M =

(eﬂhW++ — e’BhVV,,)

M, = .
VI Wy — e 8V _]” + 4 (Wy_W_y)

(D

Com o valor da magnetizacdo, podemos determinar os elementos das
matrizes A e A~! na eq.(2.11).

Para isso, tomamos a propriedade trigonométrica dada por

cost = /= (14 cos26), (.2)

e substituindo a magnetizacdo(2.24) na equacdo anterior, temos

N | =

1 1
cosez\ﬁ 14+ M; e sin@zﬁ\/l—Ms. (.3)

Desta forma, as matrizes que diagonalizam a matriz de transferéncia sao

escritas por

\/1+Ms _\/1—M5 \/1+M5 \/1—M5
A= 2 2 e Al = 2 2 (4)

\/I—MS \/1+MS _\/I—MS \/1+MS

2 2 2 2

Este resultado estd de acordo com o proposto por Bellucci e Ohanyan

(2013).
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APENDICE B - Elementos da matriz densidade, em termos de valores

esperados

Reproduzimos aqui os resultados obtidos na referéncia Bukman, An e
Leeuwen (1991), em que a matriz densidade pode ser expressa em termos dos
valores esperados de spin e da funcdo de correlagdo do modelo.

Inicialmente introduzimos a matriz densidade reduzida para um sistema

de um elemento a(b), representado por p&l) ( pl()l)> e descrito da seguinte maneira

(1)

p; =7 +giof + gl +gio). (.5)

N =

Aqui estamos assumindo que a matriz densidade(.5) pode ser escrita como uma
combinagdo linear das matrizes de Pauli, e gi*, que sdo os coeficientes a serem
determinados, com o = {x, y, z} e i = a, b.
Multiplicando a matriz de Pauli 0* na matriz densidade(.5), temos
(1)

ofp; ) =of=(1+giof +gla? +glo?). (.6)

N |

Lembrando que o produto entre duas matrizes de Pauli resulta em uma matriz
0% = ie*¥707 para o # e %P = 1 quando o = 3. Desta forma, é
facil verificar que o trago da eq. (.6) se simplifica. Com isso, podemos obter o

coeficiente g, como segue

gt = tr(atpt) = (7). (7)

(1)

De forma andloga, podemos encontrar o valor para g = tr(o}p;”’) =

(o)) e para g7 = tr(afpfl)) = (o7). Desta forma, a matriz densidade pl(l) fica
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expressa por

1 1+g; gf —ig}
Pl(l) _ 'Ly i i ‘ (.8)
9 +gi 1-9gf
Assim como foi feito anteriormente, apresentamos a matriz densidade para

um modelo com dois elementos a € b

1
PP =110 D wet Y g%ele) | (9
i a=TyY,z a,f=xy,z

Expandindo os somatorios, temos que a matriz densidade(.9) sera escrita

como

pB =112 4 gl + glo¥ + glo? + gio? + gioi+
rxr T Zr Z X

+g* olop + g" ooy + g* ooy + gmyaaxafj + gyyoé’aé’—i-

+9Volo] + g Foiop + g¥*olof + g olof + 11 (.10)

Vale ressaltar que a matriz densidade p(?) se refere a um sistema com dois
elementos a e b, que estdo em espagos de Hilbert distintos. Desta forma, o produto
entre dois operadores o deve obedecer a ordem dos espacos em que ocupam.

Assim como apresentado para o cdlculo de g, vamos ilustrar como
determinar cada coeficiente g”. Inicialmente, escolhemos a componente z, por
exemplo. Logo, multiplicamos pelo operador oo} cada lado da igualdade na

matriz densidade(.10), e, em seguida, toma-se o trago dela, resultando em

g = tr(oaopp®) = (0g0p). (11)
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Este processo sera andlogo para qualquer outra configuracao. Desta forma,

podemos determinar todos os coeficientes da matriz densidade(.9).

A fim de simplificar a matriz densidade(.9), consideramos o caso da cadeia

de Heisenberg XXZ que a invariancia translacional € satisfeita, na qual g** = g¥%Y e

g7 = gly, e a invariancia de paridade g*¥ = ¢g¥*. Na auséncia de campo magnético

h = 0, temos g7 = 0. A fung@o de correlacdo entre componentes distintos serd

nula, g*¥ = 0. Levando em conta essas consideragdes, a matriz densidade resulta

cm

o o O

i 1+2m,+g**

0

14+2m, —g**

4

gfl/'(L'
2
0

sendom, = g; +g; em, = g; — g; -

(.12)

Assim, mostramos que os elementos da matriz densidade, também, podem

ser expressos em termos dos valores esperados de spins e da funcdo de correlacio.
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