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RESUMO

Em inferência, a verificação de normalidade multivariada é muito importante, pois
muitos métodos são baseados em hipóteses de que os dados provêm de uma dis-
tribuição normal multivariada. Gnanadesikan e Kettenring (1972) provaram que é
possível obter amostras betas a partir de amostras normais utilizando uma transfor-
mação na distância quadrática de Mahalanobis. Verificando a aderência da amos-
tra obtida pela transformação com a distribuição beta, teria-se um indício de que a
amostra original seria proveniente de uma distribuição normal multivariada. Em-
brechts, Frey e McNeil (2005) propuseram um teste baseado na estrutura do teste
de Kolmogorov-Smirnov utilizando esses conceitos. Contudo, esse teste é afetado
pela dependência amostral presente na distância quadrática utilizada. Liang, Pan
e Yang (2004) apresentaram uma forma de obter amostras betas univariadas, cada
uma independente e identicamente distribuída, por meio de transformações em
uma amostra normal p-variada. Este trabalho teve como principal objetivo propor
dois testes para normalidade multivariada com base no que foi proposto por Liang,
Pan e Yang (2004): um teste de aderência a partir do teste de Kolmogorov-Smirnov
e um teste intensivo fundamentado em bootstrap paramétrico. O programa R (R

CORE TEAM, 2015) foi utilizado para implementar os algoritmos dos dois testes de
normalidade multivariada propostos e para realizar simulações Monte Carlo com
o propósito de estimar as taxas de erro tipo I e o poder dos testes. Realizou-se
comparações dos testes propostos com o teste de normalidade multivariada que foi
apresentado por Embrechts, Frey e McNeil (2005) e com o teste de Shapiro-Wilk
de normalidade multivariada proposto por Royston (1983). Embora os testes pro-
postos tenham obtido um bom controle das taxas de erro tipo I, o uso desses testes
não foi recomendado devido ao fraco desempenho de poder apresentado por eles.

Palavras-chave: Distribuição beta, Bootstrap paramétrico, Kolmogorov-Smirnov,
Programa R.





ABSTRACT

In inference, multivariate normality tests are very important, since many methods
are based on assumptions that the data come from a multivariate normal distribu-
tion. Gnanadesikan and Kettenring (1972) proven that it is possible to obtain beta
samples from normal samples using a transformation in the Mahalanobis quadra-
tic distance. Checking the fit of the sample obtained by transformation to the
beta distribution is an indication that the original sample is from a multivariate
normal distribution. Embrechts, Frey and McNeil (2005) proposed a test based
on Kolmogorov-Smirnov test using these concepts. However, this test is influen-
ced by the sample dependence present in the quadratic distance. Liang, Pan and
Yang (2004) presented a way to obtain univariate beta samples, each independent
and identically distributed, through transformations in a p-variate normal sample.
This work aimed to propose two tests for multivariate normality: a goodness-of-fit
test based on Kolmogorov-Smirnov test and an intensive test based on parametric
bootstrap. The R program (R CORE TEAM, 2015) was used to implement the algo-
rithms of both proposed tests and Monte Carlo simulations were used in order to
estimate type I error rates and the power of the tests. Comparisons were conducted
between the proposed tests and the multivariate normality test that was presented
by Embrechts, Frey and McNeil (2005) and the Shapiro-Wilk multivariate norma-
lity test proposed by Royston (1983). Although the proposed tests have obtained
good control of the type I error rates, the use of these tests was not recommended
due to the poor performance of power presented by them.

Keywords: Beta distribution, Parametric bootstrap, Kolmogorov-Smirnov, R Soft-
ware.
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1 INTRODUÇÃO

A verificação de normalidade multivariada é muito importante para garan-

tir que a inferência esteja correta em uma grande parte dos métodos que existem,

pois esses, diversas vezes, são baseados em hipóteses de que os dados provém de

uma distribuição normal multivariada. Nesse sentido, os testes de normalidade

multivariada se mostram extremamente relevantes. Contudo, os testes existentes

quase sempre possuem limitações. Mecklin e Mundfrom (2005) mostraram que

não há um único teste que seja o mais poderoso em todas as situações.

O uso de um teste de hipótese formal é indispensável para presumir a

normalidade. No entanto, comumente, faz-se uso de testes visuais para sugerir a

normalidade no caso univariado, os quais constituem uma ferramenta de apoio.

Embora esse tipo de teste esteja sujeito à interpretação subjetiva e, por isso, im-

precisa, algumas adaptações foram feitas ao longo dos anos, possibilitando o uso

desses testes visuais para detectar possíveis desvios de normalidade no caso mul-

tivariado.

Gnanadesikan e Kettenring (1972) provaram que é possível obter amos-

tras betas a partir de amostras normais utilizando uma transformação na distância

quadrática de Mahalanobis. Partindo desse resultado, construíram gráficos quantil-

quantil (Q-Q plots) utilizando as amostras obtidas a partir das transformações nos

dados iniciais, para verificar se essas provinham da distribuição beta. Em caso de

as amostras serem provenientes de uma beta, poder-se-ia indicar que a amostra

multivariada seria de uma distribuição normal multivariada.

Embrechts, Frey e McNeil (2005) propuseram um teste baseado na estru-

tura do teste de Kolmogorov-Smirnov utilizando esses conceitos. Contudo, além

de serem formas de verificação puramente visuais, os Q-Q plots propostos são

afetados pela dependência amostral presente na distância quadrática utilizada, que

afeta também o teste de Embrechts, Frey e McNeil (2005).

Uma forma de contornar o problema da dependência amostral nesses Q-Q

plots e no teste de Embrechts, Frey e McNeil (2005) foi apresentada por Liang,
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Pan e Yang (2004). Tratam-se de transformações em uma amostra p-variada, que

sob a hipótese nula de normalidade multivariada, conduzem a p − 1 amostras be-

tas univariadas. Cada uma dessas amostras betas é independente e identicamente

distribuída. Utilizando uma dessas amostras betas, Liang, Pan e Yang (2004) apre-

sentaram Q-Q plots como ferramentas complementares para detectar um possível

desvio de normalidade em análise de dados de alta dimensão.

Tendo em vista o problema da dependência amostral presente nos testes

construídos com base na obtenção de amostras betas, este trabalho tem como prin-

cipal objetivo propor dois testes para normalidade multivariada baseados na obten-

ção de amostras betas que não sejam afetados pela dependência amostral. A partir

do que foi proposto por Liang, Pan e Yang (2004), os objetivos específicos deste

trabalho são descritos a seguir:

1. propor um teste de normalidade multivariada baseado na obtenção de amos-

tras betas utilizando o teste de aderência de Kolmogorov-Smirnov (TKS);

2. propor um teste bootstrap paramétrico para a normalidade multivariada ba-

seado na obtenção de amostras betas (TBPb);

3. realizar a avaliação do desempenho dos testes, utilizando simulação Monte

Carlo, para verificar o controle da taxa de erro tipo I e o poder de cada um

dos testes propostos;

4. comparar os testes propostos com o teste de normalidade multivariada de

Royston (1983) (TSW) e com o teste de normalidade multivariada proposto

por Embrechts, Frey e McNeil (2005) (TEM).
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2 REFERENCIAL TEÓRICO

2.1 Distâncias quadráticas

Antes de se abordar as distâncias quadráticas, será apresentada a definição

de forma quadrática, pois toda distância quadrática é uma forma quadrática.

Dada uma matriz An×n, sua forma quadrática é definida por (FERREIRA,

2011):

Q(x) = x>Ax =
n∑
i=1

aiix
2
i +

n−1∑
i=1

n∑
k=i+1

aikxixk =
n∑
i=1

n∑
k=1

aikxixk, (1)

em que x 6= 0 é um vetor definido em Rn.

O nome forma quadrática se deve ao fato de a expressão (1) apresentar

somente termos quadráticos ou de duplos produtos dos elementos do vetor x.

No contexto de inferência, quando se lida com análise multivariada é

muito comum a utilização do conceito de distância quadrática. Dados os vetores

x e y ∈ Rp e a matriz ψ positiva definida, denominada métrica, pode-se expressar

a distância quadrática entre os pontos x e y como em Ferreira (2011):

d2(x,y) = ||x− y||2ψ = (x− y)>ψ(x− y). (2)

A distância euclidiana quadrática é obtida quando a métrica em (2) é ψ =

I . Nesse caso, a expressão (2) se reduz a:
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d2(x,y) = (x− y)>(x− y) =

p∑
k=1

(xk − yk)2.

Se a métrica em (2) for definida como ψ = S−1, em que S é a matriz

de covariâncias amostral, uma vez que os vetores x e y sejam realizações das

variáveis aleatóriasX e Y , tem-se a distância generalizada de Mahalanobis, dada

por:

d2(x,y) = (x− y)>S−1(x− y).

Caso a métrica em (2) seja ψ = D−1 = diag(1/Skk), k = 1,2,...,p,

então é definida a distância euclidiana padronizada quadrática ou, como também é

conhecida, a distância estatística de Karl-Pearson, como segue:

d2(x,y) = (x− y)>D−1(x− y) =

p∑
k=1

(xk − yk)2

Skk
.

2.2 Distribuição normal multivariada

Sejam p variáveis normais independentes tais como X1, X2, ..., Xp cujas

funções densidades se definem por:

fXi(xi) =
1√

2πσii
exp

{
−(xi − µi)2

2σii

}
,

em que µi é a média e σii é a variância para a i-ésima variável.

Ao se agruparem as p variáveis independentes no vetor X , é possível es-

crever a função densidade conjunta como:
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fX(x) =

p∏
i=1

f(xi) = (2π)−
p
2

(
p∏
i=1

σii

)− 1
2

exp

{
−

p∑
i=1

(xi − µi)2

2σii

}
. (3)

Rearranjando a expressão (3) com matrizes e vetores e utilizando uma ma-

triz de covariâncias positiva definida mais geral, Σ, é possível obter a função den-

sidade da distribuição normal multivariada, que tem a seguinte forma (FERREIRA,

2011):

fX(x) = (2π)−
p
2 |Σ|−

1
2 exp

{
−1

2
(x− µ)>Σ−1(x− µ)

}
, (4)

em que µ é o vetor de médias e Σ é a matriz de covariâncias, expressos, matrici-

almente, da seguinte forma:

µ =


µ1

µ2
...

µp

 e Σ =


σ11 σ12 . . . σ1p

σ21 σ22 . . . σ2p
...

...
. . .

...

σp1 σp2 . . . σpp

 .

2.3 Distribuições de formas quadráticas

O teorema enunciado a seguir pode ser encontrado em Ferreira (2011):

Teorema 1. Seja X ∈ Rp um vetor que segue distribuição normal multivariada

com função densidade fX(x) dada em (4), com média µ e matriz de covariâncias

Σ, então
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Q = X>AX

tem distribuição qui-quadrado não-central com ν = k graus de liberdade e pa-

râmetro de não-centralidade σ2 = µ>Aµ, se e somente se, ΣA for uma matriz

idempotente de posto k, ou seja, se ΣAΣA = ΣA, ou ainda,AΣA = A.

Do Teorema 1, provêm os seguintes resultados:

1. X>Σ−1X ∼ χ2
p(µ
>Σ−1µ);

2. (X − µ)>Σ−1(X − µ) ∼ χ2
p; e

3. (X −α)>Σ−1(X −α) ∼ χ2
p(µ−α)>Σ−1(µ−α) para qualquer vetor

α = [α1,..., αp]
> ∈ Rp.

Ferreira (2011) afirma que, dada uma amostra aleatória X1,X2, ...,Xn,

do vetor aleatório X que segue uma distribuição normal multivariada Np(µ,Σ),

a distribuição assintótica de

D2
j = (Xj − X̄.)

>S−1(Xj − X̄.), j = 1, 2, . . . , n

é uma qui-quadrado com ν = p graus de liberdade. Nesse caso, se n não for

grande, a aproximação não é boa. Então, pode-se utilizar a seguinte transformação,

de acordo com Gnanadesikan e Kettenring (1972):

Bj =
nD2

j

(n− 1)2
,

que segue distribuição beta exata com parâmetros α = p/2 e β = (n− p− 1)/2.
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2.4 Erros tipo I e II

Nos testes de hipóteses, duas suposições são discutidas: a hipótese que

está sendo testada, chamada de hipótese nula, denotada porH0, e a outra, chamada

de hipótese alternativa, denotada porH1. A ideia é que se a hipótese nula for falsa,

a alternativa é verdadeira e vice-versa (MOOD; GRAYBILL; BOES, 2001).

Um teste de hipótese clássico é baseado em uma determinada estatística

de teste T . A distribuição nula é a distribuição da estatística T , quando H0 é

verdadeira. Para testar alguma hipótese nula, deve-se dividir a área abaixo da curva

da função densidade da estatística T em duas regiões. Se o valor observado de T

pertence a uma região R, deve-se rejeitar a hipótese nula, se T pertence à região

complementar Rc, não se deve rejeitar. A região R é chamada de região crítica do

teste, cujo tamanho éα eRc, de região de aceitação, de tamanho (1−α) (KENDALL;

STUART, 1961; MOOD; GRAYBILL; BOES, 2001; BARON, 2013). Por conseguinte,

pode-se ter dois tipos de erros quando se realiza um teste de hipótese:

• Erro tipo I: decisão errada ao se rejeitar a hipótese nula quando esta é ver-

dadeira. A probabilidade do erro tipo I é igual ao tamanho da região crítica

usada, definida pelo nível de significância α assumido previamente, ou seja,

P [T ∈ R | H0] = α.

• Erro tipo II: decisão errada ao não se rejeitar a hipótese nula quando esta é

falsa. A probabilidade do erro tipo II é uma função da hipótese alternativa

considerada e é, usualmente, denotada por β. Assim, P [T ∈ Rc | H1] = β.

A probabilidade complementar do erro tipo II, ou seja, P [T ∈ R | H1] =

1−β, representa a decisão correta de se rejeitar a hipótese nula quando esta é falsa

e é denominada poder do teste de hipótese.

Para uma amostra de tamanho conhecido e fixado, o valor α é inversa-

mente proporcional ao valor β, portanto, a única maneira de se fazer com que as

probabilidades do erro tipo I e tipo II se reduzam, simultaneamente, é aumentar o
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tamanho da amostra (FERREIRA, 2009). A escolha da probabilidade do erro tipo

I, que é um valor α pré-definido, deve ocorrer de modo que a probabilidade do

erro tipo II, β, seja minimizada (KENDALL; STUART, 1961). De acordo com Baron

(2013), geralmente, β pode ser minimizado utilizando valores entre α 1% e 10%.

2.5 Simulação Monte Carlo

Alguns dos precursores do método Monte Carlo foram Metropolis e Ulam

(1949), que o apresentaram como uma abordagem estatística para o estudo de

equações diferenciais e integrais, as quais ocorrem em vários ramos das ciências

naturais. Trata-se de um método computacionalmente intensivo que, como os au-

tores evidenciaram, requer computadores mais modernos, pois um desempenho

elevado da máquina implica em redução do tempo de execução das simulações.

Em Estatística, geralmente, define-se o método Monte Carlo como a re-

presentação da solução de um problema, como, por exemplo, obtenção de um

parâmetro de uma população hipotética. Para isso, utiliza-se uma sequência de nú-

meros aleatórios para construir uma amostra da população, da qual se pode obter

as estimativas do parâmetro (HALTON, 2006).

Segundo Gentle (2003), o uso de números aleatórios na Estatística tem

se expandido para além da amostragem aleatória ou aleatorização de tratamen-

tos em unidades experimentais. O autor relata que os usos mais comuns são em

processos estocásticos, expressões matemáticas analiticamente intratáveis ou ob-

tenção de amostra aleatória de uma população obtida por meio de reamostragem

de dada amostra dessa população. Nessas três áreas, os métodos Monte Carlo

são, respectivamente, conhecidos como “simulação estocástica”, “Monte Carlo”

e “reamostragem”. Exemplos de obras que abrangem essas aplicações, na devida

ordem, são Ripley (1987), Robert e Casella (2009) e Gentle (2003).

Ferreira (2013) descreve o uso dos métodos Monte Carlo para a realização
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de testes de normalidade, bem como para a validação desses testes. Com o uso de

simulações de realizações de variáveis aleatórias que seguem distribuições normais

e, também, distribuições não normais é possível avaliar o desempenho do poder e

o controle das taxas de erro tipo I de testes estatísticos recém-propostos. Outras

utilidades do método descritas pelo autor são: avaliar propriedades de um estima-

dor ou de um método de estimação intervalar, determinar tamanhos de amostras e

em Cadeias de Markov via Métodos Monte Carlo na inferência bayesiana.

2.6 Bootstrap

O bootstrap é um método computacional que foi introduzido por Efron

(1979), mas passou a ser amplamente utilizado a partir da década de 90 por re-

querer o uso de computadores mais potentes. Para entender a ideia do método,

suponha que se deseje obter informações sobre a distribuição amostral de uma es-

tatística. Então, considere a possibilidade de realizar amostras repetidas um grande

número de vezes, do mesmo tamanho, da população de interesse. Dessa forma,

poder-se-ia ter alguma noção da distribuição amostral com base nos valores prove-

nientes das amostras repetidas. Contudo, na prática, esse procedimento seria caro e

se tornaria inviável, pois o objetivo dos estudos amostrais é conseguir informações

sem custo elevado e em um tempo hábil (SINGH; XIE, 2008).

Finalmente, como Singh e Xie (2008) mencionam, o auxílio computaci-

onal viabilizou esse processo, consolidando a ideia que levou à criação do boots-

trap: utilizar os dados da amostra que se tem para gerar um grande número de

amostras (com reposição), conhecidas como amostras bootstrap, permitindo obter

informações sobre a distribuição da amostra da população de interesse.

Certamente, esse é apenas o princípio básico do método bootstrap, que

possui inúmeras aplicações, tais como em: estimativas de erro padrão, modelos

de regressão, estimativas de viés, intervalos de confiança, testes de permutação,

testes de hipóteses, estimativas de predição de erro, calibração, aproximação da
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verossimilhança, entre outros (EFRON; TIBSHIRANI, 1993).

De modo geral, pode-se definir, como em Ferreira (2013), que o método

bootstrap se constitui na reamostragem com reposição da amostra original, for-

necendo uma nova amostra de tamanho igual. Com a repetição do processo um

grande número de vezes, computa-se o valor da estatística ou da quantidade pivo-

tal de interesse cuja distribuição é chamada de distribuição de bootstrap e é usada

para a realização da inferência. Pode-se classificar o método em dois tipos com

base na reamostragem a ser realizada: bootstrap paramétrico e não paramétrico.

2.6.1 Bootstrap não paramétrico

Davison e Hinkley (1997) relataram que, nos problemas não paramétricos

mais simples, obtêm-se, literalmente, amostras a partir da amostra, o que parece

não fazer muito sentido a princípio. No entanto, é razoável se for considerado

que a amostra contém toda a informação sobre a população. Ao fazer isso, a

única suposição que se assume é a de que os valores da amostra são permutáveis,

o que, de acordo com Ferreira (2013, p. 583), significa que “a distribuição de

probabilidade de quaisquer k observações consecutivas (k = 1, 2, . . . , n) não se

altera quando a ordem das observações é trocada por meio de alguma permutação”,

sendo a forma mais fraca de se supor que as variáveis aleatórias são independentes

e identicamente distribuídas. Segundo esse autor, há a substituição da distribuição

desconhecida da população pela distribuição empírica, que é obtida.

Davison e Hinkley (1997) mencionaram também que uma variedade de

problemas estatísticos pode ser resolvida com base no método bootstrap não para-

métrico. Alguns exemplos de aplicação citados por eles são: checar a adequação

de medidas de incerteza padrão, relaxar hipóteses e fornecer rápidas soluções apro-

ximadas, dentre outros.

Dada uma amostra aleatóriaX1, X2, . . . , Xn de uma população com dis-

tribuição desconhecida em que o interesse é o parâmetro θ, realiza-se um grande

número de reamostragens com reposição de mesmo tamanho n da amostra origi-
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nal, obtendo B amostras bootstrap, cada uma como X∗1 , X
∗
2 , . . . , X

∗
n. Então,

estima-se o parâmetro θ por uma função θ̂ de cada amostra obtida, de modo que o

i-ésimo estimador bootstrap seja dado por G(X∗i1, X
∗
i2, . . . , X

∗
in) = θ̂∗i em que

X∗ij é o j-ésimo elemento da i-ésima amostra bootstrap, com i = 1, 2, . . . , B e

j = 1, 2, . . . , n. Então, obtêm-se B estimativas que constituem uma representa-

ção de uma amostra da distribuição do estimador, chamada distribuição bootstrap,

que permite que a inferência sobre θ possa ser realizada (FERREIRA, 2013).

Assim, nos casos em que a distribuição da variável aleatória é desconhe-

cida ou não pode ser tratada de forma analítica, atribui-se a cada elemento da

amostra a mesma probabilidade 1/n de ser selecionado e se usa a distribuição de

probabilidade empírica para a reamostragem (GIVENS; HOETING, 2012).

2.6.2 Bootstrap paramétrico

O bootstrap paramétrico se aplica aos casos em que se assume uma distri-

buição de probabilidade para a variável aleatória amostrada, porém, os parâmetros

são desconhecidos. A distribuição de amostragem do estimador também é des-

conhecida ou não pode ser obtida analiticamente. Desse modo, utilizam-se as

estimativas dos parâmetros de interesse, obtidas a partir da amostra que se tem,

como parâmetros da distribuição de probabilidade assumida. Geram-se, então, no-

vas amostras. Em cada uma dessas, pode-se realizar as estimativas que permitam

obter uma amostra aleatória da distribuição do estimador (FERREIRA, 2013).

Suponha uma amostra aleatória X1, X2, . . . , Xn de uma população com

função densidade probabilidade (f.d.p.) fX(x|θ). Seja θ̂ o estimador de θ —

frequentemente o estimador de máxima verossimilhança (EMV) — que será usado

na f.d.p. fX(x|θ̂) para obter B amostras de tamanho n, de modo que cada amostra

aleatóriaX∗1 , X
∗
2 , . . . , X

∗
n ∼ fX(x|θ̂). Com o uso dasB amostras obtidas, pode-

se calcular estimativas de alguma função dos dados de interesse e de sua respectiva

distribuição (CASELLA; BERGER, 2002).
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2.7 Teste de aderência de Kolmogorov-Smirnov

Comumente, na Estatística, tem-se que testar a hipótese sobre a distribui-

ção de uma população. Se o teste busca relacionar a distribuição de um conjunto

de valores amostrados com uma distribuição teórica, ele é chamado de teste de

aderência. Massey Júnior (1951) apresentou evidências de que, caso a distribui-

ção acumulada da população seja contínua, o teste de aderência de Kolmogorov-

Smirnov é o melhor a ser utilizado. Neste estudo, lidar-se-á com distribuições

contínuas, portanto se optou por utilizá-lo. Esse teste faz parte dos testes não pa-

ramétricos e também pode ser empregado em comparações de amostras quando os

pressupostos inerentes aos testes paramétricos não são atendidos (MELLO; PETER-

NELLI, 2013). O teste será descrito como apresentado em Mood, Graybill e Boes

(2001).

SejamX1, . . . , Xn variáveis aleatórias independentes e identicamente dis-

tribuídas com função de distribuição acumulada (f.d.a.) contínua FX(.) = F0(.).

Defina:

Dn = dn(X1, . . . , Xn) = sup
−∞<x<∞

|Fn(x)− F0(x)|,

em que Fn(x) é a função de distribuição acumulada empírica.

Suponha que a intenção seja testar se a distribuição que está sendo amos-

trada é alguma distribuição contínua especificada, tal que: H0 : Xi ∼ F0(.), em

que F0(.) é alguma f.d.a. completamente especificada. Se H0 é falsa, então Fn(.)

irá se aproximar da verdadeira f.d.a. F (.) e não de F0(.) e, consequentemente,

Dn tenderá a ser grande. Desse modo, um critério de teste razoável é rejeitar H0

se o valor de Dn for grande. Dn segue uma distribuição assintótica, denomine

de H(.) e, quando H0 é verdadeira, d1−α pode ser determinado de modo que

1−H(d1−α) = α e então P [Dn > d1−α] ≈ α. Isto é, rejeita-se H0 se, e somente

se, Dn > d1−α, dado um nível de significância α.



27

2.8 Testes de normalidade multivariada

Quando a necessidade de se testar a normalidade multivariada se tornou

evidente, a primeira ideia que surgiu foi a de testar a normalidade das distribuições

marginais para verificar a normalidade conjunta. Isso faria com que o problema

de dimensão multivariada pudesse ser tratado em dimensões univariadas. Con-

tudo, essa ideia é errônea. Pois, se por um lado, distribuição conjunta normal

multivariada implica em marginais normais univariadas, o contrário não é sempre

verdadeiro. Há casos em que as distribuições marginais são normais univariadas e

a conjunta não é normal multivariada (FERREIRA, 2011).

Ademais, testar a normalidade multivariada com base nas distribuições

marginais univariadas está sujeito ao problema da multiplicidade, isto é, o nível de

significância nominal α estabelecido para cada teste de normalidade na distribui-

ção marginal não é garantido simultaneamente. Se α é a probabilidade do erro tipo

I em cada um dos p testes individualmente, têm-se um nível de confiança 1 − α
para cada teste. Se as estatísticas de teste forem independentes para os p testes

simultaneamente e se a hipótese nula de cada teste for verdadeira, o nível de con-

fiança global é de (1 − α)p. Desse modo, com o aumento de p, a probabilidade

do erro tipo I global das inferências simultâneas aumenta e é de 1 − (1 − α)p

(FERREIRA, 2011).

Um dos testes para normalidade multivariada mais utilizados é a generali-

zação do teste de Shapiro e Wilk (1965) para o caso multivariado, feita por Royston

(1983). Para o procedimento do teste, considere X(1)k, X(2)k, ..., X(n)k a amos-

tra da k-ésima variável, em ordem crescente. Royston (1983) sugere a seguinte

estatística:

Wk =

[
n∑
j=1

ãjX(j)k

]2
n∑
j=1

(
Xjk − X̄.k

)2 ,
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em que X̄.k =
n∑
j=1

Xjk

n
e ãj é o estimador de a do j-ésimo componente de a =

[a1, a2, ..., an]>. Esse vetor a é definido da seguinte forma:

a =
V −1m√
m>V −2m

,

em que m = [m1, m2, ..., mn]> define o vetor de médias e V = [vij ] define a

matriz de covariâncias de dimensão (n × n) das estatísticas de ordem da normal

padrão.

A estatísticaWk não segue distribuição normal, portanto, o próximo passo

é a transformação da estatística Wk em Yk. Uma transformação da família Box-

Cox, proposta por Royston (1993) é dada por:

Yk =

{
−ln[γ − ln(1−Wk)] se 4 ≤ n ≤ 11,

ln(1−Wk) se 12 ≤ n ≤ 5000,

em que γ = −2,273 + 0,459n. A média e o desvio padrão de Yk são

apresentados em Royston (1993). A partir de Yk, obtém-se um escore normal

padrão Zk e, a seguir, realiza-se o cálculo da quantidade expressa como (ROYSTON,

1983):

κk =

{
Φ−1

[
1

2
Φ (−Zk)

]}2

, k = 1, 2, ..., p,

em que Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
exp
−t2

2
dt.

A estatística do teste, definida por Royston (1983), é dada por:

H =
ν

p

p∑
k=1

κk,
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que, sob a hipótese nula de normalidade, possui distribuição aproximada de qui-

quadrado com ν graus de liberdade, cujos cálculos também são apresentados por

Royston (1983). O valor-p é calculado por:

valor-p = 1− Fχ2(H; ν),

em que Fχ2(H; ν) é a função de distribuição qui-quadrado com ν graus de liber-

dade avaliada no ponto H .

Mardia (1970) apresentou um teste de normalidade multivariada baseado

no coeficiente de assimetria e outro, fundamentado no coeficiente de curtose. Seja

a amostra aleatória X1, X2, ..., Xn de uma distribuição normal multivariada

Np(µ, Σ), considere os coeficientes de assimetria e curtose, respectivamente, da-

dos por β1p e β2p. O estimador não viesado de β1p é β̂1p e o estimador viesado

de β2p é β̂2p, uma vez que E(β̂1p) = 0 e E(β̂2p) = p(p + 2)(n − 1)/(n + 1).

Mardia (1970) mostrou as variâncias dos estimadores como V ar(β̂1p) = 6/n e

V ar(β̂2p) = 8p(p + 2)/n. E utilizou as propriedades assintóticas da distribuição

desses estimadores para propor os testes. O autor propôs um teste para a hipótese

nula H0 : β1p = 0, cuja estatística é:

χ2
c =

nβ̂1p
6

e tem distribuição assintótica de qui-quadrado com ν = p(p + 1)(p + 2)/6 graus

de liberdade. Rejeita-se H0 se o valor de χ2
c ≥ χ2

α,ν . Também foi proposto um

teste para H0 : β2p = p(p+ 2), cuja estatística é:

Zc =
β̂2p − p(p+ 2)(n− 1)/(n+ 1)√

8p(p+ 2)/n

e tem distribuição assintótica normal padrão N(0,1), em que se rejeita H0 se

|Zc| ≥ Zα/2. Em ambos, α é o nível de significância nominal. Mardia (1970)

relata que o tamanho da amostra, no caso da distribuição T 2 de Hotelling, influen-
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cia mais no coeficiente de assimetria do que no coeficiente de curtose. Contudo,

deve-se ressaltar que tanto os testes com base no coeficiente de assimetria quanto

aqueles com base no coeficiente de curtose são limitados à amostras de tamanhos

relativamente grandes, em razão das propriedades assintóticas.

Doornik e Hansen (2008) propuseram um teste conjunto de assimetria e

curtose. Primeiramente, realiza-se uma transformação linear na amostra aleatória

multivariada para obter uma amostra aleatória univariada. Em seguida, são cal-

culados os coeficientes de assimetria e curtose de cada marginal univariada. Com

os coeficientes, faz-se outra transformação na amostra aleatória univariada, con-

seguindo amostras independentes e identicamente distribuídas da normal padrão.

Então, é possível calcular a estatística do teste, expressa como:

Ep = Z>1 Z1 + Z>2 Z2 ∼̇ χ2
2p,

em que Z>1 = [z11, ..., z2p] são os escores normais padrão obtidos com base no

coeficiente de assimetria e Z>2 = [z21, ..., z2p], os escores normais padrão obtidos

baseados no coeficiente de curtose. O teste tem a mesma limitação do de Mardia

(1970), devido à distribuição assintótica da estatística. Nos casos de amostras de

tamanho grande, o teste proposto por Doornik e Hansen (2008) apresenta bom de-

sempenho de poder, conforme Farrell, Salibian-Barrera e Naczk (2007) avaliaram.

Um generalização do teste de Shapiro-Francia univariado para o caso mul-

tivariado foi proposto por Silva (2009). O método é similar ao que foi criado por

Royston (1983), sendo que as principais diferenças se referem à estatística do teste,

mais especificamente, aos coeficientes e ao cálculo dos graus de liberdade da dis-

tribuição da estatística. O desempenho do teste foi testado por Silva (2009) e

comparado ao do teste de Royston (1983). Os resultados mostraram que os dois

testes têm desempenho equivalente.

Székely e Rizzo (2005) propuseram um teste para normalidade multivari-

ada fundamentado na distância euclidiana entre os elementos da amostra. O teste

parte da padronização dos dados para que se tenha vetor de médias nulo e matriz
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de covariâncias igual à identidade. A estatística do teste é dada por:

εn,p = n

 2

n

n∑
j=1

E‖zj −Z‖ − E‖Z −Z′‖ −
1

n2

n∑
j=1

n∑
k=1

‖zj − zk‖

 ,

em que Z e Z′ são vetores de variáveis aleatórias independentes e identicamente

distribuídas Np(0, 1), e

E‖Z −Z′‖ =
√

2E‖Z‖ = 2

Γ

(
p+ 1

2

)
Γ
(p

2

) ,

E‖zj −Z‖ =

√
2Γ

(
p+ 1

2

)
Γ
(p

2

) +

√
2

π

∞∑
k=0

(−1)k

k!2k
‖zj‖2k+2

(2k + 1)(2k + 2)

Γ

(
p+ 1

2

)
Γ

(
k +

3

2

)
(
k +

p

2
+ 1
)

e

zj = S−1/2(xj − X̄).

A distribuição nula da estatística do teste é obtida por bootstrap paramé-

trico. As avaliações de desempenho realizadas por Székely e Rizzo (2005) aponta-

ram excelentes resultados em relação ao controle da taxa de erro tipo I e um poder

elevado.

Um outro teste de generalização do teste de Shapiro e Wilk (1965) univa-
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riado para o caso multivariado foi proposto por Alva e Estrada (2009). Trata-se de

um teste Monte Carlo em que, primeiramente, realiza-se uma transformação nos

dados da seguinte forma:

Zj = Σ̂−1/2
(
Xj − X̄

)
, j = 1, 2, ..., n.

A estatística do teste é dada por:

W ∗ =
1

p

p∑
i=1

WZi ,

em que WZi é a estatística do teste de Shapiro-Wilk, avaliada na i-ésima variável

transformada Zi.

Para se obter a distribuição nula da estatística do teste, computa-se mi-

lhares de vezes a estatística W ∗m, m = 1, 2, ..., B. Então, o valor-p do teste é

calculado como segue:

valor - p =

B∑
m=1

I(W ∗m ≤W ∗)

B
.

Para um determinado nível de significância α, rejeita-se H0 se, e somente

se, valor-p ≤ α.

Alva e Estrada (2009) avaliaram o desempenho do teste por meio de simu-

lação Monte Carlo e concluíram que o teste proposto por eles foi mais poderoso

do que os testes de Mardia (1970), de Henze e Zirkler (1990) e de Srivastava e Hui

(1987).

A partir do resultado 2 proveniente do Teorema 1 apresentado na Seção

2.3, foram desenvolvidos outros testes. Trata-se de que a distância quadrática,

dada por (X − µ)>Σ−1(X − µ) segue distribuição qui-quadrado com p graus

de liberdade. Como µ e Σ são desconhecidos, usa-se os seus respectivos estima-
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dores, X̄ e S. Desse modo, tem-se que:

D2
j = (X − X̄)>S−1(X − X̄) ∼̇ χ2

p , j = 1, 2, ..., n, (5)

ou seja, essa distância quadrática de Mahalanobis segue, assintoticamente, uma

distribuição qui-quadrado com p graus de liberdade (FERREIRA, 2011).

Paulson, Roohan e Sullo (1987) propuseram uma extensão do teste de

normalidade univariado de Anderson e Darling (1952) para o caso multivariado.

A estatística do teste é dada por:

A2
n,p = n

∫ ∞
0

Fn(D2)− Fp(D2)

Fp(D2)(1− Fp(D2))
dFp(D

2)

= −
(

1

n

) n∑
j=1

(2j − 1){logFp(D
2
(j)) + log[1− Fp(D2

(n+1−j))]} − n,

em que Fn(D2) é a função da distribuição empírica com correção de continuidade

k/n, Fp(·) representa a função de distribuição acumulada empírica da distribuição

χ2
(p) e D2

j é a distância de Mahalanobis, dada pela expressão (5).

Outros testes para normalidade multivariada foram sugeridos com base

nessa distância. Gráficos quantil-quantil (Q-Q plots) foram construídos utilizando

as estatísticas de ordem, D2
(j), e os quantis da distribuição qui-quadrado com p

graus de liberdade, χ2
j . Um teste formal foi proposto por Cirillo e Ferreira (2003),

baseado no coeficiente de correlação quantil rq, dado por:
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rq =

n∑
j=1

D(j)χj −

n∑
j=1

D(j)

n∑
j=1

χj

n√√√√√√√ n∑
j=1

D2
j −

(
n∑
j=1

Dj

)2

n

√√√√√√√ n∑
j=1

χ2
j −

(
n∑
j=1

χj

)2

n

.

A hipótese de normalidade multivariada deve ser rejeitada, se, e somente

se, rq ≤ rq,α, para um nível de significância α. Os valores críticos para α, n e p

estão disponíveis em Cirillo e Ferreira (2003). De acordo com os autores, o teste

foi eficaz para controle do erro tipo I, mas o poder se reduziu com o aumento do

número de variáveis.

Uma limitação dos testes que se baseiam na distância D2
j é a de que a

distribuição qui-quadrado não é adequada para quando o tamanho da amostra é

pequeno, por se tratar de uma distribuição assintótica (FERREIRA, 2011).

Como já foi apresentado na Seção 2.3, Gnanadesikan e Kettenring (1972)

apresentaram a transformação Bj =
nD2

j

(n−1)2 , cuja distribuição é uma beta exata

com parâmetros α = p/2 e β = (n − p − 1)/2, com j = 1, 2, ..., n. A

próxima seção relata um teste visual e um teste formal propostos com base nessa

transformação.

2.8.1 Teste de normalidade multivariada utilizando amostra dependente de
uma distribuição beta

Considere uma amostra aleatória X1, X2, ..., Xn de uma distribuição

normal multivariada Np(µ, Σ). Sejam µ e Σ desconhecidos e X̄ e S os seus es-

timadores, respectivamente. Dada a distância de Mahalanobis expressa na equação

(5), Gnanadesikan e Kettenring (1972) mostraram a transformação apresentada na
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Seção 2.3, tal que:

Bj =
nD2

j

(n− 1)2

segue distribuição beta exata com parâmetros α = p/2 e β = (n− p− 1)/2.

Para se construir uma análise gráfica Q-Q plot com base nos Bj , obtêm-se

as estatísticas de ordem B(1), B(2), ..., B(n), ordenando os valores de Bj . A pró-

xima etapa é estimar os quantis da distribuição beta (b∗j ), como segue (FERREIRA,

2011):

b∗j = F−1X

(
j − a

n− a− b+ 1

)
,

em que F−1X (.) é a função de distribuição inversa da beta, a = (p − 2)/(2p) e

b = (n− p− 3)/[2(n− p− 1)].

Finalmente, deve-se plotar os valores de B(j) e b∗j e observar se há algum

padrão de não-linearidade, se houver é um indício de desvio de normalidade mul-

tivariada. O problema desse teste visual é que os Bj não são variáveis aleatórias

independentes e identicamente distribuídas.

Embrechts, Frey e McNeil (2005) propuseram um teste formal utilizando

as transformações na distância de Mahalanobis que conduzem à amostra beta

exata. Para isso, Embrechts, Frey e McNeil (2005) basearam-se no teste de falta

de ajuste de Kolmogorov-Smirnov ao conjunto de pares (Bj , b
∗
j ) para calcu-

lar o valor-p. Desse modo, sob a hipótese nula de normalidade multivariada,

pode-se testar a aderência de Bj à distribuição beta com parâmetros α = p/2

e β = (n− p− 1)/2. Os autores apresentaram o mesmo teste para a aderência de

D2
j a uma distribuição χ2

p. Ambos tiveram resultados equivalentes na rejeição da

hipótese de normalidade multivariada.

Quanto ao desempenho dos testes, não foram encontradas avaliações que

o descrevesse. Contudo, em virtude das variáveis Bj , com j = 1, 2, ..., n não
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serem variáveis aleatórias independentes, a aplicabilidade do teste de aderência de

Kolmogorov-Smirnov é comprometida.

2.8.2 Q-Q plot utilizando amostra independente de uma distribuição beta

As definições, teorema e corolário desta seção são encontrados em Liang,

Pan e Yang (2004).

Seja X ∈ Rp uma variável aleatória que segue distribuição normal mul-

tivariada Np(0,Σ), com média 0 e matriz de covariâncias Σ. Dada uma amostra

aleatória X1, X2, ..., Xn independente e identicamente distribuída (i.i.d.), da

variável aleatóriaX , temos:

Sk =

k∑
i=1

XiX
>
i ,

Yk = S
−1/2
k Xk, (6)

Zk =
Yk√

1− Y >k Yk
, (7)

para k = p+ 1, ..., n, em que S−1/2k = (S
1/2
k )−1 e S1/2

k é a raiz quadrada positiva

definida de Sk.

Então, é possível fazer uma caracterização para a distribuição normal mul-

tivariada Np(0,Σ), como descreve o teorema enunciado a seguir, apresentado em

Yang, Fang e Liang (1996):

Teorema 2. Seja X1, X2, ..., Xn uma amostra i.i.d. da Np(0,Σ). Defina os

vetores aleatórios Yk e Zk como em (6) e (7), respectivamente. Então,

1. Yp+1, ...,Yn são mutuamente independentes e Yk(k ≥ p + 1) segue uma
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distribuição multivariada simétrica Pearson tipo II com a função densidade

probabilidade (f.d.p.)

fY (y; k) =
Γ(k/2)

πp/2Γ(k − p)/2
)(1− y>y)(k−p−2)/2, y ∈ Rp, y>y < 1;

2. Zp+1, ...,Zn são mutuamente independentes e Zk(k ≥ p + 1) tem uma

distribuição multivariada simétrica Pearson tipo VII com a f.d.p.

hZ(z; k) =
Γ(k/2)

πp/2Γ(k − p)/2
)(1 + z>z)−k/2, z ∈ Rp; (8)

3. Seja X1, ..., Xn ∈ Rp i.i.d. com uma f.d.p. ν(x) que é contínua em

x ∈ Rp e ν(0) > 0. Defina os vetores aleatórios Zk como em (7). Se Zk
e Zk−1(k ≥ p + 2) tem f.d.p.’s hZ(z; k) e hZ(z; k − 1) definidas em (8).

Então,Xi (i = 1, ..., n) tem uma distribuição normal multivariada.

Corolário 1. Assuma queX1, . . . , Xn são i.i.d. ∼ Np(µ,Σ). Defina os vetores

aleatórios

Ui =
X1 + . . .+Xi − iXi+1√

i(i+ 1)
, i = 1, . . . , n− 1,

Sk =

k∑
i=1

UiU
>
i e Yk = S

−1/2
k Uk, k = p+ 1, . . . , n− 1.

Seja Yk = (Yk1, . . . , Ykp)
> : p× 1(k = p+ 1, . . . n− 1),

Ȳk =
1

p

p∑
i=1

Yki, Tk =

√
pȲk
Sk

, S2
k =

1

p− 1

p∑
i=1

(Yki − Ȳk)2;
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Fkq =

(p− q)
q∑
i=1

Y 2
ki

q
p∑

i=q+1
Y 2
ki

, Bkq =

q∑
i=1

Y 2
ki

p∑
i=1

Y 2
ki

, q = 1, ..., p− 1;

para k = 1, ..., n− 1. Então,

1. {Tk : k = p + 1, ..., n − 1} são i.i.d. ∼ t(p − 1), a distribuição t-Student

com p− 1 graus de liberdade;

2. Para cada q(q = 1, ..., p − 1), {Fkq : k = p + 1,..., n − 1} são i.i.d. ∼
F (q, p− q), a distribuição F com (q, p− q) graus de liberdade;

3. Para cada q(q = 1, ..., p − 1), {Bkq : k = p + 1, ..., n − 1} são i.i.d. ∼
B(q/2, (p− q)/2), a distribuição beta com parâmetros q/2 e (p− q)/2.

Se agruparmos os Bkq em uma matrizB, temos que:

B =


Bp+1,1 Bp+1,2 . . . Bp+1,p−1

Bp+2,1 Bp+2,2 . . . Bp+2,p−1
...

...
. . .

...

Bn−1,1 Bn−1,2 . . . Bn−1,p−1

 ,

︸︷︷︸
beta( 1

2
, p−1

2 )
︸︷︷︸

beta(1, p−2
2 )

︸︷︷︸
beta( p−1

2
, 1
2)

ou seja, cada coluna dessa matriz B é amostra aleatória de uma distribui-

ção beta com parâmetros q/2 e (p− q)/2.

Conforme foi apresentado, as variáveis aleatórias Bkq, q = 1, ..., p − 1,

provenientes das transformações são independentes. Portanto, o Teorema 2 e Co-

rolário 1 se propõem como procedimentos, sugestivamente, melhores do que aque-

les apresentados na Seção 2.8.1.
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Obtidas as variáveis aleatórias Bkq, Li, Fang e Zhu (1997) sugerem que

seja usado o valor q = bp/2c, ou seja, a parte inteira da metade de p, na construção

do Q-Q plot. A escolha está fundamentada no bom desempenho desse valor em

experiências com dados. Utilizando esse valor de q recomendado por Li, Fang e

Zhu (1997), basta seguir os passos descritos na seção anterior para construir os

Q-Q plots: obter as estatísticas de ordem B(k)q, estimar os quantis da distribuição

beta (b∗kq) e plotar os valores B(k)q e b∗kq, observando se há algum padrão linear.

Caso não haja, interpreta-se como um desvio de normalidade multivariada.

2.9 Testes de normalidade multivariada implementados no programa R

O programa R, ambiente R, ou apenas R, como é conhecido pelos seus

usuários, foi criado em 1996 pelos professores de estatística Ross Ihaka e Robert

Gentleman. Por ser um programa de código fonte aberto, é livre para qualquer

pessoa usar e modificar. O R é semelhante a outras linguagens de programação,

como C, Java e Perl, que dá acesso a vários comandos, ajudando a executar uma

grande variedade de tarefas de computação. O programa pode ser considerado

uma implementação da linguagem S, que foi desenvolvida nos Laboratórios Bell

(atual Lucent Technologies), por Rick Becker, John Chambers e Allan Wilks (R

CORE TEAM, 2015; VENABLES; SMITH; TEAM, 2015).

A equipe R CORE TEAM (2015) que mantém o programa R o define

como uma suíte integrada para manipulação de dados, cálculos e exibição gráfica.

Algumas das vantagens do R relatadas pelo grupo são:

• manipulação de dados eficaz e facilidade de armazenamento;

• conjunto de operadores para cálculos com matrizes;

• grande coleção de ferramentas intermediárias para análise de dados;

• facilidades para análise gráfica de dados e visualização;
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• uma linguagem de programação bem desenvolvida, simples e eficaz, que in-

clui condicionais, loops, funções recursivas definidas pelo usuário e recursos

de entrada e saída.

Apesar de muitas pessoas utilizarem o R como um sistema de ferramentas

estatísticas, o R CORE TEAM (2015) prefere defini-lo como um ambiente em que

muitas técnicas estatísticas clássicas e modernas foram implementadas. Algumas

dessas técnicas estão incluídas na base do programa R, como pacotes padrões, que

são instalados com o programa. Além disso, há muitas outras fornecidas como pa-

cotes, que são criados pelos colaboradores e disponibilizados no site Comprehen-

sive R Archive Network (CRAN) do programa (https://cran.r-project.org).

O R pode ser obtido gratuitamente no site CRAN, onde é apresentado em

versões de acordo com o sistema operacional UNIX, Windows ou Macintosh. A

facilidade que o usuário encontra para criar suas próprias funções e rotinas na aná-

lise de dados e a característica de ser um programa livre contribuem para aumentar

a diversidade de pacotes disponíveis. Assim, a maioria das metodologias estatís-

ticas clássicas e mais recentes está disponível para uso no R e, com uma pesquisa

mais avançada, é possível encontrá-las (VENABLES; SMITH; TEAM, 2015). Sobre-

tudo, a facilidade de uso permite que qualquer estatístico, engenheiro ou cientista

seja capaz de utilizar o ambiente R, fazendo com que o número de usuários seja

crescente.

Como já foi mencionado, há vários pacotes para o programa R criados por

contribuidores que podem ser utilizados. Sendo assim, existem muitas implemen-

tações dos principais testes de normalidade multivariada que são disponibilizadas

como pacotes no site CRAN (https://cran.r-project.org/web/packages/).

Os pacotes e as funções de alguns dos principais testes de normalidade

multivariada disponíveis para o programa R estão dispostos na Tabela 1.

Mecklin e Mundfrom (2005) fizeram uma comparação das taxas de erro

tipo I e tipo II de treze testes de normalidade multivariada que eles consideraram

promissores, com o uso de simulação Monte Carlo. Os autores recomendaram o

uso do teste de Henze e Zirkler (1990) como teste formal.
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Tabela 1 Alguns testes de normalidade multivariada disponíveis no programa R

Teste de normalidade multivariada Pacote Função
Henze-Zirkler MVN HZ.test
Szekely e Rizzo energy mvnorm.etest
Domanski (Shapiro-Wilk Royston) mvnormtest mshapiro.test
Mardia dprep mardia
Shapiro-Francia mvsf mvsf
Doornik e Hansen asbio DH.test
Anderson-Darling robCompositions adtest
Alva e Estrada mvShapiroTest mvShapiro.Test
McNeil, Frey e Embrechts QRMlib jointnormalTest
Três momentos dprep mo3
Quatro momentos dprep mo4
Baseado em curtose ICS mvnorm.kur.test
Baseado em assimetria ICS mvnorm.skew.test
Ruído branco normwhn.test normwhn.test-package
Conjunta com independência normwhn.test normality.test1
Conjunta sob fraca dependência normwhn.test normality.test2
Baseado em simetria e curtose vars normality

Outro estudo de comparação de desempenho realizado por Cantelmo e

Ferreira (2007) mostrou que o teste de Shapiro-Wilk multivariado, função msha-

piro.test, teve taxas de erro tipo I superiores aos valores nominais. Devido ao de-

sempenho fraco, os autores não recomendaram o uso rotineiro dessa função. Em

contrapartida, os testes de assimetria e curtose para a normalidade multivariada

foram recomendados em casos de n ≥ 50 e n ≥ 100.

Nos estudos, Mecklin e Mundfrom (2005) afirmaram que não encontra-

ram um teste que fosse o mais poderoso em todas as situações. Nesse sentido,

Cantelmo e Ferreira (2007) relataram a importância de se fazerem avaliações fre-

quentes de testes de hipóteses implementados como pacotes do programa R.
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3 MÉTODOS

Os métodos para realização do trabalho abrangeram a definição de dois

testes envolvendo transformações multivariadas para marginais beta e simulação

de dados, para verificação da qualidade e desempenho dos testes. Como auxílio

computacional foi utilizado o programa R (R CORE TEAM, 2015) para implemen-

tar os algoritmos dos dois testes de normalidade multivariada propostos: o teste

de aderência baseado no teste de Kolmogorov-Smirnov (TKS) e o teste intensivo

baseado em bootstrap paramétrico (TBPb). O programa R também foi usado para

realizar simulações Monte Carlo com o propósito de estimar as taxas de erro tipo

I e o poder dos testes.

Foram realizadas comparações dos testes propostos com dois testes de nor-

malidade multivariada: o teste de normalidade multivariada que foi apresentado

por Embrechts, Frey e McNeil (2005) (TEM) e o teste de Shapiro-Wilk de norma-

lidade multivariada proposto por Royston (1983) (TSW), cuja rotina foi implemen-

tada por Silva (2009) quando ele comparou esse teste com o teste de normalidade

de Shapiro-Francia para o caso multivariado. O primeiro foi escolhido porque, as-

sim como os testes propostos nesse trabalho, também é baseado em amostra beta,

no entanto, é afetado pela dependência amostral presente na distância quadrática

de Mahalanobis. O segundo foi selecionado para a comparação por ser um teste de

normalidade multivariada bastante conhecido e com uso muito difundido. Ambos

os testes comparados foram submetidos à validação por simulação Monte Carlo da

mesma forma que os dois testes propostos.

3.1 Testes de normalidade multivariada propostos

Considere uma amostra aleatória representada por X1,X2,...,Xj ,...,Xn,

em queXj ∈ Rp provém de uma população com vetor de médiasµ, cuja dimensão

é p×1, e matriz de covariâncias Σ, de dimensão p×p. Pretende-se testar a hipótese

nula seguinte:
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H0 : a amostra é de uma variável aleatória que segue distribuição normal

multivariada fX(x), dada pela expressão da equação (4), com vetor de médias

µ ∈ Rp e matriz de covariância positiva definida Σ ∈ Rp×p.

Os testes para normalidade multivariada que se fundamentam na distância

de Mahalanobis sofrem influência da dependência entre os D2
j , com j = 1, . . . , n,

pois cada D2
j possui em sua fórmula X̄ e S. Portanto, a dependência amostral

também está presente nos testes que são construídos utilizando amostra de uma

distribuição beta exata, obtida por transformação na distância de Mahalanobis.

Assim, o intuito deste trabalho foi propor dois testes alternativos para normalidade

multivariada que se fundamentassem na obtenção de amostras independentes de

distribuições betas exatas, de modo que pudesse eliminar o problema da depen-

dência amostral.

Com base nas definições apresentadas na Seção 2.8.2, embasadas no te-

orema demonstrado por Yang, Fang e Liang (1996) e utilizadas por Liang, Pan e

Yang (2004) para a construção de Q-Q plots, foram propostos dois testes para a

normalidade multivariada. A primeira proposta foi de um teste de aderência base-

ado no teste de Kolmogorov-Smirnov e a segunda se referiu a um teste intensivo

baseado em bootstrap paramétrico. As seções seguintes se dedicam à apresentação

de ambas as propostas.

3.1.1 Teste de normalidade multivariada utilizando o teste de Kolmogorov-
Smirnov baseado na obtenção de amostras betas

Por questões de organização, optou-se por descrever os passos dos testes

propostos na forma de algoritmo. Inicialmente, considere a amostra aleatória e a

hipótese nula apresentadas na seção anterior. Os passos para a realização do teste

de normalidade multivariada utilizando Kolmogorov-Smirnov baseado na obten-

ção de amostras betas são:
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1. considere uma matriz de dadosXn×p:

Xn×p =


X>1
X>2

...

X>n

 =


x11 x12 . . . x1p

x21 x22 . . . x2p
...

...
. . .

...

xn1 xn2 . . . xnp

 ;

2. calculam-se os vetores aleatórios Ui:

Ui =
X1 + . . .+Xi − iXi+1√

i(i+ 1)
, i = 1, . . . , n− 1;

3. realizam-se as transformações para se obter Sk:

Sk =

k∑
i=1

UiU
>
i , k = p+ 1, . . . , n− 1;

4. obtém-se os fatores de Cholesky, S1/2
k , das matrizes Sk;

5. invertem-se os fatores de Cholesky, de modo que se tenha S−1/2k ;

6. determinam-se os vetores Yk:

Yk = S
−1/2
k Uk, k = p+ 1, . . . , n− 1,

em que Yk = (Yk1, . . . , Ykp)
> : p× 1(k = p+ 1, . . . n− 1);

7. obtém-se os Bkq:

Bkq =

q∑
i=1

Y 2
ki

p∑
i=1

Y 2
ki

, q = 1, ..., p− 1,
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que podem ser arranjados em uma matriz da seguinte forma:

B =


Bp+1,1 Bp+1,2 . . . Bp+1,p−1

Bp+2,1 Bp+2,2 . . . Bp+2,p−1
...

...
. . .

...

Bn−1,1 Bn−1,2 . . . Bn−1,p−1

 .

Caso os dados da matriz Xn×p sejam uma amostra aleatória de uma distri-

buição Np(µ,Σ), então, cada coluna da matrizB será uma amostra aleató-

ria da distribuição beta(q/2, (p − q)/2), com q = 1, 2, ..., p − 1 (LIANG;

PAN; YANG, 2004).

8. seleciona-se a coluna cujo q∗ = bp/2c, como sugerido por Li, Fang e Zhu

(1997);

9. aplica-se o teste de aderência de Kolmogorov-Smirnov na coluna selecio-

nada para verificar se essa é uma amostra proveniente de uma variável alea-

tória que segue distribuição beta com parâmetros q∗/2 e (p− q∗)/2;

10. retorna-se o valor-p e o valor da estatística de Kolmogorov-Smirnov.

De acordo com o valor-p, toma-se a decisão de rejeitar ou não a hipótese

nula de que a amostra provém da distribuição beta, dado um nível de significância

nominal α. A não rejeição da hipótese nula do teste de Kolmogorov-Smirnov

implica na não rejeição da hipótese nula de que a matriz de dados Xn×p é uma

amostra de uma normal p-variada, com vetor de médias µ e matriz de covariâncias

Σ. Do mesmo modo, a rejeição da hipótese nula do teste de Kolmogorov-Smirnov

resulta em rejeição da normalidade multivariada. Essa conclusão é possível devido

ao Corolário 1 do Teorema 2 da Seção 2.8.2.
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3.1.2 Teste bootstrap paramétrico de normalidade multivariada baseado na
obtenção de amostras betas

O segundo teste proposto se fundamenta na escolha do q cuja estatística do

teste de Kolmogorov-Smirnov é máxima. Sendo, portanto, q∗ igual ao máximo da

estatística de Kolmogorov-Smirnov e não mais q∗ = bp/2c. Como a distribuição

do máximo da estatística de Kolmogorov-Smirnov é desconhecida, recorreu-se ao

método bootstrap paramétrico para se obter uma amostra aleatória da distribuição

do máximo da estatística de Kolmogorov-Smirnov.

Novamente, considere a amostra aleatória e a hipótese nula apresentadas

na Seção 3.1. Os passos para a realização do teste bootstrap paramétrico de nor-

malidade multivariada baseado na obtenção de amostras betas são:

1. considere uma matriz de dadosXn×p:

Xn×p =



X>1
X>2

...

X>j
...

X>n


=



x11 x12 . . . x1p

x21 x22 . . . x2p
...

...
. . .

...

xj1 xj2 . . . xjp
...

...
. . .

...

xn1 xn2 . . . xnp


;

2. calculam-se os Ui, Sk, Yk e Bkq, conforme passos de 2 a 7 do algoritmo da

seção 3.1.1, a partir dos dados originaisXn×p. A matriz dos Bkq

B =


Bp+1,1 Bp+1,2 . . . Bp+1,p−1

Bp+2,1 Bp+2,2 . . . Bp+2,p−1
...

...
. . .

...

Bn,1 Bn,2 . . . Bn,p−1

 ;

3. calculam-se Dq, q = 1, ..., p − 1, ou seja, as estatísticas do teste de

Kolmogorov-Smirnov para verificar a aderência da q-ésima coluna da matriz
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B com uma distribuição beta com parâmetros q/2 e (p − q)/2, utilizando

essa matriz B obtida da amostra original;

4. obtém-se D+
0 = max(Dq), q = 1, ..., p − 1, isto é, o máximo das es-

tatísticas de Kolmogorov-Smirnov obtidas com a matriz B proveniente da

amostra original;

5. para a obtenção da distribuição nula bootstrap, utilizou-se o fato de que sob

H0, os Ui ∼ Np(0, Σ); Como Σ é desconhecida, utilizou-se a matriz de

covariância S da amostra originalXn×p, para se utilizar como estimador da

matriz Σ na reamostragem bootstrap;

6. geram-se NB amostras bootstrap de tamanho n − 1, U∗1 , U∗2 , ..., U∗n−1, da

distribuição Np(0, S);

7. repetem-se os passos seguintes para cada uma dessasNB amostras bootstrap

geradas:

(a) realizam-se as transformações para se obter Sk:

Sk =
k∑
i=1

U∗i U
∗>
i , k = p+ 1, . . . , n− 1;

(b) obtém-se os fatores de Cholesky, para se utilizar como S1/2
k , das ma-

trizes Sk;

(c) invertem-se os fatores de Cholesky, de modo que se tenha S−1/2k ;

(d) determinam-se os vetores Yk:

Y ∗k = S
−1/2
k U∗k , k = p+ 1, . . . , n− 1,

em que Y ∗k = (Y ∗k1, . . . , Y
∗
kp)
> : p× 1(k = p+ 1, . . . n− 1);
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(e) obtém-se os B∗kq:

B∗kq =

q∑
i=1

Y ∗2ki

p∑
i=1

Y ∗2ki

, q = 1, ..., p− 1;

(f) calculam-se D∗q , q = 1, ..., p − 1, ou seja, as estatísticas do teste de

Kolmogorov-Smirnov de cada coluna da matriz B∗, que é a matriz B

obtida na amostra bootstrap;

(g) obtém-se D+
i = max(Dq), q = 1, ..., p − 1, isto é, o máximo das

estatísticas de Kolmogorov-Smirnov obtidas com a matriz B∗, da i-

ésima amostra de bootstrap, para i = 1, 2, . . ., NB;

8. obtida a amostra da distribuição nula bootstrap, dada por D+
0 , D+

1 , D+
2 ,...,

D+
NB

, do máximo da estatística de Kolmogorov-Smirnov, calcula-se o valor-

p da seguinte forma:

valor − p =

NB∑
i=0

I(D+
0 ≤ D

+
i )

NB + 1
,

em que I(·) é uma função indicadora;

9. retorna-se o valor-p e o valor da estatística D+
0 da amostra original.

Dado um nível de significância α, rejeita-se H0, a hipótese nula de que os

dados seguem uma distribuição normal multivariada, se, e somente se, o valor-p≤
α. Do mesmo modo que no teste proposto anteriormente, a conclusão só é possível

devido ao Teorema 2 e Corolário 1 apresentados na Seção 2.8.2.

3.2 Validação do desempenho

Para avaliar as taxas de erro tipo I e o poder dos testes foi utilizada simula-

ção Monte Carlo. Foram geradas amostras de diferentes tamanhos da distribuição
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normal multivariada e de outras distribuições não normais, utilizando funções ge-

radoras do programa R.

Dado um nível de significância pré-estabelecido, aplicaram-se os testes

propostos em cada amostra simulada, verificando se houve ou não rejeição da hi-

pótese nula. Se a hipótese nula fosse rejeitada e a amostra fosse proveniente da

distribuição normal multivariada, tinha-se um caso de erro tipo I. Por outro lado,

se a hipótese nula fosse rejeitada e a amostra fosse de uma distribuição não nor-

mal, tinha-se uma decisão correta. Para que o teste fosse razoável, a taxa de erro

tipo I deveria ser idêntica ao valor nominal, exceto pelo erro de Monte Carlo, e a

proporção de rejeições sob H1 teria de ser alta, indicando poder elevado.

3.2.1 Erro tipo I

As taxas de erro tipo I foram avaliadas utilizando simulação de amostras

aleatórias normais p-variadas com vetor de médias µ = 0 e matriz de covariâncias

Σ = σ2ρ, sem perda de generalidade, em que ρ é dada por:

ρ =


1 ρ . . . ρ

ρ 1 . . . ρ
...

...
. . .

...

ρ ρ . . . 1

 .

Para o teste Kolmogorov-Smirnov para normalidade multivariada, baseado

na obtenção de amostras betas, pode-se utilizar essa estrutura de covariâncias na

simulação para a validação, já que os parâmetros das distribuições betas, obtidas

pelas transformações nos dados, são invariantes em relação à matriz Σ. Deve-se

ressaltar que esse teste está restrito a n > p+ 2.

Quanto ao teste bootstrap paramétrico de normalidade multivariada base-

ado na obtenção de amostras betas, pode-se utilizar também a estrutura de covari-

âncias Σ = σ2ρ na simulação, conforme os passos de aplicação do teste descritos
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na Seção 3.1.2. A restrição desse teste é n > p+ 2.

Para ambos os testes propostos e para os testes utilizados nas comparações,

foram simuladas amostras normais de acordo com os diferentes valores de n e

p, conforme apresentado na Tabela 2. Para os testes TBPb e TSW não foram

apresentados resultados para a combinação n = 10000 e p = 5. No caso do TBPb,

o tempo de execução das simulações de validação é demasiadamente longo. E no

caso do TSW, a aplicação do teste se restringe às amostras de tamanho entre n = 3

e n = 5000.

Tabela 2 Tamanhos amostrais e número de variáveis utilizados nas simulações
Monte Carlo

Testes de normalidade multivariada n p

TKS, TBPb, TEM e TSW 10 2, 5, 7
TKS, TBPb, TEM e TSW 20 2, 5, 10, 17
TKS, TBPb, TEM e TSW 50 2, 10, 25, 47
TKS, TBPb, TEM e TSW 100 2, 10, 50, 97
TKS, TBPb, TEM e TSW 200 2, 10, 50, 100

TKS e TEM 10000 5

Foram realizadas 2000 simulações Monte Carlo. Os dois testes propostos

bem como os dois testes utilizados para comparação foram aplicados em cada

amostra normal multivariada simulada aos níveis de significância nominais de 1%,

5% e 10%, de tal forma que foi computado o número de vezes que a hipótese nula

foi rejeitada e dividido pelo número de simulações, fornecendo as taxas de erro

tipo I empíricas.

3.2.2 Poder do teste

Para estimar o poder dos testes propostos, ou seja, a probabilidade de se

rejeitar a hipótese nula dado que a mesma é falsa, foram simuladas amostras alea-

tórias de distribuições multivariadas não normais, utilizando as funções geradoras

de variáveis aleatórias do programa R ou implementações próprias também em
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linguagem R. As distribuições utilizadas foram: normal contaminada, uniforme

multivariada, log-normal multivariada e t-Student multivariada com grau de liber-

dade ν = 1 e, também, com graus de liberdade ν = 30.

O processo de simulação Monte Carlo foi repetido 2000 vezes para cada

uma das distribuições não normais citadas, para cada tamanho da amostra n e os

números de variáveis p correspondentes, apresentados na Tabela 2. Os testes de

normalidade multivariada propostos e os testes comparados foram aplicados em

cada amostra gerada e os níveis de significância nominais α fixados foram 1%,

5% e 10%.

Computou-se, então, o número de vezes que a hipótese nula foi rejeitada

para cada teste, dividindo-o pelo total de amostras simuladas. Como as amostras

geradas são não normais, o quociente representa a proporção de rejeições da hi-

pótese nula falsa, estimando o poder de cada um dos dois testes propostos e dos

testes utilizados para comparação.

3.2.3 Teste binomial exato

As taxas de erro tipo I estimadas utilizando simulações Monte Carlo es-

tão sujeitas a erros e, para verificar o controle do erro tipo I, pode-se utilizar o

teste binomial exato. Oliveira e Ferreira (2009) descreve esse teste do seguinte

modo: seja y o número de H0 rejeitadas em N simulações Monte Carlo, para um

nível nominal de significância α∗, a estatística do teste usando a relação entre a

distribuição F e a binomial, com probabilidade de sucesso p = α∗, é dada por:

F =

(
y + 1

N − y

)(
1− α
α

)
,

que, sob H0, tem distribuição F com ν1 = 2(N − y) e ν2 = 2(y + 1) graus de

liberdade.

A hipótese nula deve ser rejeitada ao nível nominal de significância α∗, Se

F ≤ Fα ou F ≥ F1−α, em que Fα e F1−α são os quantis da distribuição F com
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ν1 e ν2 graus de liberdade.

Nesse trabalho o teste binomial exato foi aplicado nas taxas de erro tipo

I considerando o tamanho da amostra da simulação Monte Carlo, N = 2000, no

nível de significância α∗ = 1%, para testar as seguintes hipóteses: H0 : α = 1%

versus H1 : α 6= 1%; H0 : α = 5% versus H1 : α 6= 5% e H0 : α = 10% versus

H1 : α 6= 10%.

Caso as taxas de erro tipo I sejam inferiores ao nível nominal α (valor-p <

0,01), o teste proposto deve ser considerado conservativo. Caso, sejam superiores

ao nível nominal α (valor-p < 0,01), considera-se que o teste é liberal. Por fim,

caso as taxas de erro tipo I não sejam significativamente diferentes (valor-p >

0,01), o teste proposto deve ser classificado como exato.
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4 RESULTADOS E DISCUSSÃO

Esta seção se dedica à apresentação dos resultados das simulações para

validação dos dois testes propostos neste trabalho e, também, da comparação com

dois outros testes já existentes.

O teste de normalidade multivariada utilizando o teste de Kolmogorov-

Smirnov baseado na obtenção de amostra betas (TKS) e o teste bootstrap paramé-

trico de normalidade multivariada baseado na obtenção de amostras betas (TBPb),

que foram propostos nesta dissertação, foram comparados com o teste de norma-

lidade multivariada de Embrechts, Frey e McNeil (2005) (TEM) e com o teste

de Shapiro-Wilk de normalidade multivariada proposto por Royston (1983), cuja

rotina foi implementada por Silva (2009) (TSW).

Os valores das taxas de erro tipo I e do poder dos testes são dispostos de

acordo com os níveis de significância nominais fixados de 1%, 5% e 10% e com

os valores de n e p que foram definidos na Tabela 2. Desse modo, a presente seção

se divide em duas etapas: uma que se refere ao erro tipo I e outra, ao poder dos

testes.

Nota-se no decorrer desta seção que os resultados referentes ao erro tipo

I e ao poder dos testes TBPb e TSW não foram apresentados para a combinação

n = 10000 e p = 5. Recorda-se que no caso do TBPb, o tempo de execução das

simulações de validação é demasiadamente longo. E no caso do TSW, a aplicação

do teste é restrita às amostras de tamanho n = 3 até n = 5000.

4.1 Erro tipo I

Os erros tipo I e tipo II têm probabilidades associadas inversamente pro-

porcionais e a probabilidade complementar do erro tipo II é o poder do teste de

hipótese. Desse modo, se a probabilidade de se incorrer no erro tipo I for dimi-

nuída, a probabilidade de se cometer o erro tipo II aumentará. Quando as taxas de
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erro tipo I observadas não são significativamente diferentes do nível nominal de

significância fixado, o teste é considerado exato. Em contrapartida, se essas taxas

são inferiores ao nível de significância nominal fixado, o teste é tido como conser-

vativo. Finalmente, se as taxas são superiores ao nível nominal de significância, o

teste é liberal. Para classificar os testes dessa forma, foi utilizado o teste binomial

exato com nível de significância de 1%.

As Tabelas 3, 4 e 5 se referem ao erro tipo I dos testes TKS, TBPb, TEM e

TSW para os níveis de significância nominais de 10%, 5% e 1%, respectivamente.

As combinações de n e p utilizadas foram as apresentadas na Tabela 2, da Subseção

3.2.1.

Na Tabela 3 as taxas de erro tipo I para o nível de significância nominal de

10%, considerando a distribuição normal multivariada, são mostradas. Foi verifi-

cado se os valores estimados diferem significativamente (valor-p < 0,01) do nível

nominal de 10%.

Os testes TKS e TBPb apresentaram taxas de erro tipo I não significati-

vamente (valor-p > 0,01) diferentes do valor nominal α = 10% para todas as

combinações de n e p. Desse modo, os dois testes propostos neste trabalho po-

dem ser considerados exatos ao nível de significância de 10%. O TSW se mostrou

exato para a maioria das combinações de n e p, exceto, para as situações n = 100

com p = 50 e p = 97, e n = 200 com p = 100, em que o teste foi conservativo,

sendo as taxas de errro tipo I significativamente (valor-p < 0,01) menores do que

o valor nominal α = 10%.

No teste TEM, as taxas de erro tipo I para todas as combinações de n e p

foram consideradas abaixo do nível de significância nominal, portanto, o teste foi

conservativo para α = 10%.

Comparando os resultados dos testes com os de outros testes de normali-

dade multivariada existentes na literatura, observa-se que ambos os testes propos-

tos apresentaram um bom controle da taxa de erro tipo I. Cirillo e Ferreira (2003)

mostraram que o teste de normalidade multivariada baseado no coeficiente de cor-

relação Quantil-Quantil apresentou um bom controle da taxa de erro tipo I para
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Tabela 3 Erro tipo I dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distri-
buição normal multivariada em função de n e p para α = 10%

10%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,1075 0,1055 0,0225 − 0,0965
5 0,0955 0,1085 0,0015 − 0,0945
7 0,1085 0,1060 0,0085 − 0,0865

20

2 0,1020 0,0970 0,0275 − 0,0990
5 0,1055 0,1040 0,0125 − 0,0970
10 0,0925 0,1030 0,0035 − 0,0870
17 0.0995 0,0985 0,0175 − 0,0855

50

2 0,1070 0,1140 0,0310 − 0,1020
10 0,0945 0,1025 0,0090 − 0,0890
25 0,1060 0,1015 0,0090 − 0,0945
47 0,1030 0,1015 0,0195 − 0,0855

100

2 0,1045 0,1030 0,0220 − 0,0980
10 0,0990 0,0960 0,0110 − 0,0970
50 0,0985 0,1080 0,0090 − 0,0680 −

97 0,0955 0,1010 0,0240 − 0,0715 −

200

2 0,0905 0,0940 0,0360 − 0,0935
10 0,0995 0,1005 0,0110 − 0,0975
50 0,1045 0,0940 0,0045 − 0,0865

100 0,1050 0,1085 0,0050 − 0,0690 −

10000 5 0,1045 - 0,0170 − -
+ Taxas de erro tipo I superiores ao valor nominal de 10% de significância (valor-p < 0,01).
− Taxas de erro tipo I inferiores ao valor nominal de 10% de significância (valor-p < 0,01).

amostra de tamanho n = 100 com p = 2 e p = 10, que foram de 0,1038 e 0,0965,

respectivamente. O teste de normalidade multivariada de simetria, de acordo com

Cirillo e Ferreira (2003), apresentou o valor da taxa de erro tipo I de 0,0665, in-

ferior ao nível de significância nominal, para n = 100 com p = 10. E no teste

de normalidade multivariada de curtose, a taxa de erro tipo I foi de 0,0680 para
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n = 100 com p = 2, abaixo dos outros dois testes que Cirillo e Ferreira (2003)

avaliaram. Deve-se ressaltar que Cirillo e Ferreira (2003) realizaram 10.000 si-

mulações Monte Carlo para a validação, enquanto que neste trabalho foram feitas

2.000 simulações Monte Carlo.

Na Tabela 4, têm-se as taxas de erro tipo I dos testes TKS, TBPb, TEM

e TSW, considerando a distribuição normal multivariada em função das combina-

ções de n e p para α = 5%. O teste TKS apresentou taxas de erro tipo I não

significativamente (valor-p > 0,01) diferentes do nível de significância nominal

de 5% para a maior parte das combinações de n e p, com exceção da situação

n = 10000 com p = 5, em que o teste foi conservativo. O teste TBPb obteve

controle da taxa de erro tipo I para todas as combinações de n e p em que foi sub-

metido, mostrando-se um teste exato, excluindo-se da afirmação apenas a situação

de n = 10000 e p = 5, para a qual o resultado não foi obtido.

Ainda na Tabela 4, o TEM se mostrou conservativo em todas as combina-

ções de n e p para α = 5%. Enquanto que o teste TSW mostrou controle da taxa

de erro tipo I na maioria das situações, a não ser nas combinações n = 100 com

p = 50 e n = 200 com p = 100, em que a taxa de erro tipo I foi significativamente

(valor-p < 0,01) inferior que o nível nominal de 5%, sendo conservativo nesses

casos.

Mecklin e Mundfrom (2005) realizaram a comparação das taxas de erro

tipo I por simulações Monte Carlo para os seguintes testes de normalidade multi-

variada: teste de assimetria de Mardia (1970), teste de curtose de Mardia (1970),

teste de ajuste de Hawkins (1981), teste de Koziol (1982), teste de assimetria e

curtose de Mardia e Foster (1983), teste de Royston (ROYSTON, 1983), teste de

Paulson, Roohan e Sullo (1987), teste de Henze e Zirkler (1990), teste de assime-

tria e curtose de MARDIA e Kent (1991), teste de Romeu e Ozturk (1993), teste de

correlação clássico de Singh (1993), teste de correlação robusto de Singh (1993) e

teste de Mudholkar, Srivastava e Lin (1995).

Segundo Mecklin e Mundfrom (2005), no nível nominal de 5% de signi-

ficância, o teste de Mardia-Foster foi o que teve maior variação das taxas de erro
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Tabela 4 Erro tipo I dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distri-
buição normal multivariada em função de n e p para α = 5%

5%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,0530 0,0570 0,0080− 0,0490
5 0,0450 0,0500 0,0000− 0,0470
7 0,0555 0,0555 0,0010− 0,0400

20

2 0,0525 0,0530 0,0095− 0,0500
5 0,0530 0,0515 0,0045− 0,0530

10 0,0465 0,0485 0,0000− 0,0445
17 0,0445 0,0520 0,0040− 0,0390

50

2 0,0635 0,0560 0,0075− 0,0505
10 0,0510 0,0495 0,0020− 0,0410
25 0,0530 0,0550 0,0015− 0,0550
47 0,0530 0,0510 0,0080− 0,0425

100

2 0,0555 0,0560 0,0110− 0,0500
10 0,0515 0,0505 0,0020− 0,0490
50 0,0445 0,0515 0,0025− 0,0365−

97 0,0510 0,0545 0,0080− 0,0410

200

2 0,0460 0,0455 0,0115− 0,0490
10 0,0495 0,0450 0,0010− 0,0490
50 0,0465 0,0530 0,0005− 0,0475
100 0,0490 0,0540 0,0005− 0,0380−

10000 5 0,0005− - 0,0040− -
+ Taxas de erro tipo I superiores ao valor nominal de 5% de significância (valor-p < 0,01).
− Taxas de erro tipo I inferiores ao valor nominal de 5% de significância (valor-p < 0,01).

tipo I, que oscilaram de 0 a 1. O teste de Hawkins apresentou taxa de erro tipo I de

1 para n = 25 com p = 5. Os testes de Singh robusto, Mudholkar–Srivastava–Lin,

Romeu-Ozturl e Mardia-Kent apresentaram valores de taxas de erro tipo I superi-

ores ao nível de significância nominal de 5%, caracterizando-se liberais. Os testes

de Koziol, de assimetria de Mardia e de Singh clássico foram um pouco liberais
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em todas as situações. Por outro lado, os testes de Henze-Zirkler, de curtose de

Mardia e de Paulson–Roohan–Sullo foram um pouco conservativos na maioria das

situações. O teste de Royston (1983) foi o que apresentou o melhor controle das

taxas de erro tipo I, que variaram de 0,0470 a 0,0530.

O teste de normalidade multivariado de curtose avaliado por Cirillo e Fer-

reira (2003) foi conservativo ao nível nominal de 5%. Já o teste de normalidade

multivariada baseado no coeficiente de correlação Quantil-Quantil e o teste de nor-

malidade multivariado de simetria comparados por Cirillo e Ferreira (2003) foram

exatos. O teste de normalidade Shapiro-Francia multivariado que Silva (2009)

propôs e avaliou também foi exato.

Ressalta-se que os autores Mecklin e Mundfrom (2005), Cirillo e Ferreira

(2003) e Silva (2009) realizaram 10.000 simulações Monte Carlo, enquanto a va-

lidação realizada neste trabalho utilizou 2.000 simulações. Diante da Tabela 4,

é notável que os dois testes propostos foram exatos ao nível nominal de 5% de

significância e, comparando com as avaliações que esses autores fizeram, ambos

apresentaram controle da taxa de erro tipo I melhor do que alguns dos testes de

normalidade multivariada avaliados por esses autores.

Na Tabela 5, são apresentadas as taxas de erro tipo I dos testes TKS, TBPb,

TEM e TSW, considerando a distribuição normal multivariada em função das com-

binações de n e p para α = 1%.

O teste TBPb obteve o controle da taxa de erro tipo I em todas as situações

em que os resultados foram obtidos, independente do tamanho da amostra (n) e

do número de variáveis (p), salvo n = 10000 com p = 5, em que não se obteve

o resultado. Esse controle das taxas de erro tipo I pode ser explicado em virtude

delas não terem sido significativamente (valor-p > 0,01) diferentes do nível nomi-

nal de significância de 1%, sendo, por isso, um teste considerado exato. O mesmo

vale para o teste TKS, que também apresentou controle da taxa de erro tipo I, com

exclusão da combinação n = 10000 com p = 5, na qual a taxa observada foi signi-

ficativamente inferior ao nível nominal, caracterizando o teste como conservativo

nessa situação.
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Tabela 5 Erro tipo I dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distri-
buição normal multivariada em função de n e p para α = 1%

1%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,0120 0,0130 0,0005− 0,0110
5 0,0065 0,0105 0,0000− 0,0130
7 0,0065 0,0120 0,0000− 0,0070

20

2 0,0100 0,0100 0,0015− 0,0085
5 0,0110 0,0085 0,0000− 0,0115

10 0,0075 0,0120 0,0000− 0,0085
17 0,0095 0,0125 0,0000− 0,0040−

50

2 0,0115 0,0125 0,0005− 0,0095
10 0,0145 0,0130 0,0000− 0,0070
25 0,0080 0,0070 0,0000− 0,0140
47 0,0080 0,0090 0,0005− 0,0120

100

2 0,0105 0,0085 0,0005− 0,0090
10 0,0130 0,0085 0,0000− 0,0080
50 0,0075 0,0100 0,0000− 0,0150
97 0,0120 0,0150 0,0000− 0,0160

200

2 0,0080 0,0090 0,0005− 0,0115
10 0,0090 0,0085 0,0000− 0,0125
50 0,0100 0,0165 0,0000− 0,0155
100 0,0120 0,011 0,0000− 0,0130

10000 5 0,0000− - 0,0000− -
+ Taxas de erro tipo I superiores ao valor nominal de 1% de significância (valor-p < 0,01).
− Taxas de erro tipo I inferiores ao valor nominal de 1% de significância (valor-p < 0,01).

O TSW foi considerado exato para a maioria das combinações de n e p,

exceto para n = 20 com p = 17, em que a taxa de erro tipo I foi significativamente

(valor-p < 0,01) inferior ao nível de significância nominal de 1%, portanto, con-

servativo nesse caso. Já o teste TEM não obteve controle da taxa de erro tipo I em

nenhuma situação, pois os valores observados foram significativamente inferior ao
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nível nominal de 1%, independentemente do tamanho da amostra e ao número de

variáveis, sendo considerado conservativo.

O teste de coeficiente de correlação Quantil-Quantil multivariado, o teste

de normalidade multivariada de simetria e o teste de normalidade multivariada

de curtose, avaliados por Cirillo e Ferreira (2003), foram exatos, somente para

n = 100 com p = 2 e p = 10, ao nível de significância nominal de 1%. Já o teste

de Shapiro-Francia multivariado proposto por Silva (2009) foi exato em todas as

combinações de n e p avaliadas, bem como o TKS e o TBPb.

É importante destacar que os dois testes propostos neste trabalho, o TNM-

KS e o TBPb, obtiveram controle da taxa de erro tipo I em todas as combinações

de n e p para α = 10%, α = 5% e α = 1%, com exceção somente do caso em

que n = 10000 com p = 5, ao nível nominal de 5% e de 1%, em que o TKS

foi conservativo. Isso permite considerar que, predominantemente, os novos testes

foram exatos. Bem como o TSW, que também pode ser considerado exato. Por

outro lado, o TEM foi um teste conservativo na maioria das combinações.

4.2 Poder dos testes

Para as estimativas do poder dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW foram

consideradas as distribuições não normais multivariadas: t-Student multivariada

com ν = 1 e ν = 30 graus de liberdade, a distribuição log-normal multivariada, a

distribuição uniforme multivariada e a distribuição normal contaminada multiva-

riada. Os níveis de significância nominais foram os mesmos estabelecidos para as

estimativas das taxas de erro tipo I, ou seja, α = 10%, α = 5% e α = 1%. E as

combinações de n e p foram aquelas apresentadas na Subseção 3.2.1.

Os valores de poder dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a

distribuição t-Student multivariada com ν = 1 grau de liberdade em função de n e

p para α = 10%, são apresentados na Tabela 6.

Os testes TKS e TBPb apresentaram os piores valores de poder nas situa-
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Tabela 6 Poder dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distribuição
t-Student multivariada com ν = 1 grau de liberdade em função de n e
p para α = 10%

10%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,1760 0,1495 0,5485 0,7455
5 0,2610 0,2445 0,1415 0,8620
7 0,2400 0,2830 0,0005 0,8720

20

2 0,2535 0,2495 0,9490 0,9570
5 0,4580 0,4610 0,9755 0,9895
10 0,4935 0,5885 0,8340 0,9965
17 0,2550 0,5035 0,0005 0,9980

50

2 0,4130 0,4505 1,0000 0,9995
10 0,9380 0,9605 1,0000 1,0000
25 0,9775 0,9955 1,0000 1,0000
47 0,2665 0,0960 0,0005 1,0000

100

2 0,5440 0,6245 1,0000 1,0000
10 0,9935 0,9985 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
97 0,2775 - 0,0015 1,0000

200

2 0,6155 0,7505 1,0000 1,0000
10 0,9985 1,0000 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

100 1,0000 - 1,0000 1,0000

10000 5 0,9885 - 1,0000 -

ções em que a diferença entre o tamanho da amostra, n, e o número de variáveis,

p, foi maior e quando p se aproximou de n. Deve-se ressaltar a restrição do TKS

a n > p + 2 e, do TBPb a n > p + 1. O TKS apresentou melhor desempenho

nas combinações n = 50 com p = 10 e p = 25, n = 100 com p = 10 e p = 50,

n = 200 com p = 10, p = 50 e p = 100 e n = 10000 com p = 5, mas o

desempenho ainda foi inferior aos testes TEM e TSW. O mesmo se verificou para
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o TBPb, com a exceção das combinações n = 100 com p = 97 e n = 200 com

p = 100 em que o programa R retornou um erro de inversão da matriz Sk, pois

em uma das N simulações Monte Carlo essa matriz foi singular. Também, com

exceção de n = 10000 e p = 5, cujo resultado demanda tempo demasiado.

O TEM apresentou valores de poder inferiores aos do TSW na maioria das

situações, tendo o pior desempenho quando o número de variáveis se aproximou

do tamanho da amostra, casos em que o poder foi inferior ao nível de significância

nominal. O TSW foi o que mostrou melhor desempenho de poder em relação aos

demais testes.

Nas Tabelas 7 e 8 são mostrados os desempenhos para o poder dos TNM-

KS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distribuição t-Student multivariada com

ν = 1 grau de liberdade para α = 5% e α = 1%, respectivamente, em função de

n e p. Notou-se comportamentos semelhantes aos descritos para α = 10%.

O teste qui-quadrado de Pearson multivariado e o teste conjunto de assi-

metria e curtose avaliados por Oliveira e Ferreira (2009) apresentaram bom desem-

penho de poder considerando a distribuição t-Student multivariada com ν = 1 grau

de liberdade para α = 5% e α = 1%. O teste de normalidade multivariada base-

ado em bootstrap paramétrico e o teste Monte Carlo de normalidade multivariada

baseado em distâncias, propostos e avaliados por Biase (2011), foram superiores,

em desempenho de poder, aos testes avaliados por Oliveira e Ferreira (2009) e aos

testes apresentados nas Tabelas 7 e 8.

Deve-se salientar que a distribuição t-Student multivariada com ν = 1

grau de liberdade é uma distribuição bem distinta da normal multivariada, o que

faz com que os valores de poder sejam elevados de modo geral em relação a outras

distribuições não normais multivariadas não tão distintas da normal multivariada.

Entretanto, o desempenho dos testes propostos, mesmo em uma situação tão favo-

rável, foi muito fraco, em relação ao desempenho de seus concorrentes.

A semelhança com a normal multivariada é o caso, por exemplo, da distri-

buição t-Student com ν = 30 graus de liberdade, cujos resultados dos valores de

poder dos testes são exibidos nas Tabelas 9, 10 e 11.
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Tabela 7 Poder dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distribuição
t-Student multivariada com ν = 1 grau de liberdade em função de n e
p para α = 5%

5%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,1055 0,0860 0,4095 0,6935
5 0,1740 0,1560 0,0420 0,8165
7 0,1715 0,1940 0,0000 0,8485

20

2 0,1815 0,1660 0,9130 0,9415
5 0,3700 0,3610 0,9425 0,9845
10 0,3845 0,4865 0,6640 0,9935
17 0,2265 0,4090 0,0000 0,9965

50

2 0,3385 0,3620 1,0000 0,9995
10 0,9015 0,9405 1,0000 1,0000
25 0,9465 0,9865 1,0000 1,0000
47 0,2410 0,0445 0,0000 1,0000

100

2 0,4810 0,5485 1,0000 1,0000
10 0,9875 0,9980 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
97 0,2630 - 0,0000 1,0000

200

2 0,5820 0,6860 1,0000 1,0000
10 0,9985 1,0000 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

100 1,0000 - 1,0000 1,0000

10000 5 0,9880 - 1,0000 -

Os desempenhos de poder para os TKS, TBPb, TEM e TSWNM, con-

siderando a distribuição t-Student multivariada com ν = 30 graus de liberdade,

para α = 10% em função de n e p, são indicados na Tabela 9. O TKS e o TBPb

apresentaram valores de poder próximos ao do nível de significância nominal de

10% na maioria das combinações. O que significa que ambos os testes propostos

não conseguiram distinguir a distribuição normal multivariada de uma distribuição



64

Tabela 8 Poder dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distribuição
t-Student multivariada com ν = 1 grau de liberdade em função de n e
p para α = 1%

1%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,0365 0,0265 0,2030 0,5905
5 0,0635 0,0460 0,0000 0,7380
7 0,0735 0,0770 0,0000 0,7795

20

2 0,0780 0,0715 0,8080 0,9095
5 0,2075 0,2085 0,8070 0,9720
10 0,2070 0,3120 0,2445 0,9860
17 0,1415 0,2510 0,0000 0,9930

50

2 0,2295 0,2400 0,9995 0,9990
10 0,7910 0,8870 1,0000 1,0000
25 0,8695 0,9690 1,0000 1,0000
47 0,1975 0,0125 0,0000 1,0000

100

2 0,3735 0,4120 1,0000 1,0000
10 0,9695 0,9895 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
97 0,2300 - 0,0000 1,0000

200

2 0,5025 0,5795 1,0000 1,0000
10 0,9975 0,9995 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

100 1,0000 - 1,0000 1,0000

10000 5 0,9875 - 1,0000 -

muito semelhante.

O TEM apresentou valores de poder inferiores ao nível de significância

nominal na maioria das situações quando n < 200. O teste mostrou um bom

desempenho para o poder somente em tamanhos grandes de amostra, nas combi-

nações n = 200 com p = 50 e p = 100 e n = 10000 com p = 5.



65

Tabela 9 Poder dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distribuição
t-Student multivariada com ν = 30 graus de liberdade em função de n
e p para α = 10%

10%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,0925 0,1005 0,0220 0,1105
5 0,1020 0,1065 0,0070 0,1040
7 0,0975 0,1070 0,0115 0,0960

20

2 0,1035 0,1040 0,0415 0,1300
5 0,1020 0,1020 0,0235 0,1275
10 0,1135 0,1100 0,0070 0,1295
17 0,1085 0,1165 0,0160 0,1320

50

2 0,1085 0,0955 0,0530 0,1435
10 0,1100 0,1000 0,0860 0,1715
25 0,1340 0,1200 0,0465 0,2045
47 0,1250 0,1075 0,0155 0,2245

100

2 0,1070 0,1150 0,0680 0,1455
10 0,1155 0,1145 0,2040 0,2275
50 0,1650 0,1200 0,4415 0,3245
97 0,1285 0,1615 0,0115 0,3750

200

2 0,0980 0,1025 0,0935 0,1930
10 0,1200 0,1060 0,4715 0,3040
50 0,1810 0,1520 0,9975 0,4435

100 0,3390 0,2325 1,0000 0,4870

10000 5 0,1070 - 1,0000 -

Para a distribuição t-Student multivariada com ν = 30 graus de liberdade,

o TSW não apresentou bom desempenho de poder. Inclusive, para as situações em

que o tamanho da amostra foi pequeno, os valores de poder se aproximaram do

nível nominal de significância de 10%.

O teste de normalidade multivariada baseado em bootstrap paramétrico
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e o teste Monte Carlo de normalidade multivariada baseado em distâncias, pro-

postos e avaliados por Biase (2011), apresentaram valores de poder superiores ao

nível nominal de 10% para a maioria das combinações de n e p. No entanto,

o desempenho de poder ainda não foi satisfatório, embora o teste de normalidade

multivariada baseado em bootstrap paramétrico de Biase (2011) tenha apresentado

valores de poder superiores ao TSW.

Nas Tabelas 10 e 11 são mostrados os desempenhos para o poder dos TKS,

TBPb, TEM e TSW, considerando a distribuição t-Student multivariada com ν =

30 graus de liberdade para α = 5% e α = 1%, respectivamente, em função de n e

p. O comportamento dos resultados se assemelhou ao que foi discutido perante o

nível de significância de 10%.

Destaca-se que o único teste que atingiu poder de 100% foi o TEM, paras

as situações em que o tamanho da amostra foi grande, quando n = 10000 e p = 5

nos níveis de significância de 10%, 5% e 1% e quando n = 200 e p = 100 no nível

de significância de 10%. Nessas ocasiões, o TEM obteve superioridade relevante

em relação aos demais.

Os testes propostos por Biase (2011) apresentaram melhores valores de

poder do que o teste conjunto de simetria e curtose multivariado e o teste qui-

quadrado de Pearson multivariado, avaliados por Oliveira e Ferreira (2009), para

as situações de n = 10 e n = 20. O teste de normalidade multivariada baseado

em bootstrap paramétrico foi superior em desempenho de poder na maioria das

combinações de n e p em relação aos testes avaliados por Oliveira e Ferreira (2009)

e aos testes TKS, TBPb e TSW.

Na Tabela 12 são apresentados os poderes dos testes TKS, TBPb, TEM,

TSW, considerando a distribuição lognormal multivariada em função das combi-

nações de n e p para um nível de significância nominal α = 10%.

O teste de TEM apresentou poder nulo para as combinações em que n

e p foram próximos. Por outro lado, o teste apresentou poder elevado para as

combinações em que n ≥ 50 e poder baixo para n ≤ 20. Os testes TKS e TBPb

mostraram poder baixo para quase todas as situações, exceto para as combinações
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Tabela 10 Poder dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distribui-
ção t-Student multivariada com ν = 30 graus de liberdade em função
de n e p para α = 5%

5%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,0545 0,0470 0,0075 0,0625
5 0,0470 0,0585 0,0010 0,0580
7 0,0495 0,0525 0,0020 0,0555

20

2 0,0535 0,0485 0,0110 0,0775
5 0,0525 0,0510 0,0080 0,0685
10 0,0540 0,0545 0,0005 0,0705
17 0,0595 0,0585 0,0035 0,0680

50

2 0,0545 0,0525 0,0160 0,0875
10 0,0605 0,0450 0,0290 0,1115
25 0,0735 0,0600 0,0145 0,1425
47 0,0765 0,0505 0,0055 0,1630

100

2 0,0550 0,0640 0,0280 0,0865
10 0,0650 0,0580 0,0840 0,1565
50 0,0940 0,0620 0,2185 0,2300
97 0,0775 0,1085 0,0025 0,2885

200

2 0,0530 0,0485 0,0410 0,1280
10 0,0660 0,0560 0,2820 0,2090
50 0,1060 0,0900 0,9915 0,3505

100 0,2025 0,1545 0,9990 0,3945

10000 5 0,0590 - 1,0000 -

de n = 100 com p = 50 e de n = 200 com p = 50 e p = 100. Inclusive, foi

somente nos casos em que n e p são próximos, que ambos os testes apresentaram

um desempenho melhor que o teste de TEM. Já o teste TSW apresentou poder

elevado para todas as combinações de n e p, sendo, portanto, o teste que teve o

melhor desempenho, considerando a distribuição lognormal multivariada e α =

10%.
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Tabela 11 Poder dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distribui-
ção t-Student multivariada com ν = 30 graus de liberdade em função
de n e p para α = 1%

1%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,0145 0,0065 0,0005 0,0205
5 0,0110 0,0105 0,0000 0,0165
7 0,0085 0,0120 0,0000 0,0125

20

2 0,0095 0,0080 0,0015 0,0155
5 0,0135 0,0120 0,0005 0,0195
10 0,0160 0,0120 0,0000 0,0225
17 0,0120 0,0090 0,0000 0,0205

50

2 0,0130 0,0090 0,0025 0,0275
10 0,0150 0,0120 0,0015 0,0420
25 0,0160 0,0140 0,0000 0,0585
47 0,0215 0,0140 0,0005 0,0830

100

2 0,0130 0,0185 0,0030 0,0345
10 0,0160 0,0110 0,0105 0,0620
50 0,0245 0,0150 0,0250 0,1265
97 0,0275 0,0340 0,0000 0,1715

200

2 0,0075 0,0110 0,0050 0,0445
10 0,0165 0,0160 0,0605 0,0915
50 0,0265 0,0220 0,8980 0,2040

100 0,0730 0,0415 0,9415 0,2535

10000 5 0,0175 - 1,0000 -

Nas Tabelas 13 e 14 são apresentados os desempenhos para o poder dos

testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distribuição lognormal multivari-

ada para α = 5% e α = 1%, respectivamente, em função de n e p. O comporta-

mento dos resultados foi parecido ao que foi discutido no nível de significância de

10%.



69

Tabela 12 Poder dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distribui-
ção log-normal multivariada em função de n e p para α = 10%

10%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,1055 0,1070 0,3245 0,8635
5 0,1545 0,1515 0,1105 0,9830
7 0,2020 0,2030 0,0000 0,9935

20

2 0,1180 0,1980 0,7795 0,9990
5 0,2085 0,2110 0,9095 1,0000
10 0,2995 0,3260 0,7530 1,0000
17 0,2405 0,3770 0,0005 1,0000

50

2 0,1605 0,3595 0,9975 1,0000
10 0,4520 0,5015 1,0000 1,0000
25 0,8245 0,8875 1,0000 1,0000
47 0,2060 0,3255 0,0000 1,0000

100

2 0,1830 0,4900 1,0000 1,0000
10 0,5105 0,7235 1,0000 1,0000
50 0,9975 1,0000 1,0000 1,0000
97 0,2345 0,7325 0,0005 1,0000

200

2 0,2495 0,6975 1,0000 1,0000
10 0,5745 0,9610 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

100 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

10000 5 0,4640 - 1,0000 -

Os testes TKS e TBPb obtiveram valores de poder reduzidos para a mai-

oria das combinações de n e p, exceto para as situações de n = 100 com p = 50

e de n = 200 com p = 50 e p = 100, sendo que, de uma maneira geral, o teste

TBPb teve desempenho minimamente melhor que o TKS. No entanto, os testes só

foram mais poderosos que o TEM para as combinações em que n e p são próxi-

mos, circunstância em que TEM tem poder igual a zero. Excetuando os casos que

n e p são próximos, o teste TEM apresentou baixo poder para n ≤ 20 e alto poder
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Tabela 13 Poder dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distribui-
ção log-normal multivariada em função de n e p para α = 5%

5%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,0550 0,0575 0,2165 0,7980
5 0,0840 0,0860 0,0295 0,9685
7 0,1215 0,1175 0,0000 0,9870

20

2 0,0715 0,1270 0,6805 0,9920
5 0,1400 0,1300 0,8395 1,0000
10 0,2115 0,2275 0,5505 1,0000
17 0,1965 0,2900 0,0000 1,0000

50

2 0,1060 0,2645 0,9920 1,0000
10 0,3495 0,3800 1,0000 1,0000
25 0,7415 0,8185 1,0000 1,0000
47 0,1880 0,2330 0,0000 1,0000

100

2 0,1330 0,3955 1,0000 1,0000
10 0,4035 0,6135 1,0000 1,0000
50 0,9970 1,0000 1,0000 1,0000
97 0,2070 0,6810 0,0005 1,0000

200

2 0,2045 0,5915 1,0000 1,0000
10 0,4720 0,9210 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

100 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

10000 5 0,3385 - 1,0000 -

(valores próximos ou iguais a 100%) para n ≥ 50. Enquanto que o teste TSW

apresentou um poder elevado para todas as combinações de n e p, exceto para a

combinação n = 10 e p = 2.

Nas comparações de poder realizadas por Mecklin e Mundfrom (2005),

para o nível de significância nominal de 5%, considerando a distribuição log-

normal multivariada, o teste de curtose de Mardia (1970) apresentou o menor
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Tabela 14 Poder dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distribui-
ção log-normal multivariada em função de n e p para α = 1%

1%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,0130 0,0100 0,0790 0,6290
5 0,0275 0,0250 0,0010 0,9090
7 0,0320 0,0370 0,0000 0,9595

20

2 0,0220 0,0460 0,4705 0,9710
5 0,0555 0,0460 0,5935 1,0000
10 0,0855 0,0965 0,1675 1,0000
17 0,1095 0,1545 0,0000 1,0000

50

2 0,0455 0,1360 0,9730 1,0000
10 0,1900 0,2160 1,0000 1,0000
25 0,5420 0,6350 0,9995 1,0000
47 0,1505 0,1085 0,0000 1,0000

100

2 0,0690 0,2305 1,0000 1,0000
10 0,2260 0,3940 1,0000 1,0000
50 0,9835 0,9995 1,0000 1,0000
97 0,1700 0,5660 0,0000 1,0000

200

2 0,1210 0,4215 1,0000 1,0000
10 0,2725 0,7810 1,0000 1,0000
50 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

100 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000

10000 5 0,1645 - 1,0000 -

valor de poder, de 0,8250. No teste de Koziol (1982), o menor valor de poder

foi de 0,8260. O teste de assimetria de Mardia (1970), o teste de Royston (1983) e

o teste de Henze e Zirkler (1990) obtiveram valor de poder de pelo menos 0,9800

em todas as situações avaliadas.

O teste de Shapiro-Wilk generalizado para o caso multivariado por Silva

(2009) mostrou resultados de poder similares ao teste de normalidade multivariado
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baseado em bootstrap paramétrico proposto por Biase (2011) para n = 20 com

p = 2, n = 100 e n = 200 com p = 2 e p = 10. Esse teste de Biase (2011) teve

melhor desempenho do que o teste qui-quadrado de Pearson multivariado e o teste

conjunto de assimetria e curtose multivariado avaliados por Oliveira e Ferreira

(2009), para amostras pequenas.

Na Tabela 15 são representados os valores de poder dos testes TNMK,

TBPb, TEM e TSW, para a distribuição uniforme multivariada em função das com-

binações de n e p para o nível de significância α = 10%. De uma maneira geral,

pode-se observar que os três testes baseados em amostras betas apresentaram um

poder muito baixo, com destaque negativo para o teste TEM, que para a maioria

das combinações teve poder muito próximo de zero, salvo para as combinações de

n = 200 com p = 50 e p = 100 e de n = 10000 e p = 5 em que o poder foi

satisfatório.

Não muito diferente, os testes TKS e TBPb também apresentaram poder

muito aquém do esperado, com uma ligeira vantagem para TBPb que mostrou,

na maioria das combinações, poder maior que o de TKS. Diferentemente, o teste

TSW foi muito superior que os demais testes e apresentou maior poder em todas

as combinações de n e p, com poder igual a 1 a partir das combinações de n = 50

com p = 10. No entanto, seu desempenho não foi satisfatório para as combinações

em que n é pequeno.

Nas Tabelas 16 e 17 são dispostos os valores de poder dos testes TNMK,

TBPb, TEM e TSW, considerando a distribuição uniforme multivariada em função

das combinações de n e p, para o nível de significância α = 5% e α = 1%,

respectivamente. Os resultados para os casos de α = 5% e α = 1% se assemelham

aos discutidos sobre o poder dos testes para α = 10%, apresentados na Tabela 15

Os testes TKS, TBPb e TEM se mostraram com poderes muito baixo para

a maioria das combinações de n e p e o TSW, superior aos demais, com poder de

100% na maioria das situações, a partir da combinação de n = 50 com p = 10 e

valores de poder menores, ainda que superior aos demais, quando n ≤ 20. O poder

dos testes apresentou pior desempenho nos níveis de 5% e 1% em comparação com
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Tabela 15 Poder dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distribui-
ção uniforme multivariada em função de n e p para α = 10%

10%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,0680 0,0860 0,0060 0,1845
5 0,0720 0,0895 0,0045 0,2615
7 0,0670 0,0690 0,0160 0,2715

20

2 0,0565 0,0935 0,0010 0,4625
5 0,0520 0,0920 0,0085 0,6780
10 0,0830 0,0970 0,0070 0,8465
17 0,0905 0,0770 0,0155 0,9430

50

2 0,0520 0,0985 0,0125 0,9745
10 0,0610 0,1675 0,0095 1,0000
25 0,0945 0,1590 0,0190 1,0000
47 0,0940 0,0600 0,0130 1,0000

100

2 0,0510 0,1455 0,0990 1,0000
10 0,0370 0,3410 0,0075 1,0000
50 0,1050 0,2310 0,3465 1,0000
97 0,0970 0,1535 0,0025 1,0000

200

2 0,0560 0,2365 0,6740 1,0000
10 0,0215 0,7185 0,0050 1,0000
50 0,0890 0,6955 0,9735 1,0000

100 0,1675 0,5155 0,9995 1,0000

10000 5 0,9990 - 1,0000 -

os resultados do nível de significância nominal de 10%, devido à relação inversa

entre erro tipo I e erro tipo II.

O teste Monte Carlo de normalidade multivariada proposto e avaliado por

Biase (2011) mostrou melhor desempenho que o teste qui-quadrado de Pearson

multivariado e o teste conjunto de assimetria e curtose multivariado avaliados por

Oliveira e Ferreira (2009) para todos os números de variáveis quando n = 10 e
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Tabela 16 Poder dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distribui-
ção uniforme multivariada em função de n e p para α = 5%

5%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,0340 0,0425 0,0010 0,0920
5 0,0290 0,0410 0,0005 0,1270
7 0,0255 0,0305 0,0030 0,1480

20

2 0,0290 0,0455 0,0000 0,2840
5 0,0200 0,0475 0,0015 0,5110
10 0,0420 0,0425 0,0005 0,7320
17 0,0410 0,0340 0,0055 0,8730

50

2 0,0185 0,0455 0,0005 0,9285
10 0,0265 0,0905 0,0015 1,0000
25 0,0475 0,0850 0,0020 1,0000
47 0,0540 0,0265 0,030 1,0000

100

2 0,0215 0,0685 0,0145 1,0000
10 0,0130 0,2240 0,0015 1,0000
50 0,0510 0,1385 0,1555 1,0000
97 0,0655 0,0920 0,0005 1,0000

200

2 0,0235 0,1265 0,3190 1,0000
10 0,0060 0,5845 0,0005 1,0000
50 0,0375 0,5650 0,9095 1,0000

100 0,0860 0,3670 0,9900 1,0000

10000 5 0,9835 - 1,0000 -

n = 20 e, para a maioria dos números de variáveis, quando n = 100.

Nas avaliações de poder realizadas por Mecklin e Mundfrom (2005), o

teste clássico de Singh (1993) teve valor de poder mais baixo de 0,1350, conside-

rando a distribuição uniforme multivariada, no nível nominal de significância de

5%. O teste de Henze e Zirkler (1990) e o teste de Royston (1983) foram rela-

tivamente poderosos, mas tiveram valor de poder de 0,4000 quando n = 25 com
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Tabela 17 Poder dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distribui-
ção uniforme multivariada em função de n e p para α = 1%

1%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,0050 0,0080 0,0000 0,0155
5 0,0050 0,0055 0,0000 0,0255
7 0,0025 0,0070 0,0000 0,0355

20

2 0,0025 0,0085 0,0000 0,0610
5 0,0005 0,0070 0,0005 0,2065
10 0,0060 0,0100 0,0000 0,4200
17 0,0050 0,0060 0,0005 0,6250

50

2 0,0020 0,0090 0,0000 0,6995
10 0,0030 0,0230 0,0000 0,9995
25 0,0110 0,0225 0,0000 1,0000
47 0,0170 0,0030 0,0000 1,0000

100

2 0,0030 0,0110 0,0000 0,9995
10 0,0015 0,0675 0,0000 1,0000
50 0,0070 0,0290 0,0110 1,0000
97 0,0345 0,0330 0,0000 1,0000

200

2 0,0035 0,0305 0,0190 1,0000
10 0,0005 0,3030 0,0000 1,0000
50 0,0045 0,3000 0,5610 1,0000

100 0,0160 0,1580 0,8360 1,0000

10000 5 0,7785 - 1,0000 -

p = 5, enquanto no teste de curtose de Mardia (1970) os valores do poder variaram

de 0,8900 a 1,0000 e os testes de Koziol (1982) e Paulson, Roohan e Sullo (1987)

apresentaram valor de poder mínimo de 0,9980.

Na Tabela 18 são apresentados os valores de poder dos testes TNMK-

S, TNMBPb, TEM e TSW no nível de significância nominal α = 10% para as

combinações de n e p, descritas na Tabela 2, considerando a distribuição normal
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contaminada multivariada. O teste TKS foi o que apresentou pior desempenho

dentre os testes, com poder inferior em todas as combinações de n e p, exceto o

caso em que n = 200 e p = 100. Inclusive, para n = 10000 com p = 5, o poder

do teste foi igual a zero.

Tabela 18 Poder dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distri-
buição normal contaminada multivariada em função de n e p para
α = 10%

10%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,0590 0,1055 0,0215 0,4425
5 0,0965 0,1155 0,0335 0,5120
7 0,1065 0,1125 0,0020 0,5450

20

2 0,0335 0,1605 0,0255 0,8140
5 0,0445 0,1650 0,2155 0,8885
10 0,1085 0,1300 0,3530 0,9380
17 0,1510 0,1875 0,0010 0,9530

50

2 0,0175 0,3275 0,0540 0,9990
10 0,0325 0,4005 0,9205 1,0000
25 0,2905 0,2530 0,9900 1,0000
47 0,1150 0,0960 0,0000 1,0000

100

2 0,0130 0,5490 0,1775 1,0000
10 0,0080 0,8870 0,9960 1,0000
50 0,7800 0,6475 1,0000 1,0000
97 0,1055 0,5585 0,0035 1,0000

200

2 0,0040 0,8225 0,5530 1,0000
10 0,0010 1,0000 1,0000 1,0000
50 0,5575 0,9600 1,0000 1,0000

100 0,9995 0,9975 1,0000 1,0000

10000 5 0,0000 - 1,0000 -

O teste TBPb apresentou desempenho um pouco superior em relação ao

TKS, obtendo maiores valores de poder na maioria das combinações de n e p. No
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entanto, o melhor desempenho de poder ocorreu nas situações em que o tamanho

da amostra n foi igual a 200.

Já o teste TEM apresentou algumas peculiaridades. Para n ≤ 20, o poder

do teste apresentou valores muito baixos. Para n > 50 o teste apresenta menor

poder quando p = 2 e quando p se aproximou de n. Para os tamanhos da amostra,

p, “intermediários”, o teste apresentou valores de poder elevados, sendo de 100%

ou próximo desse valor na maioria das combinações.

Novamente, o teste TSW foi superior em relação aos demais testes ba-

seados em amostras betas, apresentando um poder elevado para combinações de

n ≥ 20. Mesmo que, para n = 10, o poder tenha sido inferior, o desempe-

nho desse teste ainda superou o dos demais, considerando a distribuição uniforme

multivariada.

Nas Tabelas 19 e 20 são exibidos os valores de poder dos testes TKS,

TBPb, TEM e TSW, considerando a distribuição normal contaminada em função

das combinações de n e p, para o nível de significância α = 5% e α = 1%,

respectivamente. Os resultados para os casos de α = 5% e α = 1% são muito

semelhantes aos discutidos sobre o poder dos testes para α = 10%, apresentados

na Tabela 18.

O teste TKS foi o que apresentou pior desempenho dentre os testes, com

valores de poderes inferiores para todas as combinações de n e p, exceto para o

caso em que n = 200 e p = 100. O teste TBPb apresentou taxas de poderes

maiores do que o TKS, mas os valores foram elevados somente quando n = 200.

O teste TEM apresentou as mesmas peculiaridades de quando α = 10%. Mais

uma vez, o teste TSW obteve melhor desempenho que os demais em todas as

combinações de n e p.

Mecklin e Mundfrom (2005), em suas comparações de poder de testes, uti-

lizaram 15 configurações diferentes para a distribuição normal contaminada multi-

variada e todos os testes avaliados tiveram baixo poder em todas as situações. Isso,

de acordo com os autores, se deve ao fato de os vetores de média das distribuições

normais contaminadas utilizadas serem iguais ou pouco distintos.



78

Tabela 19 Poder dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distri-
buição normal contaminada multivariada em função de n e p para
α = 5%

5%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,0255 0,0570 0,0055 0,2645
5 0,0455 0,0635 0,0065 0,3330
7 0,0475 0,0615 0,0005 0,3395

20

2 0,0130 0,0910 0,0075 0,6665
5 0,0205 0,0955 0,1115 0,7970
10 0,0565 0,0700 0,1955 0,8770
17 0,1070 0,1255 0,0005 0,8985

50

2 0,0070 0,2240 0,0160 0,9945
10 0,0145 0,2835 0,8505 1,0000
25 0,1805 0,1625 0,9735 1,0000
47 0,1045 0,0505 0,0000 1,0000

100

2 0,0040 0,4165 0,0590 1,0000
10 0,0035 0,8155 0,9905 1,0000
50 0,6865 0,5135 1,0000 1,0000
97 0,1030 0,5165 0,0005 1,0000

200

2 0,0015 0,7255 0,2860 1,0000
10 0,0000 1,0000 1,0000 1,0000
50 0,4200 0,9225 1,0000 1,0000

100 0,9995 0,9960 1,0000 1,0000

10000 5 0,0000 - 1,0000 -

O teste conjunto de simetria e curtose multivariado avaliado por Oliveira e

Ferreira (2009) apresentou baixos valores de poder para amostras de tamanho pe-

queno e para quando p se aproxima de n o poder foi nulo. O teste qui-quadrado de

Pearson multivariado proposto por Oliveira e Ferreira (2009) também apresentou

valores de poder reduzidos para amostras pequenas e, quando p se aproximou de

n o desempenho de poder também foi afetado, embora tenha sido melhor que do
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Tabela 20 Poder dos testes TKS, TBPb, TEM e TSW, considerando a distri-
buição normal contaminada multivariada em função de n e p para
α = 1%

1%
n p TKS TBPb TEM TSW

10
2 0,0025 0,0145 0,0000 0,0565
5 0,0060 0,0185 0,0000 0,0765
7 0,0085 0,0125 0,0000 0,0800

20

2 0,0030 0,0285 0,0010 0,3080
5 0,0025 0,0235 0,0265 0,4595
10 0,0165 0,0140 0,0340 0,5690
17 0,0440 0,0505 0,0000 0,6280

50

2 0,0020 0,0930 0,0010 0,9530
10 0,0025 0,1205 0,6560 0,9980
25 0,0695 0,0485 0,8905 1,0000
47 0,0875 0,0080 0,0000 1,0000

100

2 0,0000 0,2110 0,0040 1,0000
10 0,0005 0,6225 0,9580 1,0000
50 0,4270 0,2755 1,0000 1,0000
97 0,0985 0,4185 0,0000 1,0000

200

2 0,0000 0,5040 0,0365 1,0000
10 0,0000 0,9970 1,0000 1,0000
50 0,2240 0,7960 1,0000 1,0000

100 0,9910 0,9700 1,0000 1,0000

10000 5 0,0000 - 1,0000 -

teste conjunto de simetria e curtose multivariado.

O teste Monte Carlo de normalidade multivariada baseado em distâncias,

proposto por Biase (2011), apresentou melhor desempenho de poder do que o teste

conjunto de simetria e curtose multivariado avaliado por Oliveira e Ferreira (2009),

para amostras n = 10 e n = 20. E, também, em relação ao teste qui-quadrado de
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Pearson multivariado de Oliveira e Ferreira (2009), exceto para p = 8 e p = 18.

Para n = 200 com p = 2 e p = 10 o teste de Biase (2011) apresentou menor valor

de poder do que ambos os testes avaliados por Oliveira e Ferreira (2009). Já o

teste de normalidade multivariada baseado em bootstrap paramétrico proposto por

Biase (2011) superou os testes avaliados por Oliveira e Ferreira (2009) e os testes

avaliados nas Tabelas 18, 19 e 20, na maioria das situações.

De modo geral, o TKS e o TBPb apresentaram valores de poder baixos,

considerando as distribuições não normais utilizadas, sendo que o TBPb apresen-

tou um desempenho minimamente superior ao TKS. Ambos os testes obtiveram

o pior desempenho quando p se aproxima de n e o melhor desempenho quando o

tamanho da amostra é grande, exceto para as distribuições: normal contaminada

multivariada e uniforme multivariada.

Um fator que interferiu nos valores de poder foi o tamanho da amostra

efetiva (n−p−1), ou seja, o tamanho da amostra depois de serem feitas as devidas

transformações envolvidas no TKS e no TBPb. Nota-se que o pior desempenho

de poder do TKS ocorre quando o tamanho da amostra efetiva é muito reduzido

(casos em que n é pequeno ou que p se aproxima de n). Embora o TBPb tenha sido

menos afetado pelo tamanho da amostra efetiva do que o TKS, o seu desempenho

de poder também reduziu em alguns casos de amostra efetiva pequena, como, por

exemplo, em n = 50 com p = 47, cuja amostra efetiva é de tamanho 2.

Outro fator que pode ter prejudicado o desempenho do poder do TBPb é

o fato de que a construção desse teste não levou em consideração os parâmetros

da distribuição beta. Após as transformações são obtidas p − 1 amostras betas,

cada uma com sua parametrização. Quando se utiliza o máximo da estatística

de Kolmogorov-Smirnov, não se pode garantir que ele será proveniente sempre

da amostra cuja distribuição beta tenha os mesmos parâmetros para cada amostra

bootstrap.

O TEM apresentou melhor desempenho para tamanhos grandes de amos-

tra, exceto quando o p se aproxima de n. Inclusive, para a distribuição t-Student

com ν = 30 graus de liberdade, quando n > 200 o poder foi próximo ou igual a
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100%. No entanto, o teste foi muito conservativo e apresentou valores de poder

muito pequenos para amostra de tamanho reduzido.

O TSW superou os demais testes em desempenho de poder e foi o teste

que mais obteve valores de poder de 100%. Apesar de não ter mostrado poder ele-

vado no caso da distribuição t-Student com ν = 30 graus de liberdade, foi o único

que apresentou melhores resultados de poder para a distribuição uniforme multiva-

riada. Sendo assim, pode ser considerado o teste mais poderoso nas comparações

com o TKS, o TBPb e o TEM.

Embora o TKS e o TBPb tenham obtido um bom controle das taxas de erro

tipo I, mostrando-se exatos, não é recomendado, em hipótese alguma, o uso des-

ses testes, devido ao fraco desempenho de poder apresentado por eles. Do mesmo

modo, não é recomendado, em nenhuma situação, o TEM, pois, além de ter apre-

sentado um fraco desempenho de poder, foi considerado um teste conservativo.

Um teste que apresentou resultados similares ao TKS e ao TNMBPb na va-

lidação foi o teste de normalidade multivariada baseado na distribuição t-Student

proposto por Marques e Melo (2016). Assim como os testes propostos neste traba-

lho, o teste de Marques e Melo (2016) também se baseou no artigo de Liang, Pan

e Yang (2004). Apesar de ter apresentado bom controle da taxa de erro tipo I, esse

teste mostrou um desempenho de poder muito fraco tal como o TKS e o TBPb.

Comparando com outros testes existentes na literatura, o teste de normali-

dade multivariada baseado em bootstrap paramétrico proposto por Biase (2011) é

uma alternativa ao uso do TSW, uma vez que apresentou um bom controle da taxa

de erro tipo I, mostrando-se um teste exato e teve desempenho de poder equiva-

lente e, em alguns casos, superior ao TSW. Uma importante vantagem dos testes

propostos por Biase (2011) é a de que o TSW tem a limitação de poder ser aplicado

somente em amostras de tamanho n = 3 a n = 5000, o que não ocorre com ambos

os testes de Biase (2011). Além disso, os dois testes propostos e avaliados por

Biase (2011) podem ser aplicados tanto em casos que n > p, quanto nas situações

em que n ≤ p. Por fim, os testes propostos por Biase (2011) apresentaram, de

modo geral, melhor desempenho de poder do que o teste qui-quadrado de Pearson
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multivariado e o teste conjunto de simetria e curtose multivariado avaliados por

Oliveira e Ferreira (2009).

Por outro lado, temos o estudo realizado por Mecklin e Mundfrom (2005),

que recomendou o uso do teste de Henze e Zirkler (1990), de acordo com as ava-

liações de erro tipo I e de poder que realizaram. A recomendação dos autores se

baseou no fato de o teste de Henze e Zirkler (1990) possuir uma facilidade de uso

comparado aos outros testes e bons resultados nas simulações Monte Carlo, ob-

tendo o melhor desempenho de poder considerando as distribuições não normais

testadas. A ressalva foi de que o teste de Henze e Zirkler (1990) não ajuda a diag-

nosticar a razão da não normalidade, por isso, em caso de rejeição da hipótese de

normalidade multivariada, os autores sugerem que a análise seja complementada

com procedimentos gráficos e medidas de assimetria e curtose tais como as de

Mardia (1970). Quanto ao teste de Royston (1983), Mecklin e Mundfrom (2005)

apontaram que, apesar de ter apresentado bom desempenho de poder e controle da

taxa de erro tipo I, sujeita-se a ter desempenho de poder ruim quando as variáveis

são altamente correlacionadas (ρ > 0,9).

Outro estudo que se pode destacar foi realizado por Farrell, Salibian-

Barrera e Naczk (2007), que avaliaram empiricamente o desempenho dos testes

de Royston (1983), Royston (1992), Henze e Zirkler (1990) e Doornik e Hansen

(2008), considerando 10.000 simulações Monte Carlo, ao nível de significância

α = 0,05 e combinações de n = 25, n = 50, n = 75, n = 100 e n = 250, com

p = 2, p = 3, p = 4, p = 5 e p = 10. As distribuições t-Student multivariada

com 10 graus de liberdade, uniforme multivariada, Pearson Tipo II com m = 10 e

Knintchine foram utilizadas para a avaliação do poder.

Os autores constataram que o teste de Royston (1983) não apresentou bom

controle da taxa de erro tipo I, sendo muito conservativo para todas as combina-

ções de n e p. Portanto, não recomendaram seu uso. O teste de Royston (1992) e

o teste Doornik e Hansen (2008) obtiveram bom controle das taxas de erro tipo I

para todas as combinações de n e p. Em contrapartida, o teste de Henze e Zirkler

(1990) se mostrou conservativo para os casos em que n = 25. Não houve um teste

uniformemente mais poderoso. O teste de Royston (1992) obteve melhor desem-
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penho de poder para amostras de tamanho n = 25, o teste de Doornik e Hansen

(2008) se destacou para a situação em que a distribuição amostrada foi t-Student

multivariada com 10 graus de liberdade e, de maneira geral, o teste de Henze e Zir-

kler (1990) apresentou bom desempenho de poder, especialmente, quando n ≥ 75.

Diante das avaliações mencionadas, destacam-se o teste de normalidade

multivariada baseado em bootstrap paramétrico proposto por Biase (2011), o teste

de Royston (1992) e o teste de Henze e Zirkler (1990) como as melhores alterna-

tivas para testar a normalidade multivariada. O teste de Biase (2011) e o teste de

Henze e Zirkler (1990) ainda não foram comparados sobre as mesmas condições,

isto é, considerando o mesmo número de simulações Monte Carlo e as mesmas

combinações de n e p. Portanto, não se pode recomendar o uso de um que tenha

melhor desempenho de poder e melhor controle da taxa de erro tipo I em relação

ao outro. Ressalta-se que o TKS e o TBPb propostos neste trabalho não devem ser

utilizados, em nenhuma situação, em virtude do fraco desempenho de poder que

apresentaram.
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5 CONCLUSÕES

• Os dois testes de normalidade multivariada foram propostos e implementa-

dos com sucesso utilizando o programa R.

• A avaliação do desempenho dos testes propostos, utilizando simulação Mon-

te Carlo, foi realizada conforme estabelecido, exceto para o TBPb na com-

binação n = 10000 com p = 5, cujo tempo de execução das simulações se

mostrou demasiadamente longo.

• O teste de normalidade multivariada baseado na obtenção de amostras be-

tas utilizando o teste de aderência de Kolmogorov-Smirnov apresentou bom

controle das taxas de erro tipo I, sendo um teste exato. Porém, em relação ao

poder, esse teste não obteve bom desempenho. Portanto, não é recomendado

o seu uso.

• O teste bootstrap paramétrico para a normalidade multivariada baseado na

obtenção de amostras betas teve sucesso no controle das taxas de erro tipo I.

No entanto, não apresentou desempenho de poder satisfatório, se mostrando

fraco para detectar a não normalidade multivariada na maioria das situações.

Assim, não recomenda-se que esse teste seja utilizado.
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ANEXO A - Rotinas usadas no R

#____________________________________________________#
# #
# Implementação da rotina realizada por Silva (2009) #
# para o teste Shapiro-Wilk de normalidade multiva- #
# riado proposto por Royston (1983, 1993). Em que x #
# é a matriz de dados (n x p) e as funções auxilia- #
# res ki, fz, fe, grhon foram baseadas no artigo: #
# ROYSTON,J. P. A tolkit for testing for #
# non-normality in complete and censored samples. #
# The Statistician, London, v. 42, n. 1, p. 37-43, #
# 1993. #
#____________________________________________________#

Shapiro.Royston = function(x){
#auxiliar functions
ki = function(zj) {
ki = (qnorm(0.5*pnorm(-zj)))^2
return(ki)
}

fz = function(wj,n){
if (n <= 11) {
lamb = -2.273+0.459*n
u = log(1-wj)
y = -log(lamb-u)
muy = 0.544-0.39978*n+0.025054*n^2-0.0006714*n^3
sigy = exp(1.3822-0.77857*n+0.062767*n^2-0.0020322*
n^3)
} else {
y=log(1-wj)
xx=log(n)
muy=-1.5861-0.31082*xx-0.083751*xx^2+0.0038915*xx^3
sigy=exp(-0.4803-0.082676*xx+0.0030302*xx^2)
}
zc = (y-muy)/sigy
return(zc)
}
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fe = function(cbar,p){
e = p/(1+(p-1)*cbar)
return(e)
}

grhon = function(rho,n){
mu = 0.715
lamb = 5
xx = log(n)
nu = 0.21364+0.015124*xx^2-0.0018034*xx^3
#nu=0.35
#print(nu)
grijn = rho^lamb*(1-mu/nu*rho*(1-rho)^mu)
grijn
}
# main procedures
if (!is.matrix(x))
stop("x[] is not a matrix with number of rows
(sample size) between 3 and 5000")
p=ncol(x)
p
n=nrow(x)
n
if (n < 3 || n > 5000)
stop("sample size must be between 3 and 5000")
rx = cor(x)
#Calculating the univariate W statistics using R
function
Wis = matrix(0,p,1)
for (i in 1:p){
xj=x[1:n,i]
wi = shapiro.test(xj)
Wis[i,1]=wi$statistic
}
#calculating Cij matrix
Cij = matrix(1,p,p)
if (p>1){
pp=1:p-1
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#print(pp)
for (i in pp){
ii=i+1
seq=ii:p
for (j in seq){
#print(i);print(j);print(seq)
cij = grhon(abs(rx[i,j]),n)
Cij[i,j]=cij
#print(cij)
Cij[j,i]=cij
}
}
}
# test statistics and p-value
if(p>1) cbar=sum(Cij-diag(p))/(p*(p-1)) else
cbar=0
e=fe(cbar,p)
Kis=ki(fz(Wis,n))
G=sum(Kis)/p
W.mean = mean(Wis)
H=e*G
prH =1 - pchisq(H,e)
return(list(W = W.mean, G=G, H = H, dfeq = e,
p.value = prH))
}

#____________________________________________________#
# #
# Função para gerar números aleatórios da distribui- #
# ção normal contaminada #
#____________________________________________________#

mvrnormCT <- function(n, mu1, Sigma1, mu2, Sigma2,
delta)
{
u <- runif(n)
if(u[ 1 ] <= delta) X <- mvrnorm(1, mu1, Sigma1) else
X <- mvrnorm (1, mu2, Sigma2)
for (i in 2:n)
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{
if(u[ i ] <= delta) y <- mvrnorm(1, mu1, Sigma1 ) else
y <- mvrnorm (1, mu2, Sigma2)
X <- rbind(X, y)
}
return(X)
}
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APÊNDICE A - Rotinas usadas no R

#____________________________________________________#
# #
# Implementação da rotina do teste de normalidade #
# multivariada baseado na obtenção de amostras betas #
# utilizando o teste de Kolmogorov-Smirnov (TNMKS), #
# em que x é a matriz de dados (n x p) #
#____________________________________________________#

# Função que obtem os Ui, com i = 1, ..., n - 1.

U <- function(x)
{
n <- nrow(x)
i <- 1:(n-1)
U <- (apply(x,2,cumsum)[i,] - i * x[2:n,]) /
sqrt(i * (i+1))
return(U)
}

# Função que obtem os Sk, com k = p + 1, ..., n - 1.

Sk <- function(x)
{
n <- nrow(x)
p <- ncol(x)
u <- U(x)
S <- array(NA, dim=c(p,p,(n-1-p)))
S[,,1] <- u[1,] %*% t(u[1,])

for(i in 2:(p+1))
{
S[ , ,1] <- S[, ,1] + (u[i,] %*% t(u[i,]))
}

for(j in 2:(n-1-p))
{
S[,,j] <- S[,,(j-1)] + (u[(p + j),] %*%



96

t(u[(p + j),]))
}
return(S)
}

# Função que obtem os Yk, com k = p + 1, ..., n - 1.

Yk <- function(x)
{
n <- nrow(x)
p <- ncol(x)
u <- U(x)
sk <- Sk(x)
yk <- matrix(NA,n-1-p,p)
isk <- array(NA, dim=c(p,p,n-1-p))
for(i in 1:(n-1-p))
{
isk[, , i] <- solve(t(chol(sk[, , i])))
yk[i,] <- isk[, , i] %*% u[p+i,]
}
return(yk)
}

# Função que obtem as amostras beta

bkq <- function(x)
{
n <- nrow(x)
p <- ncol(x)
yk2 <- (Yk(x))^2
if(p==2) B <- as.matrix(yk2[,1] /
apply(yk2, 1, sum)) else
B <- t(apply(yk2[,1:(p-1)],1,cumsum)) /
apply(yk2, 1, sum)
return(B)
}

# Teste de normalidade multivariada via
# Kolmogorov Smirnov que testa beta na
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# cauda superior e seleciona a amostra
# de acordo com [p/2].

TNMKS <- function(x)
{
b <- bkq(x)
p <- ncol(x)
qescolhido <- p %/% 2
KS <- ks.test(b[,qescolhido],

"pbeta", qescolhido/2,
(p - qescolhido)/2,
alternative = "greater")

return(KS)
}

#____________________________________________________#
# #
# Implementação da rotina do teste bootstrap paramé- #
# trico de normalidade multivariada baseado na obten-#
# ção de amostras betas (TNMBPb), em que x é a ma- #
# triz de dados (n x p) #
#____________________________________________________#

# Função que obtem os Ui, com i = 1, ..., n - 1.

U <- function(x)
{
n <- nrow(x)
i <- 1:(n-1)
U <- (apply(x,2,cumsum)[i,] - i * x[2:n,]) /

sqrt(i * (i+1))
return(U)
}

# Função que obtem os Sk, com k = p + 1, ..., n - 1.

Sk <- function(x)
{
n <- nrow(x)
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p <- ncol(x)
S <- array(NA, dim=c(p,p,(n-p)))
S[,,1] <- x[1,] %*% t(x[1,])

for(i in 2:(p+1))
{
S[ , ,1] <- S[, ,1] + (x[i,] %*% t(x[i,]))
}

for(j in 2:(n-p))
{
S[,,j] <- S[,,(j-1)] + (x[(p + j),] %*%

t(x[(p + j),]))
}
return(S)
}

# Função que obtem os Yk, com k = p + 1, ..., n - 1.

Yk <- function(x)
{
n <- nrow(x)
p <- ncol(x)
sk <- Sk(x)
yk <- matrix(NA,n-p,p)
#isk <- array(NA, dim=c(p,p,n-1-p))
for(i in 1:(n-p))
{
yk[i,] <- solve(t(chol(sk[, , i]))) %*% x[p+i,]
}
return(yk)
}

# Função que obtem as amostras beta

bkq <- function(x)
{
n <- nrow(x)
p <- ncol(x)
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yk2 <- (Yk(x))^2
if(p==2) B <- as.matrix(yk2[,1] /

apply(yk2, 1, sum)) else
B <- t(apply(yk2[,1:(p-1)],1,cumsum)) /
apply(yk2, 1, sum)
return(B)
}

# Função que obtem o máximo das estatísticas de
# Kolmogorov-Smirnov

Dmax <- function(x)
{
p <- ncol(x)
b <- bkq(x)
q <- ncol(b)
D <- c()
for(i in 1:q)
{
D[i] <- ks.test(b[,i],"pbeta", i/2, (p-i)/2)$statistic
}
return(max(D))
}

# Teste bootstrap paramétrico de normalidade
# multivariada baseado nas amostras betas

TNMBPb <- function(x, Nb = 2000)
{
library(mvtnorm)
u <- U(x)
D0 <- Dmax(u)
S <- var(u)
n <- nrow(u)
p <- ncol(u)
mu <- rep(0,p)
D <- NULL
for(i in 1:Nb)
{
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y <- rmvnorm(n, mu, S)
D[i] <- Dmax(y)
}
D <- c(D,D0)
PVAL <- length(D[D>=D0]) / (Nb + 1)
return(list(p.value = PVAL, D0 = D0))
}

#____________________________________________________#
# #
# Implementação da rotina do teste de Embrechts, Frey#
# e McNeil (2005) (TNMEM), Quantitative risk manage #
# ment. Princeton Series in Finance, Princeton, #
# v. 10, 2005. Em que X é a matriz de dados (n x p). #
#____________________________________________________#

TNMEM <- function(X)
{
n <- nrow(X)
p <- ncol(X)
j <- rep(1,n)
Xb <- 1/n * t(X) %*% j
iS <- solve(var(X))
D2 <- c()
for(k in 1:n)
{
D2[k] <- t(X[k,] - Xb) %*% iS %*% (X[k,] - Xb)
}
b <- n/(n-1)^2 * D2

# parâmetros da B(alfa,beta)

alfa <- p / 2
beta <- (n - p - 1) / 2
resultado <- ks.test(b, "pbeta", alfa, beta,

alternative = "greater")
return(list( D2 = resultado$statistic, p.value =

resultado$p.value))}
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#____________________________________________________#
# #
# Implementação da rotina para validação dos testes #
# dist = 1: normal multivariada #
# dist = 2: t-Student multivariada com 1 GL #
# dist = 3: t-Student multivariada com 30 GL #
# dist = 4: log-normal multivariada #
# dist = 5: uniforme multivariada #
# dist = 6: normal contaminada multivariada #
# Nb: número de simulações bootstrap (somente no #
# TNMBPb) #
# Nmc: número de simulações Monte Carlo #
#____________________________________________________#

# Função de validação

SMCbootstrap <- function(n, p, Nb=2000, Nmc=2000,
dist = 1)

{
library(MASS)
library(mvtnorm)
resultado <- matrix(0,1,3)
rownames(resultado) <- c("TNMBPb")
colnames(resultado) <- c("0.10", "0.05", "0.01")
mu <- rep(0, times = p)
rho <- 0.5
sigma2 <- 1
Sigma <- sigma2 * ( (1 - rho ) *

diag(p) + rho *
matrix(1, p, p) )

# valores referentes à normal contaminada:

mu2 <- mu + 10
Sigma2 <- 10 * Sigma
delta <- 0.3

for(i in 1:Nmc)
{



102

if(dist == 1) X <- rmvnorm(n, mu, Sigma) else
if(dist == 2) X <- rmvt(n, Sigma, 1, mu) else
if(dist == 3) X <- rmvt(n, Sigma, 30, mu) else
if(dist == 4) X <- exp(rmvnorm(n, mu, Sigma)) else
if(dist == 5) X <- pnorm(rmvnorm(n, mu, Sigma)) else
if(dist == 6) X <- mvrnormCT(n, mu, Sigma, mu2,

Sigma2, delta)
res <- TNMBPb(X, Nb = Nb) # trocar TNMBPb pela

# função do teste para
# o qual se deseja fazer
# a simulação Monte Carlo

if(res$p.value <= 0.10) resultado[1,1] <- resultado[1,
1] + 1 / Nmc

if(res$p.value <= 0.05) resultado[1,2] <- resultado[1,
2] + 1 / Nmc

if(res$p.value <= 0.01) resultado[1,3] <- resultado[1,
3] + 1 / Nmc

}
return(resultado)
}


