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RESUMO GERAL

Na composic¢io deste trabalho estdo presentes duas partes. A primeira parte con-
tém a fundamentagdo tedrica do presente estudo. A segunda parte contém dois
artigos cientificos. No primeiro artigo sdo abordados dois modelos da classe dos
modelos lineares generalizados para analisar um experimento de mistura que con-
sistiu em estudar o efeito de diferentes dietas compostas por gordura, carboidrato
e fibra sobre a expressdao de tumor nas glandulas mamadrias em ratos fémeas, dada
pela proporcao de ratos que tiveram a expressdo do tumor numa determinada dieta.
Experimentos de mistura sdo caracterizados por apresentarem o efeito da coline-
aridade e tamanho amostral reduzido. Nesse sentido, assumir normalidade para
a resposta a ser maximizada ou minimizada pode ser inadequado. Diante desse
fato, sdo abordadas as principais caracteristicas dos modelos de regressao logis-
tica e simplex. Os modelos foram comparados mediante os critérios de selecio
de modelos AIC, BIC e ICOMP, grificos de envelope simulado para os residuos
dos modelos ajustados, graficos das razdes de chances e seus respectivos interva-
los de confianca para cada componente de mistura. Concluiu-se nesse primeiro
artigo que o modelo de regressao simplex apresentou melhor qualidade de ajuste
e produziu intervalos de confianga para a razdo de chances mais precisos. O se-
gundo artigo apresenta o modelo Boosted Simplex Regression, a versao boosting
do modelo de regressao simplex, como uma alternativa de aumentar a precisio dos
intervalos de confianga para a razdo de chances em cada componente de mistura.
Para tal, foi utilizado o método de Monte Carlo para a constru¢do dos respectivos
intervalos de confianga. Além disso, € apresentado de maneira inovadora o grafico
de envelope simulado para os residuos do modelo ajustado via algoritmo boosting.
Foi possivel concluir que o modelo Boosted Simplex Regression se ajustou satis-
fatoriamente e produziu intervalos de confianca para a razdo de chances acurados
e ligeiramente mais precisos do que sua versio ajustada pelo método da maxima
verossimilhanca.

Palavras-chave: Modelo Linear Generalizado. Proporgdo. Algoritmo Boosting.
Modelo de Mistura. Regido Simplex.



GENERAL ABSTRACT

In the composition of this work are present two parts. The first part contains the
theory used. The second part contains the two articles. The first article examines
two models of the class of generalized linear models for analyzing a mixture ex-
periment, which studied the effect of different diets consist of fat, carbohydrate,
and fiber on tumor expression in mammary glands of female rats, given by the
ratio mice that had tumor expression in a particular diet. Mixture experiments
are characterized by having the effect of collinearity and smaller sample size. In
this sense, assuming normality for the answer to be maximized or minimized may
be inadequate. Given this fact, the main characteristics of logistic regression and
simplex models are addressed. The models were compared by the criteria of se-
lection of models AIC, BIC and ICOMP, simulated envelope charts for residuals
of adjusted models, odds ratios graphics and their respective confidence intervals
for each mixture component. It was concluded that first article that the simplex re-
gression model showed better quality of fit and narrowest confidence intervals for
odds ratio. The second article presents the model Boosted Simplex Regression,
the boosting version of the simplex regression model, as an alternative to increase
the precision of confidence intervals for the odds ratio for each mixture compo-
nent. For this, we used the Monte Carlo method for the construction of confidence
intervals. Moreover, it is presented in an innovative way the envelope simulated
chart for residuals of the adjusted model via boosting algorithm. It was concluded
that the Boosted Simplex Regression model was adjusted successfully and confi-
dence intervals for the odds ratio were accurate and lightly more precise than the
its maximum likelihood version.

Keywords: Generalized Linear Model. Proportion. Boosting Algorithm. Mixture
Model. Simplex Space.
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1 INTRODUCAO GERAL

Experimentos de mistura sdo frequentemente utilizados em muitos campos
da ciéncia, como em quimica, farmdcia e industria de produtos para consumidores,
como por exemplo na formulagdo dos ingredientes que minimizam o teor de acu-
car de uma dieta. Basicamente, um experimento de mistura consiste em otimizar
uma varidvel resposta considerando-se algumas varidveis de entrada, ou varidveis
independentes, em que a quantidade de cada ingrediente é dada como uma pro-
porcdo dos ingredientes e a soma das propor¢des dos ingredientes deve somar um.
Esse conceito pode ser estendido para otimizagao de mais de uma resposta, cons-
tituindo o contexto de otimizacdo de respostas simultaneas. Devido a sua ampla
aplicag¢do, muitos estudos t€m sido feitos na construg¢do de modelos, como os mo-
delos de Scheffé (SCHEFFE, 1958) e de termos inversos (DRAPER, ST. JOHN,
1977). Novos modelos tém sido propostos quando a resposta de interesse ndo é
proveniente de uma distribuicdo normal, como por exemplo quando a varidvel a
ser analisada € resultante da proporcao de um dado evento de interesse (CHEN;
JACKSON, 1996).

restritas ao intervalo unitdrio, logo, assumir normalidade para os erros
pode levar a predicdes fora do intervalo unitdrio, ou seja, pode fornecer predi-
cOes negativas ou maiores do que um. Além disso, nessa abordagem, a estimacio
intervalar e testes de hipdteses assume que a resposta € distribuida simetricamente,
o que pode levar a conclusdes espurias.

Dada a natureza da varidvel resposta do presente estudo, foram considera-
das as distribuicdes Binomial e Simplex na abordagem de modelos lineares gene-
ralizados (MLG). Os parametros dos modelos de regressdo em MLG geralmente

sdo estimados por mdxima verossimilhanca ou minimos quadrados reponderados.
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Uma observagdo a ser feita é a de que os delineamentos usuais de mistura, como
o Centréide-Simplex ou Vértice Extremo, sdo caracterizados por apresentarem ta-
manho amostral reduzido. Esse fato pode influenciar de certa forma na variancia
do estimador de maxima verossimilhanga, inflacionando-o. Para contornar esse
problema, foi proposta a versdo boosting do modelo de regressdo simplex.

Outra caracteristica dos experimentos de mistura é o fato de que os mo-
delos de mistura sdo altamente afetados pela colinearidade. Essa colinearidade
¢ devida a restri¢do unitdria dos componentes de mistura, o que faz com que as
colunas associadas aos componentes de mistura da matriz de delineamento sejam
linearmente dependentes. Esse fato influencia ainda na covariancia dos parametros
do modelo, fazendo com que as mesmas sejam maiores quanto maior for o grau de
colinearidade. Vdrias alternativas tém sido propostas na literatura para contornar
esse problema e trabalhos mostram que um meio € considerar no preditor linear de
um MLG as varidveis razdo, o que diminui a covariancia entre os parametros do
preditor linear do modelo.

Especialmente, quando a varidvel resposta assume uma natureza binaria
ou proporcdo, uma medida de grande interesse pratico € a razdo de chances e,
nesse caso, os métodos convencionais de andlise e interpretagdo dos pardmetros de
um modelo de mistura ndo sdo adequados, uma vez que quando um componente
varia, os outros componentes devem variar conjuntamente. Nesse caso, a direcio
Cox ¢é utilizada para quantificar o efeito dos componentes sobre a resposta predita.

Diante do exposto, o trabalho tem por objetivo comparar os modelos de
regressdo, considerando a distribuicdo simplex e binomial, na anélise de delinea-
mentos de mistura.

Dentre os objetivos especificos destacam-se:

a) Comparar o emprego do modelo de Scheffé, comumente usado em experimen-
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tos de mistura, em relagdo ao modelo com varidveis razdo. Ambos modelos
foram avaliados considerando-se a suposicdo de resposta binomial e sim-

plex.

b) Comparar os grificos de razdes de chances e seus respectivos intervalos de
confianca, construidos utilizando-se a dire¢cdo Cox, com relacdo a amplitude

dos mesmos.

¢) Propor o modelo Boosted Simplex Regression como um método capaz de es-
timar razdes de chances acuradas e precisas em experimento de mistura.
Fornecer gréficos de disgndstico baseados em bandas de confianca obtidas

por simulacio.

d) Desenvolver e disponibilizar um pacote em R para permitir a reprodutibilidade

da metodologia proposta. Tal pacote serd chamado de SimplexMixmodel.

O trabalho estd organizado em formato de artigo, sendo constituida por

partes que se compdem da seguinte forma:

e A primeira parte € composta de uma introducio geral, dos objetivos e na
sequéncia é exposto o referencial tedrico para fundamentagdo do que é pro-

posto nos artigos.
e A segunda parte € constituida por dois artigos:

i. O artigo 1 consistiu em se ajustarem os modelos de Scheffé e de varidveis
razdo utilizando-se os modelos de regressao logistica e simplex. A par-
tir dos resultados obtidos foram feitas consideracdes sobre os modelos
de regressdo logistica ajustados em relacdo aos modelos de regressio

simplex ajustados.
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ii. O artigo 2 consistiu em apresentar o modelo Boosted Simplex Regres-
sion, a versio boosting da regressdo simplex. O modelo proposto foi
comparado com sua versdo ajustada pelo método da maxima veros-
similhanca e a regressdo logistica. Os principais aspectos estatisticos

foram discutidos.

e As consideracdes finais sdo apresentadas no fim da segunda parte da tese,
bem como aspectos sobre o tema do trabalho desenvolvido e algumas pers-

pectivas de estudos futuros.

e Nos apéndices se encontram uma ilustragio didatica do algoritmo boosting e

uma rotina no software R da versdo preliminar do pacote SimplexMixmodel.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Serdo apresentadas inicialmente nesta se¢do as principais caracteristicas
sobre a regido experimental avaliada no presente trabalho, a regido simplex. Serd
feita uma introdu¢do do método de boosting e o algoritmo utilizado para ajus-
tar modelos lineares generalizados. Serdo apresentados também os modelos de
regressdo logistica e simplex. Em seguida, serdo discutidos os critérios de ade-
quabilidade de ajuste utilizados para se efetuarem as comparagdes dos modelos

ajustados via boosting e os mesmos estimados via maxima verossimilhanca.

2.1 Experimentos de Mistura

Em experimentos de mistura, assume-se que a resposta mensurada é de-
pendente apenas das proporcdes dos ingredientes presentes em uma mistura. As-
sumindo uma mistura com ¢ componentes, sendo que x; (0 < x; < 1) representa
a propor¢do do i-ésimo componente (z = 1, 2, ..., g). Segundo Box e Draper

(2007), a restri¢do que caracteriza simplex é dada por.

» ai=1. 2.1)

O espaco que compde 0os ¢ componentes assume a forma de um simplex
regular de dimenséo (¢—1). Consideremos uma situag@o simples, definindo ¢ = 2,
portanto 1 + o = 1. Nesse caso, x1 e z2 devem estar no intervalo 0 < z; < 1.
Caso um componente tenha propor¢do igual a um, ou seja x; = 1, os demais
componentes terdo proporcao iguais a zero e a referida mistura recebe o nome de
mistura pura para um determinado componente.

Os extremos do espaco experimental ocorremem x; = 1,20 = 0e x; =
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0, xz2 = 1. Geometricamente, todas as possiveis misturas estdo contidas na linha
x1 + x2 = 1 no espago (z1,x2), que é representado por um plano. Nesse caso,
o espaco da mistura € compreendido por todos os pontos que estdo entre (0,1) e

(1,0), inclusive eles. Essa situacdo € ilustrada na Figura 1.

linha

11
ponro EE

X +xy =1

Figural Regido experimental de uma mistura com 2 componente, 1 + x2 = 1.

Em uma situacdo em que ¢ = 3, a regido simplex é um espaco de mistura
triangular, com x1 + x9 + x3 = 1. As trés misturas (1,0,0), (0,1,0) e (0,,0,1)
definem os vértices, também chamados de vertex, cujos pares formam uma linha.

A juncdo das trés linhas formadas por esses vértices definem um trian-
gulo, cuja regido interna € o espaco de mistura reduzido para os trés componentes,
ou seja, dentre todos os possiveis espacos simplex que satisfazem a restricdo em

(2.1), somente o construido com os vértices acima contém valores positivos para



24

todos os componentes individuais. Observe que fora dos limites compostos pelos
vértices, pelo menos um x; é negativo, o que nao é possivel em misturas reais.
Por exemplo, o ponto (—0.5,0.5, 1) satisfaz a restricdo em (2.1), porém ndo faz
sentido considerar uma propor¢ao negativa para o0 componente .

Cada ponto interior ao tridngulo possui trés coordenadas, mas sdo neces-
sarias apenas duas coordenadas para especificar um ponto qualquer ao tridngulo,
uma vez que a terceira coordenada assume o valor 1 - (soma dos outros dois com-
ponentes). Note-se que cada face do tridngulo (Figura 2) representa o espaco de

mistura de dois componentes, conforme ilustrado na Figura 1.

X3

(0.0.1)

X +x, +x =1

(0.1,0)

Figura2 Regido experimental de uma mistura com ¢ = 3 componentes, 1 +
To +x3=1.

A identificacdo de cada componente dentro do simplex é feita por “linhas
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imagindrias”, paralelas ao vértice correspondente. Visando melhores esclareci-
mentos, consideremos inicialmente x; = 0.8 (Figura 3). Aumentando x; no sen-
. — B e
tido C' — A, segmento C'A, sendo 1 = 0 no segmento BC', “linhas imagindrias

sdo tracadas paralelamente ao segmento B( ? Da mesma forma, procede-se para

qualquer vértice do simplex.

(71:70.%5)

4=(1,0,0)

linha
7 x =08

linha
- x5 =04

B=(0,1,0 =, -
( ) . linha ¢ (O’ 0’1)
(¥5.0.%5) " (6,3

=0

Figura3 Coordenadas das linhas paralelas em que 21 = 0;0.2;0.4;0.6;0.8 no
espaco de mistura x1 + 3 + z3 = 1.

A Figura 4 mostra o tnico ponto definido pela interse¢do das linhas x; =
0.35 e x2 = 0.45. Naturalmente, z3 = 1 — z1 — 22 = 0.20, entdo o ponto
(1,2, 23) = (0.35,0.45,0.20).

Nao € possivel projetar uma espago de quatro dimensdes em (1, x2, T3, Z4),

como na figura 2, mas pode-se estender o conceito de mistura fazendo uma analo-
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(% x,%5)

4=(1,0,0)

linha
%, =045

linha
“ x =035

ponto(0.35,0.45,0.20)

B=(0.1,0) C=(0,0.1)

(3125235 (73 %)

Figura4 O ponto (0.35,0.45,0.20) é definido como a interse¢do das duas linhas
de coordenadas x1 = 0.35ex2 = 0.45. Noteque zz3 =1 —z; — a2 =
0.20.

gia do espago de mistura na figura 3 como sendo uma caso particular de um espago
de mistura de trés dimensdes, em que z4 = 0. Nesse caso, o espago da mistura
¢ um tetraedro regular e ao invés de retas paralelas definindo as misturas, tem-se
uma série de tridngulos paralelos a uma base qualquer selecionada tetraedro.

Em sintese, o conceito de espaco de mistura pode ser estendido para qual-
quer espaco de dimensao ¢ — 1, que é um simplex regular formado por ¢ pontos
igualmente espacados. Quando ¢ > 6, qualquer visualizacdo da regido simplex se
torna uma tarefa extremamente dificil (BOX; DRAPER, 2007).

Por questdes econdmicas e/ou fisicas, as vezes sdo impostas restricdes

adicionais sobre os componentes individuais
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sendo L; e U;, respectivamente, os limites inferiores e superiores. A restri¢do (2.2)
reduz a regido restrita dada na equacdo (2.1).

Devido a restricao (2.2) feita nos componentes, sub-regides dentro do sim-
plex sdo criadas, de forma que, todas as possiveis combina¢des das proporcdes
dos componentes envolvidos na mistura sejam contemplados. A titulo de ilustra-
cdo, observe-se a sub-regido definida no simplex da Figura 5. Os componentes
de mistura dessas sub-regides podem ser reescritos em termos de suas restri¢cdes e

componentes originais, como pode ser visto na equagdo (2.3),

(1.0.0)

(0.10) (0.0.1)

Figura 5 Regido simplex restrita pelos limites inferiores L; e superiores U; para
cada componente de mistura z;, em que g = 3.
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’ l‘i—Li
= — 2.
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em que L = Y7 | L;, cujo valore ¢ inferior a restricdo em (2.1). Caso a sub-
regido do simplex seja também um simplex, o uso dos L-pseudo-componentes
simplifica a construcdo do experimento por permitir a aplicabilidade dos delinea-
mentos Latice-Simplex e Centréide-Simplex.

Esses novos componentes sao chamados de pseudo-componentes e foram
definidos por Piepel (1982), com o propésito de reduzir o efeito da multicolinea-
ridade presente em experimentos do tipo. O termo “efeito” quando relacionado a
presencga de multicolinearidade € no sentido de que trata-se de um efeito que ndo é
estimado ou faz parte do modelo, e sim de uma caracteristica que ocorre natural-
mente em modelos cujos termos podem ser reescritos como combinagdes lineares
de outros termos. Na se¢@o 2.1.2 sdo apresentadas algumas alternativas para redu-
zir o efeito da multicolinearidade além da inclusdo de pseudo-componentes.

Para mais esclarecimentos, retornamos ao exemplo com ¢ = 3 compo-
nentes, porém os limites inferiores L1, Lo e L3 associados a cada componente, de
modo que x1 > L1, x0 > Lo e x3 > L3, logo L = L1 + Lo + L3 e, natural-
mente, L < 1. Se L = 1, a regido restrita consiste de um ponto apenas, ou seja,
(L1, Lo, L3), entdo é coerente especificar L < 1.

Uma ilustragdo dessa regido restrita é apresentada na Figura 6. Note-se
que a nova regido simplex assume exatamente a mesma forma que a regido origi-
nal e estd totalmente contida nela. O vértice A*, que estd posicionado na interse¢ao
das linhas 9 = Ly e x3 = L3, tem coordenadas (1 — Lo — L3, Lo, L3). Analo-
gamente, o ponto B* em (L1,1 — Ly — L3, L3) e C* em (L1, Lo, 1 — Ly — Lo).

Retornando a definicdo de pseudo-componentes (2.3), porém substituindo

x; = L;, pode-se observar que x, = 0 e que
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(3.%.35)

4=(1,0,0)

B=(0.1,0) C=(0,0.1)

(2. %5.35) (30703,

Figura 6 Regido restrita para ¢ = 3 ingredientes definido pelos trés limites infe-
riores L1, Lo e Lg.

x1—L7 x9—Ly x3—L T1+x9+2x3—L1 —Lo— L
R R A

Portanto, pode-se concluir que a soma das propor¢des dos pseudo-componentes é
1. A Figura 7 ilustra a sub-regido formada pelos pseudo-componentes, em que o
ponto A se torna (x, x5, 2%5) = (1,0,0), B € (0,1,0) e C' € (0,0, 1). A extensdo
de pseudo-componentes para misturas com outros valores de ¢ € feita de maneira
similar ao caso apresentado.

Em relacdo 2 interpretacdo dos resultados, deve-se tomar o cuidado ao

utilizar os pseudo-componentes, uma vez que essa transformacao nio proporciona
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(x.x0.%)

4*=(1.0,0)

B*=(0.1,0) X =0 C*=(0,0,1)

(x.x3.%5) (xl.x.23)

Figura7 Regido simplex restrita em pseudo-componentes para ¢ = 3.

uma inferéncia direta sobre os componentes originais, pois o ajuste do modelo foi
feito com os pseudo-componentes. Cornell (2002) recomenda que deve-se fazer
a transformac@o inversa dos pseudo-componentes para a escala original, isolando
x; na equacdo (2.3). Assim, a relacdo linear entre a escala original e pseudo-

componentes € explicada em (2.4).
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2.1.1 Descricao do experimento de mistura utilizado

O presente estudo fard uso dos dados disponibilizados por Akay e Tez
(2011). Os dados de mistura sdo referentes a ocorréncia de tumor em ratos. O
experimento de mixtura foi conduzido para estudar os efeitos de calorias da dieta
composta por gordura, carboidrato e fibra sobre a expressao (promog¢ado) de tumor
nas glandulas mamdrias induzido por Dimetil-benzathracene (DMBA) em ratos
fémeas. Nesse experimento, ratos da raca Sprague-Dwaley de 38 a 42 dias de
idade foram aleatoriamente atribuidos a nove grupos, sendo 30 animais por grupo.
Ao dia 52, os animais foram administrados com 7,5 mg de DMBA em 6leo de
milho por um tubo ao estdbmago. Uma semana depois do tratamento com DMBA,
os animais em cada grupo foram alimentados com suas correspondentes dietas em
igual quantidade de calorias totais, mas com diferentes niveis de gordura, carboi-
drato e fibra. As dietas foram administradas durante 26 semanas, tempo total de
duragdo do experimento.

Os nutrientes gordura, carboidrato e fibra foram administrados sobre todo
o alcance das dietas que poderiam ser consideradas como sendo fisioldgicas. Por
exemplo, uma dieta contendo zero ou cem por cento de qualquer um dos nutrien-
tes poderia ser considerada como sendo ndo-fisioldgica (ndo-nutritiva) e produziria
resultados sem relevancia quando comparados com dietas usuais. Essas dietas tive-
ram uma combinagdo de baixo, médio e alto niveis de cada um dos trés nutrientes,
num total de nove grupos de teste.

A proporg¢do das trés dietas foram restritas pelos seguintes limites inferio-

res e superiores
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0,133 < Gordura < 0,730
0,267 < Carboidrato < 0,864

0,003 < Fibra < 0,600.

A Tabela 1 contém as respostas das propor¢des de tumor observadas de
nove grupos de dieta com diferentes proporc¢des caldricas de gordura (x1), car-
boidrato (x2) e fibra (x3). Na Tabela 1, as dietas 1 a 3 sdo constituidas de baixa
gordura e alto carboidrato, as dietas 4 a 6 sdo constituidas de valores médios de
gordura e carboidrato, as dietas 7 a 9 sdo possuem alta gordura e baixo carboidrato.
As dietas 1, 4 e 7 sdo altas em fibras, as dietas 2, 5 e 8 sdo médias em fibras e as
dietas 3, 6 e 9 sdo baixas em fibras. Em todas as dietas, a gordura e o carboidrato

sdo0 as duas maiores origens de calorias.

Tabela 1 O nimero observado de tumores induzidos DMBA em glandulas ma-
madrias de ratos tratados com diferentes proporcdes caldricas de fibra,
gordura e carboidrato (componentes originais). Cada grupo € composto
por 30 ratos e tem igual quantidade de calorias totais.

Componentes Originais

Grupo Gordura (x1) Carboidrato (x2) Fibra (x3) Rlall}r(go(r:/ lﬁ%gf
1 0,175 0,775 0,050 17 0,567
2 0,153 0,820 0,027 15 0,500
3 0,133 0,863 0,004 17 0,567
4 0,491 0,470 0,039 24 0,800
5 0,440 0,538 0,022 21 0,700
6 0,390 0,607 0,003 23 0,767
7 0,701 0,267 0,032 18 0,600
8 0,638 0,343 0,019 23 0,767
9 0,576 0,421 0,003 26 0,867
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A Figura 8 exibe os pontos experimentais na regido simplex restrita. A re-
gido simplex em termos dos pseudo-componentes pode ser facilmente visualizada

a partir da Figura 8.

Fibra

Figura 8 Regido simplex dos grupos de ratos tratados com diferentes proporcdes
caldricas de fibra, gordura e carboidrato (componentes originais).

A Tabela 2 retdne os dados das nove dietas apresentadas na Tabela 1 em

pseudo componentes.
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Tabela2 O niimero observado de tumores induzidos DMBA em glandulas ma-
marias de ratos tratados com diferentes propor¢des caléricas de fibra,
gordura e carboidrato (pseudo componentes). Cada grupo tem igual
quantidade de calorias totais.

Pseudo componentes

Grupo x @ xh Rﬁltglsocr:/ ﬁ(r%gre
1 0,070 0,851 0,079 17 0,567
2 0,034 0,926 0,040 15 0,500
3 0,000 1,000 0,000 17 0,567
4 0,600 0,340 0,060 24 0,800
5 0,514 0,454 0,032 21 0,700
6 0,430 0,570 0,000 23 0,767
7 0,951 0,000 0,049 18 0,600
8 0,846 0,127 0,027 23 0,767
9 0,742 0,258 0,000 26 0,867

2.1.2 Modelos de regressao aplicados em experimentos de mistura

Além das pressuposicdes estatisticas relacionadas a distribuicdo dos resi-
duos, o modelo de regressdo linear considera que as covariaveis z; (i = 1,...,q)
sejam independentes. Tal suposi¢cdo ndo pode ser estendida dos modelos que en-
volvem misturas, uma vez que y ., x; = 1, o que implica que, por exemplo para
o componente r1, 1 =1 —x9 — T3 — ... — T4

Devido a esse resultado, surge uma nova classe de modelos definidos por
regressdo de mistura, cuja esséncia consiste em confundir a restri¢io y ¢, x; = 1
aos parametros do modelo dado por uma func¢io polinomial.

Visando a melhores esclarecimentos, serd exemplificada uma mistura for-

mada por trés componentes dada por

y = Bo + Brx1 + Baxa + B3x3,
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restrito a Zle x; = 1. O confundimento da restri¢ao Z?:l x; = 1 aos parame-

tros € feito em relacdo ao intercepto, com as operacdes descritas a seguir,

y = 1B0 + Biz1 + Pz + Paxs
= (71 + 22 + x3) Bo + f171 + a2 + B33
= Box1 + Box2 + Boxs + Brx1 + Pfowe + B3x3
= (Bo + B1) x1 + (Bo + B2) w2 + (Bo + B3) z3

y = fiw1 + Boxe + B3aa.

Logo, o modelo de mistura € reescrito por

3

y =iz + Bixa+ Bis =y = Bl
i=1

Observa-se, portanto, que num modelo linear o parametro 37 = By + 3;,
ou seja, o intercepto estd confundido com o pardmetro do componente de mistura
i. Por questdo de padronizacdo, 3] serd denotado por 3; apenas, uma vez que
todos os modelos abordados envolverdo componentes de mistura.

Seguindo o mesmo procedimento, porém expandindo as operacdes algé-
bricas com as devidas simplificagdes, os modelos de mistura com termos quadra-
ticos e ctibicos podem ser propostos. Contudo, convém ressaltar que os modelos
quadrético e cubico ndo sdo caracterizados pelas poténcias z2 € x3, mas pelo ni-
mero de componentes envolvidos. Por exemplo, ainda considerando ¢ = 3, para o
modelo de mistura linear existem trés parametros a serem estimados e no modelo

de mistura quadratico existem 6 parimetros a serem estimados (Tabela 3). A de-
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duc¢do do modelo de mistura quadrético para esse caso pode ser feita de maneira

similar ao modelo de mistura linear, ou seja,

y = Po + Brx1 + Paxa + Baws + Paxt + Bsws + Bexs.

. o o~ 2 _ _ _
Aplicando a restri¢do e observando que z7 = z121 = 21 (1 — x2 — x3) =
T1 —x1T9 — X123, implicando x1 = x% + x1x9+ x123, temos o modelo de mistura

quadrético,

Yy = Bf;vl + 65‘332 + Bgl‘g + BTQQ:L'L'Q + BT3231$3 + 553332.%3.

Portanto, o estudo do efeito de interagdo entre os componentes sé € feito
a partir do modelo de mistura quadrético, uma vez que os termos quadréticos sdo
substituidos pelos termos cruzados. A Tabela 3 apresenta de maneira geral o nu-

mero de parAmetros a serem estimados nos principais modelos de mistura.

Tabela3 Numero de pardmetros (p) no modelo em fun¢io do n°® de componentes
de mistura (gq).

N° componentes Linear Quadratico Cubico especial Ciibico completo

q(g+1) a(4°+5) q(q+1)(q+2)
2 6

q q 6

A proposta de experimentos de mistura é construir um modelo apropri-
ado que relacione a resposta aos componentes x1, T2, ..., Ty Assume-se que a

resposta de interesse 7 seja uma funcdo das varidveis de mistura x;, ou seja,

n=f(x1,22,...,74). (2.5)
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Quando um experimento € realizado, é natural assumir que as respostas
observadas, que denotaremos por y; para o i-ésimo valor (i = 1,2, ..., n) variam
sobre a média de 1; com uma varidncia constante o paratodoi = 1,2,...,n. A

resposta observada contém o erro experimental aditivo £;, ou seja,

Yi =1 + €. (2.6)

Assume-se que o erro experimental na equacgdo 2.6 tem distribuicao nor-

2 constante, ou, abre-

mal e identicamente distribuido com média zero e variancia o
. iid 9 .

viadamente ¢; ~ N (0; 02). A forma funcional da resposta E [y] = f (z1,...,24)

geralmente ndo € conhecida. Em vdrias situacdes, modelos de aproximagdo poli-

nomial de primeiro e segundo graus podem ser utilizados.

As formas de modelos de mistura mais utilizadas sao os polindmios cand-

nicos de segundo grau introduzidos por Scheffé (1958) da forma

q q q
EY]=n=> Bmi+Y > Byui;. Q.7
=1

i=1i<j
Contudo, existem situagdes em que os polindmios candnicos de Scheffé
ndo sio os melhores modelos. Por exemplo, modelos com termos inversos sao
utilizados com o objetivo de modelar mudancas extremas no comportamento da
resposta, conforme o valor de um ou mais componentes tendem ao limite da regido
simplex. O seguinte modelo de primeiro grau que inclui um termo inverso foi

proposto por Draper e St John (1977),

E[Y]= Z Bzxz + Z Bﬂ‘x;l, (2.8)

em que $_; representa o parametro do ¢-ésimo termo inverso x.

Em muitas situagdes préticas, os modelos polinomiais de Scheffé e outros



38

modelos especiais de mistura fornecem estimativas ruins dos coeficientes, devido
ao fato de que as restri¢cdes dadas pelas equagdes (2.1) e (2.2) sobre a regido da
mistura provocam colineariedade. Existem algumas alternativas para reduzir os
feitos decorridos da colineariedade, como por exemplo, remover as restricoes em
(2.1) entre os componentes de mistura.

Uma maneira de remover a soma constante entre os termos lineares da
mistura em um modelo de mistura é definir razdes das propor¢des dos compo-
nentes e usar essas razdes como varidveis em um modelo polinomial padrdo. Em
alguns experimentos, a razao das propor¢des dos componentes € mais interpretavel
do que a propor¢ao deles mesmos. O modelo de razdo apresenta uma interessante
alternativa aos modelos de Scheffé e Backer, em que os modelos de razdo des-
crevem um diferente tipo de curvatura (SNEE, 1973). Em particular, definindo
a razdo entre os componentes de mistura como varidvel ajuda a obter melhores
resultados para um sistema de mistura. Adicionalmente, os modelos com termos
inversos definidos pela equagdo (2.8) podem ser usados como um modelo razdo

(DRAPER; ST JOHN, 1977). Razdes do tipo:

€T
)
Tq

Wy

e=1,2, ..., q—1, (2.9)

*

em que

corresponde ao componente de mistura que provoca o chamado efeito
de borda, podem ser usados como exemplos.

O efeito de borda € caracterizado em situagdes em que o comportamento
da resposta sofre bruscas alteracdes quando um (ou mais) dos componentes de
mistura envolvidos atinge proporcdes proximas da fronteira da regido simplex,
ou seja, esse componente tem valores proximos de zero. Draper e John (1977)

apresentam um experimento que consistiu em obter a melhor formulacio de quatro

ingredientes na luminosidade de labaredas. Para tal foi instalado um delineamento
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em Extreme Vértice e foram utilizados os componentes magnésio, nitrato de sédio,
nitrato de estdncio e binder. Esse tltimo componente assume propor¢des entre
0.03 e 0.08. Os modelos de Scheffé e os modelos com varidveis razdo foram
utilizados e o que proporcionou melhor ajuste foi o0 modelo com varidveis razao.
Ainda, a inclusdo de varidveis com comportamento ndo linear, como é o caso das
varidveis razdo, pode contemplar possiveis efeitos curvilineos da resposta quando
um dos componentes apresenta proporc¢ao perto de zero.

Retornando a equagdo (2.9), devem existir ¢ — 1 razdes no conjunto. Tam-
bém, cada razdo deve conter pelo menos um dos componentes utilizados em, pelo
menos, uma das outras razdes pertencente ao conjunto. Dessa forma, considerando

q = 3 e arestri¢do de mistura, o modelo linear com varidveis w é dado por

y = frwi + fows + 3wz,

1 z2

sendo wy, = T W2 = e w3 = 9% = 1. Logo o modelo € reescrito como

T3 T

y = B3 + Byw1 + Paws.

Algumas alternativas para modelos razdo foram propostas, por exemplo,
por Aitchison e Bacon-Shone (1984), que sugeriram usar ¢ — 1 varidveis razdes na

escala logaritmica, ou seja,

wi:log<;);i:1,2,...,q—l. (2.10)
q

Da mesma forma, como uma alternativa as transformacdes dadas nas equa-
coes (2.9) e (2.10), Akay e Tez (2011) propuseram o modelo com varidveis razdo

utilizando a transformacao raiz quadrada, ou seja,
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w;=,/—;1=1,2,...,q—1. 2.1
Lq

O comportamento das transformacdes (2.9) a (2.11) € ilustrado na Figura
9 a seguir para um sistema de mistura de dois componentes. Entdo, considerando
um sistema onde exista efeito de borda, é preferivel o modelo que capte esse tipo
de efeito, como pode ser visto na Figura 9. Nessa mesma figura, observe que, se
fosse utilizado o modelo linear de Scheffé, como o efeito de 1 é linear, ocorreria
uma subestimacao para os valores de y.

Na Figura 9, as transformacdes nas equacdes (2.9) e (2.11) apresentam o
comportamento semelhante quando z; < 0,5, enquanto que as transformagdes
nas equacdes (2.10) e (2.11) tém o comportamento semelhante para x; > 0, 5.
Em outras palavras, a transformacio (2.11) atua como um balangco comparado
as equagdes (2.9) e (2.10). Pela Figura 9 pode-se fazer ainda uma analogia das
variaveis razdo com uma varidvel do modelo de Scheffé, observando que a curva
que, a grosso modo, mais se assemelha com a curva formada pelo componente x;
¢ a (2.11) considerando um sistema bem comportado. Dessa forma, utilizando-
se um modelo de mistura com varidveis razdo, € desejavel aquele cujas varidveis
tenham comportamento o mais préximo possivel da varidvel ndo transformada.

Dessa forma, em extensdo ao modelo apresentado em (2.8), os modelos
polinomiais de varidveis razao de primeiro e segundo grau para misturas sdo dados
por

q—1

EY] =B+ Biw; (2.12)

i=1
q—1q-1

q—1
E[Y]=/fo+ Z Biw; + Z Z Bijwiw;.
i=1

i=1 i<j
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Figura9 O comportamento das transformacdes para um sistema de mistura de
dois componentes.

Uma observacdo que deve ser feita é sobre o fato de que as correlagdes
entre os termos w;s serdo menores do que as correlagdes entre os componentes de
mistura x;, uma vez que um termo constante € incluido no modelo. Esse fato pode
ser observado na matriz de variancias e covariancias das estimativas dos parame-
tros do modelo ajustado.

A transformagdo em pseudo-componentes ndo pode ser usada com mo-

delos razdo, pois pode existir pelo menos um componente de mistura igual a um
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(SNEE, 1973). Portanto, com o objetivo de preservar o desempenho nas predi-
coes dos modelos quanto ao efeito dos componentes e permitir as comparagdes
em escala comum, apenas preditores lineares com componentes originais devem

ser utilizados.

2.2 Introducio ao método de Boosting

O método conhecido como Boosting foi inicialmente proposto por Sha-
pire em 1990 com o propdsito de solucionar problemas de classificacdo que envol-
viam muitas varidveis e observacdes, o que tipicamente ocorria na comunidade de
aprendizado de miquinas. Dentro dessa comunidade, foi proposto um problema
tedrico chamado de problema de Boosting, que pode ser informalmente exposto

da seguinte maneira:

Seja Q2 o espago dos eventos da amostra (ou o espago p dimensional
contendo todos os possiveis vetores x, com X = (X1,X2,...,Xp) €D O
nimero de varidveis medidas em cada objeto) e suponha que existe um
método de classificacdo que € ligeiramente melhor do que uma escolha
aleatéria, para qualquer distribui¢do em 2. Esse método é chamado
de classificador fraco (weak learner). A existéncia de um classificador
fraco implica a existéncia de um classificador forte (strong learner), com
erro pequeno sobre todo o espago €2? (SHAPIRE, 1990, p. 199)

Esse problema foi resolvido por Schapire (1990), que mostrou que era
possivel obter um classificador forte a partir de um fraco. A partir de entdo, foram
desenvolvidos vdrios algoritmos dentro do contexto de Boosting. Um dos mais
recentes e bem sucedidos deles é o algoritmo conhecido como AdaBoost (Adap-
tative Boosting), que funciona perturbando a amostra de treinamento gerando a
cada iteragdo (de forma deterministica, mas adaptativa) uma distribui¢do sobre as

observagdes da amostra, dando maior peso (maior probabilidade de pertencer a
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amostra perturbada) as observacdes classificadas erroneamente no passo anterior.
Existe um outro método de combinagdo de preditores, conhecido por Bagging (Bo-
otstrap Aggregating), que funciona perturbando essa amostra de treinamento ale-
atoriamente por meio de reamostragem, gerando a cada iteracdo um classificador
e o classificador final é obtido pela agregacdo desses classificadores (SHAPIRE;
FREUND, 2012).

Desde o seu desenvolvimento como uma resposta a um problema tedrico,
os algoritmos do tipo Boosting tém recebido grande atencao, tanto na comunidade
estatistica quanto na de machine learning. A comunidade estatistica busca en-
tender como e por que o algoritmo Boosting funciona, abordando aspectos como
consisténcia, enquanto na comunidade de machine learning a abordagem € mais
focada nos préprios algoritmos e em sua funcionalidade (RUBESAM, 2004).

Jiang (2000) mostrou que o algoritmo AdaBoost é consistente, no sentido
de que, durante o treinamento, ele gera uma sequéncia de classificadores com erro
que converge para o erro do classificador de Bayes. Se for possivel construir um
classificador de Bayes, conforme o mesmo autor refere, pode-se conhecer o me-
lhor classificador em termos do risco de Bayes. Contudo, na pratica, a densidade
de X dado k (a classe a qual o objeto pertence) e a densidade de Y = k sdo
desconhecidas, o que inviabiliza a obtengdo do classificador de Bayes. Por outro
lado, o classificador de Bayes pode fornecer, via simulacdo, o classificador que
mais se aproxima do seu erro, uma vez que as densidades desconhecidas podem
Ser pressupostas.

Freund e Schapire (1996) apresentaram o primeiro algoritmo no contexto
de Boosting, chamado de AdaBoost. Os autores fizeram uma anélise do algoritmo
em termos de limites para as probabilidades de erro na amostra de treinamento e

nas amostras de teste (o erro de um classificador em casos novos é chamado na
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literatura de aprendizagem de maquinas de erro de generaliza¢do). Um dos limites
tedricos mostrados implica que o erro na amostra de treinamento decai exponen-
cialmente com o ntimero de iteragdes do algoritmo. Empiricamente, observa-se
que, apds algumas iteracdes, o erro na amostra de treinamento tende a zero, con-
firmando o resultado teérico.

Inicialmente, observou-se que, quando se continua a executar o algoritmo
AdaBoost, 0 erro na amostra teste continua a decrescer, indicando que o algoritmo
¢ resistente a super ajuste (overftting) (BUHLMANN; HOTHORN, 2007). O su-
per ajuste é o problema que surge quando um modelo tem desempenho bom no
conjunto de treinamento, mas em dados novos, que ndo foram usados no ajuste
do modelo, tem desempenho ruim. Isso ocorre geralmente porque o modelo se
torna complexo demais (ou seja, ndmero excessivo de pardmetros) e passa a ajus-
tar peculiaridades do conjunto de treinamento (BISHOP, 1995). Por exemplo, em
regressdo logistica, a adicdo de varidveis sempre melhora o desempenho no con-
junto usado para ajustar o modelo, mas em algum ponto isso comega a se tornar
prejudicial e o desempenho em um conjunto de teste € ruim. Em redes neurais, se
o algoritmo de otimizacdo é executado indefinidamente, o erro sempre diminui no
conjunto de treinamento, mas em certo ponto ele comeca a aumentar no conjunto
de teste. Existem métodos para determinar o ponto de parada nesse caso, como
por exemplo o método de parada precoce (early stopping), que cessa a otimizagao
quando o erro comeca a aumentar no conjunto de teste (SCHAPIRE; FREUND,
2012).

Friedman, Hastie e Tibshirani (2001) mudaram totalmente 0 modo como
Boosting € visto, pelo menos na comunidade estatistica. Eles colocaram Boosting
como uma aproximagdo do ajuste de um modelo aditivo na escala logistica, usando

a maxima verossimilhanca da Bernoulli como critério. Ademais, sugeriram uma
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aproximacdo mais direta, o que levou ao algoritmo LogitBoost, um algoritmo para
ajustar regressao logistica aditiva que dé resultados praticamente idénticos ao Ada-

Boost de Freund e Schapire.

2.2.1 Algoritmos Boosting utilizados na classificacdo binaria

Serdo apresentados a seguir dois algoritmos Boosting. O algoritmo Ada-
Boost ndo serd utilizado neste trabalho, porém € necessdria sua apresentacao por
ser um algoritmo precedente de outros algoritmos Boosting, inclusive o algoritmo

utilizado neste trabalho, o algoritmo Gradiente Boosting de Friedman.

2.2.1.1 AdaBoost para duas classes

Serd apresentada a seguir a versdo do algoritmo AdaBoost para classifica-
¢do bindria, dada em Friedman, Hastie e Tibshirani (2001).

Suponha que temos um conjunto de treinamento (x1, Y1), ..., (€n, Yn),
em que n é o tamanho do conjunto (amostra) de treinamento e y; (i = 1,...,n)
pertence a uma de duas possiveis classes, rotuladas por {—1,1}. Defina F'(x)
= 2%21 cm [y, (x), onde M é o nimero de vezes que o algoritmo é executado
(iteragdes). O classificador base (passo 2(a) do algoritmo AdaBoost) retorna va-
lores em {—1, 1} e pode ser, por exemplo, uma drvore de regressdo ou uma rede
neural. Os valores ¢, sdo constantes e a predi¢do correspondente a cada valor de
x é a fungdo sinal de F' (x), ou seja, sign (F (x)). A fungdo sign (-) retorna 1 se
sign (-) > O eretorna —1 se sign (-) < 0. O algoritmo AdaBoost ajusta classifica-
dores base f,,, em amostras ponderadas do conjunto de treinamento, dando maior

peso, ou ponderagao, aos casos que sio classificados erroneamente, como pode ser
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visto no passo 2(c). Os pesos sdo ajustados adaptativamente em cada iteragdo e o
classificador final € uma combinacéo linear dos classificadores f,,.
A Figura 10 ilustra de maneira geral o funcionamento de um algoritmo

Boosting para classificacdo bindria.

Classificador Final F(X) = Zj;(?mfm(x)

A

"""
Pondetada . fj[( X)
"""
PondeFda . f3 (X)
Ponderada . fa (X)

Treinamento
= f 1(X)

Figura 10 Algoritmo Boosting para classificagdo bindria
O algoritmo AdaBoost pode ser esquematizado em trés passos:

1. Dado (x1,¥1),...,(Xn,yn) emque x; € X ey; € {—1,+1}. Inicialize os
pesos W =1/n,i=1,2,...,n.

2. Repitaparam=1, 2, ..., M:

(a) Ajuste o classificador f,, (x) € {—1, 1} usando os pesos ¥; e os dados

de treinamento;

(b) Calcule:
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em que, Z" € um fator de normalizacio,

7m = Z;l Wme [=em Vi fn (@],
3. A predicdo é dada por sign [F (x)] = sign {Zn]\le Cm [ ()]

No algoritmo acima, €, representa a média ponderada dos erros com pe-
sos W = (Wi, ..., Wy). Em cada iteragdo, o algoritmo aumenta os pesos WW;
das observacdes classificadas erroneamente por um fator que depende dos erros
€m das observagdes do conjunto de treinamento (passo 2 (c)).

Em Liska (2012) € apresentada uma ilustracdo didatica para melhor com-
preensiao do algoritmo AdaBoost.

Friedman, Hastie e Tibshirani (2000) mostraram que o algoritmo Ada-
Boost pode ser derivado como algoritmo iterativo para ajustar um modelo adi-
tivo logistico, otimizando um critério que até segunda ordem é equivalente a log-

verossimilhanga da binomial.
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2.2.1.2 Algoritmo Gradiente Boosting de Friedman

Breiman (1998, 1999) mostrou que o algoritmo AdaBoost pode ser re-
presentado como um algoritmo do gradiente no espaco funcional, o qual pode-se
denominar de Gradiente de Descida Funcional (FGD). Friedman, Hastie e Tibshi-
rani (2000) e Friedman (2001) desenvolveram de forma mais geral uma estrutura
estatistica que leva a direta interpretagdo de Boosting como um método que pode
ser utilizado para ajustar modelos de regressdo. Na sua terminologia, trata-se de
uma aproximacgdo em modelagem aditiva stagewise. O termo stagewise em mode-
los de regressao esté relacionado com processo de selecido de varidveis realizado
em estdgios. No contexto do algoritmo FGD, o termo carrega essa caracteristica,
mas também o fato de que o algoritmo adiciona contribui¢des individuais de cada
parametro do modelo a cada iteracdo do algoritmo, ou seja, nio necessariamente
¢ selecionada uma varidvel a cada iteracdo do algoritmo e a mesma varidvel pode
ser selecionada mais de uma vez em diferentes iteracdes do algoritmo.

No contexto de Boosting, o objetivo € estimar uma funcio de predi¢do

6tima f* (-), também chamada de minimizador populacional, que é definido por

)= arggmin Eyx[p(Y,g9(X))] (2.13)

em que, p (-, -) é uma fungfo perda que é assumida como sendo diferencidvel com
respeito a g (+). Na pratica, trabalhamos com realizagdes (y;, ! ),i = 1,...,n, de
(y, :cT), e, por esse motivo, a esperanca em (2.13) é desconhecida. Por essa razdo,
em vez de minimizar a perda esperada dado em (2.13), os algoritmos Boosting

minimizam a perda média observada ou risco empirico, que € dada por
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n

Rly,g(x)] = %Zp[yi,g(xm- (2.14)

i=1

Pode-se mostrar que minimizar o risco empirico, ou seja, a perda média
observada, € equivalente a minimizar a expressao em (2.13). Para mostrar esse
fato, serd necessdrio fazer uma analogia com o estimador de mdxima verossimi-
lhanga (MLE). Para tal, seja a fungdo de verossimilhanga L (0| z1,...,2,) =

n
[T f (x4]0) e o logaritmo da func¢@o de verossimilhanca

i=1
1(0) =In[L(6|z1,...,2, Zln (zi]0)].
O estimador de maxima verossimilhanga é o valor 6 que maximiza L (0| z1, ..., zy).
Sabe-se que o valor de # que maximiza L (6| z1, ..., x,) ¢ 0 mesmo que maximiza
1(0), ou seja,
Orip = arg max L (0] z1, ..., 2,) = arg max [ (6).
0 0

Um problema de maximizac¢do pode ser convertido em um problema de

minimizag¢do utilizando-se da seguinte relacdo de equivaléncia,

arg max f (r) = arg min f (—z),

xz

considerando f (x) = x. Dessa forma, temos que

arg max Zln (z;]0)] = arg min — Zln (2i)0)] = Oppp. (2.15)
i=1

Agora, considere a média da quantidade em (2.15):
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n

arg min % > —In[f (2:]0)], (2.16)

0 i=1
cujo minimo ainda € 6,77, uma vez que a multiplicacdo de um escalar ndo in-

fluencia no problema de otimizagdo. Pela Lei Forte dos Grandes Nimeros (CA-

SELLA; BERGER, 2011), a quantidade em (2.16) converge para a esperanga

argemin E[-In[f (z]0)]]. (2.17)

Ou seja, a expressdo (2.16) converge para a mesma solu¢do em (2.17) com alta
probabilidade conforme n — oo. Isto quer dizer que o risco empirico em (2.16)
converge para risco tedrico em (2.17).

Para ilustrar esse fato, considere o seguinte exemplo organizado nos se-

guintes passos:

(i) Considere uma populacio cujos elementos tem distribui¢do Normal com média

f = 2 e variancia 02 = 1;

(i) Considere uma sequéncia de tamanhos amostrais n;, com¢ = 1,2, ..., 5000.
Para cada n;, serd gerada uma amostra de tamanho ¢ de uma distribuicdo

N (2; 1),

(iii) Considere uma sequéncia de parametros 6;, no caso consideraremos 6 €
(—10,10). Considere o negativo do logaritmo neperiano da fun¢io de ve-
rossimilhanga de n; observacdes da distribuicdo Normal com parametros 0

(desconhecido) e 02 = 1,

1) = = o mlf (0] = = 3o | e,
=1 i=1
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(iv) Para cada #; no passo (iii), calcule —{ (;) utilizando o tamanho amostral n;;

(v) Dos valores encontrados em (iv), selecione o menor dos —I (9]-) e divida-o
pelo tamanho amostral n;. Esse € o risco empirico para o tamanho amostral

n;.

Do esquema acima, teremos uma sequéncia n;, com ¢ = 1,2,...,5000,

de riscos empiricos, conforme pode ser visto na Figura 11.

V pa—
_| o
=
S | _
=
g | v
-: N
s & |
= 9 <D m
§ =1 | : N
= = ]
- _
n —— Risco empirico — 35
.,‘?_ N —— Risco tedrico g - — 0
< 1 1 1 1 1 1 1 1 T T T T
0 1000 3000 5000 0 1000 3000 5000
Tamanho da Amostra Tamanho da Amostra
(a) )

Figura 11 Simulacio da convergéncia do risco empirico para o risco tedrico con-
forme o tamanho amostral cresce (a) e convergéncia de # para 6 con-
forme o tamanho amostral cresce (b).

Ainda, do exemplo acima, como trata-se de uma simulacdo, o valor es-
perado em (2.17) é conhecido e, no caso, € dado por —0.28, ou seja, o valor 6
que minimiza o risco tedrico é 6 = 2, como esperado uma vez que os elementos
da populagio tem distribuicio Normal com média # = 2 e variancia 0? = 1. A

Figura 12 ilustra esse fato mostrando que ¢ = 2 € o valor de 6; que minimiza a
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quantidade —1 (6).

- 1(0)
015 -0.10  -0.05  0.00

-0.20

-0.25

Figura 12 Risco tedrico minimizado considerando a minimizac¢ao do negativo do
logaritmo neperiano da funcio de verossimilhanga de n; observagdes
da distribui¢do Normal com parametros ¢; (desconhecido) e o2 =1.

Portanto, do exemplo acima, mostramos de maneira visual que o risco
empirico converge para o risco tedrico.

Retornando a expressdo 2.13, a minimizagdo ¢é feita em relacdo a g (-)
e veremos mais adiante que ¢ () é um procedimento base no caso de ajuste de
modelos. O termo “procedimento base” vem da comunidade de aprendizado de
maquinas e, no presente estudo, serd simplesmente uma funcéo linear (um polind-

mio) que relaciona as varidveis independentes a resposta. Mais ainda, no caso
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de modelos lineares generalizados, o procedimento base é a fungao relacionada a
componente sistemdtica do modelo.

Por exemplo, considerando a perda erro quadrdtica dada por,

Py, 9)=—29)°,

e minimizando-a conforme 2.13, tem como minimizador populacional

[f(x)=E[Y|X ==x].

De maneira geral, dada uma fungdo perda p (y, g) e um procedimento
base, o algoritmo a seguir foi proposto por Friedman (2001), também chamado
de Algoritmo Gradiente Boosting de Friedman (Algoritmo GBF), e consiste dos

seguintes passos:

(i) Inicialize f ©) (+) com um valor inicial. Escolhas comuns sdo

N
A 1
0y — T :
0 argcmlnn g p(Yi, ¢ (2.18)

i=1
ou f(O (.) = 0. Na expressio (2.18) o argumento ¢ é o valor inicial da
fungdo perda que minimiza f(©) (-). Por exemplo, para a perda quadrdtica, o
valor de f ©) (+) que satisfaz a equagdo (2.18) é a média da varidvel resposta,

ou seja y. Coloque m = 0.

(i) Aumente m em 1. Calcule o gradiente negativo —8% p (Y, g) e calcule em

Fo=U (X5):
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(iii) Ajuste o vetor gradiente negativo uy, ..., u, para X1, ..., X, por um pro-

cedimento base §(™ (-).

(iv) Atualize

FO () = Fm=D () 40 - g™ ()
em que 0 < v < 1€ o fator comprimento do passo.

(v) Continue o processo de iteracio entre os passos (ii) a (iv) at€é m = M, para

alguma iterag@o de parada M.

A iteracdo de parada, um importante argumento de controle no algoritmo,
pode ser determinada via validacdo cruzada ou algum critério de informacao.
Recomenda-se que o comprimento do passo v no passo (iv) seja pequeno, como
por exemplo v = 0, 1. Um menor valor de v tipicamente requer um maior nimero
de iteragcdes boosting e, consequentemente, maior tempo de computacdo. Quando
se escolhe v “suficientemente pequeno”, resultados empiricos mostram que a acu-
rdcia preditiva do modelo é a melhor dentre outros valores de v (BUHLMANN;

HOTHORN, 2007).

2.2.1.3 Funcao Perda e Algoritmos Boosting

Como visto na secdo anterior, o algoritmo Gradiente Boosting de Fried-
man exige que dois argumentos sejam definidos. Um desses argumentos é a func¢io
perda.

Virios algoritmos Boosting podem ser definidos especificando diferen-
tes fungdes perda p (-, -) e serdo mostrados a seguir os algoritmos derivados de

diferentes funcdes perdas. Considere o caso em que a resposta Y tem natureza
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bindria, ou seja, Y € {0,1} com 7 (x) = P[Y = 1|X = «]. Seguindo as reco-
mendagdes de Buhlmann e Hothorn (2007) é conveniente codificar a resposta por
Y =2Y — 1 € {—1,1}. Ainda, segundo os mesmos autores, essa transformacio
proporciona eficiéncia computacional quando utilizado o valor marginal, que sera

explicado mais adiante. Considere o negativo da log-verossimilanca da binomial

como fung¢do perda:

plyr @) = —lynr (@) +(1—ph(—7@) @19

por simplificagdo, a perda (2.19) serd chamada daqui em diante de perda binomial.

Sendo 7 (x) dado por,

(2.20)

tal que,

g (@) = %m <1”(:()x)> 2.21)

¢ igual a metade do log da chance (log-odds). Observe que facilmente pode-se

obter a equagdo (2.21) a partir de (2.20), e vice versa, sabendo que

c9() £29()

m(z) = eI @) 1 o—9(®) — 20X) 4 1

Note-se que 7 () assume valores continuos no intervalo (0, 1), uma vez
que esté associado com a probabilidade de ocorrer Y = 1 de um evento Bernoulli.
Ainda, o componente g () assume valores continuos no intervalo (—o0,00). Logo,
a equagdo (2.21) transforma as probabilidades da equagdo (2.20) em valores conti-

nuos no intervalo (—00,00). Da mesma forma, e equagdo (2.21) transforma valores
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continuos no intervalo (—00,00) em valores continuos no intervalo (0, 1).

Mas, em problemas de classificag@o, é necessdrio que se tenha uma forma

de classificar um objeto numa determinada classe segundo sua probabilidade ou

com base em ¢ (x). Para tal, considere g, o chamado valor marginal, em que

Y =2Y — 1€ {—1,1}. Algumas observagdes sobre §g:

Seg=1len(x) > % implica que, pela equagdo (2.21), g (x) > 0e yg > 0.
Isso quer dizer que o objeto tem maior probabilidade de ser classificado

como sendo y = 1;

Sej = lemw (x) < ,implica que, pela equagdo (2.21), g (x) < 0e g < 0.
Isso quer dizer que o objeto tem menor probabilidade de ser classificado

como sendo y = 1 e, nesse caso, seria classificado como § = —1;

Seyg = —lenm(x) > % implica que, pela equagdo (2.21), g(x) > O e
yg < 0. Isso quer dizer que o objeto tem menor probabilidade de ser classi-

ficado como sendo § = —1 e, nesse caso, seria classificado como g = 1;

Se j = —lew(x) < 3, implica que, pela equagdo (2.21), g(z) < O e
yg > 0. Isso quer dizer que o objeto tem maior probabilidade de ser classi-

ficado como sendo § = —1;

CasoSe gy = louy = —lem(x) = %, implica que, pela equagdo (2.21),
g(x) = 0 e yg=0. Isso causa uma indeterminacgéo no sentido de que a
observacdo deve ser classificada em qualquer uma das classes. Contudo,

com probabilidade zero, o valor g () = 0 ocorre.

Diante das consideragdes feitas, uma classificagdo incorreta ocorrera se

Y g (X) < 0. Assim, a perda binomial utilizando o valor marginal é dada por
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p(y,g(x)) =1 (1+e299). (2.22)

Convém ressaltar que a diferenga entre as perdas (2.19) e (2.22) é que a perda
(2.19) depende de 7 (x) e ao substituir 7 () (dado na equag@o (2.20)) em (2.19)
e substituir Y por Y, obtém-se a perda em (2.22), que depende de g.

Pode-se mostrar que o minimizador populacional da perda binomial em

(2.22) é dado por,

£ (@) = %m (““")> , (2.23)

em que, 7 () é como definido em (2.20).
Uma funcdo perda alternativa a binomial é a perda exponencial (Figura

13), dada pela expressao (2.24).

p(y, g)=e%, (2.24)

cujo minimizador populacional pode ser mostrado como o mesmo para perda bi-
nomial (expressdo 2.23) (FRIEDMAN; HASTIE; TIBSHIRANI, 2001). Diante
das consideragdes feitas para o valor marginal gg (x), se uma classificagdo incor-
reta ocorre, isto é, yg < 0, a funcdo perda binomial ou exponencial tem maiores
valores nessa regido e, consequentemente, a solucdo se afasta do risco empirico
6timo (Figura 13).

Frente ao exposto, utilizar o algoritmo GBF com diferentes fungdes per-
das leva a diferentes algoritmos Boosting. Quando usando a perda binomial (2.22),
obtemos o algoritmo Binomial Boosting e, com a perda exponencial em 2.24, ob-
temos o algoritmo AdaBoost para estimagdo funcional. Friedman, Hastie e Tibshi-

rani (2001) afirmam ainda que a perda binomial é uma aproximacdo da perda 0-1



58

—— perda binomial
"""" perda exponencial

(¥, e)

Figura 13 Funcgdes perda binomial e exponencial como fun¢do do valor marginal
Y9

(fungdo degrau), cujo minimizador populacional resulta no classificador de Bayes.
Essa fungdo € descontinua em zero e nesse caso ndo pode ser usada no algoritmo
Gradiente Boosting de Friedman.

Importante ressaltar que a interpretagcdo da estimativa Boosting gm (1) é
feita como uma estimativa do minimizador populacional f* (-). Dessa forma, os
resultados do algoritmo Adaboost e Binomial Boosting correspondem as estimati-
vas da metade do log da chance. Desse modo, as estimativas de probabilidade sdo

dadas por

0™ ()

~(m) —
(=) ed™(X) 4 e—g™ ()

(2.25)

A razdo da construg@o dessas estimativas de probabilidades estdo basea-
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das no fato de que Boosting com iteracdo de parada razodvel é consistente, no
sentido de que existe um nimero ideal de iteracdes do algoritmo Boosting tal que
o0 risco empirico converge para o risco teérico (BARTLETT; TRASKIN, 2007).
Esse ntimero ideal de iteracdes serd discutido na se¢do seguinte.

Como visto, diferentes algoritmos Boosting podem ser construidos espe-
cificando diferentes funcdes perdas. Para regressdo com resposta Y € R, é conve-
niente utilizar a funcdo perda erro quadratico, também conhecida como perda Lo,

correspondendo ao algoritmo LoBoosting, dentre outros (HOFNER et al., 2014).

2.2.14 Procedimento base para modelos lineares generalizados

Nas duas secdes anteriores foi apresentado o Algoritmo Gradiente Boos-
ting de Friedman e foi visto que, para que seja possivel sua aplicabilidade, € neces-
sério que dois argumentos sejam definidos: uma funcdo perda e um procedimento
base.

O termo procedimento base pode ser visto com outras denominagdes em
diferentes textos na comunidade de Aprendizado de Mdquinas. Por exemplo,
quando algoritmos de classificagdo sdo propostos, ¢ comum se referir a um pro-
cedimento base como classificador fraco. Também pode ser referido como base
aprendiz (base-learner), e é importante salientar que é possivel classificid-lo em
trés categorias de modelos: modelos lineares; modelos de suavizagdo e arvores
de decisdo (NATEKIN; KNOLL, 2013). Existem ainda outras classes de modelos
que necessitam que um procedimento base seja especificado, como por exemplo os
Campos Aleatérios Markovianos (DIETTERICH; ASHENFELTER; BULATOV,
2004) ou Ondaletas (Wavelets) (VIOLA; JONES, 2001).

Nesta secdo serdo feitas consideragdes sobre o procedimento base utili-

zado para o ajuste de modelos lineares generalizados no contexto de Boosting.
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Como definido na se¢do 2.2.1.3, um procedimento base é uma funcio que relaci-
ona as varidveis independentes a resposta. Mais ainda, no caso de modelos lineares
generalizados, o procedimento base é a fung¢do associada a componente sistematica
do modelo.

T

Um modelo linear generalizado com covaridveis © = (z1,...,2p)" tem

a forma

g(M):ﬁ0+ﬁlxl+~~-+Bpxpa

com esperanga condicional 1 = E [Y | X |, fungdo de ligacdo g e vetor de pardme-

tros 3.
Considere o seguinte procedimento base
i (@) = M2, (2.26)
em que,
n ()
Bl = D1 % “@2’ (2.27)
> i (‘TZ(J)>
em que, uy, ..., u, € gradiente negativode X1,..., X, e
. n Ao\ 2
A =arg minz (ul — ,B(J)xgj)> . (2.28)
1<5<p

i=1

O procedimento em (2.26) € utilizado no passo (iii) do algoritmo GBF,
descrito na secdo 2.2.1.2 . O procedimento em (2.26) ajusta modelos lineares
simples sem intercepto separadamente para cada coluna da matriz de delineamento
ao vetor gradiente negativo, u;, na expressao (2.27). Em outras palavras, para cada

covaridvel ou varidvel de entrada j (j = 1,...,p), um modelo de regressdo linear
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simples sem intercepto é ajustado e, nesse caso, haverdo p procedimentos bases
ajustados na iteragdo m do algoritmo.

Dos p procedimentos bases ajustados, apenas o melhor modelo ajustado é
usado no processo de atualizacdo, ou seja, apenas o procedimento base que forne-
cer a menor quantidade em (2.28) serd adicionado a corrente iteracdo (passo (iv))
do algoritmo.

No passo (ii) do algoritmo GBF, o vetor gradiente ulm = (u(.m)) ‘ )
= n

? —
3ty

¢ visto como uma estimativa do verdadeiro gradiente de R, o risco empirico defi-
nido em (2.14), que € adicionada a corrente estimativa f*(-) em cada iteracdo do
algoritmo. Consequentemente, o algoritmo GBF faz com que o vetor gradiente
negativo percorra iterativamente no espago de g (-) para minimizar R. Conforme
Hofner et al. (2014), essa estratégia corresponde a substituir o cldssico método
Escore-Fisher em estimacdo por Maxima Verossimilhanca de f* pelo algoritmo
gradiente descendente no espago funcional de f*, no caso o algoritmo GBF.

Diante do exposto, a funcio de predi¢cdo 6tima ou minimizador populacio-
nal f* (-), em modelos lineares generalizados é a func¢éo g (x) que retorna o menor
risco empirico.

Uma observagdo importante sobre o algoritmo GBF é que utilizando o
procedimento base em (2.26), automaticamente € realizado o processo de selecio
de varidveis em um modelo de regressdao multipla. Por essa razao e utilizando o
procedimento base em (2.26), diz-se que o procedimento de selecdo de varidveis
estd embutido no algoritmo Gradiente Boosting de Friedman (FRIEDMAN, 2001).

Quando utilizado LoBoosting com esse procedimento base, selecionamos
em cada iteracdo uma varidvel preditora, nao necessariamente uma diferente para

cada iteracdo, e atualizamos a fung¢éo linearmente:
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F (z) = FD) (1) 4 - ) () (2.29)
em que, Am denota o indice da varidvel preditora na iteracdo m, ou seja, a va-
ridvel preditora (ou contribuicdo de uma determinada varidvel) que € selecionada
na iteracdo m € aquela que apresentou o menor A (2.28) dos p procedimentos ba-
ses ajustados no passo (iii) do algoritmo GBF. Alternativamente, a atualizagdo dos

coeficientes estimados é

fm) — gom=1) 4 3(Am) (2.30)

A equacdo (2.30) indica que apenas o Am-ésimo componente dos coe-
ficientes estimados B(m) (na iteracdo m) foi atualizado. Para cada iteracdo m,
obtemos o ajuste de um modelo linear. Conforme m tende ao infinito, f (m) ()
converge para a solucdo de minimos quadrados, que ¢ Unica se a matriz de deline-
amento tem posto completo.

Um importante argumento do algoritmo GBF é o nimero de iteracdes de
execucdo do algoritmo. Como visto, os passos (ii) a (iv) do algoritmo sdo execu-
tados até a m-ésima iteracdo. Uma forma de escolher o nimero ideal (6timo) de
iteracdes € escolher o m que minimiza algum critério de informacio, como por
exemplo o critério de informacdo de Akaike (HOFNER et al., 2014).

No Apéndice A* € apresentada uma ilustracdo didatica do Algoritmo Gra-
diente Boosting de Friedman, bem como o processo de selecdo de varidveis e a
constru¢do do modelo via Boosting.

Quando utilizado LyBoosting com o procedimento base em 2.27, um va-
lor inicial adequado para o passo (i) do algoritmo € calcular a média da varidvel

resposta Y. Além disso, o vetor gradiente negativo é dado por
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ui:ap(ay’g):yg 2.31)
g

em que g € o procedimento base utilizado.

Quando usado Binomial Boosting com o procedimento base em (2.26),
obtemos um ajuste, incluindo sele¢do de varidveis, de um modelo de regressio
logistica linear (BUHLMANN; HOTHORN, 2007). Um valor inicial adequado
para esse algoritmo € calcular a frequéncia relativa de Y = 1 da amostra. O vetor

gradiente negativo para a perda binomial é dado por

u— 9Py, 9) oy
! dg Y l4e 9’

(2.32)
em que, g € o procedimento base utilizado. Assim, o algoritmo Binomial Boos-
ting utiliza a frequéncia relativa de Y = 1 e o vetor u; para percorrer o espaco
paramétrico do modelo proposto (BERK, 2008).

Foi mostrado na secdo 2.2.1.2 que € possivel fazer uma analogia entre o
processo de otimizacao feita por mdxima verossimilhanca e o feito por Boosting
e, diante disso, um questionamento pode ser feito: qual € o ganho em utilizar a

metodologia de Boosting para ajustar, no caso, um modelo linear generalizado?

As consideragdes a seguir ajudam a responder essa questao.

e A estimativa B de Maxima Verossimilhancga é aquela que maximiza a proba-
bilidade conjunta de a amostra ter ocorrido e, para isso, todas as varidveis e
observagoes fazem parte do processo de otimizacdo. A estimativa B de Bo-
osting é aquela cujas contribui¢cdes de cada varidvel tornam minimo o risco
empirico. Note que essencialmente a diferenga reside no fato de que em um
processo todas varidveis e observacdes fazem parte do processo de otimiza-

¢d0 e no outro, apenas as varidveis “mais importantes”, no sentido de tornar
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minimo o risco empirico, participam do processo de otimizagao.

Conforme aumenta-se o nimero de varidveis a serem analisadas, a estima-
¢do por Mdxima Verossimilhanga pode ser comprometida, uma vez que ope-
racdes com inversdo de matrizes sdo necessdrias. Isso pode ser visto nas
secdes seguintes quando sdo abordados os estimadores de Mdxima Verossi-
milhancga dos modelos de regressdo logistica e simplex. Esse problema ndo
ocorre em Boosting, uma vez que cada varidvel € ajustada em um procedi-

mento base.

Boosting pode ser utilizado em casos em que a matriz de delineamento tem
alta dimensdo, ou seja, o nimero de observagdes ¢ menor (ou até mesmo
muito menor) que o nimero de varidveis. Buhlmann e Hothorn (2007) dao
um exemplo com n = 49 amostras de pacientes com cancer de mamae p =
7129 niveis de expressdo génica e para essa situagdo utilizou o algoritmo

Binomial Boosting.

Existem situagdes em que a matriz de delineamento € esparsa, ou seja, exis-
tem elementos amostrais em que nio se tem a medida de uma determinada

varidvel. Nessas situacdes os algoritmos Boosting podem ser utilizados.

Em conjuntos de dados que contém um grande nimero de varidveis predito-
ras em relagdo ao tamanho amostral, a variincia dos estimador de maxima
verossimilhanca € inflacionada. Esse problema tem como consequéncia o
super ajuste, o que diminui a precisio na predicdo de uma modelo cldssico
de regressdo. Esse fato pode ser verificado pela matriz de informacdo de
Fisher do modelo. Nesse caso, ao método de Boosting pode ser utilizado,
uma vez que este automaticamente realiza selecao de varidveis (SCHMID et

al., 2013).
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2.3 Regressao Logistica

Nos modelos de regressdo linear simples ou multipla, a varidvel depen-
dente Y € uma varidvel aleatdria de natureza quantitativa. No entanto, em algumas
situacdes, a varidvel dependente é qualitativa e expressa por duas ou mais cate-
gorias, ou seja, admite dois ou mais valores. Nesse caso, 0 método dos minimos
quadrados nio oferece estimativas adequadas. Uma boa aproximacao é obtida pela
regressdo logistica que permite o uso de um modelo de regessdo para se calcular
ou prever a probabilidade de um evento especifico (NELDER; WEDDERBURN,
1972).

As categorias ou valores que a varidvel dependente assume podem ser de
natureza nominal ou ordinal. Em caso de natureza ordinal, ha uma ordem natural
entre as possiveis categorias e, entdo, tem-se o contexto da Regressdo Logistica
Ordinal. Quando essa ordem ndo existe entre as categorias da varidvel dependente
assume-se o contexto da Regressao Logistica Nominal.

O seguinte exemplo ilustra uma situagdo em que a varidvel dependente
possui natureza nominal. Suponha que se deseja estudar a toxicidade de uma certa
droga e as categorias sdo: o animal morreu apds administra¢do da dose x (Y = 1)
ou o animal ndo morreu ap6s administragdo da dose = (Y = 0). Nesse contexto,
dosagens £1 < g3 < ... < @, sdo fixadas. A dosagem x; € administrada em uma
quantidade c; de animais. Apds esse procedimento, ocorre um nimero ¥; de mor-
tes para cada ¢, com 1 < ¢ < m, em que m é o nimero dosagens administradas.
Assume-se que 7 (x) € a probabilidade que um animal escolhido aleatoriamente
morra com a dosagem x. Dessa forma, ¥;, sdo varidveis aleatérias independentes
com distribui¢do binomial Bin (¢;, 7 (x;)),comi € {1, ..., m}. O objetivo aqui

¢ encontrar um modelo no qual, para cada valor da varidvel independente x;, € pos-
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sivel predizer a varidvel dependente y (x;), a qual é binomial com probabilidade
de sucesso 7 (x;).

No contexto do experimento descrito na secdo 2.1.1, nove dietas (m = 9),
caracterizadas pelas varidveis x; (gordura), xo (carboidrato) e x3 (fibra), foram
avaliadas em grupos contendo 30 ratos (c; = 30 paracadai = 1,...,9). Ap6s
administracdo das dietas, ocorreu um nimero y; de ratos que tiveram a expressao
de tumor mamadrio. Assim, seria razodvel pensar que 7 (x) é a probabilidade que
um rato escolhido aleatoriamente tenha o tumor mamario com a dieta x1, 2 € x3.
Dessa forma, ¥;, sdo varidveis aleat6rias independentes com distribui¢do binomial

Bin (¢;, 7w (x;)).

2.3.1 Regressao Logistica para dados binomiais

Antes de se iniciar a discussdo sobre a regressdo logistica, é interessante
fazer um breve comentério sobre Modelos Lineares Generalizados (MLG). Um
modelo linear generalizado é especificado por trés componentes: uma componente
aleatoria, a qual identifica a distribuicdo de probabilidade da varidvel dependente,
uma componente sistemdtica, que especifica uma func¢ao linear entre as varidveis
independentes e uma funcdo de ligacdo, que descreve a relacdo matemadtica entre
a componente sistemadtica e o valor esperado da componente aleatéria (HOSMER;
LEMESHOW, 1989).

Em outras palavras, a componente aleatéria de um MLG consiste nas ob-
servacgdes da varidvel aleatéria Y, ou seja, com o vetory = (Y1, Y2, ..., Ypn).

A componente sistemdtica do MLG € definida através de um vetor n =
(M, M2, ..., M) que estd associado ao conjunto das varidveis independentes por

meio de um modelo linear 7 = x3, em que & é uma matriz que consiste nas
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variaveis independentes das n observacdes e 3 € o vetor de parametros do modelo.

A terceira componente do MLG € a funcdo de ligacdo entre as componen-
tes aleatdria e sistemdtica. Seja p; = E[Y; |x;], comi € {1, ..., n}, entdo 7; é
definida por 7; = g (#;), em que g é uma fungdo monotonica e diferencidvel. O
fato de ser diferencidvel é importante pelo fato de que no processo de estimagdo de
3, sera necessario utilizar derivadas da fung@o de ligacdo para compor o vetor gra-
diente e matriz de informacao de Fisher. O fato de ser monotdnica é importante no
sentido de que, dado um valor particular para 3, este corresponderd a um tnico
e, além disso, se g € uma funcdo monotdnica, entdo ela tem uma func¢ao inversa,
isto é, x3 = g (1) implica que g~ ! (z3) = p.

Dessa forma, a funcdo de ligacdo conecta os valores esperados das obser-

vagdes as varidveis explanatdrias, para i € {1, ..., n}, pela formula
P
g (1) = Bo+ > Bj wij (2.33)
j=1

em que p é o nimero de varidveis independentes (covaridveis) no modelo.

E interessante comentar que, se a fungdo g, em (2.33), for a funcdo identi-
dade, tem-se entdo o modelo de regressao linear.

Dependendo da natureza da componente aleatéria de um MLG, existe um
MLG adequado para cada situacdo. Se a componente aleatéria for de natureza
bindria, os modelos logit, probit e gompit (complemento log-log) sdo adequados.
Se a componente aleatéria consiste do resultado de contagens, os modelos log-
linear de Poisson e Binomial Negativo sdo candidatos. Para situacdes cuja resposta
é continua e assimétrica, os modelos Gama sido candidatos (PAULA; TUDER,
1986).

Na sequéncia, apresenta-se o modelo de regressdo logistica bindrio, que é

um caso particular dos modelos lineares generalizados, mais especificamente dos
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modelos logit.

Para se analisar 7 (), tomam-se as observa¢des independentes 1, Zo, . . .,
x,. Nesse contexto, é razodvel assumir, como suposi¢ao inicial, que 7 () é uma
func@o monotonica com valores entre zero e um (inclusive zero e um), quando x
varia na reta real, ou seja, 7 () é uma funcéo de distribui¢do de probabilidade.

Como 7 (-) varia entre zero e um, uma representacgao linear simples para
7 sobre todos os possiveis valores de « ndo € adequada, uma vez que os valores da
forma linear estdo no intervalo (—oo; +00). Nesse caso, uma transformagdo deve
ser utilizada a fim de permitir que, para qualquer valor de «, tenha-se um valor
correspondente para 7 () no intervalo [0; 1]. Considere a transformac@o logistica,

também chamada de logit, logo

, 7 ()
logit = In |:1—7r(;c):| =B+ Pix1+...+ 5pxp (2.34)
A razao % ¢ chamada de chance (odds). Seja A um evento de in-

teresse, logo a chance do evento A € a relacdo entre probabilidade de ocorréncia
de A e a probabilidade de ndo ocorréncia de A. Suponha que a probabilidade de
ocorréncia de A é de 80%, entdo a chance de ocorréncia desse evento € de 4 para
1, ou em porcentagem, de 400% (400 ocorréncias para 100 ndo ocorréncias). Da
mesma forma, se um evento A tem chance de 0,25 (25% ou 1 para 4) de ocorrer,
entdo a probabilidade de ocorréncia de A é de 20%.

A chance varia na escala de (0; +00). Entéo o logaritmo neperiano da
chance (In odds) varia em (—o0;400). Na expressdo (2.34), se 7 () = 0,5,
entdo logit = 0. Se w(x) < 0,5, entdo logit < 0 e se w(x) > 0,5, entdo
logit > 0.

Exponenciando a expressio (2.34), tem-se que
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elogit :660 +B1x1+...+Bpxp

T (w) :eﬁo-‘rﬂlml—‘r...-f—ﬁpxp
1—7(x)

O inverso da funcao logit € a fungdo logistica, que é dada por

- (:B) _ exp (ﬁo + Bz + ...+ ﬁp:cp)
14 exp (ﬁ(} + lel + ...+ Bp$p)

(2.35)

em que 7 () varia em [0; 1]. No caso de termos uma varidvel independente no
modelo, z1, se 3; > 0, m € crescente e se 3; < 0, 7 é decrescente. Quando x
tende ao infinito, 7 () tende a zero quando /3; < 0 e tende a um quando 5; > 0.
Assim, dessa forma, define-se qualitativamente a fun¢do de ligacdo (vide Figura
14) necessaria ao modelo, definido na equagdo (2.35). Caso 3; = 0, a variavel
resposta Y é independente da varidvel X, logo 7 () é constante. O caso 5, = 0
e f; = 0 corresponde a 7 (x) = 0,5 (Figura 14).

O termo regressdo logistica vem do fato de esse tipo de modelo de re-
gressao ser derivado da distribui¢do logistica padrdo, quando utilizado a fungdo de
ligacdo logito. Para tal, considere ainda uma varidvel independente no modelo. Se
By = 0e f; = —1 entdo 7 (z) é chamada de funcdo de distribuicdo logistica

padrdo. Sua respectiva funcdo de distribuicdo acumulada (f.d.a.) € dada por

exp (—x)

T T ep )

(2.36)

E, consequentemente, sua func¢do de densidade de probabilidade (f.d.p.) e ilustrada

na Figura 14(b), obtida por derivagdo da equacio (2.36), é dada por
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~ exp(—2)
f(w)—-u_+exp(_aﬂf. (2.37)
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Figura 14 Tlustracdo do modelo logistico em uma varidvel independente consi-
derando 5y = 1e 1 = 2 quando 31 > 0, By = 1 e B = —2 quando
B1 < 0 (a) e fungdo densidade de probabilidade da distribui¢do logis-
tica padrao (b).

Caso haja reparametrizacio, na equacdo (2.36), dada por

_ =B _ -1
s T B

tem-se que 7 (-) dada pela equagéo (2.36) assume a forma

WQQ:F<x_“>, (2.38)

em que u € o centro de simetria e o é o pardmetro de escala da reparametrizacio.
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Com base no exposto, pode-se definir o modelo logistico da seguinte forma:

Seja g (x) = By+ By =, para qualquer x € R. Seja F'(-) a f.d.a. definida

na equagdo (2.36) correspondente a 5, = 0 e 5; = —1. Ao reparametrizar-se

p=—0 (B) teo=— (8" paracada z;, parai € {1, ..., n}, temos que
T —

F< zg”)zw(m’i):E[Yi]a:i], (2.39)

em que ¥; representa uma amostra aleatéria de tamanho um de F' (-) (HOSMER;
LEMESHOW, 1989). Desse modo, se 4 = 0 e 0 = 1, o modelo em (2.39)

corresponde a fungdo de distribuicdo logistica padrao. Essa distribuicio é simétrica
1

em torno de 7 (x) = 5.
2.3.2 Estimacao dos parametros do modelo de Regressao Logistica para da-

dos binomiais

Suponha que n observagdes binomiais independentes y1, . . ., ¥, S30 tais
que a ¢-ésima observacdo, ¢ = 1, ..., n, tem distribui¢do binomial com parametros
n; e p;. Também suponha que o valor transformado da probabilidade de resposta
para a i-ésima observagao esta relacionado a uma combinagao linear de p varidveis

explanatdrias, isto €,

g (7)) = Bo+ Brari + ... + Bpap = %! B =n;, (2.40)

em que g () pode ser a transformacdo logistica de 7, o “probit” de 7, a trans-
formacdo complemento log-log de 7, entre outras. O componente linear deste
modelo serd denotado por 7; € a funcio g a fungdo de ligagdo de um modelo linear

generalizado.
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O método usual para estimar 3 é via Maxima Verossimilhanca. O loga-

ritmo da fun¢do de verossimilhanca para n observacdes binomiais é dado por

=1
(2
=> {In +yiln (m) + (ni — yi) In (1 — m;) (2.41)
i=1 Yi

Derivando [ (3) em relagdo a 3;, temos

Z i) Om; On;
aﬁ ' i a Uy 67]@ 65 5

em que

6l1(ﬂ'2) 1 1 1
= -1) —yi —1
071'2' Yi Z'Jrnll—ﬂ'z( ) yll—ﬂ‘i( )
1 1 1 i — M
=Y Ty '+yz = L

om;

para obter . , basta observar que g () depende de 7); por meio das probabilidades

binomiais, logo

6771' 8g(m) 0 T 1 (1*7Ti)+7'ri
8771' 87TZ' aﬂ'i 1—m 13727“ (1 — 7ri)2
1—m 1 1
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e, como ¢ () é diferencidvel e possui inversa, temos que

871',' 1
oni g

on; :
Por fim, como 7; = Bix1; + ... + BpTpi, temos que 85; = xj;. Assim,
o vetor escore, formado pelas derivadas parciais de primeira ordem da fungdo em

(2.41) é dado por

1 1 1
L%@W)_ E:i i ji. (2.42)

1—m) g (m)

863

A expressdo (2.42) pode ser escrita de forma matricial da seguinte ma-
neira: seja X a matriz de ordem (n x p) das p varidveis explanatérias, Y o vetor
dos valores y;, V o vetor das probabilidades ajustadas com o i-ésimo elemento 7;.

Assim,

l%am»:XUY—Vy (2.43)

A matriz hessiana (/ /@) constituida pelas derivadas de segunda ordem de
(2.41) em relagdo a cada parametro. Uma vez obtidos o vetor escore € a matriz

hessiana, temos condi¢des de montarmos a regra de Newton Raphson, dada por

B = g0 — (15) " U (1(8)) Q.44

em que Ug (1(B)) é o vetor gradiente e B) representa um valor inicial para a
primeira iteracdo do método de Newton-Raphson.

Um problema que pode surgir para o método de Newton-Raphson é que
a inversa da matriz hessiana pode ndo existir. Em situag¢des do tipo, o método

de Escore-Fisher tem sido utilizado e esse método consiste em substituir a matriz
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Hessiana no método de Newton-Raphson pela matriz de informacao de Fisher es-
perada (I (3)). Pelo resultado de Wedderburn (1976), a matriz de informagdo de

Fisher esperada ¢ dada por

= [imon) == o5 |

Nesse sentido, mostraremos essa derivacdo a seguir:

Ig (B) = —

PLB)]  [1(8)o1(B)
E [aﬁjaﬁk]_E 9, aﬁk}

Yi — N7 Yi — N7 1
= F E :z: E Tk
=t mi (1 —m g’ 7 (I —m) g (m) kl]

(yi — nlﬂ-l)z 1
- F LjiLki
ZZ; [mi (1 — 7Ti)]2 g’ (771)]2 ’ ]

gzl
Z P g P

nlﬂ-z l 1 Py
‘Z[ <1 Wy ()2 "

1
_Zm (1 —m) g (m) 2 H

=1

= Z’I’Lﬂ(‘l — $]1xkz (2.45)

A expressdo (2.45) € obtida utilizando o fato de que as observacdes sdo
independentes, para ¢ # j, ou seja, E [(y; — nim;) (y; — njm;)] = Cov [y, y5] =
0, para i # j. Com isso, E [(yZ — nﬂri)ﬂ = Var [y = nim (1 — m;).

Portanto, a matriz de informacdo de Fisher esperada é dada por
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_ g PO S A
Ir(B)=—E [aﬂjaﬁk] = ;nma — ) ik (2.46)

Matricialmente, a matriz de informacgao de Fisher esperada em (2.46) é

dada por

Ir (B) = - XTWX, (2.47)

em que W € a matriz diagonal n X n dos pesos com o i-€simo elemento da diago-
nal dado por n;7; (1 — 7;). O modelo de regressdo logistica faz parte da Familia
Exponencial, assim, em termos gerais, a matriz de informacao de Fisher esperada

¢ dada por

B [_ 9°1(B)
0Bo3"

em que ¢ é o parametro de dispersdo do modelo. No caso do modelo de regressao

] = sXTWX (2.48)

logistica, escrevendo-o como um modelo da Familia Exponencial, ¢ = 1. Isso
indica que no modelo de regressdo logistica a resposta esta totalmente especificada
e ndo existem parametros adicionais desconhecidos. Veremos mais adiante que o
mesmo ndo ocorre na Regressdo Simplex. Logo, a atualiza¢do pelo método de

Escore-Fisher é dada por

B =B — (15 ()] ' Ug (1(B))

B = g 4 (XTWX) ' XT (Y — V) (2.49)

O método de Quasi-Newton consiste em substituir a matriz Hessiana por

U,B (1(B)) U,B (1(8))", logo a atualizagdo é dada por
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gu+ — g 4 Ug(1(8))Ug (1 B)H* ' Ug (L(B)) - (2.50)

Ainda, um outro método que pode ser utilizado € o dos Minimos Quadra-

dos Reponderados, que consiste em obter iterativamente do seguinte modo

-1
gom+1) = [XTWWX] XTWmy+m), (2.5D)

emque Y* = (y7,... ,y;‘L)T ¢ a varidvel dependente modificada na m-ésima ite-

racdo e € dada por

n;m; (1 — 7Ti) ’

yi =mi + (2.52)

Mais detalhes desses métodos podem ser vistos em Paula (2013). A con-

NGEVIING)

vergéncia do algoritmo de otimizacdo ¢ alcancada quando |3 —-B 7| <4,

com ¢ sendo um nivel de tolerincia.

2.3.3 Técnicas de diagnéstico

Com o objetivo de detectar observacdes que influenciam no processo infe-
rencial do modelo, serdo apresentadas aqui as técnicas utilizadas para diagnosticar
possiveis pontos discrepantes. Estudos de simulacdo t€ém sugerido o residuo pa-
dronizado tp, para as andlises de diagndsticoem MLG, uma vez que 0 mesmo tem
apresentado nesses estudos propriedades similares aquelas do residuo da regressao
normal linear (WILLIAMS, 1984). Em particular, para os modelos binomiais, esse

residuo € expresso, para 0 < y; < n;, na forma,
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tp, =+

1
2 . P . 2
; [y ln< Y > + (n; —yi) In (" Y )} (2.53)
1—hy ;T Ny — T

em que, o sinal é o mesmo de y; — ¥; € §; = n;7;. Se n; for referente ao modelo
binomial, y; representa o nimero de sucessos (Y = 1) em n; tentativas indepen-
dentes. Se n; for referente ao modelo Bernoulli, Y; representa o evento de interesse
Y =1 em um ensaio e, nesse caso, n; = 1. Quando y; = 0 ou y; = n;, 0 compo-

nente do desvio padronizado assume as formas

{2ni|n (1 — )}

tp, = = (2.54)
V11— hi
ou L2
2n; |In (7
Iy = 2ni[In ()1} 7~ (2.55)
V1= hi
respectivamente.

Para se medir a influéncia das observacdes nas estimativas dos coeficien-

tes, utilizamos a distancia de Cook (L D) aproximada dada por

1 (y; — i)’
(1 - ;;..)2 nifti (1 — 7;)

LD; = (2.56)
Hosmer e Lemeshow (1989) observam que hi; depende das probabilidades
ajustadas 7;, ¢ = 1,...,k, e consequentemente os residuos tp, e a medida de
influéncia L D; também dependem. O valor i‘Lu‘, também denominado de leverage,
¢ dado por
1

hii = nif; (1 — 7)) &l (XTWX) ™ 2y (2.57)

)
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em que W = diag {ni171 (1 — 1), ..., ny@n (1 — 7,)}. Os autores mostraram
ainda por um estudo numérico que o comportamento de hi; numa regressao logis-
tica pode ser muito diferente do comportamento de hi; na regressao linear para uma
mesma matriz X. Os resultados de fL” tp, € LD; sdo apresentados em graficos,
que sdo informativos quanto ao posicionamento dos pontos aberrantes e influentes
com relag@o as probabilidades ajustadas. Nesses graficos, os pontos mais afastados
dos demais sdo candidatos a serem aberrantes e/ou influentes (PAULA, 1995).

A adequacdo do modelo linear generalizado binomial também pode ser
verificada pela estimagdo do pardmetro de escala, ou dispersdo, ¢. Uma forma de
estimar ¢ é pelo método dos momentos da estatistica x? de Pearson generalizada,
dada por

- (Yem) ﬁ)T W) (Y(m) _ )

¢ = , (2.58)
n—p

sendo Y* o vetor de variaveis dependentes modificadas, conforme equagio (2.52),
7 o vetor de estimativas dos preditores lineares, n o nimero de observagdes € p o
nimero de parimetros. Na equacio (2.58), Y* ¢ W™ sdo obtidos da m-ésima
iteracdo do método dos minimos quadrados reponderados. A estimativa (2.58) é
utilizada para checagem de sub ou superdispersdo, em que valores inferiores ou
superiores ao valor unitdrio evidenciam a sub ou super dispersdo, respectivamente
(NUNES; MORAIS; BUENO FILHO, 2004).

O gréfico normal de probabilidades para o residuo ¢p, também pode ser
utilizado para verificar a adequacdo do modelo de regressao logistica, o qual indica
se existem evidéncias de afastamento da suposicao de distribuicao binomial para a
resposta. Consiste em gerar bandas de confianca por reamostragem, também cha-
mado de envelope, e um ajuste adequado ocorre se todos os residuos (ou grande

parte deles) do modelo estiverem contidos nessas bandas de confianca. Mais deta-
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lhes sobre o envelope simulado podem ser vistos em Atkinson (1985).

Atkinson (1981) propde a construc¢do por simulacdo de Monte Carlo de
uma banda de confianga para o residuos da regressdo normal linear, a qual de-
nominou envelope, e que permite uma melhor comparacio entre os residuos e os
percentis da distribui¢do normal padrdo. Williams (1987) discute, com base em
estudos de simulacdo, a aproximacao de forma padronizada proposta por Pregibon
(1981) encontrando fortes evidéncias de concordancia entre a distribui¢ao empirica
do componente de desvio padronizado e a distribui¢do normal padrao para vérios
modelos lineares generalizados e discute também a construcdo de envelopes em
MLGs.

Enfim, a constru¢do das bandas de confianga através de simulacgdo, de-
nominadas envelope e propostas por Atkinson (1985), pode ser feita seguindo os

seguintes passos:

1. Geramos n observacdes da distribuicio candidata considerando o parametro

de dispersdo ¢!, as quais sio armanezadas em y = (y1, ¥, . . . ,yn)T;

2. Ajustamos y contra X e obtemos 7,7 = (1,...,n);
3. Obtemos t} = n/(l — hii)l/Q, 1=1,...,m

4. Repetimos os passos (1) - (3) K vezes. Logo teremos os residuos gerados

wt=1...,nek=1,...K;

5. Colocamos cada grupo de n residuos em ordem crescente, obtendo tz‘i) e

t=1,....,nej=1,...,K;

.. s . N . ..
6. Obtemos os limites t(i)[ = mkln t(i)k e t(i)S = m’?x t(i)k. Assim, os limites

*

.oz e z ~ *
correspondentes ao i-ésimo residuo serdo dados por t(i) ;€ t(i) g
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O procedimento acima foi implementado por Paula (2013) para vérios mo-
delos lineares generalizados e sugere K = 100 como o nimero de vezes para

geracdo do envelope simulado.

2.4 Regressao Simplex

Como visto na secdo anterior, a regressdo logistica pode ser utilizada em
situacdes em que a resposta € proveniente de um evento Bernoulli ou a por meio
da proporcdo de eventos Y = 1 em n ensaios.

Uma distribuicdo que pode ser utilizada para estudar uma varidvel res-
posta continua e restrita ao intervalo (0, 1) € a distribui¢do simplex (BANDORFF-
NIELSEN; JORGENSES, 1991). A distribuicdo simplex faz parte dos modelos de
dispersdao (JORGENSEN, 1997), que estendem os modelos lineares generalizados.

Uma varidvel aleatéria y que segue uma distribui¢do simplex com média

2

p € (0,1) e pardmetro de dispersdo o > 0 tem funcdo densidade dada por

(2.59),
) 1 1
f(ysps07) = <mp{22d@u0},y€(ﬁl% (2.59)
\/2'7T<72{3~/(1—-y)}3 7
em que,

(y — p)? .
y(1—y)*p2(1—p)’

A distribui¢do de y serd denotada por S (11, 0?). A Figura 15 apresenta as

d(y;p) = (2.60)

diferentes densidades para y em diversos valores para os parimetros i e o2,

A variancia de y é dada por
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Ilustragdo da distribui¢do simplex em diferentes valores para os para-

metros y e 2.

1 1 1 1
Var[Y]=p(1—p)— ——=expy ————5 ¢ ', ——— 7,
[ } /’L( M) 0_\/5 p{U2M2(1_H)2} {2 202M2(1_M)2}
(2.61)
emque I {a, b} é a fungdo gama incompleta definida por I' {a, b} = [, t* te 'dt.
A fungdo de variancia de y é dada por V (u) = p? (1 — u)?’.

Sejamy1, ..., yn varidveis aleatrias independentes, com y; ~ S (11, 0%),

¢t =1,...,n. O modelo de regressio simplex é definido pela densidade da forma

(2.59), sendo as médias p; modeladas por
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p
9 () = Bo+ Y Bjwji=x B=m (2.62)

j=1
em que g (-) é a fungdo de ligagéo, estritamente monétona e duplamente diferen-
cidvel que transforma valores do intervalo (0, 1) nos reais, 8 = (51,...,53,) € 0
vetor dos parimetros da regressio (3 € RP), xI' = (x14,...,2p;) sdo os valores
conhecidos de p covaridveis e 7; € o preditor linear.

Pode-se observar que o modelo de regressao simplex acomoda varidveis
respostas com variancias nao constantes, assim como o modelo de regressdo beta,
pois a variancia de y; € uma funcio de p;, definida em (2.61).

A seguir apresentaremos o procedimento para estimacio dos parametros
do modelo de regressdo simplex. Considere uma amostra de n observagdes inde-

pendentes. O logaritmo da funcdo de verossimilhanca é dado por

1(B,0%) = i (1, 0%), (2.63)
=1
em que,
1
li ('ui? 02) =-—5ln {27['0'2 [yl (1 - yz)]g} ﬁd (yza Mz)
_ ! ES I S Ao
- ln (Qﬂ-) 2 ln (U ) 2 h’l [yZ (1 yi)} 20_2 d (yu ,u’l) )

com d (y;; pt;) sendo o mesmo que a expressdo (2.60) para a i-ésima observag@o.

Derivando [ (3, 0?) emrelagdoa 3;,i = 1,..., n, temos

ol (,3, 0'2) . Zn: all (,ui,JQ) d,ui 817i

0B; Ow; — dn; 9B’ (264)

=1

em que
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i (pis 0?) 1
“op — agad i), 2.65
Opi 202 (Y3 p1i) ( )
sendo d’ (yi; p;) = %}Z_M)'
Definindo
1 / .
ri=—5d (yisp), i=1,....m, (2.66)
temos que

O
7&% =0 °r;.

Assim, a funcéo escore para 3 € dada por

al ( n
B 7 Zo o) x (2.67)

7,

em que, ‘fi’;? =5 (1 e 321 = x;;. Em notacdo matricial, a fungo escore para 3 é
1

dada por

Ug[l(B,0%)] =0 ?X"Tr, (2.68)

em que, X é uma matriz n X p, cuja ¢-ésima linha é a: , T =diag { am

t»—‘
N
Q]
=
=

3

N

er = (ry,...,m).

A funcio escore para o é obtida derivando [ (,8, 02) em relagdo a 0,

0(8.0%) =l (0.0”)
Oo? _; Oc2

em que,
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8[1' (Mi, (72) 1 1
—_— = ———F5 —d iy i) - 2.

Logo, a fungio escore para o2 é dada por

Up [1(B,0%)] = —5 5 + @ Zd vis 1) (2.70)

A partir das segundas derivadas do logaritmo da fun¢@o de verossimi-
lhanga definido em (2.61), pode-se obter a matriz de informacdo de Fisher. De

(2.62), a segunda derivada de [ (3, o) em relagdo a 3; ¢ 3; é dada por

9% (B,0?) _ i 0 (Ol (pi,0?) dp; Om; \ dp; O

0808, — O Ou;  dn; dB; ) dn; dp,;
- i 0 all (Mi, 0'2) dﬂi d/il 8777'1’

— O ou;  dn; | dn; dB;™"

derivada do produto

2 4 .
{ O ) dp | Ol (%) 0 (du)}dﬂ

oz dni Owi  Owi \ dn;

[
M

ol (pi,o? .
Pode-se mostrar que & [(;Mo)} = 0. Dai, temos que

LB, o) | _ - g | P (0 0®) | (i \*
050 ]_;E[ O (CM?) e

Da equagdo (2.65), obtemos

E

8#2 - 202 Yis ,Ul) s
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2 d(yi;pa)
8#12 :

Pode-se mostrar também que

em que, d” (y;; pi) =

302 n 1
i (1 —pi) (1 — )

E[d" (yi; )] = 2.71)

Dessa forma, temos que

9% (8,0?) 1< 302 1 1
FE|l———— 2| =—— iiLij-
[ 0B:0B; ] = {m (=) - Ni)3} (o (>
——

a; dp s 2
#)
(2.72)
Matricialmente, a expressio (2.72) é dada por
%1 (B, o? 1
E L‘;) — X" AX, 2.73)
0B0B o
em que, X é a matriz de delineamento de ordem n x p, A = diag{a1,...,a,}e
- 302 1
@ = (i T pE(1—p)®”

A partir da expressdo (2.64), pode-se obter a derivada de segunda ordem

del (,8, 02) em relacdo a 3 e 02, que é dada por

01 ( Z .
65 802 802 “gf ()

i, b
04; g ()"

Como FE [r;] = 0, seque que
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E

(8.4 _
6[3@60 2 -
A segunda derivada em relaciio a o2 é obtida a partir da equacio (2.69),

logo

PUB. %) _ g O (10,07

oot A oot
i=1

202 20

1
i M:

0 1 1
03 |33 g i)
n n
T 94 Ezd(yi;ﬂi)-
i=1
Pode-se mostrar que E [d (y;; j13)] = o2, portanto

(92l(ﬁ,02) _on
Bl | = 5 (2.74)

ol

Assim, a matriz de informacao de Fisher, [, para (,8, 02) € dada por

_24(Be?) ) 5 021(3,02)

IE (,6 02) =
’ 021(3,02) 021(3,02)
E- 0B;002 B\ - dot
LXTAX 0
E(B0%)=| T : (2.75)
0 307

com A definido como em (2.72).

Os estimadores de mdxima verossimilhanca dos parimetros 3 e o2 sdo
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obtidos por meio das solugdes das equagdes Ug (B,0%) =0e U, (B,0%) = 0.
Porém, somente o estimador para o possui forma fechada.
Seguindo essa ideia, igualando a zero a equagdo (2.70), o estimador de

méxima verossimilhanca para o2 é dado por

o 1 X
6% =~ d(yi i) (2.76)
=1

Para a estimag@o de (3, serd necessdrio utilizar algum método de maxi-
mizacdo numérica do logaritmo da fung¢do de verossimilhanga definida em (2.63),
como o método de Newton-Raphson, escore de Fisher ou quasi-Newton. A se-
guir, descreveremos o método de quasi-Newton. Este método é mais conhecido
por BFGS, pois foi desenvolvido por Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno (NO-
CEDAL; WRIGHT, 1999). Este método, com o mesmo principio do algoritmo de
Newton-Raphson, utiliza uma sequéncia de matrizes simétricas e positivas defini-
das B em substitui¢do da matriz [I5] '

Denotando U (3) = U 3 (B,0?), a forma iterativa para estimar 3 é dada

por

5@H):ﬁ@%—d”B@U(ﬁ@),i:OJ,”, 2.77)

em que, a® ¢ um escalar determinado por algum procedimento de busca linear
a partir de ) na direggo —BWU (6V) de forma que f (y;60?) cresca nessa

direcdo. B sdo matrizes simétricas e positivas definidas, dadas por

BmgmmgmgTBw

B+l — gl _
@w»TBmgm
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em que s = g+ — g) e y(O) = U (B+1)) — 7 (B()). Mais detalhes sobre
o método também pode ser encontrado em Nocedal e Wright (1999).

O procedimento BFGS, descrito acima para estimar os parametros do mo-
delo de regressdo simplex, estd implementado no software R por meio da funcdo
optim, que além desse otimizador, possui implementado também os otimizadores

Nelder-Mead, gradiente conjugado e simulating annealing.

2.4.1 Técnicas de diagnéstico

Uma vez estimados os parametros de modelo de regressdo simplex, existe
o interesse em verificar a qualidade do ajuste do modelo corrente. A medida h;;,
o leverage, € utilizada para tal propésito. A matriz H de dimensdo n x n para o

modelo de regressdo simplex é definida como

H=A"2X (XTAX) ' XTA!2, (2.78)

em que A = diag{ai,...,a,} e a; é definido como em (2.72). Cada elemento
de A depende de ;, logo os elementos de A correspondem aos valores ajustados
a; para cada observagdo.

Espinheira et al. (2008) e Ferrari e Cribari-Neto (2004) denominam o
residuo de um modelo de regressdo beta como sendo padronizado ponderado. O
mesmo é feito para um modelo de regressio simplex. Considerando o2 conhecido,

o residuo padronizado ponderado € definido da seguinte forma:

7

rPP = () (2.79)
5 (1 - hys

Em que #; = —3d’ (yi; i), com d' (y;; ;) definido em (2.65), hi; é 0 i-ésimo
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2 302 + 1
fi(1=fi) * pd(1—43)

elemento da diagonal da matriz H, §; = Var (r;) = o e

i = g‘l (X;TF,B). Na prética, como o2 é desconhecido, utilizamos a estimativa

de méxima verossimilhanga 2.

2.5 Critérios de adequacdo de ajuste

Serdo apresentados a seguir os critérios de adequacdo de ajuste utilizados

neste trabalho.

2.5.1 Critérios de Informacio de Akaike e Bayesiano

O Critério de informacdo de Akaike (AIC) proposto em Akaike (1974) é
uma medida relativa da qualidade de ajuste de um modelo estatistico.

O AIC ndo € uma prova sobre o modelo, mas uma ferramenta til na se-
lecdo de modelos. Para seu cédlculo, ndo existe teste de hipéteses, significincia e

nem valor-p. E definido como:

AIC = —2] (é |y> +op (2.80)

em que [ (é \y) € o logaritmo neperiano da funcdo de verossimilhanga do modelo
emfe p € o nimero de pardmetros do modelo.

Schwarz (1978) propds um critério conhecido como Critério de Informa-
cdo Bayesiano (BIC), que corresponde a troca do fator 2, que € o peso do niimero

de parametros, em (2.80) por In(n), logo o BIC é dado por:

BIC = —21 (é |y) +p In(n) 2.81)
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em que n € o nimero de observagdes da amostra.

Dado um conjunto de modelos ajustados aos dados, o modelo preferido é
0 que apresentar menor valor dos critérios acima, ou seja, quanto menor for o valor
desses critérios melhor serd o ajuste do modelo aos dados (AKAIKE, 1974).

Para modelos de regressao ajustados via algoritmo boosting, o cdlculo do
AIC e BIC é modificado para levar em considerac¢do a func¢do perda otimizada.

Conforme Buhlmann e Hothorn (2007), o AIC é dado por:

AIC =25 (Y, g) + 2df (m) (2.82)

em que p (Y, g) é a fungdo perda avaliada na iteragdo m do algoritmo e df (m) é
o nimero de graus de liberdade na iteracdo m. De maneira similar, o BIC é dado

por

BIC =2p(Y,g) +1n(n)df (m). (2.83)

A quantidade df (m) ndo é obtida de maneira usual como em modelos de
regressdo. Vamos apresentar a ideia de graus de liberdade em algoritmo boos-
ting iniciando pelo modelo mais simples, que € obtido quando utilizamos a perda
quadrética e resulta no algoritmo L;Boosting. Considere o procedimento base

descrito em (2.26). Denote por

X 0) (Xm)T

HU) = i=1,...
HX(])H2 7] ) 7p7

a matriz chapéu (hat) de ordem n X n para o ajuste por minimos quadrados utili-

zando a j-ésima varidvel preditora X0 = (X fj ), ey XT(LJ ) ) apenas. O denomi-
) 1 ~

nador Hx(J) H = xTx denota a norma euclidiana para o vetor x € R™ Entio, a

matrix chapéu do procedimento base em (2.26) é
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A

HA) . (uy,...,up) — 0y,..., 0y,

ou seja, o vetor gradiente negativo contribui para a obtencdo das estimativas dos
betas que minimizam a soma de quadrados do residuo, conforme pode ser visto na
expressao (2.28). A matriz chapéu para o algoritmo LoBoosting na iteragdo m é

dada por:

B — Bm=1 4 ,g(im) (I _ B(m—l))
—1- (1 - UH(im)) (1 - UH(X,,H)> - (1 - UH(Xl)) ,

em que, ;\r € {1,...,p} denota o componente que é selecionado pelo procedi-
mento base (2.26) na r-ésima iteracdo. Buhlmann e Hothorn (2007) salientam
que B(™) ¢ dependente da varidvel resposta Y pelos componentes selecionados
5\7,, r = 1,...,m. Por causa disso, B(™) deve ser visto como uma aproximacao
da matriz chapéu e, conforme os mesmos autores, quando o algoritmo € finalizado
em sua iteracio 6tima, a matriz B(™) equivale 2 matriz H em estimagio por mi-
nimos quadrados ou médxima verossimilhanca. Sendo assim, definem os graus de

liberdade de um ajuste boosting na iteracdo m como

df (m) = tr (B(m>) .

No caso de boosting, mesmo quando v = 1, df (m) é diferente do que
contar o nimero de varidveis que foram selecionadas na iteracdo m, uma vez que

uma mesma varidavel pode ser selecionada em duas ou mais itera¢des do algoritmo.

Diante do exposto, podemos estimar a variancia do erro, 02 = E [52

1} €m um

modelo linear por
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o = n—dlf(m) > (Yi — fm (Xi))27

=1

Além disso, podemos representar

P
B™ — Z B(mMU) (2.84)

j=1
em que B(™(U) & a matriz chapéu (aproximada) que produz os valores ajusta-
dos para o j-ésimo preditor, ou seja, B WY = X0) B](m) Assim, as matrizes

B(™0) de cada iteracio podem ser obtidas de maneira iterativa pela seguinte atu-

alizacao:

B(m)(;\m) — B(mfl)(:\m) + ’L)H(j\m) (I _ B(m—l)) ’

B(M0) — B(Whl)(j)7 para todo j # A

Entéo, temos uma decomposi¢do do total de graus de liberdade em p termos:

p
df (m) = _dfY) (m),
j=1
df9) (m) = tr <B(m)(j)) .

Os graus de liberdade individuais df () (m) sdo tteis para quantificar a
complexidade da estimativa individual do coeficiente B J(m).

Tendo visto o processo de obten¢do dos graus de liberdade em algoritmos
boosting, podemos calcular o AIC e BIC, como apresentado nas equagdes (2.82) e

(2.83). Além disso, uma boa itera¢do de parada m pode ser determinada.
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No caso do algoritmo Binomial Boosting, ocorre uma modificagc@o na de-
rivacdo da matriz chapéu. Ao invés de (2.84), um argumento de linearizacdo

m)

leva a seguinte recursdo para uma matriz chapéu aproximada B(™) assumindo

fO ) =o:

B — ;WO (A1)
B = B 4 40w DHO) (1-BUD) > 2,

W) = diag {fr<m> (X;) (1 — qm) (X,-))} . 1<i<n.

Os graus de liberdade sdo dados por df (m) = tr (B(m)). Logo, o AIC
para a perda negativo da log-verossimilhanca da binomial, definida em (2.19), fica

dado por

n

AIC (m) = 2} [Yiln (70 (X)) + (1= Yoy In (1= 7 (X)) | +2df (m)

(2.85)

ou para o BIC(m) com termo de penalidade In (n) df (m).

2.5.2 Indice de Complexidade da Informacao de Bozdogan (ICOMP)

Os critérios de informacao apresentados na secio 2.5.1 sdo uma combi-
nacdo entre uma medida de bondade de ajuste (como o negativo de duas vezes
a log-verossimilhanca) com uma medida de complexidade do modelo, como por
exemplo, no AIC e BIC essa medida é dada em termos do nimero de parime-
tros do modelo. Bozdogan (2000) fez criticas com relacido a essas medidas de
informacdo no sentido de que o termo que mede a complexidade (ou termo de pe-

nalidade) do modelo no AIC e BIC nio leva em consideracdo a correlagdo entre
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as varidveis, a lineariedade e ndo lineariedade dos pardmetros do modelo. Nesse
sentido, propds um critério, o indice de complexidade da informacao de Bozdogan
(ICOMP), que utiliza a matriz de informacgao de Fisher para compor o termo que
mensura a complexidade do modelo, uma vez que ela contém informacéo sobre a
correlacdo entre os pardmetros do modelo avaliado.

Por isso, 0 mesmo autor diz que critério ICOMP estende os critérios do
tipo AIC, com uma penalidade devido ao aumento da complexidade do sistema,
no sentido de que quanto maior o nimero de varidveis e a relagcdo entre elas, mais
complexo se torna o modelo. Em geral, para modelos univariados e multivariados

0 ICOMP € definido como

ICOMP = 2] (é |y) +20 [rl (9)] , (2.86)

em que,

el () =2 [o [T O] o (0 @), e

S

denota a complexidade da informagdo maximal de I~! (é) Na equagdo 2.86,
p € nimero de pardmetros, n o tamanho da amostra, 0 a estimativa dos parame-
tros, I~! <é) = Var {é} a inversa da matriz de informacdo de Fisher, e s =
rank [I‘l (é)}

Como dito, o critério ICOMP avalia a complexidade do modelo por meio
da estrutura de correlacdo das estimativas dos parametros via I~ (é) . Os elemen-
tos da diagonal de 71 (é) correspondem as varidncias estimadas dos parametros
do modelo e indicam a sensibilidade dos pardmetros, enquanto que os elementos

fora da diagonal sdo as covaridncias entre os pardmetros, as quais medem o grau
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de colineariedade entre as colunas de ~! (é) e revelam a dimensao da indepen-
déncia dos parametros. De acordo com esse critério, o melhor modelo dentro de
um conjunto de modelos é o que minimiza o I[COMP (LANNING; BOZDOGAN,
2003).

Em estudos de simulagdo com modelos néo lineares, sele¢do de variaveis
em regressdo multivariada e modelos de séries temporais, Bozdogan (2000) verifi-
cou que o critério ICOMP apresentou resultados superiores ao AIC em termos de

selecdo do verdadeiro modelo simulado.

2.5.3 Interpretacao dos parametros e medindo o efeito dos componentes em

experimentos de mistura

Em MLG’s, funcdes de ligagdo podem ser usados para interpretacdo dos
parametros. Por exemplo, uma vez que uma chance estabelece uma relagdo com a
funcdo de ligagdo logit, a razdo de chances € utilizada na interpretacdo dos para-
metros. Na regressao logistica, ; representa a mudanga no logit que resultaria de
uma mudanca unitdria em x;, quando as outras varidveis estdo fixas. Portanto, in-
terpretagdes para os pardmetros usando a ligagdo logit € direta para os coeficientes
exponenciados. Esses coeficientes exponenciados representam a razao de chances
(HOSMER; LEMESHOW, 2000).

Na andlise de experimentos de mistura com regressdo logistica, a razéo
de chances ndo pode ser usada como na regressao logistica usual. Uma vez que
a proporcdo dos componentes individuais x; estdo no intervalo entre O e 1, os ou-
tros componentes ndo podem se manter constantes devido as restricdes dadas na
expressao (2.1). Em outras palavras, se a quantidade do componente x; aumenta,

entdo a quantidade de todos os outros componentes diminuem, mas sua razao de
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um para o outro permanece constante. Nesse caso, a funcio de ligacdo pode ser
usada para interpretar os pardmetros. Se nio existem restricdes para os componen-
tes da mistura como na expressao (2.2), 5; retorna o valor esperado da resposta de
acordo com a escala logit do componente ¢. Isso é também a altura da superficie
no ¢-ésimo vértice da regido simplex. Similarmente, de acordo com a escala logit,
os pardmetros (3; mostram o desvio na superficie que é definido pelo modelo de

primeiro grau

lOgit (ﬂ') = Z(‘Z—l ﬁlfﬁl

Se o B; € positivo, acarreta um efeito sinergético sobre a resposta, caso
contrdrio, ou seja, se o 3; é negativo, acarreta um efeito antagénico sobre a res-
posta.

Se existem restri¢des sobre os componentes da mistura como na expressao
(2.2), o modelo com os componentes originais apenas mostra a superficie sobre a
regido experimental restrita. Nesse caso, uma interpretacdo direta sobre os para-
metros do modelo com os componentes originais ndo pode ser feita. Por outro
lado, existe o interesse sobre o conhecimento do efeito de 3;;x;x; (num modelo
de segundo grau), ou outros termos, 0s quais sao comumente adicionados aos ter-
mos lineares da mistura, sobre a resposta. Em situacdes do tipo, € mais adequado
estudar o efeito de cada componente sobre a resposta do que interpretar os para-
metros. Nesse sentido, para estudar o comportamento de sistemas de mistura em
mais detalhes serd abordado o conceito de direcdo Cox (Cox direction) para os

efeitos dos componentes sobre a resposta.
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2.5.3.1 Direcao Cox para grafico de resposta traco

Graficos de resposta traco, ou também denominados de trace plots, tem
sido amplamente utilizados em mistura de experimentos para medir os efeitos dos
componentes que compdem a mistura sobre a resposta na regido experimental. Es-
sencialmente, esses graficos avaliam o comportamento da varidvel resposta con-
forme incrementos de cada componente ocorrem enquanto 0s outros componentes
permanecem fixos. Contudo, como visto na se¢do anterior, em experimentos de
mistura os componentes variam conjuntamente. Para contornar esse problema, os
gréficos de traco sdo construidos utilizando a dire¢do Cox (AKAY; TEZ, 2011).

A dire¢dao Cox do componente ¢ é uma linha imagindria projetada da mis-
tura de referéncia para o vértice x; = 1. As propor¢des dos ¢ componentes na
mistura de referéncia é ¢ = (c1, g, ..., ¢q),emque Y ¢, ¢; = 1. O ponto de re-
feréncia c padrao € geralmente adotado como o centréide do experimento. Quando
a proporg¢ao ¢; do componente ¢ ¢ mudada por uma quantidade A; na dire¢ao Cox,

entdo a nova propor¢ao se torna

T = ¢ + 4. (2.88)

Quando existem apenas restrigdes como na expressao (2.1) sobre os com-
ponentes de mistura, A; varia no intervalo [—¢;, 1 — ¢;]. Caso contrério, para
restri¢cdes adicionais sobre 0os componentes como na expressio (2.2), A; varia no
intervalo [L; — ¢;, U; — ¢;]. As propor¢des dos ¢ — 1 componentes restantes, re-
sultante de ¢; no i-€simo componente, é

1—2; . . .
ijCj?;,jzl,Q,...,q,j#l. (2.89)
(A
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O fato de um incremento ocorrer em um componente x; € ter os corres-
pondentes compoentes em (2.89) pode ser explicado como se segue para o caso de
g = 3. Considere uma mistura na regido simplex (x1, x2, x3), um ponto de refe-
réncia ¢ = (¢, ¢2,¢3) e os vértices A = (1,0,0), B = (0,1,0) e C = (0,0,1).
Considere ainda que um incremento A; ocorreu em z, ou seja, vamos obter a
dire¢do Cox para o componente x; com mistura de referéncia ¢ em direcdo ao
vértice A. A Figura 16 ilustra os incrementos A; no ponto de referéncia para cada

componente de mistura.

Figura 16 Tlustracdo da dire¢do Cox para os incrementos A; no ponto de refe-
réncia ¢ = (¢, co, ¢3) para cada componente de mistura.

Veja na Figura 16 que a partir de 21 = ¢; + A1, todos os outros com-

ponentes sofreram alguma variagdo A. Note ainda que, para 1 = ¢ + Ay, trés
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segmentos sdo definidos, sendo um com comprimento 1 — z;, um com compri-
mento ¢; + A e outro com comprimento ¢;. Considere agora outro componente
de mistura, diga x2, e, da mesma forma como foi feito para x;, pode-se encontrar
os segmentos 1 — x2, 1 — co, T2 € co. A relacdo entre esses segmentos e os obtidos

por x1 e c¢; sdo mostradas na Figura 17.

Rt

Figura 17 Ilustragdo da direcdo Cox considerando o componente de mistura z9
e as relagdes entre os segmentos formados por esse componente, ;1 €
o ponto de referéncia ¢ = (c1, c2, ¢3).

Para melhor visualizacio das relacdes entre os seguimentos referenciados,
considere a Figura 18 que mostra apenas os segmentos envolvidos para os com-

ponentes 1 € 9. Note que, pelo Teorema de Tales !, é possivel estabelecer uma

'Se duas retas sdo transversais de um feixe de retas paralelas, entdo a razdo(divisdo) entre dois
segmentos quaisquer de uma delas € igual a razo entre os segmentos correspondentes da outra.
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relacdo entre os segmentos 1 — ¢y, ¢, 1 — x1 € x9, OU seja,

T co 1—x
= I9 = C2

1—331:1—61 1—c;’

l-x 4

!

G

Figura 18 Tlustracdo da direcdo Cox mostrando apenas os segmentos envolvidos
para os componentes x1 € x2, a fim de estabelecer uma relagio entre
os segmentos 1 — ¢y, ca, 1 — x1 e x2, pelo Teorema de Tales.

De maneira anéloga, obtém-se

E o caso geral recai na equacdo (2.89). Note que a razdo das propor¢des para
os componentes j € k, em que x; e x; sdo definidos pela equacdo (2.89), € o

mesmo valor que a razdo dos componentes j e k na mistura referéncia, ou seja,
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:7;; = 2—; Em outras palavra, conforme a quantidade do componente x; aumenta,
a quantidade de todos os outros componentes diminui, mas sua razdo de um para
0 outro permanece constante.

No caso de uma regido experimental restrita ser um simplex regular, uma
representacdo alternativa da dire¢do Cox pode ser dada, considerando o fato de
que % = 2—2 Nesse caso, analogamente a razao das propor¢des dos componentes
escolhidos ao longo dos eixos para um componente na dire¢do Cox, com a ajuda da
razdo de componentes em qualquer ponto na regido restrita, a mudanca na resposta
pode ser medida. Por exemplo, em um sistema de mistura com ¢ = 3, ao longo

que o eixo do componente x; passa através do ponto de referéncia, os componentes

xj e xy, sendo x; /), = p,,, sdo obtidos fazendo

Zj Cj Cj Cj 1— ZT; 1-— €Ty
=" == "2 =T = —CT—— = Tj = Pg;Ch7——
T Ck Ck c. 1—g¢ 1—g¢
1—in pm(l—l‘i)
J p557, Cj+ck J pxl + 1 ) ( )
Ck
em que, 1 — ¢; = ¢j + ¢;. Da mesma forma obtém-se zy,, dai

T, Cj c c, 1—ux 1 1—xz;
J:J:xk:ixjjmk:jcjil :>$k:76j72
T  Ck cj ¢ T1—g¢ Pz; "~ Cj Tt C

11— €Ty 1-— ZT;

z; pz; +1

em que, L; < x; < U; e p,, mostra a razdo dos componentes exceto z; no ponto
referéncia.
Para fixar o conceito de direcao Cox e a constincia entre a razao de dois

componentes, considere o seguinte exemplo numérico apresentado na Tabela 4
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considerando o ponto de referéncia ¢ = (0, 332, 0,466, 0, 202) e incrementos para

o componente z1. Observe que p,, = 2,307 = E—i = % para qualquer incremento

de 0, 1 para z;.

Tabela4 Exemplo numérico da dire¢cao Cox para o componente £ com compo-
nentes x2 € x3 (denotados por x35 e x3) obtidos pelas equagdes (2.90) e
(2.91), considerando o ponto de referéncia ¢ = (0, 332, 0, 466, 0, 202).

x1 c1 c2 c3 Pz X1 T Ty @/

0 0332 0466 0202 2307 0 0,698 0302 2,307
0,1 0332 0466 0,202 2307 0,1 0,628 0,272 2,307
0,2 0,332 0466 0,202 2307 0,2 0,558 0,242 2,307
0,3 0332 0466 0,202 2307 03 0488 0,212 2,307
04 0,332 0466 0,202 2307 04 0419 0,181 2,307
0,5 0332 0466 0,202 2307 05 0349 0,151 2,307
0,6 0,332 0466 0,202 2307 06 0279 0,121 2,307
0,7 0332 0466 0,202 2307 0,7 0209 0,091 2,307
0,8 0,332 0466 0,202 2307 08 0,140 0,060 2,307
09 0,332 0466 0202 2307 09 0,070 0,030 2,307

1 0332 0466 0202 2,307 1,0 0,000 0,000 -

* Componentes de mistura obtidos de acordo com as equacdes (2.90) e (2.91).

Os pontos formados pelos componentes x1, 2 € x3 na Tabela 4 formam
uma linha na regido simplex que comec¢a no lado em que x; = 0 e, conforme
incrementos de A = 0,1 ocorrem em x, 0s pontos correspondentes caminham
em direcdo ao vértice A = (1,0,0), em que ;1 = 1, como pode ser visto na
Figura 19. Esses pontos formam a direcdo Cox. Analogamente pode-se fazer a
direcdo Cox para os componentes T2 € x3.

Dessa forma, o valor da resposta predita para o preditor linear de primeiro

grau, ao longo da dire¢do Cox para o i-€simo componente é dado por

N 5 5 Px; (1 - $z) 51—
logit (Tty,) = Bix; + Bi— + ,
g ( z,) Bz i 6] Pa, +1 /kaxi +1
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o :
B=(0.1.0) 0.2 0.4 . 06 0.8 C =(0.0.1)
X

Figura 19 [Ilustragdo da direcdo Cox com os pontos formados pelos componen-
tes 1, x5 e x3 (x5 e x5 obtidos de acordo com as equagoes (2.90) e
(2.91)) na Tabela 4, os quais formam uma linha na regido simplex com
origem no lado em que z; = 0 e, conforme incrementos de A = 0, 1
ocorrem em x1, os pontos correspondentes se direcionam ao vértice
A=(1,0,0),em que z; = 1.

Na equagdo (2.92), usando logit (7, ), um traco resposta 7., para cada compo-
nente de mistura x; é obtido. O traco resposta € um grafico dos valores estimados
da resposta, usando o modelo ajustado, ao longo da direcdo definido na equacio
(2.88). Esses tracos representam o efeito da mudanga de cada componente de mis-
tura enquanto todos os outros componentes permanecem em razio constante. O
modelo dado pela equagdo (2.92) pode ser expandido para diferentes preditores

lineares.
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2.5.3.2 Graficos da raziao de chances para os componente de mistura

A razdo de chances é comumente utilizada para interpretacdo dos para-
metros em regressdo logistica por causa de sua ficil interpretacdo. A razdo de
chances pode ser utilizada também como uma medida relativa da chance de su-
cesso de um conjunto relativo a um outro conjunto. Em experimentos de mistura,
técnicas graficas baseadas em gréfico traco podem ser usadas para comparacdes
do tipo. Considere um ponto qualquer ¢ = (¢;, ¢;, ¢) que é tomado como um
grupo controle sobre a regido experimental, a razdo de chances é dada ao longo do

eixo x; por

— chance x;
OR(x;) =
(i) chance controle

5 5 Pz (1—z4 3 —
exp { Bimi + 3250570 + Bl

exp {Bzcz + Bjcj + Bka}

};Liﬁwz‘SUi-

De maneira mais simples, a equacao acima pode ser reescrita como

OR (zi) = exp { A+ BB + BC ), (2.93)
— . . _ plz(limi) . o 1l—x; ~
emque A = z; —¢;, B==—3~ —c¢je C = =4 — ¢;. Em uma comparagéo

que toma o grupo controle como base, o grupo acima chance x; deve ser dado
sobre diferentes eixos, uma vez que se os mesmos eixos sio utilizados, intervalos
de confiancga ndo apropriados serdo obtidos.

Em geral, a razdo de chances é apenas uma estimativa pontual e assume
valores entre zero e infinito. Se a razdo de chances ¢ igual a um, isso quer dizer

que nio existe diferenca entre os grupos comparados, e se for diferente de um,
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significa que existe diferenca. Além disso, as razdes preditas obtidas pela equagdo
(2.93) formardo uma curva e a diferenca entre os grupos comparados com a ajuda
das curvas obtidas pode ser interpretada.

A precisdo da razdo de chances pode ser verificada pelo intervalo de con-
fianca. A largura do intervalo de confianga reflete o tamanho da variabilidade
inerente a razdo de chances. Para calcular o erro padrio e o intervalo de confi-
anca para a razdo de chances, precisamos transforma-la para a escala logaritmica,
que resulta em sua distribuicdo amostral sendo aproximadamente normal (HOS-
MER; LEMESHOW, 2000). Observe que a expressdo para o logaritmo neperiano
da razdo das chances na equacéo (2.93) depende do componente de mistura z; € o
coeficiente estimado ;. O estimador do logaritmo neperiano da razdo das chan-
ces € obtido trocando os parametros na equagdo (2.93) pelos seus estimadores.
Utilizando métodos para calcular a varidncia de uma soma, obtemos o seguinte

estimador:

Var {1n [OE(Z-)} } =AVar [5] + BVar [Bj] +CWar [ﬁk]
+24ABCév [ﬁ B]} +24CCév [ﬁ Bk} (2.94)
+2BCCov [Bj, /S’k} .
Uma vez obtida a estimativa da variancia do log da razdo das chances

estimado, podemos obter o estimador do intervalo de 100 (1 — «) % de confianga

para o logaritmo neperiano da razao das chances, que é dado por

L —

1oy {1 [ORG)]} = B+ 8, + 4] &0y Var {m [0RG] ),
(2.95)
em que, \/ Var {ln [OE(\@)} } ¢ o erro padrdo do estimador do logaritmo ne-
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periano da razdo de chances, Z(g2) é o (5)-ésimo quantil da distribuicdo normal
padrdo com « nivel de significancia.

Como visto na secéo 2.2.1.2, o algoritmo Gradiente Boosting de Friedman
depende apenas do vetor gradiente do modelo e, dessa forma, as variancias e co-
variancias dos parametros do modelo ndo podem ser obtidas. Para contornar esse
problema, foi obtido o erro padrdo do estimador do logaritmo neperiano da razdo
de chances pelo método de Monte Carlo, como descrito em Rizzo (2007). Para
tal, considere 6 como sendo o valor do logaritmo neperiano da razdo de chances
e § 0 seu estimador. O intervalo de confianca desejado foi obtido seguindo-se os

seguintes passos:

(i) Gerar uma amostra de tamanho n da distribui¢do Simplex com as estimati-
vas de Maxima Verossimilhanga /i e 2. Para o modelo de mistura do tipo
Scheffé, simular a amostra por meio do delineamento Centréide Simplex e
para o modelo do tipo razdo simular a amostra por meio do delineamento
Vértice Extremo. Mais detalhes desses delineamentos podem ser vistos em

Cornell (2002);
(ii) Da amostra simulada em (i), calcular é;
(iii) Repetir os passos (i) e (ii) B vezes;

(iv) A partir do vetor 6 = (éz‘l) < é&) <...< é{B))’ para algum nivel de sig-
nificancia a, o intervalo de confianga Monte Carlo 100 x (1 — «) % é dado
por

IC( ) (0) = |8ty O] - (2.96)

emque k; = (B+1)(a/2) e ke = (B+1) (1 —«a/2) sdo os maiores
inteiros ndo maiores que (B + 1) (a/2) e (B+1) (1 — «/2), respectiva-
mente e é?kl) ¢ o percentil 100 (/2) % e éz*kg) o percentil 100 (1 — «/2) %.
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Os limites inferiores e superiores do estimador do intervalo de confianca
para a razdo de chances sdo obtidos exponenciando os limites nas equagdes (2.95) e
(2.96). Sao preferidos os modelos cujos intervalos de confianga sdo mais estreitos.
Portanto, métodos graficos baseados em intervalos de confianca para a razio de
chances podem ser utilizados para comparar os modelos.

Finalizando a metodologia proposta, para obten¢do dos resultados serdo
utilizados os pacotes estatisticos mboost, bbmle, VGAM e mixexp do Sistema Com-

putacional Estatistico R (R CORE TEAM, 2015), para realizacdo das andlises.
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3 CONCLUSAO

Na perspectiva de proporcionar o embasamento tedrico para o desenvol-
vimento do que foi exposto nos artigos que compdem este trabalho, na primeira
parte da tese realizou-se uma explanagdo considerando alguns tépicos que consti-
tuem a base tedrica para a estatistica. Para essa fundamentacao foi organizada uma
abordagem sobre os experimentos de mistura e os principais modelos de regres-
sdo utilizados. A distribuicdo simplex, pertencente a classe dos modelos lineares
generalizados, representa a contribui¢do desta tese aos experimentos de mistura,
bem como o emprego de algoritmo boosting. Ao final descreveu-se os critérios
que possibilitardo as comparagdes dos modelos, tais como o AIC, BIC, ICOMP,
graficos de envelope simulado para os residuos e graficos das razdes de chances. O
referencial tedrico apresentado possui a fungdo de validar o construto da pesquisa,
estabelecendo relagcdes que serdo consideradas na discussdo dos resultados e na

conclusdo final do trabalho.
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RESUMO

Experimentos de mistura sdo frequentemente utilizados em muitos campos da ci-
&ncia, como por exemplo em quimica, farmdcia e industria de produtos para con-
sumidores, nos quais a resposta a ser analisada estd em fun¢do de uma combi-
nacdo de varidveis denominadas de componentes de mistura. Esses experimen-
tos caracterizam-se por apresentar colinearidade e, quando a resposta € propor¢ao,
pode ocorrer o efeito da sub/super-dispersdo. Nesse contexto, esse trabalho propde
uma nova abordagem na andlise de dados em experimentos de mistura utilizando a
distribui¢do simplex pertencendo a classe dos modelos lineares generalizados, de-
nominado por regressdo simplex. As vantagens desta nova abordagem ¢ ilustrada
em um experimento utilizado para estudar o efeito de diferentes dietas compostas
por gordura, carboidrato e fibra sobre a expressdo de tumor nas glandulas mamé-
rias em ratos fémeas. A comparagdo do modelo proposto com os existentes na li-
teratura foi feita mediante os critérios de sele¢cdo de modelos AIC, BIC e ICOMP,
graficos de envelope simulado para os residuos dos modelos ajustados, graficos
da razdo de chances e seu respectivo intervalos de confianca. Concluiu-se que o
modelo de regressdo simplex apresentou melhor qualidade de ajuste e produziu
intervalos de confianca para a razdo de chances mais precisos.

Palavras-chave: Modelo Linear Generalizado, Propor¢ao, Modelo de Mistura, Re-
gido Simplex.
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1 INTRODUCAO

Um experimento de mistura consiste em otimizar uma varidvel resposta

com a restricao de que

dwi=1, (1.1)

em que z; (0 < x; < 1) representa a propor¢do do i-ésimo componente (i =
1,2, ..., q), com ¢q o nimero de componentes (BOX; DRAPER, 2007). Caso um
componente tenha propor¢do igual a um, ou seja x; = 1, os demais componentes
terdo proporg¢do iguais a zero e a referida mistura recebe o nome de mistura pura
para um determinado componente. O espago que compde 0s g componentes as-
sume a forma de um simplex regular de dimenséo (¢ — 1). No caso ¢ = 3, a regido

simplex é um espago de mistura triangular. Por questdes econdmicas e, ou, fisicas,

as vezes sio impostas restri¢des adicionais sobre os componentes individuais

sendo L; e U;, respectivamente, os limites inferiores e superiores e a restricao (1.2)
reduz a regido restrita dada na equacdo (1.1).

Diante do exposto, a modelagem estatistica € feita utilizando modelos po-
linomiais assumindo normalidade para a varidvel resposta (CORNELL, 2002).
No caso de varidveis seguindo outras distribui¢des, tais modelos sdo adaptados
utilizando-se modelos lineares generalizados (MLG). Especialmente, quando a
varidvel resposta € bindria ou binomial, o0 modelo de regressdo binomial (logis-
tica) tem sido bastante utilizado, mas esse modelo ndo acomoda o efeito da sub

ou super-dispersao que frequentemente ocorre em dados agrupados. Para tal, esse
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trabalho propde o uso do modelo de regressao simplex, que ¢ um modelo da classe
dos MLG com a vantagem de modelar a sub ou super-dispersao de dados binomi-
ais.

A sub ou super-dispersdo € caracterizada quando a variancia observada
¢ inferior ou superior, respectivamente, a variancia esperada do modelo, o que
influencia diretamente nas estimativas do modelo ajustado causando a deflagdo ou
inflacdo da resposta predita (MYERS; MONTGOMERY, 1997). Mais detalhes
dessa abordagem serdo apresentados na sec¢do 2.3.

Especialmente, quando a varidvel resposta € binaria ou binomial, uma me-
dida de grande interesse pratico é a razdo de chances e, nesse caso, os métodos
convencionais de andlise e interpretagdo dos parametros de um modelo de mistura
ndo sdo adequados, uma vez que quando um componente € modificado, os outros
componentes sdo alterados, devida a restri¢do unitaria mencionada em 1.1 (AKAY;
TEZ, 2007). Para esse problema, a andlise do efeito dos componentes de mistura
consiste no uso da Dire¢do Cox, que ¢ abordada na secdo 2.5.1. Além disso, o
conceito de Direcdo Cox permite a obtengdo dos intervalos de confianca para a
razdo de chances em experimentos de mistura. A largura desses intervalos repre-
senta a precisdo da estimativa de razdo de chances e a precisdo desses intervalos é
diretamente afetada pela presenca do efeito da colinearidade.

Os modelos de mistura s@o altamente afetados pela colinearidade, que é
causada pela restricdo em (1.1). Vdrias alternativas foram propostas na literatura
para contornar esse problema, como por exemplo o uso de pseudo-componentes,
termos inversos ou varidveis razio (AKAY; TEZ, 2011). Dentre elas, o uso de
varidveis razao no preditor linear do modelo tem proporcionado maior reducio da
covariancia entre os parametros do preditor linear do modelo avaliado e, conse-

quentemente, maior redugdo no efeito da colinearidade.
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Diante do exposto, o presente trabalho tem por objetivo empregar o uso do
modelo de regressao simplex na andlise de experimento de mistura em comparagao
ao uso da regressao logistica, o qual é bastante comum na anélise de varidvel res-
posta com distribui¢do binomial, também caracterizada por propor¢des ou resposta
limitada. Nesse sentido, as vantagens da abordagem proposta foram ilustradas no
experimento que consistiu em estudar o efeito de diferentes dietas compostas por
gordura, carboidrato e fibra sobre a expressdo de tumor nas glandulas mamadrias
em ratos fémeas. Para tal, foram estimadas as razoes de chances e os seus res-
pectivos intervalos de confianga de acordo com um grupo de referéncia e controle
para mensurar o efeito da resposta conforme um dos componentes de mistura sofre
incrementos. Além disso, foram utilizados os critérios de selecdo de modelos AIC,
BIC e ICOMP, bem como os grificos de envelope simulado para os residuos dos

modelos ajustados a fim de determinar a distribui¢do de probabilidade da resposta.

2 MATERIAL E METODOS

2.1 Descricao do Experimento

Foram utilizados os dados disponibilizados por Akay e Tez (2011). Os
dados de mistura sdo referentes a ocorréncia de tumor em ratos. O experimento
de mixtura foi conduzido para estudar os efeitos de calorias da dieta composta por
gordura, carboidrato e fibra sobre a expressao (promog¢ao) de tumor nas glandulas
mamadrias induzido por Dimetil-benzathracene (DMBA) em ratos fémeas. Nesse
experimento, ratos da raga Sprague-Dwaley de 38 a 42 dias de idade foram alea-
toriamente atribuidos a nove grupos, sendo 30 animais por grupo. Ao dia 52, os

animais foram administrados com 7,5 mg de DMBA em 6leo de milho por um
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tubo ao estdbmago. Uma semana depois do tratamento com DMBA, os animais em
cada grupo foram alimentados com suas correspondentes dietas em igual quanti-
dade de calorias totais, mas com diferentes niveis de gordura, carboidrato e fibra.
As dietas foram administradas durante 26 semanas, o tempo total de dura¢do do

experimento.

Tabela1 O nimero observado de tumores induzidos DMBA em glandulas ma-
madrias de ratos tratados com diferentes propor¢des caldricas de fibra,
gordura e carboidrato (componentes originais). Cada grupo € composto
por 30 ratos e tem igual quantidade de calorias totais.

Componentes Originais

Grupo Gordura (z1) Carboidrato (x2) Fibra (z3) Rﬁ}&so%/ liir%gre
1 0,175 0,775 0,050 17 0,567
2 0,153 0,820 0,027 15 0,500
3 0,133 0,863 0,004 17 0,567
4 0,491 0,470 0,039 24 0,800
5 0,440 0,538 0,022 21 0,700
6 0,390 0,607 0,003 23 0,767
7 0,701 0,267 0,032 18 0,600
8 0,638 0,343 0,019 23 0,767
9 0,576 0,421 0,003 26 0,867

Os nutrientes gordura, carboidrato e fibra foram administrados sobre todo
o alcance das dietas que poderiam ser consideradas como sendo fisioldgicas. Essas
dietas tiveram uma combinac¢do de baixo, médio e alto niveis de cada um dos trés
nutrientes, num total de nove grupos de teste. A propor¢do das trés dietas foram
restritas pelos seguintes limites inferiores e superiores: 0,133 < Gordura <
0,730; 0,267 < Carboidrato < 0,864 ¢ 0,003 < Fibra < 0, 600.

A Tabela 1 contém as respostas das propor¢des de tumor observadas de
nove grupos de dieta com diferentes proporc¢des caldricas de gordura (x), car-

boidrato (x9) e fibra (x3). Na Tabela 1, as dietas 1 a 3 sdo constituidas de baixa
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gordura e alto carboidrato, as dietas 4 a 6 sdo constituidas de valores médios de
gordura e carboidrato, as dietas 7 a 9 s3o possuem alta gordura e baixo carboidrato.
As dietas 1, 4 e 7 sdo altas em fibras, as dietas 2, 5 e 8 sdo médias em fibras e as
dietas 3, 6 e 9 sdo baixas em fibras. Em todas as dietas, a gordura e o carboidrato

sdo as duas maiores origens de calorias.

2.2 Modelos de regressao aplicados aos experimentos de mistura

A proposta de experimentos de mistura é construir um modelo apropri-
ado que relacione a resposta aos componentes x1, T2, ..., T Assume-se que a
resposta de interesse 77 seja uma fungdo das varidveis de mistura x;, ou seja, n =
f(x1,22,...,24). Quando um experimento ¢ feito, € natural assumir que as res-
postas observadas, denotadas por y; para o i-ésimo valor (i = 1,2, ..., n) sio fun-
¢do da média de 7; com uma varidncia constante o2 paratodot =1,2,...,n. As
respostas observadas contém o erro experimental aditivo ¢;, ou seja, y; = n; + €,
em que &; YN (0;0%). A forma funcional daresposta E [Y] = f (z1,2,...,%q)
geralmente ndo é conhecida, mas em vdrias situacdes os modelos de aproximagao
polinomial de primeiro e segundo graus sdo utilizados.

Na Tabela (2), os modelos (2.1) e (2.2) também sdo conhecidos como os
polindmios candnicos de primeiro e segundo grau, respectivamente, de Scheffé
(SCHEFFE, 1958). Porém, existem situacdes em que a resposta apresenta mu-
dancas extremas conforme o valor de um ou mais componentes tendam ao limite
da regido simplex. Para esses casos, os modelos de Scheffé nao sdo os mais ade-
quados por ndo contemplarem possiveis efeitos curvilineos oriundos do compor-
tamento extremo da resposta. Conforme Draper e St. John (1977), esse problema
é resolvido com a inclusio de termos inversos no modelo, cuja expressao é obtida,

por exemplo, com a inclusdo do termo B,ile, em que [5_; representa o parame-
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Tabela 2 Classificagdo dos modelos de mistura mais usuais.

Modelo EY]
a .
Linear de Scheffé Z Bixi (2.1)
Quadritico de Scheffé Z Biw; + Z Z wazx] (2.2)
1=111<J
Linear com varidveis razao BO + Z Biwi (2.3)
—1qg—1
Quadritico com varidveis razdo o + Z Biw; + Z > wazwj (2.4)
=1 1<g

FONTE: Box e Draper (2007)

tro associado ao termo inverso ¢, para cada componente de mistura num modelo
linear.

A inclusdo de termos inversos no modelo permite ainda produzir estimati-
vas dos paradmetros mais precisas do que as obtidas no modelo de Scheffé, consi-
derando um sistema em que a resposta sofre mudancas extremas. Além desse fato,
a colinearidade causada pela restricdo em (1.1) é reduzida, no sentido de que a
covariancia entre as estimativas dos parametros do modelo serdo menores quando
considerando termos inversos (CORNELL; GORMAN, 2003). Caso a restricao
em (1.1) fosse removida, o problema da colinearidade estaria resolvido, mas essa
possibilidade descaracterizaria o contexto de experimentos de mistura.

Na tentativa de promover maior redugdo do efeito da colinearidade e me-
lhor modelagem de efeitos curvilineos, outros modelos foram propostos. Snee
(1973) definiu um modelo razao com a inclusao de termos w; = 5% nos modelos
(2.3) e (2.4), em que x corresponde ao componente de mistura que provoca o
efeito de borda. Aitchison e Bacon-Shone (1984) propuseram usar varidveis ra-

730 na escala logaritmica, ou seja, incluir os termos w; = log < ) e Akay e Tez
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(2011) propuseram o modelo com varidveis razao utilizando a transformacao raiz

quadrada, ou seja, w; = , /Z-. Pelas equagdes (2.3) e (2.4), devem existir ¢ — 1
q

razdes no conjunto e cada razdo deve conter pelo menos um dos componentes

utilizados em, pelo menos, uma das outras razdes pertencente ao conjunto.

2.3 Analizando experimentos de mistura usando Modelos Lineares Genera-

lizados
Suponha que n observagdes binomiais independentes y1, . . ., ¥, S30 tais
que a ¢-ésima observagdo, ¢ = 1, ..., n, tem distribuicdo binomial com pardmetros

n; e m;. Também suponha que o valor transformado da probabilidade de resposta
para a i-ésima observacao estd relacionado a uma combinacdo linear de ¢ com-
ponentes de mistura, isto é, g (m;) = x. 3 = 7;, em que g (7) pode ser a trans-
formacao logistica de 7 (“logit”), o “probit” de 7, a transformagdo complemento
log-log de 7, entre outras, e xiT,B = 7; qualquer um dos modelos na Tabela (2).
O componente linear deste modelo serd denotado por 7;, a funcdo g a funcdo de
ligacao do modelo linear generalizado e, nesse trabalho, adotou-se g como sendo a
transformagdo logistica. Nesse caso, temos que logit (7;) = x;/3, o qual isolando

7r; resulta no modelo de regressao logistica

exp {x;3}

= Tt exp (< BT 2.5)

%

O método usual para estimar ,[3 ¢ via Maxima Verossimilhanga. O loga-

ritmo da func¢do de verossimilhanca para n observacdes binomiais € dado por
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l(,B):Z | | 4yn(m)+ i —y)n(1—m) (2.6)

Note que para encontrar o B que maximiza e equagdo em (2.6), algum método
nimerico de otimizagdo deve utilizado, uma vez que [ (3) depende de 3 por meio
das probabilidades binomiais 7;. Para tal, o método dos Escores de Fisher pode ser
utilizado. A regressdo logistica pode ser utilizada em situacdes em que a resposta
¢é proveniente de um evento Bernoulli ou por meio da propor¢ao de eventos ¥ =
1 em n ensaios (HOSMER; LEMESHOW, 2000). Uma distribuicdo que pode
ser utilizada para estudar uma varidvel resposta continua e restrita ao intervalo
(0, 1) é a distribuigdo simplex (BANDORFF-NIELSEN; JORGENSES, 1991). A
distribuicdo simplex faz parte dos modelos de dispersio (JORGENSEN, 1997),
que estendem os modelos lineares generalizados.

Uma varidvel aleatdria y que segue uma distribui¢io simplex com média

p € (0,1) e parametro de dispersdo o2 > 0 tem fungio densidade dada por

1 1

I (yim0%) = exp{—%gd(y;u)}, ye (0.1), @7)
V2702 {y (1 - y))?
em que,

(y — )’

d(y; p) = : (2.8)
y(1—y)°u? (1 - p)?

A distribuicdo de y sera denotada por S (,u, 02). Considere y1, . .., Yy, va-
ridveis aleatdrias independentes, sendo que cada y; ~ S (,ui, 02), 1=1,...,n.0

modelo de regressdo simplex é definido pela densidade da forma (2.7), sendo as
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médias y; modeladas por g (11;) = x! 3 = 1;, em que g (-) é a fungdo de ligagdo,
estritamente monétona e duplamente diferencidvel que transforma valores do in-
tervalo (0, 1) nos reais, 3 = (01, ..., ;) é o vetor dos pardmetros da regressdao
(B € RY), xI' = (215,...,74) sdo os valores conhecidos de ¢ componentes de
mistura e 7); € o preditor linear.

Uma caracteristica do modelo de regressao simplex é que ele acomoda
varidveis respostas com variancias nao constantes, assim como o modelo de re-
gressdo beta, pois a variancia de y; € uma funcdo de p;. Além disso, o parametro
de dispersdo determina a forma da distribui¢do simplex, proporcionando maior
flexibilidade na modelagem.

O procedimento para estimagdo dos pardmetros do modelo de regressdao
simplex é derivado de maneira similar ao feito para o modelo de regressao logis-
tica, com a diferenca de que existe um pardmetro adicional no modelo, o o2. O
logaritmo da funcdo de verossimilhanga para de n observacdes independentes é

dado por

l ([3702) = Z —lln (2m) — %ln (02) — ;ln [yi (1 — ;)] — %d (yis5 1i)-
2.9
Os estimadores de méaxima verossimilhanca dos pardmetros 3 e o2 sdo
obtidos por meio da solucdo do sistema de equagdes homogéneo. Porém, somente
o estimador para o2 possui forma fechada. Para a estimaciio de 3, serd necessdrio
utilizar algum método de maximizagdo numérica do logaritmo da funcio de veros-

similhanga definida em (2.9), como por exemplo os métodos de Newton-Raphson

ou dos escores de Fisher e suas variacdes.
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2.3.1 Construcio dos graficos de envelope simulado em MLG

A adequacdo de ajuste de um MLG pode ser verificada pelo grafico nor-
mal de probabilidades para o residuo componente de desvio padronizado e indica
se existem evidéncias de afastamento da suposicdo de distribuicdo candidata para
a resposta. Esse grafico consiste em gerar bandas de confianca por reamostragem,
também chamado de envelope, e um ajuste adequado ocorre se todos os residuos
(ou grande parte deles) do modelo estiverem contidos nessas bandas de confianga.
Mais detalhes sobre o envelope simulado podem ser vistos em Atkinson (1985).
Em estudos de simulagdo, Williams (1987) encontrou fortes evidéncias de con-
cordancia entre a distribui¢do empirica do componente de desvio padronizado e a
distribui¢d@o normal padrdo para varios MLG’s.

A construgdo do grifico de envelope simulado para o modelo de regressao

logistica foi utilizando-se do seguinte procedimento:

(1) Gera-se n observagdes da distribui¢ao uniforme U (0; 1), obtendo o vetor U =

(u,...,u,) e em seguida o vetor dos desvios v = U — §, em que § =

T
)

B

(gla"wyn

(2) Ajusta-se v a X, a matriz de delineamentodo experimento, obtendo r;, i =

1,...,n, oresiduo componente do desvio;

(3) Obtém-se o residuo componente do desvio padronizadot} =tp,;;i =1,...,n,

conforme descrito em Hosmer e Lemeshow (2000);

(4) Repete-se os passos (1) até (3) m vezes, resultando os residuos gerados tfj,

i=1,....,nej=1,...,m;

(5) Coloca-se cada grupo de n residuos em ordem crescente, obtendo t’(*i)j, 1=



129

1,...,nej=1,...,m;

< o e . . . .

(6) Obtém-se os limites tyr = min tii € tis = mjax t{;);- Assim, os limites
correspondentes ao i-ésimo residuo serdo dados por t’&) ;€ t*i) S

O gréfico de envelope simulado para o modelo de regressdo simplex foi

obtido de maneira similar ao procedimento acima considerando algumas modifi-

cacdes. No passo 1 as observacdes geradas foram provenientes de uma distribui¢ao

2

simplex com pardmetro de posicdo [i; e parAmetro de dispersdo 6~ e no passo 3

pp

o residuo t; = r;", conforme Espinheira, Ferrari e Cribari-Neto (2008), foi utili-

zado.

2.4 Selecio de modelos e critérios de adequacao de ajuste

O Critério de informacdo de Akaike (AIC) proposto em Akaike (1974), é
uma medida relativa da qualidade de ajuste de um modelo estatistico. E definido
como AIC = —2] (9 ]y) +2p,em que (é \y) ¢ o logaritmo neperiano da fungdo
de verossimilhanca do modelo em fe p € o nimero de parimetros do modelo.

Schwarz (1978) propds um critério conhecido como Critério de Informa-
¢do Bayesiano (BIC), que corresponde a troca do fator 2, que € o peso do nimero
de parametros, por In(n), logo o BIC é dado por BIC = —21 (é |y) + p In(n),
em que n € o nimero de observagdes da amostra.

Os critérios de informagéo apresentados sdo uma combinagdo entre uma
medida de qualidade de ajuste (como o negativo de duas vezes a log-verossimilhanca)
com uma medida de complexidade do modelo, como por exemplo, no AIC e BIC
essa medida é dada em termos do nimero de parametros do modelo. Bozdogan
(2000) propds um critério, o indice de complexidade da informagdo de Bozdogan

(ICOMP), que utiliza a matriz de informacdo de Fisher para compor o termo que
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mensura a complexidade do modelo, uma vez que ela contém informacao sobre a
correlag@o entre os pardmetros do modelo avaliado.

Por isso, 0 mesmo autor diz que critério ICOMP estende os critérios do
tipo AIC, com uma penalidade devido ao aumento da complexidade do sistema,
no sentido de que quanto maior o nimero de varidveis e a relagc@o entre elas, mais

complexo se torna o modelo. O ICOMP ¢ definido como

ICOMP = 2] (é |y) +20 [rl (9)} : (2.10)

em que,

el @) =2 o [T Lo @), @

S

denota a complexidade da informagio maximal de 7! (é) Na equagdo 2.10,
p € nimero de pardmetros, n o tamanho da amostra, 0 a estimativa dos parame-
tros, 11 (é) = Var [é] a inversa da matriz de informacgdo de Fisher, e s =
rank [I -1 (é)} Os elementos da diagonal de 7~! (é) correspondem as vari-
ancias estimadas dos parametros do modelo e indicam a sensibilidade dos para-
metros, enquanto que os elementos fora da diagonal sdo as covaridncias entre os
parimetros, as quais medem o grau de colineariedade entre as colunas de /! (é)
e revelam a dimensao da independéncia dos parametros. De acordo com esse cri-
tério, o melhor modelo dentro de um conjunto de modelos € o que minimiza o

ICOMP (LANNING; BOZDOGAN, 2003).
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2.5 Interpretacio dos parametros e medindo o efeito dos componentes em

experimentos de mistura

Em MLG’s, funcdes de ligagdo podem ser usados para interpretacdo dos
pardmetros. Em se tratando da transformacdo logistica, 3; representa a mudanga
no logit que resultaria de uma mudanca unitdria em x;, quando as outras varidveis
estdo fixas. Desse modo, as interpretagdes para os parametros usando a ligagdo
logit sdo diretas para os coeficientes exponenciados. Esses coeficientes exponen-
ciados representam a razdo de chances (HOSMER; LEMESHOW, 2000).

Na andlise de experimentos de mistura com transformacao logistica, a ra-
730 de chances nao pode ser usada como na regressao logistica usual, por exemplo,
pois a propor¢ao dos componentes individuais x; estdo no intervalo entre O e 1 e os
outros componentes ndo podem se manter constantes devido as restricoes dadas na
expressdo (1.1). Em outras palavras, se a quantidade do componente x; aumenta,
entdo a quantidade de todos os outros componentes diminuem, mas sua razdo de
um para o outro permanece constante. Para melhor entendimento desse conceito,

deve-se utilizar a direcao Cox.

2.5.1 Direcao Cox para o grafico de resposta traco

A dire¢do Cox do componente ¢ ¢ uma linha imagindria projetada da mis-
tura de referéncia para o vértice z; = 1. As propor¢des dos ¢ componentes na
mistura de referéncia é ¢ = (c1, ¢a, ..., ¢g),emque > ¢ | ¢; = 1. O ponto de re-
feréncia c padrao € geralmente adotado como o centréide do experimento. Quando
a proporg¢ao ¢; do componente ¢ é alterada por uma quantidade A; na dire¢do Cox,

entdo a nova propor¢ao se torna
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T = ¢+ A 2.12)

Quando existem apenas restricdes como na expressdo (1.1) sobre os componen-
tes de mistura, A; estd no intervalo [—c¢;, 1 — ¢;]. Caso contrdrio, para restri¢des
adicionais sobre os componentes como na expressdo (1.2), A; estd no intervalo
[L; — ¢i, U; — ¢;]. As proporgdes dos ¢ — 1 componentes restantes, resultante de
¢; no i-ésimo componente, é
PO N T N ) (2.13)
1— C;

No caso de uma regido experimental restrita ser um simplex regular, uma
representagdo alternativa da direcdo Cox pode ser formulada, considerando o fato
de que i—; = z—i Nesse caso, analogamente a razao das propor¢des dos compo-
nentes escolhidos ao longo dos eixos para um componente na direcdo Cox, com a
ajuda da razdo de componentes em qualquer ponto na regido restrita, a mudanga
na resposta pode ser avaliada. Por exemplo, em um sistema de mistura com ¢ = 3,
ao longo que o eixo do componente x; passa através do ponto de referéncia, os

componentes x; € 3, sendo x;/xy = p,,, sdo dados por

_ pa (1 — i) . 1 —

p$i+1 =

X; s
! pu; + 1

emque, 1 —¢ = ¢; + ¢, Li < x; < U;e p,, mostra a razdo dos componentes
exceto x; no ponto referéncia. Dessa forma, o valor da resposta predita para o pre-
ditor linear de primeiro grau, ao longo da dire¢do Cox para o -ésimo componente

¢é dado por:
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o R s pr, (L—x) 5 1T —ay
logit (7..) = Bixs P
0g1t (ﬂ'xl) Bixi + BJ Pz + 1 + Bk o + 1

Na equacg@o (2.14), exponenciando logit (7., ), os valores preditos de 7,
para cada componente de mistura x; sdo obtidos. Com esses valores, pode-se cons-
truir um gréfico que relaciona os incrementos de z; com os valores de 7, € esse
grafico é chamado de resposta traco (trace plot). Esses tracos representam o efeito
da mudanca de cada componente de mistura enquanto todos os outros componen-
tes permanecem em razio constante. O modelo dado pela equagdo (2.14) pode ser

expandido para diferentes preditores lineares (AKAY; TEZ, 2007).

2.5.2 Graficos da razdo de chances para os componente de mistura

A razdo de chances € frequentemente utilizada para interpretacdo dos pa-
rametros em MLG’s utilizando transformacao logistica, devida a sua facil interpre-
tacdo. E utilizada também como uma medida relativa da chance de sucesso de um
conjunto em relacdo a um outro conjunto (CUMMINGS, 2009). Em experimentos
de mistura, técnicas graficas baseadas em resposta tragco podem ser usadas para
comparagdes do tipo. Considere um ponto qualquer ¢ = (c¢;, ¢, ¢) que é tomado
como um grupo controle sobre a regido experimental, a razdo de chances é dada

ao longo do eixo x; por

A A P.’ti(l_x'i) A l—x;
OE(\%): chancex; _ _ exp{ﬂixi+ﬂj poitl +5k"“il}« L;<z; <U;
i chance controle exp {Bici N Bjcj N Bka} Ly S xS U

(2.15)

De maneira mais simples, OE(\a:Z) = exp {BZA + BjB + BkC}, em que A =

T; — Ci, —cjeC = lozi i, € uma estimativa pontual e assume
T4

pz;+1
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valores entre zero e infinito. Se a razdo de chances € igual a um, isso quer dizer
que ndo existe diferenca entre os grupos comparados, e se for diferente de um,
significa que existe diferenca. Além disso, as razdes preditas obtidas pela equacao
(2.15) formarao uma curva que pode ser interpretada na comparacao entre grupos.

A precisdo da razdo de chances pode ser verificada pelo intervalo de con-
fianca e sua amplitude reflete sua variabilidade inerente. Para calcular o erro pa-
drdo e o intervalo de confianga para a razdo de chances, é necessdrio transfor-
mar a equagdo (2.15) para a escala logaritmica e, nesse caso, segundo Hosmer e
Lemeshow (2000) a distribui¢do amostral dessa medida é aproximadamente nor-
mal. Observe que a expressdo para o logaritmo neperiano da razdo das chances
na equacio (2.15) depende do componente de mistura x; e o coeficiente estimado
ﬁi. Utilizando métodos para calcular a variancia de uma soma, obtemos o seguinte
estimador Var {1n [Oﬂ)} } — A2Var M + B2Var [Bj} +C2Var [m} +
2ABCov [Bl, B]] +2ACCov [Bz, Bk} +2BCCov [Bj, Bk} , em que as variincias
e covariancias dos pardmetros do modelo ajustado sdo provenientes da inversa da
matriz de informacdo de Fisher. Uma vez obtida a estimativa da variancia do lo-
garitmo neperiano da razdo das chances estimado, pode-se obter o estimador do
intervalo de 100 (1 — «) % de confianga para o logaritmo neperiano da razdo das

chances, que € dado por,

o —

1040 {0 [OR ]} = [Be-+ 8-+ AuC] 23y Var {in [OR G},
(2.16)
em que, \/ Var {ln [OE(\I'%)] } € o erro padrio do estimador do logaritmo ne-

periano da razdo de chances, Z(g) é o (5)-ésimo quantil da distribui¢do normal
padrdo com « nivel de significancia.

Os limites inferiores e superiores do estimador do intervalo de confianca
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para a razdo de chances sio obtidos exponenciando os limites na equacio (2.16)
e sdo preferidos os modelos cujos intervalos de confianca sdo mais estreitos. Por-
tanto, métodos graficos baseados em intervalos de confianca para a razdo de chan-
ces podem ser utilizados para comparar os modelos.

Finalizando a metodologia proposta, para obteng¢do dos resultados foram
utilizados os pacotes estatisticos, bbmle e mixexp do Sistema Computacional Es-

tatistico R (R CORE TEAM, 2015).

3 RESULTADOS

3.1 Selecao do Modelo

Uma observacdo a ser feita é a de que os resultados da regressdo logis-
tica descritos na Tabela 3 sdo idénticos aos apresentados por Akay e Tez (2011),
que apresentaram o modelo com varidveis razdo como uma melhor alternativa aos
modelos de regressdo logistica propostos por Chen, Li e Jackson (1996). Esses
autores usaram o modelo de regressdo logistica para modelar a proporcao de ra-
tos com tumor em uma determinada mistura de componentes (Tabela 1) e fizeram
estudos considerando as varidveis em pseudo-componentes nos modelos polinomi-
ais de Scheffé e Backer. Dessa forma, em comparacio aos resultados obtidos por
esses autores, os resultados da Tabela 3 apontam o modelo de regressdao simplex
como sendo melhor do que os propostos por Akay e Tez (2011). Em se tratando
dos modelos com varidveis razao, notou-se que os menores valores dos critérios
ICOMP, AIC e BIC foram obtidos. Portanto, 0 modelo de regressao simplex com
varidveis razdo foi o melhor dentre os modelos utilizados e esse modelo forneceu

menores erros-padrao das estimativas dos pardmetros do modelo, indicando maior
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precisdo nas mesmas.

Tabela 3 Estimativas dos parametros para os modelos ajustados e resultados dos
indicadores de qualidade de ajuste.

Modelo Tipo Parametro* Estimativa ErroPadrao ICOMP AIC BIC

Regressao Logistica

B -1,2397 1,404
M1 Scheffé gi :gfg;g gg‘;gg 44,14 4414 4493
Ba 10,4474 4,3393
Bo 0,2895 0.2655
M2 Razio B 0,1808 00542 2093 4441 45,00
Ba -0,0767 0,0402
Regressao Simplex
B -0,8241 0.9422
M3 Scheffé gi :2:3228 6(?55()915 -2025  -1849 -22,09
Ba 9.5299 2.8266
Bo 0.2959 0,2006
M4 Razio B 0.1779 0,0361 3441 <188 2151
Ba -0,0754 0,033

* Parametros relacionados aos modelos quadratico de Scheffé, com preditor linear dado por

1N = f1x1 + B2x2 + B3w3 + Bax122, € linear de Razdo, com preditor linear dado por

n=PFo+ b1 %+ﬂ2,/%~

Smith (2005) fez criticas com relagdo a andlise feita por Chen, Li e Jackson
(1996) em termos de colinearidade. Por exemplo, a estimativa de parAmetro para
o componente x3 ¢ maior que a dos outros pardmetros. Menard (2009) alerta
que a razdo para essa discrepancia entre as estimativas dos pardmetros do modelo
¢é devida a colinearidade. Esse fato pode ser observado na matriz de variancias
e covariancias Sy e Syr3 dos modelos M1 e M3. Além disso, os elementos
da diagonal de S)js3 indicam que a raiz quadrada desses valores resultardo em
menores erros-padrdo das estimativas.

As covaridncias entre parAmetros nos modelos M2 e M4 sdo menores do
que as dos modelos M1 e M3, conforme pode ser visto nas matrizes Syso € Sps4,

logo, supostamente a diferenca entre os valores do ICOMP pode ser explicada,
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pois, conforme menciona Bozdogan (2000), sistemas cujas covariincias entre seus
componentes sdo mais evidentes, tendem a ter maiores valores para o ICOMP e,
por outro lado, menores covaridncias resultam em menores valores para o ICOMP.
Além disso, o modelo M4 tem maior informagdo sobre os parimetros, uma vez

que as variancias dos mesmos sdo menores do que as dos outros modelos.

1,9723  0,6798 —3,7750 —5,7802
0,6798  0,4143 —2,5498 —2,3440
Svi1 =
Z3.7750 —2,5498 70,1966  7,3203
_5,7802 —2,3440 7,3203 18,8293
[ 0,8877  0,3440 —2,7979 —2,5038 |
0,3440  0,2510 —1,7064 —1,2038
S]\/I3 =
—2,7979 —1,7064 41,7257  6,3243
—2,5038 —1,2038 6,3243 7,989

0,0705 —0,0053 —0,0035
Sm2 = | —0,0053 0,0029 —0,0015
—0,0035 —0,0015 0,0016

0,0403 —0,0020 —0,0022
—0,0020 0,0013 —0,0009
-0,0022 —0,0009 0,0011

Sna

Akay e Tez (2011) fizeram uma observacido quanto a presenca do efeito
da sub ou super-dispersdao em dados agrupados, como € o caso dos dados apre-
sentados na Tabela 1. Nesse contexto, assume-se que das n; observacdes em um
determinado grupo (ou dieta), todas elas tenham a mesma probabilidade 7; de ter

o atributo de interesse (a ocorréncia de tumor mamario), entdo é razoavel assu-
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mir que a distribuicdo de Y; seja binomial com pardmetros m; € n;. O caso de
dados ndo agrupados pode ser considerado como sendo um caso especial, onde
ny=no=---=n, =1.

Os autores mencionaram que esse fato deve ser levado em consideracdo na
selecdo do modelo. No trabalho de Chen, Li e Jackson (1996) esse fato foi despre-
zado e Akay e Tez (2011) estimaram os parametros de dispersao dos modelos M1
e M2 e encontraram os valores qf;M1 =0,6786¢ $M2 = 0, 9434, respectivamente.
Nesse caso, pode-se dizer que no modelo M1 o efeito da sub-dispersdo estd pre-
sente e, por isso, estd mal especificado. Ao utilizar o modelo com varidveis razao
(M2) a estimativa do parametro de dispersdo estd proximo do valor unitario, que
€ o valor assumido para o modelo de regressdo logistica usual. Com isso, diz-se
que o modelo M2 controlou o efeito de sub-dispersdo. No caso dos modelos M3
e M4, o modelo de regressao simplex naturalmente modela a dispersédo e para os
referidos modelos sdo dados por qZ; w3 =0,7262 ¢ QBM4 =0,7291.

Examinando os pontos experimentais (Figura 1) e referindo-se ao deline-
amento apresentado na Tabela 1, observa-se que a resposta sofreu uma mudanga
nos valores préximos do limite inferior do componente x3 (fibra). Nos pontos em
que o componente z; (gordura) tem um valor alto, por exemplo nas dietas 4, 6, 8 e
9, observa-se um aumento no nimero observado de tumores. Contudo, nos pontos
em que o componente 1 assume valores pequenos, observa-se um decréscimo no
nimero de tumores. Quando o componente x5 tem grandes valores, por exemplo
nas dietas 1, 2 e 3, o nimero de tumores € reduzido e quando ele assume pequenos
valores, existe um aumento na resposta (Figura 1). Para modelar um comporta-
mento dos componentes desse tipo, utilizar a razdo entre os componentes ¢ uma
abordagem mais realistica, uma vez que modelos com esses tipos de varidveis per-

mitem modelar mudancas quando um dos componentes assume valores pequenos,
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como ¢é o caso de z3 (fibra). Akay e Tez (2011) concluiram que o modelo com
variaveis razao utilizando a transformacao raiz quadrada (M2) foi o melhor dentre
os utilizados.

Reference point
(0.700,0.275,0.025)

Centroid of data points
(\0‘4108,0‘5671,0‘0221} :

Centroid of
experimental region

(0.332.0.466.0.202)

> Centroid of simplex

. (0.333,0.333,0.334)
Reference point N

0.6252 /23 0.3718

(0.275,0.700,0.025)

0.2524

x2 x3
17 0.1224 0.2418 0.3612 04806

Fiber

Figura 1l Regido simplex restrita dos grupos de ratos tratados com diferentes pro-
porcdes caldricas de fibra, gordura e carboidrato (componentes origi-
nais) e pontos de referéncia utilizados.

Diante do exposto, pode-se afirmar que o modelo de regressdo simplex
apresentou melhores indicadores de qualidade de ajuste para a proporcao de tumor
mamario em ratos fémeas (Tabela 3). Para fins de comparacio, foram discutidos
os modelos M2 e M4, uma vez que o M2 foi o melhor dentre o proposto por Akay
e Tez (2011) e o M4 o melhor dentre que consideraram a distribuicdo simplex.

Dessa forma, os graficos normais de probabilidade dos residuos componente do
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Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot

ente do Desvio

Componenta do Desvio

Compo

Percentis da N(0,1) Percentis da N(0.1)

(a) M2 (b) M4

Figura2 Envelopes simulados para diagnéstico de qualidade de ajuste dos mo-
delos M2 (Regressdo Logistica do tipo razdo - (b)) e M4 (Regressao
Simplex do tipo razdo - (b)).

desvio para os modelos M2 e M4 afirmam que a suposi¢c@o de resposta binomial,
Figura 2(a), e/ou simplex, Figura 2(b), para a resposta analisada estd adequada e o

ajuste dos modelos foram satisfatérios (Figura 2).

3.2 Discussao dos modelos em relacio aos graficos dos efeitos dos compo-

nentes de mistura

A seguir serdo apresentadas as abordagens gréficas dos modelos M2 e M4.
Para os graficos de resposta trago o ponto de referéncia na Dire¢do Cox foi dado
pelo centréide dos dados ¢ = (0.4108, 0.5671, 0.0221), como pode ser visto na
Figura 1.

Na Figura 3 (a), modelo M2, os componentes z; (gordura) e x5 (carboi-

drato) tem efeito contrdrio sobre a resposta. A medida que a propor¢io de gordura



141

aumenta a propor¢do esperada de tumor aumenta. Por outro lado, 4 medida que a
proporcao de carboidrato aumenta a proporg¢ao esperada de tumor diminui. O com-
ponente 3 (fibra) tem mais efeito sobre a resposta do que os outros componentes,
uma vez que sucessivos incrementos de fibra na dieta acarretam maior diminui-
¢80 no nimero esperado de tumores. De maneira andloga, as mesmas conclusoes

podem ser feitas para o modelo M4.

10 - 10 -
0.8 0.8
oe 7< os 7<
<R <R
0.4 0.4
02 - X1 02 X1
_— _— X
0.0 | = 0.0 | =
I T T I I T I T T I I T
0.0 02 04 06 0.8 10 0.0 02 04 06 0.8 10
% %
(a) M2 (b) M4

Figura3 Gréficos de resposta traco dos modelos M2 (Regressdo Logistica do
tipo razdo - (a)) e M4 (Regressdo Simplex do tipo razio - (d)) consi-
derando o ponto ¢ = (0.4108,0.5671,0.0221), o centréide dos dados,
como ponto de referéncia.

As Figuras 4 a 6 apresentam as razdes de chances para diferentes pon-
tos de referéncia em relacio ao grupo controle para cada modelo avaliado. Para
tal, foram considerados trés diferentes pontos de referéncia (0.7, 0.275, 0.025),
(0.275, 0.7, 0.025) e (0.332, 0.466, 0.202). Os dois primeiros pontos de referén-
cia estdo contidos na regido onde os pontos amostrais estdo. O terceiro ponto de
referéncia € o centréide da regido experimental restrita (Figura 1). Uma observagao

a ser feita € que deve-se ter cautela quanto as interpretacdes sobre o centréide da re-
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gido restrita, uma vez que nio foram amostrados dados nessa regido. O grupo con-
trole foi dado pelo centréide dos pontos amostrais ¢ = (0.4108, 0.5671, 0.0221).
O presente trabalho ndo se ateve as motivagdes bioldgicas para a escolha dos refe-
ridos pontos, mas sim ao fato de tal escolha ter sido feita estritamente por inspe¢do
da regido experimental e aplicabilidade em experimentos de mistura.

Pode ser observado que para o componente x1, a chance de ocorréncia
de tumor mamdrio em ratos aumenta conforme ocorrem incrementos nesse com-
ponente. O respectivo intervalo de confian¢a de 95% do modelo M2 contém o
valor 1, utilizado para comparar as razdes de chances, nas quantidades de 0,4 a
0,6 aproximadamente. Logo pode-se dizer que embora a chance aumenta para as
quantidades de 0,4 a 0,6, aproximadamente, de x1, ela ndo € significativa, no sen-
tido de que na populacdo o componente z; (gordura) ndo influencia de maneira
significativa na ocorréncia de tumor mamario em ratos (Figura 4 (a)).

Em se tratando de estimativa pontual, as mesmas conclusdes podem ser
obtidas para o modelo M2 considerando o componente x1, no entanto, observa-se
que o seu respectivo intervalo de confianga de 95% para a razdo de chances ndo
contém o valor unitdrio em algumas quantidades de x; (Figura 4(b)), o que indica
que esse componente influencia de maneira significativa na ocorréncia de tumor
mamdrio em ratos em quantidades diferentes daquelas explicadas pelo modelo M2.
Esse fato é evidenciado pela amplitude do intervalo de confianca para a razdo de
chances desse componente, o qual € mais estreito no modelo M4 do que no modelo
M2. Logo, o modelo M4 fornece estimativas de razao de chances do componente

x1 mais precisas do que o modelo M2 (Figura 4(b)).



Cidds ratio forx;

Crdds ratio Forxy

Odds ratio forxs

20
7
f
f
J
’
15 .
P
J
e
-
-
10 — == ==
054 77
0.0
T T T T T T T T
01 02 03 04 05 06 07 0F
X
20
-
15 4 R
T
10 SIEeT
-
S
.
<
05 - RN
<
.
0.0
T T T T T T T T
02 03 04 05 06 07 08 09

0.0

143

20
rd
/
!
JE .
P
P
p
/’ ,’/
0.5
0.0 -
T T T T T T T T
01 02 03 04 05 06 07 08
X
20 -
|
15 o S
\\
~
~
~
~
0.5 - S
~
0.0 -
T T T T T T T T
02 03 04 05 06 07 08 08

00 —

0.08

0.00 0.02 0.04 0.06

(a)M2

0.10

0.00 0.02

0.04 0.06 0.08 0.10

(b)M4

Figura4 Razdo de Chances e seus respectivos Intervalos de Confianga de 95%
de confianga para os modelos M2 (Regressdo Logistica do tipo razio -
(a)) e M4 (Regressao Simplex do tipo razdo - (b)) no ponto de referén-
cia (0.7,0.275,0.025) e grupo controle (0.4108,0.5671,0.0221). Para
visualizacdo desses pontos veja Figura 1.
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Figura5 Razdo de Chances e seus respectivos Intervalos de Confianga de 95% de
confianca para os modelos M2 (Regressdo Logistica do tipo razdo - (a))
e M4 (Regressdao Simplex do tipo razdo - (b)) no ponto de referéncia
(0.275,0.700,0.025) e grupo controle (0.4108,0.5671,0.0221). Para
visualizacdo desses pontos veja Figura 1.
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Figura 6 Razdo de Chances e seus respectivos Intervalos de Confianga de 95% de
confianca para os modelos M2 (Regressdo Logistica do tipo razdo - (a))
e M4 (Regressdao Simplex do tipo razdo - (b)) no ponto de referéncia
(0.332,0.466,0.202) e grupo controle (0.4108,0.5671,0.0221). Para
visualizacdo desses pontos veja Figura 1.
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Dessa forma, pode-se afirmar que o modelo M4 proporcionou estimativas
mais precisas de razdo de chances do que o modelo M2 em todos os pontos de
referéncia adotados (Figuras 4 a 6). Esse fato pode ser explicado pela inspe¢ao
das covaridncias entre os parimetros dos modelos avaliados, como foi discutido
na se¢do 3.1.

Portanto, conclui-se que considerar a propor¢do de incidéncia de tumor
mamadrio em ratos como sendo uma varidvel aleatéria com distribuicao simplex e
o uso de varidveis razdo para estudar a relacdo entre os componentes de mistura
gordura, carboidrato e fibra € uma alternativa vidavel a ser utilizada em relagdo ao
modelo proposto por Akay e Tez (2011).

Uma informacdo importante que pode ser fornecida por um modelo de
mistura é a mistura que proporciona a mixima ou minima incidéncia de tumor,
respeitando-se as restri¢des de cada componente. Reportando o modelo que apre-
sentou os melhores indicadores de qualidade de ajuste, o modelo M4, este afirma
que a maxima incidéncia de tumor esperada é de 90, 06% e a mistura que propor-
ciona esse valor € formulada por 70,51% de gordura, 29,18% de carboidrato e

0,30% de fibra.

Tabela 4 Misturas dos componentes z; (gordura), xo (carboidrato) e x3 (fibra)
que proporcionam a mdxima e minima incidéncia de tumor esperada

@)

. Miaximo Minimo
Modelo x1 22 3 7 T 2 3 ¥
M4 0,7244 0,2726 0,0030 0,9116 0,1336 0,8634 0,0030 0,5508

* M4 (Regressdo Simplex do tipo razdo )

Por outro lado, a minima incidéncia de tumor esperada é de 56,30% e a
mistura que proporciona esse valor é formulada por 13, 43% de gordura, 86, 25%

de carboidrato e 0,32% de fibra (Tabela 4). Ou seja, as maiores diferenca entre
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0s componentes que maximizam e minimizam a resposta ficou caracterizado pela

proporc¢do de gordura e carboidrato na mistura.

4 CONCLUSOES

O modelo de regressdo simplex apresentou ajuste satisfatério na andlise
do experimento de mistura que avaliou a incidéncia de tumor mamadrio em ratos
fémeas, sendo uma opcao vidvel na andlise de situagdes onde a resposta é limi-
tada. O uso desse modelo também contempla a sub ou super-dispersdo presente
em dados agrupados.

Os intervalos de confianga para a razdo de chances evidenciaram que di-
ferentes escolhas dos pontos de referéncia afetam severamente a razdo de chances
e o respectivo intervalo de confianca. Portanto, considerar o modelo de regressao
simplex na anélise de experimentos de mistura com resposta limitada sob a pre-
senca de sub ou super-dispersdo proporcionou estimativas para a razo de chances
mais precisas € o modelo com termo raiz-quadrada produziu intervalos de confi-
anca para a razdo de chances mais estdveis em diferentes pontos de referéncia na

regido experimental em que exista efeito de borda.
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RESUMO

Devido a sua ampla aplicacdo, muitos estudos tem sido feitos na construcio de
experimentos de mistura de componentes e determinacdo de modelos que contem-
plem diferentes naturezas para a resposta a ser otimizada e, entre elas, as restritas
ao intervalo (0, 1), comumente referenciadas por propor¢do. Decorrente a natureza
dos dados, uma alternativa a ser utilizada é dada por ajustar o modelo de regressao
simplex, o qual apresenta como vantagens em relacdo a regressao logistica o fato
de acomodar o efeito da sub ou super dispersdo e contemplar estrutura de variancia
ndo-binomial. Contudo, ao utilizar o método da maxima verossimilhancga, surgem
problemas relacionados a colinearidade e tamanho amostral reduzido. Para con-
tornar esse problema, o objetivo desse trabalho consistiu em propor um modelo
denominado por Boosted Simplex Regression, o qual foi avaliado em termos de
acuricia e precisdo para a razdo de chances, bem como um procedimento para
construcdo de envelopes simulados. Para ilustrar a eficiéncia do método, foi ulti-
lizado um conjunto de dados de um experimento de mistura sobre incidéncia de
tumor mamaério em ratos e nas comparagdes foram utilizados os critérios de sele-
¢do de modelos AIC e BIC, graficos de envelope simulado para os residuos dos
modelos ajustados, grificos da razdo de chances e seu respectivo intervalos de
confianca. Concluiu-se que o modelo Boosted Simplex Regression se ajustou satis-
fatoriamente e produziu intervalos de confianca para a razio de chances acurados
e ligeiramente mais precisos do que sua versao classica.

Palavras-chave: Modelo Linear Generalizado, Algoritmo Boosting, Modelo de
Mistura, Regido Simplex.
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1 INTRODUCAO

O algoritmo AdaBoost proposto inicialmente por Freund e Shapire (1996)
em problemas de classificacdo tem atraido muita aten¢do na comunidade de apren-
dizado de maquinas, bem como em 4reas relacionadas a estatistica. Varias versdes
desse algoritmo foram comprovadas como sendo bastante promissoras em termos
da acurédcia preditiva (LISKA et al., 2015). Friedman, Hastie e Tibshirani (2000)
mostraram que o algoritmo AdaBoost pode ser visto como um algoritmo gradiente
no espago funcional, inspirado pela otimizacdo numérica e estatistica e Friedman
(2001) mostrou que o algoritmo Boosting pode ser utilizado para ajuste de mode-
los (CAO et al., 2010).

Em se tratando de ajuste de modelos, o trabalho de Friedman, Hastie e
Tibshirani (2000) abriu uma nova perspectiva quanto ao uso do algoritmo boos-
ting para além dos problemas de classificagcdo, que foi seu emprego em modelos
de regressdo, como mencionado em Buhlmann e Yu (2003). Nesse contexto, ba-
sicamente, o ajuste de um modelo de regressdo poderd ser feito em termos da
otimizacdo de uma funcio perda no espaco funcional dos pardmetros do modelo
avaliado. Além disso, os pardmetros dependem de um procedimento base, que
pode ser uma funcéo linear aditiva, a qual relaciona a resposta do modelo de re-
gressdo com as covariaveis.

No que diz respeito a estimacdo de pardmetros, essa abordagem traz van-
tagens em relagdo a estimagdo por maxima verossimilhanca de pardmetros. Em
conjuntos de dados que contém um grande nimero de varidveis preditoras em re-
lacdo ao tamanho amostral, a varidncia dos estimador de maxima verossimilhanga
¢ inflacionada. Esse problema tem como consequéncia o super ajuste, o que dimi-

nui a precisdo na predi¢do de uma modelo classico de regressdo. Esse fato pode
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ser verificado pela matriz de informacao de Fisher do modelo. Em situacdes do
tipo, o método de Boosting pode ser utilizado, uma vez que este automaticamente
realiza selecdo de varidveis (SCHMID et al., 2013).

Dadas essas especificacdes, os delineamentos usuais de mistura, como o
Centréide-Simplex ou Vértice Extremo, sdo caracterizados por apresentarem ta-
manho amostral reduzido. Para tais delineamentos, o experimento de mistura con-

siste em otimizar uma varidvel resposta com a restricao de que

da=1, (1.1)

em que z; (0 < x; < 1) representa a propor¢do do i-ésimo componente (i =
1,2, ..., q), com q o nimero de componentes (BOX; DRAPER, 2007). O espago
que compde 0s ¢ componentes assume a forma de um simplex regular de dimensao
(¢ — 1). No caso ¢ = 3, a regido simplex é um espaco de mistura triangular. Por
questdes econdmicas e, ou, fisicas, as vezes sdo impostas restricdes adicionais

sobre os componentes individuais

sendo L; e U;, respectivamente, os limites inferiores e superiores e a restricao (1.2)
reduz a regido restrita dada na equacdo (1.1).

A modelagem estatistica usual desses experimentos ¢ feita utilizando mo-
delos polinomiais assumindo normalidade para a varidvel resposta (CORNELL,
2002). No caso de varidveis seguindo outras distribui¢des, tais modelos sao adap-
tados utilizando-se modelos lineares generalizados (MLG). Especialmente, quando
a varidvel resposta é propor¢do, o modelo de regressdo binomial (logistica) tem

sido bastante utilizado, porém convém ressaltar que em geral, esse modelo nao
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acomoda o efeito da sub ou super-dispersdo que frequentemente ocorre em dados
agrupados.

No tocante a estimagdo da razdo de chances, para esses experimentos os
métodos convencionais de andlise e interpretacdo dos parimetros de um modelo
de mistura ndo sdo adequados, uma vez que quando um componente é modificado,
0s outros componentes sdo alterados, devida a restricdo unitaria em 1.1. Para
esse problema, a andlise do efeito dos componentes de mistura consiste no uso da
Direcao Cox, descrita a seguir, adaptados para estimar os intervalos de confianca

para a razdo de chances em experimentos de mistura.

1.1 Direcio Cox para o grafico de resposta traco em Experimentos de Mis-

tura

A dire¢do Cox do componente ¢ é uma linha imagindria projetada da mis-
tura de referéncia para o vértice z; = 1. As propor¢des dos ¢ componentes na
mistura de referéncia é ¢ = (c1, ¢a, ..., ¢q),emque > ¢, ¢; = 1. O ponto de re-
feréncia c padrao é geralmente adotado como o centréide do experimento. Quando
a propor¢ao ¢; do componente ¢ é alterada por uma quantidade A; na dire¢ao Cox,

entdao a nova propor¢do se torna

xT; :Ci+Ai. (1.3)

Quando existem apenas restricdes como na expressao (1.1) sobre os com-
ponentes de mistura, A; estd no intervalo [—c¢;, 1 — ¢;]. Caso contrdrio, para res-
tricdes adicionais sobre os componentes como na expressio (1.2), A; estd no inter-
valo [L; — ¢;, U; — ¢;]. As proporgdes dos ¢ — 1 componentes restantes, resultante

de ¢; no i-ésimo componente, é
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z=c i=1,2,...,q,#1 (1.4)

No caso de uma regido experimental restrita ser um simplex regular, uma
representacdo alternativa da dire¢cdo Cox pode ser formulada, considerando o fato
de que ~2 = ., Nesse caso, analogamente & razio das propor¢des dos compo-

que o ) g proporg p
nentes escolhidos ao longo dos eixos para um componente na direcdo Cox, com a
ajuda da razdo de componentes em qualquer ponto na regido restrita, a mudanga
na resposta pode ser avaliada. Por exemplo, em um sistema de mistura com ¢ = 3,
ao longo que o eixo do componente x; passa através do ponto de referéncia, os

componentes x; € ) sendo x;/xy = p,, sdo dados por

:pxi(lfa:i) . 1— 2

x; Tp = —,
! pz; +1 ‘ pr; +1

emque, 1 —¢; = c¢j + ¢, Ly < x; < U; e py, mostra a razdo dos componentes
exceto x; no ponto referéncia. Dessa forma, o valor da resposta predita para o pre-
ditor linear de primeiro grau, ao longo da dire¢do Cox para o i-ésimo componente

é dado por

N ~ A Pax; (1—.’177;) ~ 1—.CEZ'
logit (7y,) = Bixi + B;— + ,
g ( xz) Bixi /Bj po, + 1 5kﬂmi+1

L; <z; <Uj. (1.5)

Na equagdo (1.5), exponenciando logit (75, ), os valores preditos de 7,
para cada componente de mistura x; sdo obtidos. Com esses valores, pode-se
construir um gréfico que relaciona os incrementos de ; com os valores de 7, €
esse grafico € chamado de resposta traco (trace plot). Esses tracos representam

o efeito da mudanca de cada componente de mistura enquanto todos os outros
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componentes permanecem em razao constante. O modelo dado pela equagao (1.5)

pode ser expandido para diferentes preditores lineares (AKAY; TEZ, 2007).

1.2 Graificos da razio de chances para os componente em Experimentos de

Mistura

Considere um ponto qualquer ¢ = (c¢;, ¢j, ¢;) que é tomado como um

grupo controle sobre a regido experimental, a razao de chances é dada ao longo do

eixo x; por
— chance x; oxp {Ble + B, pw;'(vl-;fj) + B plffl }
OR (l‘z) = ! = — iq' — o ; L;<z; <U,.
chance controle exp {ﬁiCi + Bjcj + 51<:Ck;}
(1.6)
A expressdo 1.6 pode ser reescrita por OR (x;) = exp {ﬁzA + BjB + BkC'}, em
queA=uz;—¢;, B= % —cjeC = p:fl — ¢g, a qual corresponde a uma

estimativa pontual, assumindo valores entre zero e infinito. Se a razdo de chances
é igual a um, isso quer dizer que ndo existe diferenca entre os grupos comparados,
e se for diferente de um, significa que existe diferenga. Além disso, as razdes
preditas obtidas pela equacgao (1.6) formardo uma curva que pode ser interpretada
na comparagio entre grupos.

A precisdo da razio de chances pode ser verificada pelo intervalo de confi-
anca e sua amplitude reflete sua variabilidade inerente. Para calcular o erro padrao
e o intervalo de confianga para a razio de chances, € necessdrio transformar a equa-
¢d0 (1.6) para a escala logaritmica e, nesse caso, segundo Hosmer, Lemeshow e
Sturdivant (2013) a distribui¢do amostral dessa medida é aproximadamente nor-
mal. Observe que a expressdo para o logaritmo neperiano da razdo das chances
na equagdo (1.6) depende do componente de mistura z; e o coeficiente estimado

B;. Utilizando métodos para calcular a varidncia de uma soma, obtemos o seguinte
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estimador

Var {1n [OE(Z)} } —A2Var M + B*Var [3]} +C?Var [Bk}
+24BCov |B, ] +24CCov 8.8 (D)

+2BCCov [Bj, Bk} :

eem que as varidncias e covariancias dos parametros do modelo ajustado sdo pro-
venientes da inversa da matriz de informacao de Fisher. Uma vez obtida a estima-
tiva da variancia do logaritmo neperiano da razdo das chances estimado, pode-se
obter o estimador do intervalo de 100 (1 — ) % de confianga para o logaritmo

neperiano da razdo das chances, que é dado por,

1040 {0 [ORG] } = [Be-+ 8-+ AuC] 23y Var {in [OR G},
(1.8)
em que, \/ Var {ln [OE(\ZU%)] } € o erro padrio do estimador do logaritmo ne-

periano da razdo de chances, Z(g) ¢ o (5)-ésimo quantil da distribui¢do normal
padrdo com « nivel de significincia.

Diante do exposto, o presente trabalho tem por objetivo empregar o uso do
modelo de regressdo simplex na andlise de experimento de mistura, considerando-
se que a varidvel resposta € propor¢do, e que tem a vantagem de modelar a sub ou
super-dispersdo de dados. Serd proposto o algoritmo Boosted Simplex Regression,
a versdo boosting da regressao simplex, o qual serd avaliado em termos de acuricia
e precisdo para razdes de chances. Nesse sentido, as vantagens da abordagem

proposta foi ilustrada em um experimento descrito na se¢do 2.1, que consistiu em
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estudar o efeito de diferentes dietas compostas por gordura, carboidrato e fibra

sobre a expressao de tumor nas glandulas mamadrias em ratos fémeas.

2 MATERIAL E METODOS

2.1 Descricao do experimento

Seguindo o experimento descrito por Akay e Tez (2011), a varidvel res-
posta referiu-se a ocorréncia de tumor em ratos, com o propdsito de estudar os efei-
tos de calorias da dieta composta por gordura, carboidrato e fibra sobre a expressao
(promocao) de tumor nas glandulas mamarias induzido por Dimetil-benzathracene

(DMBA) em ratos fémeas. Os dados s@o apresentados na Tabela 1.

Tabela 1 O nimero observado de tumores induzidos DMBA em glandulas ma-
mdrias de ratos tratados com diferentes proporcdes caldricas de fibra,
gordura e carboidrato (componentes originais). Cada grupo € composto
por 30 ratos e tem igual quantidade de calorias totais.

Componentes Originais

Dietas Gordura (z1)  Carboidrato (x2)  Fibra (z3) utglso%/ P]iQLPmOE)%a(()y?e
1 0,175 0,775 0,050 17 0,567
2 0,153 0,820 0,027 15 0,500
3 0,133 0,863 0,004 17 0,567
4 0,491 0,470 0,039 24 0,800
5 0,440 0,538 0,022 21 0,700
6 0,390 0,607 0,003 23 0,767
7 0,701 0,267 0,032 18 0,600
8 0,638 0,343 0,019 23 0,767
9 0,576 0,421 0,003 26 0,867

A proporc¢do das trés dietas foram restritas pelos seguintes limites inferio-
res e superiores: 0,133 < Gordura < 0,730; 0,267 < Carboidrato < 0,864

e 0,003 < Fibra < 0,600. A Tabela 1 contém as respostas das proporcdes de
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tumor observadas dos nove grupos de dieta com diferentes propor¢des caldricas
de gordura (1), carboidrato (x2) e fibra (x3). As dietas 1 a 3 s@o constituidas de
baixa gordura e alto carboidrato, as dietas 4 a 6 sdao constituidas de valores mé-
dios de gordura e carboidrato, as dietas 7 a 9 sdo possuem alta gordura e baixo
carboidrato. As dietas 1, 4 e 7 sdo altas em fibras, as dietas 2, 5 € 8 sdo médias em
fibras e as dietas 3, 6 e 9 sdo baixas em fibras. Em todas as dietas, a gordura e o

carboidrato sdo as duas maiores origens de calorias.

2.2 Modelos de regressao aplicados aos experimentos de mistura

A proposta de experimentos de mistura é construir um modelo apropri-
ado que relacione a resposta aos componentes x1, T2, ..., T, Assume-se que a
resposta de interesse 7 seja uma funcdo das varidveis de mistura xz;, ou seja, n =
f(x1,22,...,24). Quando um experimento ¢ feito, ¢ natural considerar que as
respostas observadas, denotadas por y; para o i-ésimo valor (i = 1,2,...,n) sdo
fungdes da média de 1; com uma varidncia constante o paratodoi = 1,2,...,n.
As respostas observadas contém o erro experimental aditivo €;, ou seja, y; = 1; + £,
em que ¢; YN (O; 02). A forma funcional daresposta E [Y] = f (z1,22,...,24)
geralmente ndo é conhecida, mas em vdrias situacdes os modelos de aproximacgao
polinomial de primeiro e segundo graus sio utilizados.

Os modelos linear e quadratico de Scheffé sdo os mais comumente utiliza-
dos em experimentos de misturaec (SCHEFFE, 1958). Contudo, para as respostas
dos componentes que se aproximam da fronteira do simplex, esses modelos nao
sdo viaveis (DRAPER; ST. JOHN, 1977; SNEE, 1973; AITCHISON; BACON-
SHONE, 1984; CORNELL; GORMAN, 2003). Assim sendo, para que os efeitos
curvilineos sejam contemplados mediante ao comportamento extremo das respos-

tas, ou também chamado de efeito de borda, procedeu-se com a incorporacio dos
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termos inversos definidos pelas varidveis razdo w; = /7%, em que Ty corres-
q
ponde ao componente de mistura que provoca o efeito de borda (AKAY; TEZ,

2011). Desta forma os modelos (2.3) e (2.4) sdo especificados na Tabela 2.

Tabela 2 Classificagdo dos modelos de mistura mais usuais.

Modelo E[Y]
a .

Linear de Scheffé > Bix; (2.1)
ik 9 4q

Quadrdtico de Scheffé S Biwi + 303 Bijwix; (2.2)
i=1 i=1i<j
N q—1 ’

Linear com varidveis razao Bo+ > Biw; (2.3)
. ;ill R q—lgq=1

Quadrdtico com varidveis razdo  fSo+ Y Biw; + > > Bijwiw;  (2.4)

i=1 i=1i<j

FONTE: Box e Draper (2007)

2.3 Adaptacao da distribuicao Simplex e os modelos de mistura em MLG

Uma distribuicdo que pode ser utilizada para estudar uma varidvel res-
posta continua e restrita ao intervalo (0, 1) € a distribuicdo simplex (BANDORFF-
NIELSEN; JORGENSEN, 1991; JORGENSEN, 1997).

Considerando que a resposta do experimento, representada pela varidvel
aleatéria yy com média 1 € (0, 1) e pardmetro de dispersido o > 0 tem funcio de

densidade dada por

%) = ! ex T .
Y meymr—E (gt ve o, es

em que,
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(y—n’
d(y;p) = : (2.6)
y(1—y)*p? (1 —p)?
Dada uma amostra aleatéria vy, ..., y, de varidveis aleatdrias indepen-
dentes, sendo que cada y; ~ S (pi,0%), @ = 1,...,n. O modelo de regressdo

simplex € definido pela densidade da forma (2.5), para as médias p; caracterizadas
por g (i) = xI B = n;, sendo g (-) a fungdo de ligagdo “logit”, B = (81, ..., Bp)
é o vetor dos parimetros da regressdo (3 € RP), xI' = (zy;, ..., ;) sdo os valo-
res conhecidos das p covaridveis no modelo de mistura. Assim, n; corresponde ao
preditor linear, definido por um dos modelos descritos na Tabela (2).

Seguindo essas especificacdes, utilizou-se 0 método da maxima verossi-

milhancga, considerando a log-verossimilhanca de cada observagao definida por:

1 1 3 1
l; (,ui,az) =-3 In (27) — 3 In (02) -3 Infy; (1 —w)| — ﬁd (yis pi) - (2.7)

Logo, segundo o logaritmo da funcdo de verossimilhanga para de n observacdes
n

independentes, dado por ! (3,0%) = > I; (i, 0?), os estimadores de maxima
i=1

verossimilhanca dos pardmetros 3 e o2 sdo obtidos por meio da solugio do sistema

de equacdes homogéneo derivado de [ (,6, 02).

2.3.1 Algoritmo Boosting aplicado ao modelo de Regressao Simplex

O propésito do algoritmo Gradiente Boosting de Friedman consiste em

estimar uma fungdo de predigdo 6tima f* (-), definida por

)= arg min By x [p 1Y, 9 In (X)1}] (2.8)
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onde, p (-, -) € uma funcdo perda. Desta forma, o algoritmo boosting para ajuste
de MLG proposto for Friedman (2001), foi adaptado para a regressio simplex e

denominado de Boosted Simplex Regression, descrito nos passos a seguir:

(i) Inicialize f(© (+) com um valor inicial e m = 0. Escolhas comuns sao
1 n
F0) () — i Y
7O ) = argmin T3 p(%

ou f© () = 0. A fungdo perda é o negativo da log-verossimilhanca da

densidade da distribuicio simplex, ou seja,
p Y9l (X))} =1 (Yog™ (0(X)),0%),

como na expressao 2.7.
(ii) Aumente m em 1. Calcule o gradiente negativo —a%p (Y, g) e calcule em

FmD(X):

my _ ((m 9
u™ = (") lict.n = ~ P Yogln (Xl} [stra=m-pxy -

representa uma estimativa
i=1,...,n

em que o vetor gradiente u(™ = (ugm)>
do verdadeiro gradiente da esperanga em (2.8). Logo, o algoritmo Boosted
Simplex Regression faz com que o vetor gradiente negativo percorra iterati-
vamente no espago de g (-) para minimizar o risco empirico. Segundo Hof-
ner et al. (2014), no algoritmo Gradiente Boosting de Friedman essa estraté-
gia corresponde a substituir o cldssico método Escore-Fisher em estimagao
por Méxima Verossimilhanca de f* pelo algoritmo gradiente descendente

no espago funcional de f*.
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(iii) Ajuste o vetor gradiente negativo uy, ..., u, para Xi,..., X, por um pro-

cedimento base (™) (+), dado por h(m) = B[;\]x[;\], em que

BU) = > i wz(j)ui
n M\ 2
P (xz )

Note que sdo ajustados modelos lineares simples sem intercepto separada-

2.9

mente para cada coluna da matriz de delineamento ao vetor gradiente ne-
gativo, u;, (2.9), ou seja, para cada covaridvel ou componente de mistura
j (7 =1,...,p), sendo o j-ésimo pardmetro do modelo de mistura da Ta-
bela 2. Logo, haverdo p procedimentos bases ajustados na iteracdo m do

algoritmo.

Escolher o componente A com melhor ajuste ao vetor gradiente negativo de
acordo com o critério dos minimos quadrados. Ou seja, selecione a covarid-
(m)[A]
J

vel h( )

definida por

. n . 2
A = arg min u(mfl) — h(m) 2.10
1g§;j§p ; ( ’ z(j)) ( .

m) _ (A(m)

( h . ) sd0 os valores ajustados dos procedimentos
(4) i(4) i=1l...n
)

em que, h

bases izz(?;) para as observacdes ¢ = 1,...,n na m-ésima iteracdo. Convém
ressaltar que dados os p procedimentos bases ajustados, o melhor modelo
ajustado € utilizado no processo de atualizacio, ou seja, apenas o procedi-
mento base que fornecer a menor quantidade em (2.10) serd adicionado a
corrente iteracdo (passo (iv)) do algoritmo. Por esse motivo, diz-se que o

procedimento de selecdo de varidveis estd embutido no algoritmo (NATE-

KIN; KNOLL, 2013).
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(iv) Atualize o preditor aditivo

- p ~ (m)[A
f(m) (1) = flm=1) () +v .hg)[ ]
em que 0 < v < 1€ o fator comprimento do passo. Recomenda-se que
v seja pequeno, como por exemplo v = 0,1 (BUHLMANN; HOTHORN,

2007).

(v) Continue o processo de iteracdo entre os passos (ii) a (iv) até m = M, para

alguma iteracdo de parada M.

A iteragd@o de parada é um importante argumento de controle e, nesse tra-
balho serd determinada pelos critérios de informacdo de Akaike (AIC) e bayesiano
(BIC). Dessa forma, a funcgdo de predicdo 6tima € aquela cujo AIC e, ou, BIC é
minimo (HOFNER et al., 2014).

Diante do exposto, a funcdo de predi¢do 6tima ou minimizador populaci-
onal f*(-), em modelos lineares generalizados é a fun¢do g (n (X)) que retorna o
menor risco empirico.

Seguindo essas especificagdes descritas nos passos (i) até (v), utilizou-
se o pacote mboost, sendo esse adaptado para implementar a regressao simplex

(BUHLMANN; HOTHORN, 2007).

2.3.2 Construcao dos graficos de envelope simulado para o modelo de Re-

gressao Simplex

Ap6s ajuste do modelo, a construgdo do grafico de envelope simulado para
o modelo de regressao simplex foi feita utilizando-se do seguinte procedimento

(WILLIAMS, 1987):



166

(i) Gerou-se n observagdes da distribuicdo S (/li, 62);

(ii) Obteve-se o residuo t;, o residuo padronizado ponderado (ESPINHEIRA;
FERRARI; CRIBARI-NETO, 2008);

*

(iii) Repete-se os passos (1) - (2) k vezes, resultando os residuos gerados tijs

i=1,....nej=1,...,k;

(iv) Coloca-se cada grupo de n residuos em ordem crescente, obtendo t’&.)j, =

1,....,.nej=1,...,k;

. . ek . N . ..
(v) Obtém-se os limites t(i) ;= mjln t(i)j e t(i) g = mjax t(l.)j. Assim, os limites

correspondentes ao ¢-ésimo residuo foram dados por ¢7.,,; e t7 ., .
(@1~ "(@)S

De maneira semelhante, foram construidos os graficos de envelope simu-
lado para os modelos ajustados via algoritmo boosting. Para tal, a obtencdo dos
residuos ¢;, que dependem de h;;, também chamado de “leverage”, no passo (2),
foi utilizado o procedimento de obtencdo da matriz H descrito em Buhlmann e

Hothorn (2007).

2.3.3 Procedimento numérico para obter intervalo de confianca para razao

de chances no modelo Boosted Simplex Regression

Considere § como sendo o estimador de In [OE(\SQ)} . O intervalo de
confianca para a razdo de chances foi obtido pelo método de Monte Carlo (RIZZO,

2007), seguindo-se 0s seguintes passos:

(i) Gerar uma amostra de tamanho n da distribui¢do Simplex com as estimativas



167

de maxima verossimilhanca /1 e 62, sendo

. n
fui = W e 6% = lzd(yﬁﬂi)a
1 +exp {mz,@} (i
em que, ; B ¢ o preditor linear do MLG definido na Tabela 2, B a estima-
tiva de maxima verossimilhanca de 3 e d (y;; f1;) de acordo com a equac@o
(2.6). Para o modelo do tipo razdo gerar a amostra por meio do delineamento
Vértice Extremo. Mais detalhes desse delineamentos podem ser vistos em

Cornell (2002);
(ii) Da amostra gerada em (i), calcular 0 ;
(iii) Repetir os passos (i) e (ii) B vezes;

(iv) A partir do vetor 8 = (éz‘l) < éfz) <... < éE‘B)), para algum nivel de sig-
nificancia «, o intervalo de confianga Monte Carlo com 100 x (1 — a) % de

confianga é dado por

IC(_a) (6) = [92}1); eg‘,@)} : 2.11)

emque ky = (B+1)(a/2) e ko = (B+1) (1 —«/2) sdo os maiores
inteiros ndo maiores que (B + 1) (a/2) e (B+1) (1 — «/2), respectiva-
mente e éikkl) ¢ o percentil 100 («/2) % e é&a) o percentil 100 (1 — «/2) %.

Os limites inferiores e superiores do estimador do intervalo de confianca
para a razdo de chances sdo obtidos exponenciando os limites nas equagdes (1.8)
e(2.11).

Finalizando a metodologia proposta, para obtencio dos resultados foram
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utilizados os pacotes estatisticos, bbmle, mixexp e mboost do Sistema Computaci-

onal Estatistico R (R CORE TEAM, 2015).

3 RESULTADOS

3.1 Selecao do Modelo e desempenho do algoritmo Boosting

Os resultados descritos na Tabela 3 correspondem as estimativas dos para-
metros dos modelos de regressio simplex e boosted simplex regression ajustados
em fung¢do do delineamento de mistura (Tabela 1) e os critérios de informacao uti-
lizados. As estimativas dos pardmetros ndo apresentaram discrepancias entre elas
e os critérios de informacdo foram similares. Ambos resultados sdo melhores do
que os apresentados por Akay e Tez (2011) (modelos M1 e M2), que ajustaram
o modelo de regressdo logistica com varidveis razdo como uma melhor alterna-
tiva aos modelos de regressdo logistica propostos por Chen, Li e Jackson (1996),
os quais fizeram estudos considerando as varidveis em pseudo-componentes nos
modelos polinomiais de Scheffé e Backer, considerando o mesmo experimento.
Assim, por meio dessa comparacdo ha evidéncias estatisticas para afirmar que o
modelo de regressao simplex é uma alternativa vidvel e promissora de ser aplicada
a experimentos de mistura.

Convém ressaltar que em experimentos de mistura a selecdo de variaveis
em um modelo linear ndo faz sentido porque obrigatoriamente todos os compo-
nentes de mistura devem fazer parte do modelo. Assim, o uso de critérios de infor-
macao dar-se-4 na comparacdo de modelos em diferentes métodos de estimagao,
sendo os métodos da maxima verossimilhanca e boosting empregados nesse tra-

balho. Nesse caso, sucessivos ajustes do modelo sdo feitos e seleciona-se aquele
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Tabela 3 Estimativas dos parAmetros para os modelos ajustados, resultados dos
indicadores de qualidade de ajuste e niimero 6timo de iteracdes (M) do
modelo Boosted Simplex Regression.

Modelo Tipo Parametro™ Estimativa ErroPadrio M AIC BIC

Regressao Simplex

Bo 0,2959 0,2006
Ml Razdo 81 0,1779 0,0361 - -18,80 -21,51
Ba -0,0754 0,0330
Boosted Simplex Regression
Bo 0,3260 -
M2 Razao 51 0,1691 - 15 -22,65 -22,44
Ba -0,0712 -
Regressao Logistica
Bo 0,2895 0,2655
M3 Razdo B1 0,1808 0,0542 - 444 45
Ba -0,0767 0,0402

* Parametros relacionados ao modelo linear de Razdo, com preditor linear dado por

n=Po+ P/ Tt + B2y /2.

que retornar o menor AIC, o que implica em eliminar as varidveis com menor
contribui¢cdo para a explica¢do da resposta. Essa tarefa pode ser bastante drdua
quando se tem um grande nimero de componentes, uma vez que para o modelo
de regressdo simplex isso deve ser feito manualmente. Uma vantagem do algo-
ritmo boosted simplex regression € sua capacidade de realizar automaticamente a
selecdo de varidveis. No entanto, para fins de comparacao, foram consideradas as
mesmas covaridveis no ajuste via boosting do que pelo método da maxima veros-
similhanga. Isso implica que os modelos ajustados via boosting foram aqueles que
retornam o minimo AIC ou BIC dado o conjunto de covaridveis de acordo com a
Tabela 3, conforme pode ser visto na Figura 1.

Smith (2005) fez criticas com relagdo a andlise feita por Chen, Li e Jackson
(1996) em termos de colinearidade. Por exemplo, a estimativa do parametro para

o componente x3 € maior que a dos outros parametros. Menard (2009) alerta
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Figura1l Numero 6timo de iteragdes do algoritmo Boosted Simplex Regression
segundo o critério de informagdo de Akaike (AIC) considerando o mo-
delo M2 (Boosted Simplex Regression do tipo razio).

que a razdo para essa discrepancia entre as estimativas dos parametros do modelo
¢é devida a colinearidade. Conforme menciona Bozdogan (2000), sistemas cujas
correlacdes entre seus componentes sdo mais evidentes, tendem a inflacionar os
erros-padrdo das estimativas dos pardmetros do modelo avaliado. Dessa forma, o
modelo M1 € preferivel e tem maior informagdo sobre os pardmetros, uma vez que
as variancias dos mesmos sdo menores do que as do modelo M3.

Além do exposto, Akay e Tez (2011) fizeram uma observa¢do quanto a
presenca do efeito da sub ou super-dispersdo em dados agrupados, como é o caso
dos dados Tabela 1, e mencionaram que esse fato deve ser levado em consideragao
na selecdo do modelo. No trabalho de Chen, Li e Jackson (1996) esse fato foi
desprezado e Akay e Tez (2011) apresentaram os modelos de regressio logistica
do tipo razdo como uma melhor alternativa para controlar esse efeito. Esse fato

corrobora o uso de modelos da classe dos modelos lineares generalizados como
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sendo uma metodologia adequada na anélise de respostas diferentes da abordagem
usual.

No que diz respeito aos dados agrupados, assume-se que das n; observa-
¢des em um determinado grupo (ou dieta), todas elas tenham a mesma probabi-
lidade 7; de ter o atributo de estudo (a ocorréncia de tumor mamario), entdo €
razodvel assumir que a distribui¢do de Y; seja binomial com parametros m; e n;. O
caso de dados ndo agrupados pode ser considerado como sendo um caso especial,
onden; =ng=---=n, = 1.

A abordagem usual compreende os modelos de regressdo linear com os
erros sendo distribuidos normalmente, porém se a varidvel resposta no modelo de
regressao ¢ uma propor¢ao ou uma razao, os pressupostos do modelos de regressao
classico podem estar compromentidos. Na tentativa de contornar esse problema,
transformagdes como a do tipo arcseno podem fazer com que a distribuicdo dos
erros sejam aproximadamente normal e varidncia constante. Contudo, Warton e
Hui (2013) alertam para o fato de que, em estudos de simulagdo, a transforma-
¢do arcseno perde poder em detectar propor¢des verdadeiras, o que compromete a
predicdo do modelo. Por outro lado, o modelo de regressao logistica apresentou
maior poder quando a resposta é proveniente de uma distribuicdo binomial. Desse
modo, considerar o modelo que melhor contemple a natureza da resposta é melhor
do que aplicar alguma transformacao na mesma.

Em contrapartida, o modelo de regressdo logistica € apropriado se a res-
posta é baseada na distribuicdo binomial, mas esse modelo nao admite um parame-
tro de dispersdo, a menos que ele seja generalizado para acomodar esse parametro,
como os modelos beta-binomial e os de quasi-verossimilhanca. Dentre os mode-
los que naturalmente apresentam um parametro de dispersao, estdo os modelos de

regressao beta e simplex. O modelo de regressdo beta tem se tornado ultimamente
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uma alternativa interessante na andlise de propor¢des e respostas limitadas, con-
tudo, a média e o parametro de dispersdo sdo dependentes e, dependendo do con-
texto, a estimagdo dos parametros pode ser comprometida (FERRARI; CRIBARI-
NETO, 2004). No presente estudo, o modelo de regressdo beta implementado por
Cribari-Neto e Zeileis (2010) no software R nio se ajustou aos dados da Tabela 1,
em que o mesmo acusou inversa singular para a matriz de informacao de Fisher.

Geralmente, proporcdes e razdes tem distribuicdo assimétrica e estdo res-
tritas ao intervalo unitdrio, logo assumir normalidade para os erros pode levar a
predicdes fora do intervalo unitario, ou seja, pode fornecer predicdes negativas ou
maiores do que um. Além disso, nessa abordagem a estimacdo intervalar e testes
de hipdteses assume-se que a resposta € distribuida simetricamente, o que pode
levar as conclusdes espurias (SOUZA; CRIBARI-NETO, 2015). Diante dessas
consideracdes, o modelo de regressdo simplex se torna uma alternativa viavel na
modelagem de proporcdes e ele tem a vantagem de ser menos sujeito a problemas
numéricos em relacdo ao modelo de regressao beta.

Dadas essas consideracdes, a estimativa para parametro de dispersdo dos
modelos M1 e M3, sao dados por qEMl =0,7291e ¢3M3 =0, 9434. Esses valores
compdem o vetor escore e a matriz hessiana, influenciando portanto na estimativa e
precisdo dos parametros do modelo. Assim, novamente em comparacio ao modelo
proposto por Akay e Tez (2011), o modelo M1 forneceu estimativas mais precisas
para os parametros.

Examinando os pontos experimentais (Figura 2) e referindo-se ao deline-
amento apresentado na Tabela 1, observou-se que a resposta sofreu uma mudanga
nos valores préoximos do limite inferior do componente x3 (fibra).

Nos pontos em que o componente 1 (gordura) tem um valor alto, por

exemplo nas dietas 4, 6, 8 € 9, um aumento no nimero observado de tumores é
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Reference point
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Figura2 Regido simplex restrita dos grupos de ratos tratados com diferentes pro-
porcdes caldricas de fibra, gordura e carboidrato (componentes origi-
nais) e pontos de referéncia utilizados.

notdrio. Contudo, nos pontos em que o componente x; assumiu valores menores,
observou-se um decréscimo no nimero de tumores. Quando o componente o tem
valores maiores, por exemplo nas dietas 1, 2 e 3, o nimero de tumores é reduzido e
quando esse componente € caracterizado por menores valores, existe um aumento
na resposta (Figura 2).

Para modelar um comportamento dos componentes desse tipo, utilizar a
razdo entre os componentes ¢ uma abordagem mais realistica, uma vez que mo-
delos com esses tipos de varidveis permitem modelar mudancas quando um dos
componentes assume valores menores, como € o caso de x3 (fibra). Akay e Tez

(2011) concluiram que o modelo de regressdo logistica com varidveis razao utili-
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zando a transformagao raiz quadrada (M3) foi o melhor dentre os utilizados.
Diante do exposto, pode-se afirmar que o modelo Boosted Simplex Regres-
sion apresentou melhores indicadores de qualidade de ajuste para a propor¢do de
tumor mamadrio em ratos fémeas (Tabela 3). Além disso, os grificos normais de
probabilidade dos residuos componente do desvio para os modelos avaliados afir-
mam que a suposi¢cao de resposta simplex para a resposta analisada estd adequada

e o ajuste dos modelos foram satisfatdrios (Figura 3).

Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot Normal Q-Q Plot

Components do Desvio

Percentis da N(0.1) Percentis da N(0.1) Percentis da N(0.1)

() M1 (b) M2 (c) M3

Figura 3 Envelopes simulados para diagndstico de qualidade de ajuste dos mode-
los M1 (Regressdao Simplex do tipo razio - (a)), M2 (Boosted Simplex
Regression do tipo razdo - (b)) e M3 (Regressdo Logistica do tipo razdo

- ().

3.2 Discussao dos modelos em relacao aos graficos dos efeitos dos compo-

nentes de mistura

Convém ressaltar que o presente trabalho nao se ateve as motivacdes bio-
l6gicas para a escolha dos referidos pontos, mas sim ao fato de tal escolha ter sido
feita estritamente por inspecdo da regido experimental e aplicabilidade em expe-

rimentos de mistura. Para proceder as comparagdes dos modelos relacionados na
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Tabela 3, foi calculado via simulagdo Monte Carlo as estimativas dos pardmetros
dos modelos M1, M2 e M3. Nesse sentido, a Tabela 4 evidencia consideravel acu-
rdcia entre as estimativas dos parametros, uma vez que esses produziram pequeno

desvio em relagdo ao vetor 8 = (0.2959, 0.1808, —0.0767).

Tabela4 Resultados de 1000 simulacdes de Monte Carlo de amostras
da distribuicdo Simplex para as estimativas dos pardmetros dos
modelos avaliados, considerando o vetor de parimetros B =
(0.2959, 0.1808, —0.0767) e 02 = 0.7291.

Modelo Parametro Média Desvio Padrao Desvio
5o 0,26530 0,19147 0,03060

M1 531 0,17655 0,03818 0,00135
Ba -0,07083 0,03377 0,00457

Bo 0,27368 0,21474 0,02221

M2 51 0,17447 0,03705 0,00343
(o -0,07060 0,03637 0,00474

5o 0,29813 0,22481 0,00223

M3 531 0,17227 0,04012 0,00563
5o -0,06876 0,03766 0,00664

* ParAmetros relacionados ao modelo linear de Raziio, com preditor linear dado por
n=Po+ b1 % + B2 i—i MI1: Regressdo Simplex do tipo razdo; M2: Boosted

Simplex Regression do tipo razdo e M3: Regressdo Logistica do tipo razdo.

As correspondentes médias Monte Carlo foram utilizadas para construcao
dos gréficos de resposta traco e de razdo de chances. Na Figura 4 (a), modelo
M2, os componentes x1 (gordura) e x3 (carboidrato) tem efeito contrario sobre a
resposta. A medida que a proporcdo de gordura aumenta a propor¢io esperada de
tumor aumenta. Por outro lado, 4 medida que a proporcao de carboidrato aumenta
a proporc¢do esperada de tumor diminui. O componente z3 (fibra) tem mais efeito

sobre a resposta do que os outros componentes, Uma vez que sucessivos incremen-
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tos de fibra na dieta acarretam maior diminuicao no nimero esperado de tumores.

De maneira anéloga, as mesmas conclusdes podem ser feitas para o modelo M3.

(a) M1 (b) M2 (c) M3

Figura4 Gréficos de resposta traco dos modelos M2 (Regressdao Simplex do tipo
razdo - (a)), M2 (Boosted Simplex Regression do tipo razdo - (b)) e
M3 (Regressdo Logistica do tipo razdo - (c)) considerando o ponto
¢ = (0.4108,0.5671,0.0221), o centréide dos dados, como ponto de
referéncia.

Nesse sentido, as Figuras 5 a 7 apresentam as razdes de chances para dife-
rentes pontos de referéncia em relacdo ao grupo controle para cada modelo avali-
ado. Para tal, foram considerados trés diferentes pontos de referéncia (0.7, 0.275,
0.025, (0.275, 0.7, 0.025) e (0.332, 0.466, 0.202). Os dois primeiros pontos
de referéncia estdo contidos na regido onde os pontos amostrais estdo. O ter-
ceiro ponto de referéncia é o centrdide da regido experimental restrita (Figura
2). Uma observagdo a ser feita é que deve-se ter cautela quanto as interpreta-
¢Oes sobre o centréide da regido restrita, uma vez que ndo foram amostrados da-
dos nessa regido. O grupo controle foi dado pelo centréide dos pontos amostrais
c = (0.4108, 0.5671, 0.0221).

Pode ser observado que para o componente x1, a chance de ocorréncia
de tumor mamadrio em ratos aumenta conforme ocorrem incrementos nesse com-

ponente. O respectivo intervalo de confianca de 95% do modelo M3 contém o
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Figura5 Raz@o de Chances (dada pela média Monte Carlo, curva ver-
melha) e seus respectivos Intervalos de Confianga de 95% de
confianca para o modelo M3 (Regressdo Logistica do tipo ra-
zd0) em que (A) o ponto de referéncia é (0.7,0.275,0.025) e
grupo controle (0.4108,0.5671,0.0221), (B) o ponto de referén-
cia é (0.275,0.7,0.025) e grupo controle (0.4108,0.5671,0.0221) e
(C) o ponto de referéncia é (0.332,0.466,0.202) e grupo controle
(0.4108,0.5671,0.0221). Para visualizagdo desses pontos veja Figura
2.
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Figura6 Raz3o de Chances (dada pela média Monte Carlo, curva ver-
melha) e seus respectivos Intervalos de Confianga de 95% de
confianca para o modelo M1 (Regressdo Simplex do tipo ra-
zd0) em que (A) o ponto de referéncia é (0.7,0.275,0.025) e
grupo controle (0.4108,0.5671,0.0221), (B) o ponto de referén-
cia é (0.275,0.7,0.025) e grupo controle (0.4108,0.5671,0.0221) e
(C) o ponto de referéncia é (0.332,0.466,0.202) e grupo controle
(0.4108,0.5671,0.0221). Para visualizagdo desses pontos veja Figura
2.
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(A) (B) ©

Figura7 Razdo de Chances (dada pela média Monte Carlo, curva verme-
lha) e seus respectivos Intervalos de Confianca de 95% de con-
fianca para o modelo M2 (Boosted Simplex Regression do tipo
razdo) em que (A) o ponto de referéncia é (0.7,0.275,0.025) e
grupo controle (0.4108,0.5671,0.0221), (B) o ponto de referén-
cia é (0.275,0.7,0.025) e grupo controle (0.4108,0.5671,0.0221) e
(C) o ponto de referéncia é (0.332,0.466,0.202) e grupo controle
(0.4108,0.5671,0.0221). Para visualizagdo desses pontos veja Figura
2.
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valor 1, utilizado para comparar as razdes de chances, nas quantidades de 0,4 a
0,6 aproximadamente. Logo pode-se dizer que embora a chance aumenta para as
quantidades de 0,4 a 0,6, aproximadamente, de x, ela ndo € significativa, no sen-
tido de que na populacdo o componente z; (gordura) ndo influencia de maneira
significativa na ocorréncia de tumor mamario em ratos (Figura 5 (A)).

Em se tratando de estimativa pontual, as mesmas conclusdes podem ser
obtidas para os modelos M1 e M2 e considerando o componente x1, no entanto,
observa-se que o seu respectivo intervalo de confianga de 95% para a razéo de
chances nao contém o valor unitdrio em algumas quantidades de x; (Figuras 6(A)
e 7(A)), o que indica que esse componente influencia de maneira significativa na
ocorréncia de tumor mamadrio em ratos em quantidades diferentes daquelas expli-
cadas pelo modelo M3. Esse fato é evidenciado pela amplitude do intervalo de
confianga para a razdo de chances desse componente, o qual € mais estreito nos
modelos M1 e M2. Logo, os modelo M1 e M2 forneceram estimativas de razao de
chances do componente x; mais precisas do que o modelo M3 (Figuras 6 e 7).

Esse fato pode ser estendido para os outros dois componentes € 0s outros
pontos de referéncia utilizados (Figuras 7(B) e 7(C)). Portanto, o modelo Boosted
Simplex Regression do tipo razdo forneceu estimativas mais acuradas e precisas

para a razdo de chances.
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Uma informag¢do importante que pode ser fornecida por um modelo de
mistura é a mistura que proporciona a maxima ou minima incidéncia de tumor,
respeitando-se as restri¢des de cada componente. Reportando o modelo que apre-
sentou os melhores indicadores de qualidade de ajuste, o0 modelo M2, este afirma
que a médxima incidéncia de tumor esperada é de 90,82% e a mistura que pro-
porciona esse valor é formulada por 72, 38% de gordura, 27, 32% de carboidrato
e 0,30% de fibra. Por outro lado, a minima incidéncia de tumor esperada é de
56, 19% e a mistura que proporciona esse valor é formulada por 13, 33% de gor-
dura, 86,10% de carboidrato e 0,57% de fibra (Tabela 5). Ou seja, as maiores
diferenca entre os componentes que maximizam e minimizam a resposta ficou ca-
racterizado pela propor¢do de gordura e carboidrato na mistura. Além disso, pode-
se dizer que o modelo M3 superestima a resposta maxima esperada e subestima a

minima esperada.

Tabela5 Misturas dos componentes z; (gordura), xo (carboidrato) e x3 (fibra)
que proporcionam a mdxima e minima incidéncia de tumor esperada
estimada (y), considerando a média Monte Carlo das estimativas dos
parametros dos modelos ajustados.

Maximo Minimo
Modelo * x1 T2 3 7 x1 Z2 T3 g
M1 0,7186 0,2783 0,0030 0,9107 0,1331 0,8621 0,0047 0,5604
M2 0,7238 0,2732 0,0030 0,9082 0,1333 0,8610 0,0057 0,5619
M3 0,7294 0,2674 0,0031 09115 0,1332 0,8621 0,0047 0,5577

* M1 (Regressio Simplex do tipo razio), M2 (Boosted Simplex Regression do tipo razio)

M3 (Regressdo Logistica do tipo razo).

4 CONCLUSOES

O modelo de regressao simplex apresentou ajuste satisfatério na andlise

do experimento de mistura que avaliou a incidéncia de tumor mamario em ratos
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fémeas, sendo uma opg¢do vidvel na andlise de situacdes em que a resposta € limi-
tada. O uso desse modelo também contempla a sub ou super-dispersdo presente
em dados agrupados.

Os graficos de envelope simulado para o modelo Boosted Simplex Regres-
sion foram aplicados com sucesso para confirmar o ajuste desses modelos bem
como corroborar a suposi¢ao de distribuicdo simplex no algoritmo boosting.

Os intervalos de confianca para a razdo de chances evidenciaram que dife-
rentes escolhas dos pontos de referéncia afetam a razao de chances e o respectivo
intervalo de confianga. O modelo Boosted Simplex Regression forneceu estima-
tivas acuradas para a razdo de chances e intervalos de confianca, construidos por
simulacdo Monte Carlo, mais precisos do que a andlise pela regressdo logistica,
independente do ponto de referéncia escolhido.

Os intervalos de confianga das razdes de chances obtidas pelo modelo Bo-
osted Simplex Regression foram ligeiramente mais precisos do que os obtidos pelo

modelo de regressdo simplex em sua abordagem por maxima verossimilhanca.
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CONSIDERACOES FINAIS

O presente estudo apresentou novas abordagens na andlise de experimen-
tos de mistura e viabilizou novas perspectivas no que diz respeito a precisdo de
uma informacdo importante em experimentos do tipo quando a resposta analisada
¢ caracterizada por propor¢des, a razdo de chances. Em particular, a distribui-
cdo simplex e seu respectivo modelo de regressao foi proposta em comparagdo ao
modelo de regressao logistica, bastante usual em andlises de respostas com a pres-
suposicdo de distribuicdo binomial. Diante dessa comparagdo feita no primeiro
artigo, foi possivel verificar que, com um mesmo conjunto de dados provenientes
de um mesmo experimento, é possivel aumentar a precisdo da razao de chances.

A precisdo da razdo de chances ¢ afetada pelo tamanho da amostra, mas em
situacdes como os de experimentos de mistura, a exigéncia de grandes tamanhos
amostrais é comprometida. O presente estudo mostrou que a precisdo também é
afetada pela distribuicdo de probabilidade assumida para a resposta e a escolha do
componente sistemdtico de um MLG. Portanto, pesquisas que proporcionem au-
mento na precisdo dos resultados desses experimentos sdo de grande importancia
e nesse sentido novos estudos com outras distribui¢cdes de probabilidade e compo-
nente sistematico podem ser feitos.

Os algoritmos boosting t€ém se mostrado como uma op¢ao bastante pro-
missora em termos de acurdcia na predicao e o estudo realizado no segundo artido
evidenciou que o algoritmo boosting proposto, o Boosted Simplex Regression, foi
uma opcao vidvel na andlise de experimentos de mistura. Por se tratar de uma abor-
dagem relativamente recente, estudos sobre esses algoritmos tém recebido grande
atencdo pela comunidade estatistica, ciéncia da computagdo e aprendizado de ma-

quinas. Alguns autores como Hofner et al. (2014) e Schmid et al. (2013) atribuem
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o termo “blackbox” a esses algoritmos. Uma das justificativas para essa denomina-
c¢do estd no fato de o algoritmo GBF ndo fornecer a matriz hessiana das estimativas
dos parametros do modelo ajustado. Para contornar esse problema, os intervalos
de confianca para a razdo de chances do algoritmo Boosted Simplex Regression
foram construidos via simulagdo Monte Carlo.

Dessa forma, novos trabalhos podem ser propostos no sentido de resolver
questdes tedricas sobre o algoritmo boosting para modelos de regressao e novos
algoritmos podem ser construidos para resolver problemas préticos.

Para que a pesquisa possa ser reproduzida e aplicada em outros proble-
mas, foi desenvolvido o pacote estatistico em R intitulado por SimplexMixmodel.
No apéndice se encontram os principais comandos para ajustar modelos de regres-
sdo simplex, diagndstico de ajuste, construgdo dos graficos de razdes de chances e
traceplots. Convém ressaltar que esse pacote se encontra em uma versao prelimi-

nar e novas versdes serdao disponibilizadas no CRAN do programa R.
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APENDICE

APENDICE A - Ilustracio Didatica do Algoritmo Gradiente Boosting de Fried-

man

APENDICE B - Rotina do pacote SimplexMixmodel para ajuste do modelo de
Regressdao Simplex e Logistica via Maxima Verossimilhanga, critérios e graficos

de diagnéstico e grafico de razdo de chances
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APENDICE A - Ilustraciio Didatica do Algoritmo Gradiente Boosting de Fri-
edman

Para exemplificar a ideia do algoritmo Gradiente Boosting de Friedman,
considere o seguinte exemplo com varidvel resposta assumida como cotinua, trés
varidveis preditoras x1, s, 3, trés bases aprendizes lineares com coeficientes

Bj(m), j =1,2,3. Considere o seguinte conjunto de dados:

Y, Xu Xo Xz
8 2 1 4
10 -1 2 1

9 1 -3 4
6 2 1 2
12 1 4 6

1. Como primeiro passo do algoritmo, um valor inicial fO (+) considerando a
fun¢do perda erro quadrdtico p (y, g) = % (y — g)* é a média da resposta Y.

Essa derivagdo sera feita depois desse exemplo. Logo

2. Aumentamos m em 1 e calculamos o vetor gradiente negativo referente a
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perda p (y, g) = & (y — g)*. Assim,

S //ACCTS DI V) B S S

of
=2=10—9=1

= 23=9-9=0
= 2,=6-9=-3

= 25=12-9=3

3. No caso de ajuste de modelos lineares generalizados, o procedimento base

adequado é o da equacdo 2.26 com pardmetros estimados por 2.27. Logo

2x(-1)+ (1) x14+1x0+2x(=3)+1x3

3. = — —0,5454
Pu= 22 4 (—1)2 412422 4 12

X 1% (1) +2x1+(=3)x0+1x(=3)+4x3

By — X(=1)+2x1+(=3)x0+1x(=3)+4x 0,326

12 422 4 (—3)% + 12 4 42

A 4x(-1)+1x14+4x0+2x(-3)4+6x3
Bli=s) = 42 412+ 42+ 22 + 62 =0,1233

queremos o 3 que retorna a menor soma de quadrados do residuo, que €
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dado resolvendo-se a expressdo 2.28, dai

A= = [(=1) — (—0,5454) x 2]* + [1 — (—0,5454) x (—1)]?
+ 1[0 — (—0,5454) x 1]* 4+ [-3 — (=0, 5454) x 2]?
+[3 = (—0,5454) x 1]* = 16,7273
AU=2) = [(=1) — 0,3226 x 1) + [1 — 0,3226 x 2> + [0 — 0, 3226 x (—3)]?

+[—3—0,3226 x 1] +[3 — 0,3226 x 4]* = 16, 7742
AU=3) = [(=1) —0,1233 x 4]* + [1 — 0,1233 x 1]*> + [0 — 0, 1233 x 4]

+[-3-10,1233 x 2]* + [3 — 0,1233 x 6]* = 18,8904

Portanto, a variavel escolhida nessa iteragdo é X;, uma vez que produziu

menor valor para .

4. Entdo a atualizacdo é dada por

P (2) =0 40 30 (2
:f(O) + v X /3(5‘1):5(5‘1)
=9+40,1 x (—0,5454) x X

FU (z) =9 —0,0545 x X,

Agora procedemos a segunda iteracdo. Retornemos ao passo dois do al-

goritmo.
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1. o vetor gradiente negativo é dado por

zi=Y; —(9—0,0545 x X1) = 21 =8 — 9+ 0,0545 x 2 = —0, 8909

F
= 29 =10 — 94 0,0545 x (—1) = 0,9454
= 23 =9 —9+0,0545 x 1 = 0,0545
= 24 =6—9+0,0545 x 2 = —2,8909

= 25 =12 —9+0,0545 x 1 = 3,0545

2. Ajustando o vetor gradiente ao procedimento base, a fim de obter §(?) (x),

dai

B(j:U :2><Zl+(—1)XZQ—;lXZ3+2XZ4+1XZ5:_0’4909
224+ (-1)"+124+22+12
1><2:1—|—2><22+(—3)><2’3+1><Z4—|—4><Z5
12 422 + (=3)% + 12 4 42
4Xz21+1X2z204+4X23+2X24+6 X 25
42+12+42+22+62

Bi=2) = =0, 3279

Blj=3) = —0,1390
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queremos o /3’ que retorna menor A

AU=D = [-0,8909 + 0,4909 x 2] + [0, 9454 + 0,4909 x (—1)]?
+[0,0545 + 0,4909 x 1]* + [—2,8909 + 0, 4909 x 2]
+[3,0545 + 0,4909 x 1]* = 16,7273

AU=2) = [-0,8909 — 0, 3279 x 1]? + [0,9454 — 0, 3279 x 2]
+10,0545 — 0,3279 x (—3)]* + [—2,8909 — 0, 3279 x 1]?
+[3,0545 — 0, 3279 x 4]* = 16,0460

AU=3) = [—0,8909 — 0, 1390 x 4]* + [0,9454 — 0, 1390 x 1]

+ 10,0545 — 0, 1390 x 4]? + [—2,8909 — 0, 1390 x 2]?

+[3,0545 — 0,1390 x 6]% = 17,9682

3. A atualizagdo de 2 (z) é dada por

N

f(2) (z) :f(l) (z) +v X §(2) (z)
Z 70 () 4 v x f0) 5 (32)
=9 — 10,0545 x X1 +0,1 x 0,3279 x Xo
V(@)
F® (x) =9 — 0,0545 x X1 +0,0328 x X;

A terceira iteracao € feita de forma andloga 4s iteragdes anteriores.
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1. voltando para o passo 2 do algoritmo, calculamos o vetor gradiente negativo

7 =—0,9237
29 =0,8799
23 =0, 1529
24 = — 2,9237

25 =2,9234

2. Obtendo ¢ (z)

BU=D = _0,4998  \U=D =15 9967

BU=2 =0,2951  AU=D = 159967

BU=3) =0,1299  AU=3) =19,5007

3. Logo, a atualizagao ¢ dada por

7 (2) =F () +0 x4 @)
:f(z) () +vx ﬁ(/\é)x(%)
=9—0,0545 x X7 +0,0328 x X5+0,1 x (—0,4998) x X;

F® (@)
=9 — (0,0545 + 0,0500) x X1 + 0,0328 x X>

F®) (2) =9 — 0,1045 x X; 40,0328 x X,
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O algoritmo poderia continuar a ser executado por vdrias iteragdes e até
mesmo por um nimero muito grande de iteracdes. Como dito anteriormente, exe-
cutar o algoritmo de forma indefinida pode acarretar problemas no modelo, como
por exemplo, forcar a escolha de uma varidvel ndo significativa ao modelo. Uma
forma de determinar o nimero ideal de iteracdes é plotar em um gréfico o AIC
resultante do modelo a cada iteragdo e quando o AIC atingir seu valor minimo,
este representard o nimero 6timo de iteragdes do algoritmo.

Como visto no exemplo, uma mesma varidvel pode ser escolhida ndo ape-
nas em uma iteracdo, mas em vdrias iteracdes, aumentando sua contribui¢do indi-
vidual no modelo final. Desse processo pode ocorrer também de alguma varidvel
ndo estar no modelo final, caracterizando portanto, o sistema de selecdo de varia-

veis, que estd embutido no algoritmo.
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APENDICE B - Rotina do pacote SimplexMixmodel para ajuste do modelo
de Regressiao Simplex e Logistica via Maxima Verossimilhanca, critérios e

graficos de diagnéstico e grafico de razao de chances

rm( list=1s (all=TRUE))

HARRBHARR ARG ARRGAARGAARRAARRA ARG ARRGRARRAARRGARRG AR
ARG HATR ARG ARG ARG HARRHARR ARG ARG ARG HARR ARG AR
HA##AHH Regressdo Simplex HEHARHHHH
HARRBHARR ARG ARRGAARGAARRAARRA ARG ARRAAARRAARRGARRS AR
ARG HATR ARG ARG ARG R HAHRR ARG ARG ARG HARR AR AR
library (SimplexMixmodel)

Tumor

modelo<—tumor~—I+fat+carb+fiber+fatxcarb

reg<—Simplexreg (modelo, Tumor)

reg

summary (reg )

?Simplexreg

#HHHAARRRRRRHHHAHRRRRBHHHAHRRRRBR G HAAARRRRAH R AHRRRRRRHH
#### AR envelope simulado R#### AR S #H
H#HHAATARRRR G HHAAHRR BB G H AR RRG G HAARARRRR G HHAAARRRRS S

modelo<—tumor~—I+fat+carb+fiber+fat*carb
simplex .envel (modelo, Tumor, reg)

HARRYHARR ARG ARG ARG ARG ARG ARG ARG ARG ARG AR AR
#####  funcao para criar um ponto experimental H##H# A #
HAH##H considerando restricoes H#t#H# A7
HARRHHARR ARG ARG ARG ARG ARG ARRGARRY ARG ARG AR AR

X<—Gmix (L1=0.133,U1=0.730,L2=0.267,U2=0.864,
L3=0.003,U3=0.600,c=3,n0obs=100000)

X
apply (X, 1,sum) # see that mixture constraint is satisfyed

HUHHAAHARRRRHHHAHRRRRGHHHAHHRRRRR G HAAARRRRAH G HAHHRRRRRHH
######  funcao para calcular os valores preditos ######

HAH##HH na regiao simplex HH#####
Vel ddd i ddaddadda gt gl dadddda
colnames (X)<—c("fat" ,"carb","fiber")
modelo<—~—1+fat+carb+fiber+fatxcarb

preditos <— Predict(formula=modelo, reg, newdata= X)
preditos



summary ( preditos)

#HHHAARARRRR G HHAHRRRRBHHHAHHRRRRR G HAAARRRRA R R AHRRRRRRHH
## encontrando o maximo da resposta dada as restricoes #
#i#t de mistura e o respectiva mistura ##
HUHHAARRRRRHHHHAHRRRRGH B HAHRRRRRR G HAAARRRRA GG HRHRRRRRRHH
des<—data . frame (X, y=preditos)

head (des)

dim (des)

opt.mix(des)

####  regiao simplex com os valores preditos #HH######A##H
#### para ver os valores simulados na regiao restrita##
# OBS.: atencao para colocar os rotulos dos eixos!

xl<—X$fat

x2<—X$carb

x3<—X$fiber

y<—preditos

des<—data . frame(x1,x2,x3,y)

MixturePlot (des=des, x1lab="Fat",6x2lab="Carbohidrate",
x3lab="Fiber",
lims=¢(0.133,0.730,0.267,0.864,0.003,0.600),
constrts=FALSE,
corner.labs=c("x3","x2","x1"),mod=2,
n.breaks=1,cols=FALSE, pseudo=FALSE)

#####AH  regiao simplex com os valores preditos ##H####H#H
mymodSI=function (grid){
xl=grid$x1 #fat
x2=grid$x2 #carb
x3=grid$x3 #fiber
y=exp(—0.8241xx1 —0.8896%x2 —7.9549%x3+9.5299xx1xx2)/
(1+exp(—0.8241%x1—-0.8896+x2—7.9549%x34+9.5299%x1x%x2))
return(y)}
# Create vectors of design points for each variable
x1l<—X$fat
x2<—X$carb
x3<—X$fiber

obs=as.data.frame (cbind (x1,x2,x3))
y<—mymodSI(obs)

## pode—se definir um modelo de mistura qualquer e plotar
## o grafico simplex. para isso usa—se a funcao ModelPlot,
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## que tem como requisito o arqumento "model" deve receber
## um objeto que tenha a funcao predict.

ModelPlot(obs, user.func=mymodSI, dimensions =
list (x1="x1",x2="x2",x3="x3"),
constraints=TRUE, contour=TRUE,
lims=¢(0.133,0.730,0.267,0.864,0.003,0.600),

cornerlabs=c("x1","x2","x3"),
fill=TRUE, color . palette = heat.colors,
axislabs=c("Fat", "Carbohidrate", "Fiber"),

pseudo=FALSE)

HARRHHARR AR AATRA ARG ARG AARR AR ARG ARG ARG AR AR A A
HARGHAHHAHHH indice de Bozdogan’s HEARGARH AR AR AR AH
HARAHBRRARHARBRRARBRBHRBRRARR ARG AR ARB AR AR ARG AR ARG AR RS RS

library (fBasics)
ICOMP(reg)

P e ddadddadddadddsadddaddaaddaadddaddssdlsaaddaadddadd
##### traceplots function for all variables #H####R#H#HHRY
Vdda gttt bttt

cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)

modelo<—tumor~—I+fat+carb+fiber+fatxcarb

traceplot (modelo,reg,cent,Tumor,n=50,
L1=0.133,U1=0.730,L2=0.267,0U2=0.864,L.3=0.003,U3=0.600)

(e ddadddadddaddlsadddadddadddadddsadddaddadddaddda
####### ORplots function for each variable #H####H#H##H#Y
CE it bt g b g

##### ORplots functions for xl variable ######HH#HH#H#Y
cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)
pref<—c(0.7,0.275,0.025)
modelo<—tumor~—I+fat+carb+fiber+fatxcarb
ORplotx1 (modelo,reg,cent, pref , Tumor,n=50,
L1=0.133,U1=0.730, alpha=0.1)
#?ORplotxl
#ponto 2
cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)
pref<—e(0.275,0.7,0.025)
modelo<—tumor~—I+fat+carb+fiber+fatxcarb
ORplotx1 (modelo ,reg , cent , pref , Tumor,n=20,
L1=0.133,U1=0.730, alpha=0.05)
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#ponto 3

cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)

pref<—¢(0.332,0.466,0.202)

modelo<—tumor~—I+fat+carb+fiber+fatxcarb

ORplotx1 (modelo ,reg , cent , pref , Tumor,n=20,
L1=0.133,U1=0.730, alpha=0.05)

##### ORplots functions for x2 variable #H#####A##H#R##H
cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)
pref<—c(0.7,0.275,0.025)
modelo<—tumor~—I+fat+carb+fiber+fatxcarb
ORplotx2 (modelo,reg , cent , pref , Tumor,n=50,

L2=0.267, U2=0.864, alpha=0.05)

#ponto 2

cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)

pref<—c(0.275,0.7,0.025)

modelo<—tumor~—1l+fat+carb+fiber+fat*carb

ORplotx2 (modelo ,reg ,cent , pref , Tumor,n=50,
L2=0.267, U2=0.864, alpha=0.05)

#ponto 3

cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)

pref<—¢(0.332,0.466,0.202)

modelo<—tumor~—I1+fat+carb+fiber+fatxcarb

ORplotx2 (modelo ,reg , cent , pref , Tumor,n=50,
L2=0.267, U2=0.864, alpha=0.05)

##### ORplots functions for x3 variable ##H#H#H#H##HA##AH#Y
cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)
pref<—e(0.7,0.275,0.025)
modelo<—tumor~—I+fat+carb+fiber+fatxcarb
ORplotx3 (modelo,reg , cent , pref , Tumor,n=50,

L3=0.003, U3=0.600, alpha=0.05)

#ponto 2

cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)

pref<—c(0.275,0.7,0.025)

modelo<—tumor~—1+fat+carb+fiber+fatxcarb

ORplotx3 (modelo,reg , cent , pref , Tumor,n=50,
L3=0.003, U3=0.600, alpha=0.05)

#ponto3

pref<—c(0.332, 0.466, 0.202)

control<—c(0.4108, 0.5671, 0.0221)

ORplotx3 (modelo,reg , cent , pref , Tumor,n=50,
L3=0.003, U3=0.600, alpha=0.05)



RBHR ARG AY G HARAHRARAGAG ARG A AG R AGAGAARARAHARAGA
######A##A##  modelo com termos inversos do HAR#RAHHHHHHH
HARBHARHHH tipo raiz quadrada HHARBAAHARRHH
HB AR ARG HB ARG GGG AR ARG AR AR
library (SimplexMixmodel)

Tumor

modelo<—tumor~I(sqrt(fat/fiber))+I(sqrt(carb/fiber))
reg<—Simplexreg.iv(modelo, Tumor)

reg

summary (reg)

HHHHAAAARRRR G HHAHHARR RS HHAAHRRR ARG HHAA AR RRA G HHAAARRRRS S
HAR#HAH envelope simulado R#ARH ARG HH
HUHHAHAARRRHHHHAHRRRRRHHHAHRRRRRR G HAAAARRRA G HAHRRRRRRHH

modelo<—tumor~I(sqrt(fat/fiber))+I(sqrt(carb/fiber))
simplex .envel.iv(modelo, Tumor, reg)

HARRHHARRH ARG ARG ARG HARRHARR G ARG ARG ARG HARR AR AR
##### funcao para criar um ponto experimental HHAAHHH
##t### considerando restricoes R HAH
HATRHHARRH ARG AR ARG HARRHARR ARG ARG AR HARR AR AR

X<—Gmix (L1=0.133,U1=0.730,L2=0.267,0U2=0.864,
L3=0.003,U3=0.600,¢=3,n0bs=100000)

X
apply (X, 1,sum) # see that mixture constraint is satisfyed

HARRHHARB ARG HRRG ARG RARG ARG ARG ARRY ARG ARG AR AR
######  funcao para calcular os valores preditos ######

HH#HAHH na regiao simplex HH##A##H
HHB ARG G ARG ARG AR AR A
colnames (X)<—c("fat" ,"carb","fiber")
modeloc—~—I+fat+carb+fiber+fat*carb

preditos <— Predict(formula=modelo, reg, newdata= X)
preditos

summary ( preditos)

HARAHGARARR ARG AR ARG ARAARARAARARG AR ARG ARG AR ARG AR AR ARH A
## encontrando o maximo da resposta dada as restricoes #
## de mistura e o respectiva mistura ##
HARAHGARAHR ARG AR ARG AR AR ARAARARG AR ARG ARG AR ARG AR AR ARH A
des<—data . frame (X, y=preditos)
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head (des)
dim(des)
opt.mix(des)

#### regiao simplex com os valores preditos ##H####HH#Y
#### para ver os valores simulados na regiao restrita##
# OBS.: atencao para colocar os rotulos dos eixos!

xl<—X$fat

x2<—X$carb

x3<—X$fiber

y<—preditos
des<—data.frame(x1,x2,x3,y)

MixturePlot (des=des ,x1lab="Fat" ,x2lab="Carbohidrate",
x3lab="Fiber",
lims=¢(0.133,0.730,0.267,0.864,0.003,0.600),
constrts=FALSE,
corner.labs=c("x3","x2","x1"),mod=2,
n.breaks=1,cols=FALSE, pseudo=FALSE)

#######  regiao simplex com os valores preditos #H#######H
mymodSI=function (grid ) {
xl=grid$x1 #fat
x2=grid$x2 #carb
x3=grid$x3 #fiber
y=exp(—0.8241%x1 —0.8896%x2 —7.9549%x3+9.5299xx1xx2)/
(1+exp(—0.8241%x1 —0.8896%x2 —7.9549%x34+9.5299*x1%x2))
return(y)}
# Create vectors of design points for each variable
xl<—X$ fat
x2<—X$carb
x3<—X$fiber

obs=as.data.frame(cbind (x1,x2,x3))
y<—mymodSI(obs)

## pode—se definir um modelo de mistura qualquer e plotar
## o grafico simplex. para isso usa—se a funcao ModelPlot,
## que tem como requisito o arqumento "model" deve receber
## um objeto que tenha a funcao predict.

ModelPlot (obs, user.func=mymodSI, dimensions =
list (x1="x1",x2="x2",x3="x3"),
constraints =TRUE, contour=TRUE,
lims=¢(0.133,0.730,0.267,0.864,0.003,0.600),
cornerlabs=c("x1","x2","x3"),
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fill=TRUE, color . palette = heat.colors,
axislabs=c("Fat", "Carbohidrate", "Fiber"),
pseudo=FALSE)

RARRRHARRAARRAARRAARRGARRRAARRAARRAARRGARRRARRRAARR A AR A
HHAARRRHHAHRY indice de Bozdogan’s HRHHARRHHARRHHARRY
HARRBHARRAARRAATRAARRGARRGAARRAATRAARRG ARG ARRG AR AR A

library (fBasics)

ICOMP(reg)

HARRH HARB R ARG ARG ARG R AR ARG ARG ARG ARG R A
##### traceplots function for all variables #H##H##A##H#H#HHY
SE ettt
cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)

modelo<—tumor~I(sqrt(fat/fiber))+I(sqrt(carb/fiber))
traceplot.iv(modelo,reg,cent,Tumor,n=50,

202

L1=0.133,01=0.730,L2=0.267,0U2=0.864,L3=0.003,U3=0.600)

HARRHHAR R ARG ARG ARG RARG ARG ARG ARRG ARG ARG ARG AR
####### ORplots function for each variable #H####H#H###AH#Y
P ddadddadddadddsadddadddadddadddsaddadddaddsadlsa

##### ORplots functions for xl variable ##H#H##H##HA##AH#Y

cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)

pref<—e(0.7,0.275,0.025)

modelo<—tumor~I(sqrt(fat/fiber))+I(sqrt(carb/fiber))

ORplotx1.iv (modelo,reg,cent, pref ,Tumor,n=50,
L1=0.133,U1=0.730, alpha=0.05)

#?ORplotxl

#ponto 2

cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)

pref<—¢(0.275,0.7,0.025)

modelo<—tumor~I(sqrt(fat/fiber))+I(sqrt(carb/fiber))

ORplotx1.iv (modelo,reg,cent, pref ,Tumor,n=20,
L1=0.133,U1=0.730, alpha=0.05)

#ponto 3

cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)

pref<—c(0.332,0.466,0.202)

modelo<—tumor~I(sqrt(fat/fiber))+I(sqrt(carb/fiber))

ORplotx1.iv (modelo,reg,cent, pref,Tumor,n=20,
L1=0.133,U1=0.730, alpha=0.05)

##### ORplots functions for x2 variable #######HA##AH#Y



cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)
pref<—c(0.7,0.275,0.025)
modelo<—tumor~—1+fat+carb+fiber+fatxcarb
ORplotx2.iv (modelo,reg,cent, pref ,Tumor,n=50,
L2=0.267, U2=0.864, alpha=0.05)

#ponto 2

cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)

pref<—¢(0.275,0.7,0.025)

modelo<—tumor~I(sqrt(fat/fiber))+I(sqrt(carb/fiber))

ORplotx2.iv (modelo,reg , cent , pref , Tumor,n=50,
L2=0.267, U2=0.864, alpha=0.05)

#ponto 3

cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)

pref<—c(0.332,0.466,0.202)

modelo<—tumor~I(sqrt(fat/fiber))+I(sqrt(carb/fiber))

ORplotx2.iv (modelo,reg , cent , pref ,Tumor,n=50,
L2=0.267, U2=0.864, alpha=0.05)

##### ORplots functions for x3 variable HH#ARHAHS#RHHH
cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)
pref<—e¢(0.7,0.275,0.025)
modelo<—tumor~I(sqrt(fat/fiber))+I(sqrt(carb/fiber))
ORplotx3.iv (modelo,reg , cent , pref ,Tumor,n=50,

L3=0.003, U3=0.600, alpha=0.05)

#ponto 2

cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)

pref<—c(0.275,0.7,0.025)

modelo<—tumor~I(sqrt(fat/fiber))+I(sqrt(carb/fiber))

ORplotx3.iv (modelo,reg,cent, pref ,Tumor,n=50,
L3=0.003, U3=0.600, alpha=0.05)

#ponto3

pref<—c(0.332, 0.466, 0.202)

control<—c(0.4108, 0.5671, 0.0221)

ORplotx3.iv (modelo,reg,cent, pref ,Tumor,n=50,
L3=0.003, U3=0.600, alpha=0.05)

[ d et dddaddadaddadiddaddddadiadaddadiddadiadaddaddddadiddads
HAH# AR HH Regressao Logistica HARHARAR AR AR AR AR A A
HARBHB AR BB RR BB RHRB R RHR R BRRGHBRRGHB AR BHRRRBRRRRBRRRHR R BRRH
setwd ("E:/Documents/ Ufla/Tese")

dados.glm=read . table ("dados_artigo_mistura_mod3. txt", h=T)

str (dados.glm)
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attach (dados.glm)
stumor<—30—tumor
Resp<—cbind (tumor, stumor)
Resp

reg <— glm(Resp ~ —1 + fat + carb + fiber + fatxcarb,
family=binomial , data=dados.glm)
summary (reg)

HARRGHARR AR A ARG ARG ARG HARG AR ARG ARG ARG R AR
HAARRRH AR indice de Bozdogan'’s REHHARRHHARRA AR
RARRRAARRAARRGARRBARRRARRRAARRAARRAARRGARRRARRRAARR A AR A

library (fBasics)

ICOMP(reg)

AIC(reg)

BIC(reg)

SEda ettt
##### traceplots function for all variables  #H####R#HH#HHHY
SEda gttt il dadddad sttt il

cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)

modelo<—tumor~—1+fat+carb+fiber+fat*carb

traceplot (modelo,reg,cent,Tumor,n=50,
L1=0.133,U1=0.730,L2=0.267,0U2=0.864,L.3=0.003,U3=0.600)

P e ddadddadddadldsadddadddadddadddaaddddddaddaaddda
####### ORplots function for each variable #H######HH#H#Y
bE gt bt g g

##### ORplots functions for xl variable #######H##H#Y
cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)
pref<—c(0.7,0.275,0.025)
modelo<—tumor~—I+fat+carb+fiber+fatxcarb
ORplotx1 (modelo,reg ,cent , pref , Tumor,n=50,
L1=0.133,U1=0.730, alpha=0.05)
#?ORplotxl
#ponto 2
cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)
pref<—e(0.275,0.7,0.025)
modelo<—tumor~—I+fat+carb+fiber+fatxcarb
ORplotx1 (modelo ,reg , cent , pref , Tumor,n=20,
L1=0.133,U1=0.730, alpha=0.05)

#ponto 3
cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)
pref<—¢(0.332,0.466,0.202)



modelo<—tumor~—I+fat+carb+fiber+fatxcarb
ORplotx1 (modelo ,reg , cent , pref , Tumor,n=20,
L1=0.133,U1=0.730, alpha=0.05)

##### ORplots functions for x2 variable
cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)
pref<—c(0.7,0.275,0.025)
modelo<—tumor~—I+fat+carb+fiber+fatxcarb
ORplotx2 (modelo ,reg , cent , pref , Tumor,n=50,
L2=0.267, U2=0.864, alpha=0.05)

#ponto 2

cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)

pref<—e(0.275,0.7,0.025)

modelo<—tumor~—I+fat+carb+fiber+fatxcarb

ORplotx2 (modelo ,reg ,cent , pref , Tumor,n=50,
L2=0.267, U2=0.864, alpha=0.05)

#ponto 3

cent<—¢c(0.4108,0.5671,0.0221)

pref<—¢(0.332,0.466,0.202)

modelo<—tumor~—1+fat+carb+fiber+fatxcarb

ORplotx2 (modelo ,reg , cent , pref , Tumor,n=50,
L2=0.267, U2=0.864, alpha=0.05)

##### ORplots functions for x3 variable
cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)
pref<—e(0.7,0.275,0.025)
modelo<—tumor~—I+fat+carb+fiber+fatxcarb
ORplotx3 (modelo,reg , cent , pref , Tumor,n=50,
L3=0.003, U3=0.600, alpha=0.05)

#ponto 2

cent<—c(0.4108,0.5671,0.0221)

pref<—¢(0.275,0.7,0.025)

modelo<—tumor~—1+fat+carb+fiber+fatxcarb

ORplotx3 (modelo,reg , cent , pref , Tumor,n=50,
L3=0.003, U3=0.600, alpha=0.05)

#ponto3

pref<—c(0.332, 0.466, 0.202)

control<—c(0.4108, 0.5671, 0.0221)

ORplotx3 (modelo ,reg , cent , pref , Tumor,n=50,
L3=0.003, U3=0.600, alpha=0.05)

## Mesmos comandos usados para regressao

HRHHARRRHAARH

RHARBARHARHHH

simplex
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## com termos inversos nos graficos dos

## intervalos de confianca para razao

## de chances podem ser usados em regressao

## logistica .

## O modelo Boosted Simplex Regression sera

## disponibilizado em breve no pacote SimplexMixmodel



