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RESUMO

Um interesse que surge em pesquisas cientificas € obter informagdes acerca
da populagdo sob andlise, o que pode ser feito utilizando-se uma funcio densidade
de probabilidade (fdp) que a descreva. Por sua vez, uma fdp € caracterizada por
quantidades numéricas desconhecidas, denominadas de parametros. Assim, o co-
nhecimento dos pardmetros populacionais gera informagdes sobre a populacdo em
que reside um determinado interesse. Existem diferentes métodos para encontrar
estimadores e com frequéncia esses métodos fornecem diferentes estimadores para
um mesmo pardmetro populacional. Dessa forma, surge a necessidade de méto-
dos para avaliar esses estimadores, e como a quantidade de estimadores possiveis
pode ser muito grande, um procedimento a ser adotado € limitar a classe dos es-
timadores com base em algumas propriedades dos mesmos. Nesse sentindo, o
principio da equivariancia pode ser utilizado para essa finalidade. O principio da
equivaridncia é um principio que preserva algumas caracteristicas importantes do
modelo, sendo muito utilizado na estatistica cldssica e intimamente relacionado a
importante teoria matemadtica dos grupos. Nesse contexto, os objetivos gerais no
presente trabalho consistiram em: i) apresentar as definicdes e os resultados ted-
ricos necessdrios para o desenvolvimento da teoria da estimacdo equivariante, ii)
exemplificar a utilizac¢do dos estimadores equivariantes com uma aplicacdo a dados
de precipitagdo médxima de Piracicaba-SP. No desenvolvimento tedrico, foram de-
terminados os estimadores de Pitman para pardmetros de locacdo e de escala, que
sd0 os estimadores com menor risco uniforme na classe dos estimadores equivari-
antes. A estimacdo simultanea de pardmetros de locagdo e de escala em familias
de locacdo-escala também foi abordada. Demonstrou-se que os estimadores de
Pitman para pardmetros de locacdo e de escala podem ser obtidos como estima-
dores de Bayes generalizados utilizando-se prioris adequadas. As propriedades de
admissibilidade e minimaximalidade dos estimadores de Pitman foram discutidas.
Na udltima secao apresentou-se uma aplicagdo dos estimadores equivariantes no es-
tudo de precipitagdes pluviométricas médximas em Piracicaba-SP.

Palavras-chave: Teoria da decisdo. Teoria da estimacdo. Funcdo risco. Acao de
grupos. Estimador de Pitman.



ABSTRACT

One concern that arises in scientific research is to gain information about
the population under study, which can be made using a probability density func-
tion (pdf) that describes it. In turn, a pdf is characterized by unknown numerical
quantities, called parameters. Thus, knowledge of population parameters genera-
tes information about the population that resides in a particular interest. There are
different methods for finding estimators and often these methods provide different
estimators for the same population parameter. Thus arises the need for methods
to evaluate these estimators and, as the amount of possible estimators can be very
large, a procedure to be adopted is to limit the class of estimators based on some
properties. In that sense, the principle of equivariance can be used for this purpose.
The principle of equivariance is a principle that preserves some important features
of the model and is widely used in classical statistics and closely related to impor-
tant Group Theory in mathematics. In this context, the general objectives of this
work consists of: i) present the definitions and theoretical results necessary for the
development of the Equivariant Estimation Theory, ii) exemplify the use of equiva-
riant estimators with an application of maximum rainfall data from Piracicaba-SP.
In theoretical development, we determined the Pitman estimators for location and
scale parameters, which are the estimators with even smaller risk in the class of
equivariant estimators. The simultaneous estimation of scale and location para-
meters on location-scale families was also discussed. It has been shown that the
Pitman estimators for location and scale parameters can be obtained as genera-
lized Bayes estimators using appropriate priors. The admissibility and minimax
properties of Pitman estimators were discussed. In the last section we have perfor-
med an application of equivariant estimators in the study of maximum rainfall in
Piracicaba-SP.

Keywords: Decision theory. Estimation theory. Risk function. Group action.
Pitman estimator.
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1 INTRODUCAO

Um interesse que surge por parte de um pesquisador em uma determinada
pesquisa cientifica é obter algum tipo de conhecimento acerca da populagdo que
esteja sob andlise. Por sua vez, a populacdo, que pode ser definida como o con-
junto de todos os elementos sob investigacdo, ¢ caracterizada por nimeros que sao
chamados parimetros, do grego “quase medi¢des”. Nesse sentido, o que se deseja
em uma pesquisa cientifica é obter informagdes sobre tais parametros desconhe-
cidos. Por alguns motivos é impossivel ou invidvel observar todos os elementos
populacionais, e dessa forma, o objetivo de se obter algum tipo de conhecimento
da populacdo sob andlise ou dos parAmetros que a caracterizam €, na maioria das
vezes, alcancado com base na observagdo de um subconjunto representativo dessa
populacdo, denominado amostra.

Os métodos que permitem a obtencdo de informagdes acerca dos parame-
tros populacionais, com base em uma amostra, podem ser englobados nos métodos
da inferéncia estatistica. Logo, ao tragar especulagdes sobre o modelo probabilis-
tico populacional utilizando métodos da inferéncia estatistica, o pesquisador ob-
jetiva obter aproximagdes numéricas para seus parametros populacionais. Mais
especificamente, o procedimento de inferir um valor para um pardmetro popula-
cional na inferéncia estatistica € denominado estimag@o paramétrica. Por conse-
guinte, algumas fungdes da amostra, conhecidas como estatisticas, podem entio
ser utilizadas para essa finalidade. Essas funcdes sdo entdo denominadas de esti-
madores.

Alguns métodos ja consagrados na literatura para determinar estimadores
pontuais de pardmetros populacionais sdo o método dos momentos, o método da
maxima verossimilhanga, o método dos minimos quadrados e o método bayesiano.

Naturalmente, diferentes métodos podem fornecer um mesmo estimador, o que
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torna a andlise geralmente mais simples. Porém isso nem sempre ocorre, ou seja,
diferentes métodos geralmente fornecem diferentes estimadores para um mesmo
parametro populacional, o que exige uma forma de avaliar esses estimadores.

A avaliacdo de estimadores € parte de um ramo estatistico conhecido como
teoria da decisdo estatistica. Com elementos da teoria da decisdo estatistica, um
critério utilizado para determinar um estimador mais adequado € adotar o estima-
dor que minimiza a funcfo risco, sendo essa funcio a esperanca matematica de
uma funcdo perda apropriada. Todavia, nem sempre é possivel encontrar tal es-
timador com base nesse critério, uma vez que a classe de todos os estimadores é
muito grande (LEHMANN; CASELLA, 1998, p. 5; CASELLA; BERGER, 2002,
p- 334). Uma forma de contornar esse problema ¢ realizar algum tipo de restricao
na classe dos estimadores, com base em propriedades que sejam comuns a alguns
deles. Essa estratégia permite, de um modo natural, reduzir a classe dos estimado-
res sujeitos ao estudo, de maneira que as reducdes obtidas resultem possivelmente
na determinacdo de estimadores mais adequados de interesse.

Uma maneira de limitar a classe dos estimadores € considerar somente es-
timadores nio viesados. Levando-se em conta somente os estimadores nio viesa-
dos, o objetivo nessa classe de estimadores é determinar um estimador que possua
variancia menor ou igual em relacdo a qualquer outro estimador ndo viesado. Outra
forma que pode ser adotada na restricao aos estimadores € utilizando-se o principio
da equivariancia. Com base nesse principio, Edwin James George Pitman (1897-
1993) introduziu em 1939 os melhores estimadores na classe dos estimadores equi-
variantes, e devido ao seu trabalho, esses ficaram conhecidos posteriormente como
estimadores de Pitman (PITMAN, 1939). Pitman os chamou inicialmente de esti-
madores “adequados”. O termo “equivariante” foi usado primeiramente por Berk

(1967) e Wijsman (1967).
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Diante do que foi exposto, o presente trabalho t&€m como objetivos gerais:

e Apresentar a fundamentagdo tedrica necessdria para o desenvolvimento da

teoria da estimacdo equivariante.

e Exemplificar a utilizacdo dos estimadores equivariantes com uma aplicacio

aos dados de precipitacdo méaxima de Piracicaba-SP.

Além dessa breve introdugao, o presente trabalho é composto das secoes 2,
3,4 e5, que sdo detalhadas a seguir. Nas sec¢des 2, 3 e 4 apresenta-se a fundamenta-
cdo tedrica do trabalho. Nas subsecdes de 2.1 a 2.3 sdo apresentados os elementos
basicos referentes a teoria da decis@o, considerando-se o contexto equivariante e
estatistico. Nas subse¢des 2.4 e 2.5 discute-se a estimagdo equivariante para pa-
rdmetros de locag@o e de escala, fornecendo-se algumas defini¢cdes e resultados
requeridos para determinar o estimador de Pitman em cada caso. Na subse¢do 2.6
¢ abordado o problema de estimacdo simultdnea dos pardmetros de locagéo e de
escala em familias de locacdo-escala. Na secdo 3 sdo revisados resultados clds-
sicos da teoria bayesiana, mostrando-se ao final que os estimadores de Pitman,
para pardmetros de locagdo e de escala, podem ser obtidos como estimadores de
Bayes generalizados utilizando-se prioris adequadas. Na se¢do 4 sdo apresentados
alguns resultados sobre a admissibilidade e minimaximalidade de estimadores. Ao
final dessa se¢do abordam-se, de forma geral, as propriedades de admissibilidade
e a minimaximalidade dos estimadores de Pitman. Na secdo 5 é apresentada uma
aplicacdo dos estimadores equivariantes, referente ao estudo dos niveis pluvio-
métricos maximos em Piracicaba-SP. O objetivo geral nessa secdo € comparar a
distribuicdo Exponencial biparamétrica, ajustada com estimadores equivariantes
e de maxima verossimilhanca, na modelagem dos dados de precipitacio mixima

nesse municipio.
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O referencial tedrico deste trabalho baseia-se principalmente no livro The-
ory of Point Estimation, de Erich Leo Lehmann e George Casella. Uma vez que as
demonstragdes de alguns resultados nesse livro sdo apresentadas de forma muito
sucinta e a literatura disponivel em portugués é muito restrita em relacio a teo-
ria da estimacdo equivariante, as passagens matemadticas no referencial teérico sdo
desenvolvidas em detalhes, podendo-se afirmar que essa € uma das contribui¢des
deste trabalho. Além disso, outra contribuicio deste trabalho foi apresentar uma

aplicacdo envolvendo estimadores equivariantes.
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2 ESTIMACAO EQUIVARIANTE
2.1 Elementos da teoria da decisao

A teoria da decis@o ¢ uma darea interdisciplinar que recebeu contribui¢ées
de economistas, matematicos, filésofos, cientistas sociais e estatisticos. Como o
préprio nome sugere, a teoria da decisdo estd relacionada ao problema de tomada
de decisdes, em que busca-se compreender como individuos ou grupos deveriam
ou poderiam tomar decisdes. Em um nivel teérico, na teoria da decisdo busca-
se pesquisar as consequéncias légicas que podem surgir com a utilizagdo de di-
ferentes regras para a tomada de decisdes e com recursos matematicos busca-se
compreender como se combinam decisdes racionais (RESNIK, 1987, p. 3).

A teoria da decisdo € uma drea intimamente relacionada a teoria dos jo-
gos. Primeiramente, o desenvolvimento inicial de ambas teorias ocorreu principal-
mente na primeira metade do século XX, embora trabalhos em ambas as teorias
jé tivessem sido desenvolvidos anteriormente. Além disso, os elementos da teoria
da decisdo sao muito semelhantes aqueles da teoria dos jogos. Em particular, na
teoria da decisdo, um dos “jogadores” é a prépria natureza (ao invés de um joga-
dor propriamente dito), e esse ‘“jogador age” por intermédio de uma experiéncia
aleatéria. Em vista disso, os elementos bésicos fundamentais em um problema da

teoria da decisdo sdo:

1. Um conjunto ndo vazio de nimeros reais ®, dos possiveis estados da natureza.

2. Um conjunto nao vazio .4 de nimeros reais de todas as a¢des (ou decisdes)

possiveis que podem ser tomadas.
3. Uma fungio perda L (a, §), de valores reais, definida em A x ©.

4. Um subespago X" do espaco euclidiano R".
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5. Oespago D = {6 : X" — A}, em que as fungdes 0 sdo denominadas fungdes

de decisao.

Com esses elementos basicos, pode-se observar que, para qualquer deci-
sdo a que seja tomada em relag@o a 6, incorre-se em uma perda L (a,6). Para
problemas da teoria da decisdo, mas em um contexto mais amplo como o da teo-
ria dos jogos, pode-se utilizar a ideia de um jogo entre dois jogadores, fornecida
por Ferguson (1967, p. 1), em que um desses jogadores € a natureza. Esse jogo
consiste de duas escolhas, em que a escolha 6 representa o “verdadeiro estado da
natureza” e a denota uma agdo a ser realizada por um individuo qualquer. Dessa
forma, a natureza escolhe um ponto # em @, e o individuo, sem ser informado da
escolha que a natureza tenha feito, toma uma decisdo a em A. O erro cometido
pelo individuo surge entdo naturalmente como consequéncia dessas duas escolhas,

e esse erro, também chamado de perda, pode ser quantificado pela funcdo perda.

Definicao 2.1.1 (Funcéo perda): Chama-se funcdo perda L, uma fungdo L : A x
® — R que associa ao par (a,#) um nimero real que indica a perda que o
individuo tem ao tomar uma decisdo a, quando o real estado da natureza é

0.

A funcdo perda € uma fungdo ndo negativa e a sua escolha, em um determi-
nado problema, pode ser considerada até certo ponto arbitrdria. Existem algumas
fungdes perda que sdo “naturais”, ou pelo menos sdo mais comuns, como a utiliza-
cdo das fungdes perda em erro quadratico ou em erro absoluto. Algumas fungdes

perda usuais sio:
(i) Ly (a,0) = (a —0)°.

(ii) Lo (a,0)) =|a—0|.
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A, sela—0|>¢
(iii) L3 (a,0) = ,emque A > 0.
0, sela—0|<e

(iv) Ly (a,0)=p(0)|a—0|", parap(f) >0 er > 0.

1, sela—#6]>c¢
(V) L5 (Cl, 9) = .
0, caso contrario

As fungdes Ly e Ly sdo chamadas funcdo perda em erro quadrético e fun-
¢do perda em erro absoluto, respectivamente. Nota-se que o erro obtido por essas
duas fungdes aumenta a medida que a distancia entre a e § aumenta. A fungdo
perda L3 indica que ndo ocorre perda alguma se a estd dentro de € unidades de 0, e
caso contrario, a perda é uma quantidade A. A fungdo perda L4 é chamada de fun-
cdo perda em erro quadratico ponderado, sendo essa uma funcdo perda geral que
inclui L; e Lo como casos especiais. Por dltimo, a funcido L5 é chamada funcdo

perda O-1.

2.2 A teoria da decisio, acio de grupos e o principio da equivariancia

Em muitas situacdes, as decisdes sdo tomadas em um contexto mais res-
tritivo. Algumas dessas restricdes podem ser modeladas considerando algum tipo
de simetria. Em estatistica, o termo matemdtico para simetria € invariincia (GIRI,
1997, p. 16; VIANA, 2008, p. 160-161). O termo simetria € geralmente utilizado
em seu sentido matemaético, para denotar uma propriedade que permanece inalte-
rada ap6s uma transformacdo particular. Na pratica, muitos problemas estatisticos
possuem essa propriedade.

As simetrias sdo tratadas na matematica utilizando-se a teoria dos grupos,
que foi desenvolvida por mateméticos nos séculos XIX e XX e que se tornou, rapi-
damente, uma ferramenta importante na organizagdo e no estudo de muitas partes

da matemadtica. De forma simples, um grupo constitui um conjunto de elementos
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que podem ser combinados utilizando-se algumas operagdes, como por exemplo
a adi¢c@o ou a multiplicagdo. Tais operacdes devem satisfazer determinadas con-
di¢cdes. Uma propriedade importante de um grupo € que, quando dois de seus
elementos sdo combinados, utilizando-se uma determinada operacao, o resultado
¢ outro elemento do grupo. Diz-se entdo que o grupo € fechado sob aquela ope-
racdo. No Apéndice A é apresentada uma definicdo mais formal do conceito de
grupo. Além disso, algumas referéncias mais abrangentes sobre a teoria dos gru-
pos, que podem ser consultadas, sdo Alencar Filho (1985), Souza (2009) e Martin
(2010).

O principio da equivaridncia estd relacionado as agdes de um grupo G
sobre os quatro elementos da teoria da decisdo, isto €, um problema de decisao é
equivariante quando ocorrem as a¢des de um grupo G em @, A, X" eem D, da

seguinte forma:

Gx0O —-0O
(9.0)—g-0

GxA— A

(g,a) > g-a

GxX"— X"
(9,(X1,..., Xp))—g-(Xq,...,X5)
GxD—D
,emqueg-0(Xy,...,Xn) =0(g- (Xq,...,X5)).
(9:0) —g-0
Observacao: No presente trabalho sera utilizada a notagdo X para um vetor de
observagoes (X1,...,X,). Como consequéncia, a agdo de um grupo G

sobre um vetor (X1, ..., X,,) também serd denotada por g - X.
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Exemplo 2.2.1: Seja® = A =R, X" = R"e G = (R,+). As agdes de G

correspondem a soma a direita, dadas por:

1. GxO® — O, emque (g,0)—g-0=0+g.
2.GxA— A, emque (g,a) —g-a=a+g.
3. Gx X" - X" emque (¢,X) > g-X=(X1+4+9¢,....,Xn+9).

4. GxD — D, emque (g,0) »¢g-0(X)=0X1+g,...,Xn+9).

Exemplo 2.2.2: Seja® = A =R, X" = R"e G = (RT,.). As agdes de G

correspondem a multiplicacdo a esquerda, definidas por:

. GxO — O, emque (g,0) — g-0 = gb.
2. Gx A— A, emque (g,a) — g-a=ga.
3. Gx X" = X", emque (¢,X) —» g-X=(9X1,...,9X,).

4. Gx D — D, emque (g,0) — g-0(X) =6(9X1,...,9Xn).

Nesse exemplo, a acdo de G no conjunto @, por exemplo, é representada
por g - @, correspondendo ao produto usual que € denotado por g®. Essa notagéo
também serd adotada nos exemplos posteriores em relacdo ao produto usual, de

[I3R2]

forma a tornar clara a disting@o entre uma agao do grupo, representada por “-”, e a

operacdo de produto “.” .
2.3 A teoria da decisdo no contexto estatistico

A teoria dos jogos e a teoria da decisdo estatistica foram desenvolvidas por
volta do mesmo periodo. A primeira € parte de um rico legado matematico deixado
por John von Neumann. Embora j4 estivesse presente em trabalhos anteriores, a

teoria dos jogos ndo era um campo unificado até a publicacio dos trabalhos de von
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Neumann no fim da década de 1920. Em 1927, von Neumann publicou a prova
do teorema minimax para jogos finitos e esse trabalho é reconhecido atualmente
como a fundacio da teoria dos jogos. Em 1944, os trabalhos de von Neumann re-
sultaram na publicacio do livro Theory of Games and Economic Behavior, escrito
em parceria com Oskar Morgenstern.

Por sua vez, por volta do mesmo periodo, a teoria da decisdo estatistica
estava recebendo rigorosa fundamentagdo tedrica em uma série de artigos publi-
cados por Jerzy Neyman e Egon Pearson. Essa teoria ja havia sido desenvolvida
inicialmente por outros estatisticos, como Karl Pearson e Ronald Aylmer Fisher,
mas faltava a precisa formulagao matematica, fornecida posteriormente por Ney-
man e Pearson em seus trabalhos. Abraham Wald foi o primeiro a estabelecer a
conexdo entre a teoria dos jogos e a teoria estatistica de Neyman e Pearson, reco-
nhecendo as vantagens de basear a teoria estatistica na teoria dos jogos. Wald foi
o responsdvel por generalizar e simplificar a teoria de Neyman-Pearson, por tratar
problemas considerados distintos nessa teoria, como casos especiais da teoria da
decisdo. Os trabalhos de Wald na década de 1940 culminaram na publicacdo de
seu livro Statistical Decision Functions em 1950, ano que também foi marcado
por sua morte em um trdgico acidente aéreo (FERGUSON, 1967).

Na teoria da decisdo estatistica, a tomada de decisdes € realizada em pro-
blemas de decisao que possuem algum tipo de incerteza envolvida. Dessa maneira,
o contexto geral da teoria da decisdo pode ser particularizado para o contexto da te-
oria da decisdo estatistica, em que as decisdes tomadas baseam-se em observagoes
de amostras aleatérias. Logo, os elementos da teoria da decisdo sdo redefinidos

para o contexto estatistico:

1. O conjunto ® passa a ser o espago paramétrico que indexa uma familia de

distribui¢des de probabilidade fx (x;0).
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2. O conjunto das ag¢des A é simplesmente o conjunto de estimativas acerca de ¢

e serd representado geralmente pelo conjunto R dos niimeros reais.

3. A fungdo perda L (4 (x),6), em que 0 (x) é um valor estimado do parimetro

desconhecido 6 ou o valor de alguma fungdo w (6).

4. O subespaco X" passa a ser o espaco amostral de todas as realizacdes de amos-
tras independentes e identicamente distribuidas (iid) (X1, ..., X,) de uma

variavel aleatoria X.

5. As fungdes de decis@o passam a ser denominadas estimadores e o espaco D =

{0 : X™ — R} torna-se o espago dos estimadores.

Em vista dessas redefini¢des, o estatistico ou outro cientista deve seleci-
onar um valor para um pardmetro desconhecido , que determina a distribui¢ao
fx (x;6) da populac@o de interesse. Apés a observacdo de uma amostra aleato-
ria (X1,...,X,) dessa populagdo, a escolha de um valor para € se baseard nos
valores dessa amostra e esse valor serd chamado estimativa de 6. Assim, pode-se

proceder da seguinte forma:

1. Para o problema em questdo, define-se o conjunto de todos os possiveis
valores que 6 pode assumir. Como mencionado, tal conjunto de valores de

0 € o espago paramétrico, sendo designado por ®.
2. Seleciona-se uma fungdo 0 da amostra aleatoria, isto é, ¢ (X1, ..., Xp).

3. Uma estimativa para o pardmetro ¢ ou para uma funcao de 6, digamos w (0),

¢ obtida aplicando-se a fun¢do J nos valores observados da amostra.

Exemplo 2.3.1: Seja fx (x; 6, 1) uma densidade Normal com média 6 e variancia
1. Supondo que 6 possa assumir qualquer valor real, o espaco paramétrico

® ¢é dado por:
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O ={0:—00<f<o0}.

Como 6 pode assumir qualquer valor real, € natural considerar que uma
estimativa razodvel de 6 também deva assumir qualquer valor real. Essa estimativa
pode ser representada por 6 ou por § (x) com base no estimador 0, quando valores
(z1,...,2zy) de uma amostra aleatéria (X7,...,X,,) sdo observados. Pode-se
entdo definir uma estimativa distinta para cada valor de # em @. Dessa forma, o

conjunto de estimativas possiveis em relagdo a 6 no processo de estimacéo é:

A:{/Q\:—oo<§<oo}.

Em problemas de estimagdo pontual é comum que ® = A. Neste exem-
plo, os conjuntos ® e A sdo ambos iguais a R. Como um estimador §; para 6
pode-se utilizar, por exemplo, a média amostral 51 = X. Nesse caso, com base
nos valores observados da amostra aleatéria (X7, ..., X,,), uma estimativa para ¢

é:

~ 1<
9:(51(951,...,96”):5256,-.
i=1

Naturalmente, poderiam ser utilizados outros estimadores para £, como a
mediana amostral ou outras funcdes. Uma vez que para cada problema particular
existem muitas funcdes diferentes que podem ser utilizadas como estimadores,
faz-se necessdrio utilizar ferramentas que permitam avaliar os estimadores, para
selecionar os mais adequados. Nesse sentido, um objetivo na teoria estatistica é
selecionar dentre uma certa quantidade de estatisticas, fungdes de (X1, ..., X,),
aquelas que sejam mais adequadas para serem utilizadas como estimadores dos 6,

j =1,...,k, ou mais geralmente, encontrar estatisticas para serem usadas como
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estimadores de certas fung¢des, digamos wq (01, ...,0k), ..., wk (01,...,0k).
Considerando que 6 é um pardmetro desconhecido, para cada estimativa
0 (x) de w (#) comete-se um erro, e nesse caso, alguma medida de avaliagdo dos
erros cometidos € apropriada. Uma maneira de avaliar os erros cometidos € uti-
lizar a funcdo perda. Uma defini¢do formal de fungdo perda para o contexto de

estimacdo € apresentada a seguir.

Definicao 2.3.1 (Funcao perda): Chama-se funcdo perda, a fungdo de valores re-

ais denotada por L (0 (x), 6), que satisfaz:
() L(d(x),0) > 0, para todas possiveis estimativas J (X) e todo § em ®;
(i) L(d(x),0) =0, parad(x) =w(0).

Uma perda L (6 (x) , #) ocorre se uma estimativa paraw (6) é 0 (x), quando
o verdadeiro valor do parametro € §. Além disso, as condi¢des anteriores estabele-
cem que a func¢do perda deve ser ndo negativa. Segundo Casella e Berger (2002, p.
348-349), a funcdo perda reflete dois fatos que ocorrem num processo de estima-
cdo pontual. O primeiro estd relacionado a uma pequena perda observada, quando
a estimativa J (x) estd préxima de . Nesse caso, assumir que ¢ (x) é uma estima-
tiva para 6 parece razodvel. O segundo fato reflete uma grande perda, ocasionada
se d (x) estd distante de 6.

Para cada problema de estimacdo pode-se definir uma fungdo perda apro-
priada para o problema em estudo. As fungdes perda fornecidas na secdo rela-
cionada a teoria da decisdo sdo apresentadas novamente, mas considerando-se o

processo de estimagdo pontual.
@) L1 (6(x),60) =[5 (x) —w(O)]*.

(i) Lo (5(x),0) = [0(x) —w (0)].
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(iii) L3 (6 (x),0) = { © ,emque A > 0.
0, seld(x)—w(d)|<e

(0)0 (x) —w (0)|", parap(8) >0 er >0.

0
{ Lose i) —w®)>c

0, caso contrario

Algumas das fungdes perda apresentadas possuem a propriedade de serem
simétricas. Este € o caso das fungdes perda em erro quadratico (1) e em erro
absoluto (L2). A funcio perda em erro quadratico € provavelmente a mais utilizada
no processo de estimacdo. Uma caracteristica importante dessa funcio é que ela
penaliza pouco se o erro de estimagdo € pequeno e penaliza muito a medida que
o erro torna-se maior. Por sua vez, a penalizacdo para a funcdo perda em erro
absoluto cresce linearmente com o erro de estimagdo. As funcdes perda L3 e Ls
sdo fungdes que reduzem o efeito para grandes erros de estimacdo. Isso ocorre
pela fixa¢do de uma perda caso o desvio absoluto entre § (x) e w () exceda uma
quantidade € pré-determinada. Nessa situacio, as fungdes perda L3 e L5 associam
uma perda fixa para o erro de estima¢do cometido, ndo considerando a magnitude
do eventual erro.

Pode-se verificar, pela definicdo e pelos exemplos, que a fun¢do perda
possui como um de seus argumentos uma estimativa ¢ (x), que é o valor de um
estimador 4, que por sua vez é fungdo de uma amostra aleatéria. Dessa forma,
como 0 (X7q,...,X,), a fun¢do perda depende da amostra (X7, ..., X, ). Neste
caso, é dificil exigir uma pequena perda (ou erro), por parte de um estimador, para
cada amostra que é possivel de ser coletada da populacdo. Porém, se alterarmos o
objetivo de encontrar um estimador com pequena perda para a escolha de um esti-
mador com pequena perda média, essa dificuldade pode ser superada. Assim, um

critério a ser adotado para avaliar a qualidade de um estimador consiste em utilizar
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a esperanca matemadtica da funcdo perda. Isso define uma fun¢do R, denominada

funcdo risco.

Definicéo 2.3.2 (Funcio risco): Para uma conhecida fungéo perda L (§ (x) ,0), a

fungdo risco R de um estimador 6 (X7, ..., X,,) é definida como:

R(6,0) = Ey [L (6(X),0)].

Dado que o valor de 6 é desconhecido, a preferéncia sera por um estimador
que possua pequeno valor de R (4, #) para todos valores de 6. Logo, independente-
mente do verdadeiro valor de 6, é desejavel encontrar um estimador com pequena
perda média. Se o objetivo for, por exemplo, comparar a qualidade de dois es-
timadores &1 e do, isso podera ser feito com base em suas funcdes risco. Nesse
caso, se R(d1,6) < R(d2,0), o estimador §; serd o estimador preferido. Todavia,
essa comparacdo pode ndo ser tio clara se as duas fungdes risco se interceptarem
(MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974, p. 292, 299; CASELLA; BERGER, 2002, p.
332-333).

Em termos de uma amostra aleatéria (X1, ..., X)), tem-se que a fungio

risco R € dada por:

R(6.6) = Eo[L(0X).0)] = [ .. [ L6).0)]] f. (wis6) d.
=1

No contexto em que tém-se a¢des de grupos, sdo importantes os estimado-
res que possuam boas propriedades relativas as acdes de um grupo. Nesse sentido,

definem-se estimadores invariantes e equivariantes.
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Definicao 2.3.3 (Estimador invariante): Um estimador pontual § em X" € inva-

riante em relag@o as acdes de um grupo G em X" se:

(9-0)(X) =0d(g-X) =0 (X).

Na Figura 1 é apresentado o diagrama comutativo de um estimador invari-

ante J. Esse diagrama representa duas possiveis rotas de estimacgdo de X" para A,
X 49X 50(¢gX) X 56X 5 ) )

dadas por X" = X" — A eX"— A, quesdo equivalentes para um estimador

invariante.

x" xn

A

Figural Diagrama comutativo da definicio de um estimador invariante

d(g-X)=46(X).

Exemplo 2.3.2: SejaX = (X1,..., X, ). Pode-se observar que a amplitude amos-
tral é invariante em relagéo a ac¢do do grupo G = (R, +). De fato, dado

c € R, tem-se que:
d(e-X)=0(X1+¢,.... Xn+e)=Y,+c—Yi+0)=Y,-Y1=06X),

emque Y] = min [X1,...,X,] e Y, =max[Xq,...,X,].

O termo equivariante € utilizado para estimadores que apresentam a pro-
priedade de modificar suas estimativas em resposta a mudancas que ocorram no
conjunto de dados. Essencialmente, a equivariancia indica qual € o valor do esti-
mador em qualquer ponto de uma Grbita (ver APENDICE A), caso seja conhecido

um valor particular do estimador em um ponto dessa Orbita.
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Definicao 2.3.4 (Estimador equivariante): Um estimador pontual j em X" € equi-

variante em relagdo as acdes de um grupo G em X" se:

(9-0)(X)=0d(9-X)=g-(0(X))-

Na Figura 2 € apresentado o diagrama comutativo de um estimador equi-
variante 6. Nesse diagrama, as duas rotas equivalentes de estimacio de X" para

_ o X 49X 5 8gX) X 5 X) 4 g-(5(X)
A, para um estimador equivariante, sio X" > X" — A eX"—> 4 > A .

xn g xn

A

Figura2 Diagrama comutativo da definicdo de um estimador equivariante
6(g-X)=g-(0(X)).

Exemplo 2.3.3: Considere X = (X3,...,X,). Pode-se verificar que a média
amostral de (X1, ..., X,,) é equivariante em rela¢do a a¢éo do grupo G =

(R, +). De fato, dado ¢ € R tem-se:

(c-0)X)=0(c-X)=0(X1+¢,...,Xn+0)

C Xited.o o+ Xnte

n
X1—|—...—|—Xn+nc
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As defini¢Oes utilizadas para invaridncia e equivarincia remetem a uma
consideracdo importante. Assim como em Zacks (1971), Schervish (1995), Leh-
mann e Casella (1998) e Nobre e Azevedo (2006), neste trabalho faz-se a distin¢ao
entre invariancia e equivariancia. Na invariancia, a estimativa ndo se altera a me-
dida que os dados sdo transformados, enquanto que na equivariincia a estimativa
se modifica de um modo pré-estabelecido, a medida que os dados sdo transfor-
mados. Em termos de fungdes, as fungdes que satisfazem g (z +¢) = g (z)
sdo invariantes, ou seja, essas fungdes possuem a propriedade de seus valores
ndo se alterarem quando seus argumentos mudam. Por sua vez, funcdes em que
g (x + ¢) = g (z)+c sdo chamadas equivariantes, ou seja, essas fungdes tém a pro-
priedade de alterar seus valores de forma pré-determinada quando ocorre variagdo
em X.

Na teoria geral de ag¢des de grupos, o grupo G atua em X" e em ®, sem
que essas acoes estejam intrinsecamente relacionadas. No contexto estatistico es-
sas duas acdes devem estar relacionadas. Primeiramente, assuma que uma carac-
teristica de interesse dos elementos da populagdo possa ser representada por uma

varidvel aleatéria X, cuja densidade é fx (x;6) = f (x;0). Assuma também que

valores (x1,...,x,) de uma amostra aleatéria (X1,...,X,) de f (z;0) tenham
sido observados. Nesse caso, o grupo G atua em X" da forma g - (X1,...,X,) =
(9-X1,...,9-X,). Pode-se entdo definir para essa transformagdo uma nova va-

ridvel Y = ¢g - X. Consequentemente, (Y1,...,Y,) = (¢- X1,...,9-Xp). Se
X tem distribui¢do f (x;6), para se obter um contexto invariante pelas acdes do
grupo G € necessdrio exigir que Y também tenha distribuicio na mesma familia,
isto ¢, deve existir um 6 € © tal que Y tenha distribuicdo f (y; 5) Exigindo-

se um pouco mais que isso, é necessario supor que 6 seja também definido por

uma agdo de G em O, ou seja, = g - . Dessa forma, essas duas a¢des estdo
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relacionadas por:

X~ f(0)eY=9g-X~f(y;9-0).

Esse resultado indica que as acdes de um grupo acontecem em primeiro
lugar no espaco amostral e, em seguida, no espaco de parametros. Além disso,
dada a amostra original (X1,...,X,,) e a estrutura matemadtica associada a essa
amostra (espago paramétrico e modelo subjacente ou conjunto de func¢des densi-
dade de probabilidade fdp’s), o tltimo resultado indica que se um grupo G age
sobre a amostra (X7, ..., X, ) modificando sua escala de medi¢do, entdo o pro-
blema transformado deve ter a mesma estrutura matemdtica que o problema ori-
ginal, ou seja, deve estar definido no mesmo espago paramétrico, para a mesma
familia paramétrica. Quando isso ocorre, a distribuicdo subjacente ou a familia
de distribuicdes do problema original € dita invariante pela transformacdo. Essa

exigéncia é sintetizada na definicdo abaixo.

Defini¢do 2.3.5 (Invariincia do modelo): Seja F = {f (z;0),0 € ®} uma fa-
milia de densidades para X. A familia F ¢é dita invariante em relacdo a um
grupo G se, paracada § € ® e g € (G, existe um tinico 6 € © de modo que
Y = g- X tenha distribui¢do f (y; 5) na mesma familia de X. O pardmetro

0, que é determinado unicamente por 6 e g, é obtido por g - 6.
Dado um evento B C X", em termos de probabilidade de eventos tem-se,
a partir da defini¢cdo 2.3.5, a seguinte igualdade:
P@[YEB] :Pg.g[XEB},

em que o subscrito do lado esquerdo (6) indica a distribui¢do de X e ndoade Y.

Segue ainda, para uma funcio 1) cuja esperanca seja definida, que:
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Eg [ (V)] = Ego [ (X)].

Um exemplo de um modelo probabilistico invariante é apresentado a se-

guir.

Exemplo 2.3.4: Seja X uma varidvel aleatéria com distribui¢io Gama(a, 8). A

fdp de X é dada por:

fX (x;a,ﬂ) = 7xa_1e_ﬁa

I'(a) g

em que I' () é a fun¢do gama, com 0 < = < oo, & > 0 e § > 0. Considere as
acdes do grupo G = (R, .) de tal forma que Y = h(X) = kX, sendo k > 0.
Comoy = h(z),entdo h ™' (y) = L e d%h_l (y) = £. Aplicando o teorema da

transformacdo de varidveis, temos que a fdp de Y é:

~|dh (y) -1
) = |5 1 (7 )

1 Yy

= ‘k‘fX ()

_ 1 1 Y a—1 7#

- Er(a)ﬁa(E) e

= éya_le_%
I'(a) k>

_ 1 a—le—ﬁ

" T () kB

Logo, a varidvel Y ~ Gama («, k). Portanto, a a¢do de G nos dados,
dada por k - X = kX, induz uma agdo de G no espaco paramétrico, dada por

k- (a,B) = (a, k). Como a varidvel transformada Y preserva a mesma estrutura
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matematica que a varidvel original X (mesma familia paramétrica e mesmo espaco
paramétrico), essa familia € invariante pelas acdes do grupo G.
Se um modelo € invariante sob as a¢des de um grupo G, pode-se exigir

que a fungdo perda também seja invariante em relacdo as acdes desse grupo.

Definicdo 2.3.6 (Funcio perda invariante): Uma funcdo perda L : Ax ©® — R

¢ dita invariante sob as ac¢des de um grupo G se:

L(6(x),0)=L(g-(0(x),9-0),

paratodod (z) € A, € @eg e G.
A vantagem de se trabalhar no contexto invariante é que a fun¢do risco

torna-se mais simples. Se § é um estimador equivariante, entfo:

R (6,0) = Eg[L (0 (X),0)]

L(5(x),0)fx (x;0) dx

Il
—— — —

L(g-(0(x)),g-0)fx (z;0)dr  (Invariancia da fungdo perda L)

L((g-x),9-0)fx (z;0)dx (Equivariancia do estimador §)

L(6(y),9-0)fy (y;9-0)dy (Invariancia do modelo f)

=Ey[L(5(Y),g0)]
=R (d,9-0).

Portanto, ao se fixar um estimador equivariante §, a fungdo risco torna-se
constante nas 6rbitas da agdo de G em @. Desse modo, se G atua transitivamente
em @, o risco dos estimadores equivariantes serd constante. Dizer que a func@o
risco é constante significa que essa funcdo nido depende do pardmetro 6. Esse

resultado ficard mais claro nas se¢des relacionadas a equivariancia por locacdo e
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por escala.

Definicao 2.3.7 (Estimador equivariante de risco minimo): Um estimador 9 :
X" — R de w (0) é definido como equivariante de risco minimo (MRE, do

inglés minimum risk equivariant) se:
(i) ¢ é equivariante;
(i) R(6) <R (5’), dado qualquer outro estimador equivariante § de w (6).

A importante consequéncia que surge do fato da funcao risco ser constante
€ que, uma vez que o risco de qualquer estimador equivariante independe de 0,
o problema de se obter um estimador com menor risco uniforme na classe dos
estimadores equivariantes torna-se relativamente mais simples: selecionar entre os

estimadores com funcdo risco constante aquele que possua menor risco.

2.4 Equivariancia para parametros de locacio

Nesta subsecdo apresentam-se algumas definicdes e resultados requeridos
para a determinacao do estimador equivariante de menor risco por locacdo. Inici-
almente, antes da abordagem da equivariancia por locagao, define-se parametro de

locacio.

Defini¢do 2.4.1 (Parametro de locacdo): Seja {f (;0),0 € @} uma familia de
densidades indexadas por um parimetro 6, em que ® é um subconjunto
da reta real. O pardmetro 6 é definido como pardmetro de locacdo se,
a densidade f (x;6) pode ser escrita como uma fungdo de = — 0, isto é,

f (z;0) = h (z — 0) para alguma fungdo h (+).

Proposicao 2.4.1: 6 € um parametro de locacdo se, e somente se, a distribui¢cdo

de X — 6 ndo depende de 6.
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Prova:

Como 6 é um pardmetro de locagdo, por hipétese fx (z;0) = h(x —6).
SeY =¢g(X)=X—f,entiog (y) =y+0e %9*1 (y)‘ = 1. Utilizando o

teorema da transformacio de varidveis segue que afdpde Y = X — 6 é:

fr (:0) = }jyg—l (y)’fx (67 W) = Lx (y+0) = hiy+0—0) = h(y).

Portanto, a distribui¢do de Y = X — 6 ndo depende de 6.
Reciprocamente, seja Y = X — 6 com distribuicdo dada por uma fungéo
h(y). Como X = g(Y) =Y +0,logo g™t (z) =z —0el|lg(2)] =L

Novamente, utilizando o teorema da transformacdo de varidveis segue que a fdp

de X =Y +06é:

d

fx (x;0) = ‘dxgl @) fy (97" (@) =1fy (x—0) =h(z—0).

Portanto, a densidade fx (x; @) pode ser escrita como uma funcdo de x—0,

o que demonstra que ¢ é um pardmetro de locagéo.

Observe que se 6 € um pardmetro de locagdo para a familia de densidades

{f(-;0),6 € ©}, afungdo h (-) da defini¢do é uma fdp dada por i () = f (+;0).

Exemplo 2.4.1: Se fx (x;0) = ¢g,1 (x), 6 ¢ um pardmetro de locacdo, pois:

bo.1 () = \/127 exp [_;(x _ 9)2} — dor(x—0),
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isto é, se X é normalmente distribuida com média 0 e varidncia 1, entdo X — 6

possui distribuicdo Normal padrio, e portanto, independente de 6.

Exemplo 2.4.2: Se fx (z;0) =1 (0 ) (z), entdo € é um parametro de loca-

1 1
—3:0+3

¢do, pois:

¢ uma fungdo de = — 6.

2.4.1 Acao de grupos para parametros de locacao

Um grupo que estd naturalmente relacionado a parametros de locacdo é
o grupo G = (R,+). Esse grupo atua em R" da forma ¢ - (X1,...,X,) =
(X1+e¢,...,X, + ). Aequivaridncia em relago a essa acdo ¢ justificada da se-
guinte forma: se observacdes (z1,. .., zy) representam medi¢des de algum tipo,

e uma constante ¢ é adicionada em cada uma dessas medicdes, entdo um esti-

mador avaliado nas medicdes (1 + ¢, ..., x, + ¢) deve ajustar o valor estimado
0 (x1,...,x,) pela adicdo da mesma constante ¢, isto é, § (1 + ¢,...,z, +¢) =
0 (x1,...,x,) + c. Esse fato ocorre com o mais bésico de todos estimadores que

¢ a média amostral.

Definicao 2.4.2 (Equivariancia por locacdo): Um estimador ¢ é definido como

equivariante por locagdo se:
d(Xi+4c...,. Xn+c¢)=0X1,...,Xn) +c,
paratodo (Xi,...,X,)e(c,...,c) € R™

Exemplo 2.4.3: Um primeiro exemplo de um estimador equivariante por locagéo

€ a média amostral. De fato,
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n n
Y (Xite XX
§(X+¢)="=2 = = —=6X)+ec
n n n

Exemplo 2.4.4: Considerando as estatisticas de ordem do minimo ¢ do maximo,

Y1 = min[Xy,...,X,] e Y, = max[Xy,...,X,], segue que a média

Y1—~2-Yn )

desses valores ( é equivariante por locagao, pois:

min [X; +¢,..., X, + ] +max [X1 +¢,..., X +

(X +¢)= 5
_ min[Xy,..., X,]+c+max[Xy,..., X,] +c
B 2
min [Xy,..., X,] +max [X;,..., X,]  2c

=0(X)+ec

Por outro lado, existem estimadores que ndo sdo equivariantes por locacao,
como por exemplo, S% e Y, — V7.

Como mencionado anteriormente, o grupo G = (R, +) é um grupo natural
a ser relacionado a parametros de locacdo. Esse grupo atua, respectivamente, no
espaco paramétrico ®, no espaco amostral X" e no espago dos estimadores D da

forma:
. GXO =0, (¢,f)—c-0=0+c.
2.GxX" = X" (e,x)—=c-x=(r1+4¢...,2q+0C).
3. GXD =D, (¢,§) = (c-6)(x) =0 (c-x)=d(x+¢)=0(x)+c

Por sua vez, uma fungdo perda L € invariante por locag@o por essas agdes

SE:
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(c-0)(x1,...,2pn),c-0)
d(c-(z1,...,2pn)),c-0)
d(xr1+¢...,xn+c),0+c)

d(x1,...,xn) +c,0+0¢).

Um exemplo de uma funcio perda invariante por locagdo ¢ a fungdo perda

em erro quadrdtico. De fato, se L (8,0) = (6 — 0)?, entdo:

Lzt xp)+e,0+¢)=[(6(21,...,20) +¢) — (0 + )]
= (6(x1,...,2p) +c—0—c)?

= (0 (x1,...,20) — 0)*

O lema apresentado a seguir fornece um importante resultado na caracte-

rizacdo de todos os estimadores equivariantes por locagdo.

Lema 2.4.1: Seja Jy um estimador equivariante por locagdo. Uma condi¢ao ne-

cessdria e suficiente para que ¢ seja equivariante por locacéo é:

§ (x) = do (x) +u(x), (2.1)
em que v : R” — R é uma funcéo invariante pela a¢do do grupo (R, +), isto é,
u(x+¢) =u(x),paratodo x = (z1,...,2,)ec = (c,...,c) € R™.
Prova:

Se d (x) = do (x) + u (x), em que Jp € um estimador equivariante conhe-

cido e u € uma funcgdo invariante, entio:
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d(x+c)=d(x+e)+u(x+c)=0d(X)+c+u(x)=0(x)+c.

Portanto, § € um estimador equivariante por locagdo.
Reciprocamente, assuma que &g é um estimador equivariante conhecido e

seja 6 um estimador equivariante arbitrario. Defina: v = § — Jg. Entdo:

u(x+c¢)=358(x+¢)=d(x+¢) =09 (x)+c—(6o (X) +¢) =9 (x)—dp (x) = u(x).

Portanto, a func@o u é invariante pela acdo do grupo G = (R, +).
|

Pode-se verificar que esse lema estabelece a conexdo entre a equivariancia
e invariancia de fungdes. Primeiramente, observa-se que um estimador equivari-
ante § é a combinagdo entre um estimador equivariante conhecido e uma fungéo
invariante u. Além disso, o resultado desse lema indica que a diferenca entre dois
estimadores equivariantes ¢ uma funcao invariante de x. Pelas implicagdes do lema
€ possivel notar que a caracterizacdo dos estimadores equivariantes também exige
uma caracterizacao das funcdes invariantes u.

As fungdes invariantes podem ser expressas em termos de coordenadas
mais simples, se ocorre o seguinte contexto: seja G um grupo que atua em um
conjunto A. Suponha que exista um subconjunto B C A tal que toda 6rbita da
acdo de G em A intercepta B em apenas um ponto. Dada uma fung@o invariante
u: A — R, essa fun¢fo fica totalmente definida pelos valores que assume sobre

os pontos do subconjunto B. Além disso, se u restrita a B for injetiva, os valores de
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u distinguem as Orbitas. Portanto, as funcdes invariantes podem ser expressas por
coordenadas mais simples que dependem apenas do subconjunto B.

Para o caso especifico da agdo do grupo (R,+) em R™, ¢ - x — X + ¢,
as Orbitas sdo retas paralelas ao vetor T = (1,...,1). Logo, se B é o hiperplano
definido por B = {(x1,...,2,-1,0),x; € R}, todas as 6rbitas interceptam esse

hiperplano em apenas um ponto.

Proposicao 2.4.2: Se v : R — R € uma funcdo invariante, entdo u pode ser

expressa como fungdo das diferencas y; = x; — xy,.
Prova:

Para expressar as fungdes invariantes em um sistema de coordenadas ade-
L ~ -
quado deve-se observar que as 6rbitas sdo retas paralelas ao vetor 1 = (1,...,1)

(Figura 3). O hiperplano z,, = 0 € tal que toda Orbita corta este plano em apenas

um ponto. Dada uma 6rbita pelo ponto (z1,...,z,) é necessdrio obter o ponto
y=(y1,---,Yn—1,0) do plano B correspondente a essa Orbita.
(21, .. Ty 1, Ey)
(1,...,1,1)
(Y1, 5 Yn-1,0)
Figura 3 Representacdo da orbita que corta o plano no ponto (z1, ..., zy).

A orbita é a reta dada por {(y1,...,yn—1,0) +¢(1,...,1);t € R}. Tem-

se entdo que:
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y+t=x1 Y1 = T1 — T,
=
Yn—1+1=2Tp_1 Yn—1 = Tp—1 — Tn
t=x, \ t=ux,
y:(yl :xl_l'nv'-‘yyn—l:xn—l_l‘nao)-

Dessa forma, toda funcdo invariante u pode ser expressa em termos das

varidveis y;. De fato,

u(x+e)=u(r1+c....,2p1+c 2y +0)
=u(T] — Tpy v oy Tl — Tpy Ty — Tpy) (Tomar ¢ = —xy,)
=u(x; —  Tp—1 — Tp,0)
=u(y),

o que conclui a demonstragao.
|

Da hipétese de u ser invariante, isto é, u (x + ¢) = u (x), segue ainda da
proposicdo 2.4.2 que u (x) = u(y). A expressdo dos estimadores equivariantes
(2.1), em termos de um estimador equivariante particular mais uma funcao invari-
ante, permite a obten¢do de uma férmula explicita para o estimador equivariante
de menor risco. Esse objetivo pode ser alcancado pela minimizacdo da fungdo

risco, que é dada por:

R(5.0) = Ey[L (6 / / 0) fx (x: 0) dx
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Com base na equivariancia do estimador 4, e na invariancia do modelo f

e da funcdo perda L, tem-se que:

R (5,0) = Eg[L (5 (X

L6 0) fx (x;60) dx

L(6(x)+c,0+c)fx(x;0)dx  (Invarincia da fungdo L)

L(6(x+¢),0+c)fx(x;0)dx  (Equivariancia de 0)

L((y),0+4+c)fy(y;0+c)dy  (Invariancia def)

+e[L(6(Y),0+¢)]
(6,0 +c¢).

/-
/-
[
/

Como a ac¢iio de G no espaco paramétrico @ ¢ transitiva, tomando-se ¢ =
—0 segue que R (6,0) = R (6,60 —0) = R (4,0). Portanto, a fungdo risco é
constante em relagdo a f e a sua minimizacao torna-se mais simples, uma vez que
essa funcdo depende somente do estimador § e ndo mais do pardmetro #. Dessa

maneira,

R(5,0) = By [L( / / 0) fx (x: 0) dx.

Uma notacao mais concisa a ser utilizada para a funcéo risco é:

)= [ [ L6 0,0)fx (x:0) dx
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Fixando um estimador equivariante dy e observando que qualquer estima-
dor equivarinate ¢ é da forma § = dy + u, o problema de minimizacgdo fica da

forma:

minR (9 —mln/ / 0) fx (x; 0) dx

:mgn/.../L(éo(x)—i—u(x),O)fX(x;O)dx.

A ideia para realizar a minimizacgao da fungio risco R € utilizar as varia-
veis y; = X — Ty, com ¢ = 4,...,n — 1. Como X determina totalmente y, a

distribui¢do conjunta fx y (x,y;0) é degenerada, e neste caso,

fx (x:0) = fxy (x,;0) = fxjy (x|y; 0) fy (y;0).

Além disso, como u (x) = u (y) entdo:

win R (5) = min [ ... [ L0800+ (3).0) ey (x]y: 0) v (y:0) dxdy

=i [ [ ([ 20000+ u5)0) ey (xlys0) ) 3:0) dy
= [ [ (min [ 260 5)-+5) 00 (x5 0) i ) s 0) .

em que pode-se observar que | L (do (x) 4+ u (y),0) fxjy (x|y; 0) dx é uma espe-
ranga condicional.

Para o caso em que L é a fungdo perda em erro quadrdtico L (9,6) =
(6 — 9)2, a minimizacdo da esperanca condicional é relativamente simples. De-

senvolvendo o quadrado, tem-se que [ (dp (x) + u (y))QfX‘Y (x|y;0)dx é igual

a:
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/(50 (%)) fxjy (x]y 50) dx+2u (y)/5o (%) fxpy (x]y 50) dx-+(u (y))%,

que corresponde a um polindmio em u (y), que é minimizado quando:

u(y) = - / 6o () fxy (x]y :0) dx = —Eq [6y (X) |Y].

Portanto, substituindo u (y) em (2.1), segue que o estimador MRE em

relacdo a funcdo perda em erro quadratico é:

6 (X) = do (X) — Ep [50 (X) [Y].

Para se obter uma forma explicita para o estimador MRE, considere o

estimador equivariante dp (X) = X,,. Assim,

0 (X) = Xn— Eo [Xn |Y] : (2.2)

Para o célculo da esperanca condicional considere também a transforma-

¢do de coordenadas:

(xla"'axnflaxn)_)(y17"'7yn717yn)7
dada por:
oy ] [+ 0 o0 | oo ]
Y2 o 41 ... 0 -1 )
Yn—1 0 0 +1 -1 Tpn—1
L Yn | | 0 0 0 +1 | [ zn |
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ou seja,

Yi =Ti — Tn} Yn=1=2Tp,comi=1,...,n—1.

Disso decorre que,

Ti =Yi+Yn; Tp=Yn,comi=1...,n—1. (2.3)

A partir de (2.3) as derivadas parciais dos z’s sdo facilmente calculadas.

Pode-se verificar que o Jacobiano da transformacao é:

Oz1  Oz1 Oz
By 0w Oy 1 0 ... 1
Oxy  Ozg Ozy 0 1 1
J=det | % v n | — det =1.
Ozn  Ozn Ozp
| S G o oy _0 0 ... 1_

Logo, pelo teorema da transformacao de varidveis segue que a distribui¢io

conjunta dos Y’s é:

Y (¥:0) =|J] fxi, X1, X0 (@1 (W1, Un) - s Tne1 (Yn—1,Yn) » Tn (Yn); 0)

= X1, Xno1, X0 W1+ Yny oo YUn—1 + UnsYn3 0) .

A densidade condicional de X,, dadoY =y = (y1,...,yn—1) &
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fxay @nly;0) = fyovi, v, Wnlys, o Yn—1;0)
e Y Y (W1 YR 0)
Yo W1s e, Yno130)
Xy Xae1, X (U1 F Yns - Y1+ Yn, Yns 0)
N f Ixa X0 X0 (1 + 8o yn—1 +E,60) dE’

em que trocou-se y, por ¢ para representar a variacdo da varidvel Y, = X, na

integral.

A esperanga condicional de X,, dadoque Y =y = (y1,...,Yn—1) &

Ey [ X, |Y] = Ey[Y,|Y] = /ynfynyl,...,ynl (Yn Y1, Yn—1;0) dyn

- fthlv--anfLXn (y1 +1t, .. Yp—1 + L, T O)dt
f le:-“vanlaXn (yl +t. . Yn—1 + L L 0) dt”

Como y; = x; — x, (i =1,...,n — 1), essa dltima igualdade pode ser

expressa em termos dos x’s como:

Eo X, Y] = Jtfxi X 1 X0 (1 —Tp + 1, Ty — 2y + 1, 4;0)dE
014n fle,...7Xn_1,Xn (LL’l —Tn+t..., Tp—1 — Ty + 1,1 0) dt”

Uma observagao neste ponto € importante. Como o vetor y foi dado, isso
implica necessariamente que x,, também foi observado. Assim, como z,, € o valor
observado de X, e ¢ representa a variacdo da varidvel Y,, = X, na integral, a
proxima mudanca de varidveis justifica-se. Fazendo a mudanca de varidveis u =

Ty — t, tem-se que:
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Eo [X, Y] = f (xn —u) fx,,..x, (x1 —u,...,2n —u;0)du
0 L%n fle,.A.,Xn (x1 — Uy ..., 2y —u;0)du
B foXl,...,Xn (r1 —uy ..., 2y —u;0)du
" J xioxn (@1 — w2 —u;0) du

Substituindo Ey [ X, |Y] em (2.2) tem-se:

—Uy...,xp —u;0)d
5 (X1, Xy) = L XX (@1 2 Wy @0 — 30
[ Fxex, (@1 —u, ...,z —u;0) du

Este estimador é conhecido como estimador de Pitman para parametros de

locacdo. Utilizando o fato do parametro ser de locacdo, resulta que:
fxiox, (@ —u, oo —w;0) = fx x, (71,00, 05 ).

Renomeando u por 6 seque que:

_ f@thm,xn (xl, . ,:L’n;e) do
fle,...,Xn (xla o 7xn79) df '

Para o caso de amostras iid, obtém-se a expressao do estimador de Pitman

6(X17"'>Xn)

para um pardmetro de locacéo 6 fornecida em Mood, Graybill e Boes (1974, p.

334).

Teorema 2.4.1: Seja (Xi,...,X,,) uma amostra iid de uma densidade f (-;6),

em que 6 é um pardmetro de locacdo e ® € a reta real. O estimador

JOTI fx, (Xi;6)d6
§(X1,..., Xy) = —2 , (2.4)
/ 1:[1 fx; (Xi;0)do

¢ o estimador MRE de 6 na classe dos estimadores equivariantes por locagio.
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Exemplo 2.4.5: Seja (Xi,...,X,) uma amostra aleatéria de uma distribui¢ao

Normal com média 6 e variancia 1. O estimador de Pitman de 0 é:

fezlf[1 G0 (X0 [o(1/v2m)" exp | -1/25 (X - 0)*| a0
[ 1T é0sXydo J(1/VER) exp [<1/25 (X, = 0)?) a0
i=1

[Oexp[-1/2% (X2 — 260X, +6%)] db
T Jexp [-1/2Y (X2 — 20X, + 6%)] df
_ JOexp [0 Xi — (n/2)6%] df
 [exp[0> Xi— (n/2)62]df
_ JOexp [—(n/2) 6% + 6 X;] df
~ Jexp[-(n/2)02+ 03 X;]do
_ JOexp [—n/2 (62 —20/n>" X;)] db
~ [exp[-n/2(62 —20/n" X;)|df
[Oexp [-n/2 (0% — 26X + X* — X?)] db
" Jexp[-n/2 (6% — 20X + X2 — X?)] df
exp (n/2X?) [ fexp [—n/2(9 — X)Q] e

exp (n/2X?) [ exp [—n/2(9 - X)Q] e
B [ 0exp [—n/2(0 —X)2] o

- [ exp [—n/2(9 — X)Q] de
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Observa-se que o tltimo denominador € justamente a integral de uma den-

sidade Normal em # com média X e uma variancia % e, consequentemente, essa
integral € unitdria. O ltimo numerador € a esperanga da mesma densidade Normal
e, portanto, o seu valor esperado é X.

Neste exemplo, o estimador de Pitman de 6 € idéntico ao estimador unifor-
memente nio viesado de varidncia minima (UMVUE, do inglés uniformly minimum-
variance unbiased estimator) de 0, isto €, para o caso Normal, o melhor entre os
estimadores equivariantes para a média é também o melhor entre os estimadores

nao viesados.

Exemplo 2.4.6: Seja (X1,...,X,) uma amostra aleatéria de uma distribui¢ao

Uniforme definida sobre o intervalo (9 — %, 0+ %) O estimador de Pitman

de 0 ¢é:
fell:ll I(e—%,(ﬁr%,) (Xi) df B fell:ll I()Q—%,Xﬁ%,) (6)do _ J6ds
B - [do

A ultima igualdade justifica-se pela defini¢do de func¢do indicadora, pois
como § € (X; — 3, X; + 3) para todo i, segue que I(Xif%,X¢+%) (6) = 1 para
n
todo i. Consequentemente, 11;[1 1 (Xi—1.x:+1) (0)=1.
Considerando o minimo e o maximo amostral, Y7 = min [X1,..., X,)]
e Y, = max|[Xy,..., X,], resulta do fato de Y, > 0 — % eY, <0+ % que o
intervalo de integrag@o para o pardmetro 6 é (Yn — %, Y1+ %)

Logo,
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Yi41/2

1 . 0do
fezlj1 Lip 1941y (Xi)do B Yn_fm
n T Yi+1/2
J I gy 043 ) (X3) O [ do
= Y —1/2
2| Y1+1/2
et
- Y1+1/2
9|Y,11—1/2
1(Y1+1/2)° = (Y, — 1/2)?
2 (Y1+1/2)— (Y, —1/2)
_ 1M+ 5) - (Y= 5)[ [(M+3) + (Yo - 5)]
2 (Yi+3) - (Yo —3)
YV +1/24+Y,-1/2
B 2
VitV
=—F
Exemplo 2.4.7: Seja (Xi,...,X,) uma amostra aleatéria de uma distribui¢ao

Gumbel de probabilidade, que possui fdp dada por:

1 xr — x —
fx (w5p,0) = —exp {— P exp <— “)]
o o g

em que X & a varidvel aleatdria associada a valores mdximos de um periodo, p é
denominado parametro de locagdo e o € o parametro de escala, sendo essa varidvel
definida em —oco < & < 400, com —o0 < u < +ooe o > 0.

O estimador de Pitman para i é dado por:
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-1
n
Multiplicando {exp [Z (— exp ( - X"U_“) )} } no numerador e no de-

i=1
nominador, vem que:

nf 5
[exp L”l (_X”w .

n
Desenvolvendo o somatério » | (—%) tem-se que:
i=1

§(X1,..., Xn) =




Logo,

56
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O tltimo denominador € unitario, pois corresponde a integral de uma dis-
tribuicdo Gumbel de minimos (NAGHETTINI; PINTO, 2007, p. 188), com pa-
rAmetro de locagio igual a X e parimetro de escala igual a 9/,. O numerador,
por sua vez, é a esperanca da mesma densidade Gumbel de minimos. Portanto, o

estimador de Pitman do pardmetro de locacdo u é:

5 (X1, ., Xn) :X—o,5772%. (2.5)

Pode-se observar que o estimador de Pitman € muito semelhante ao es-
timador obtido pelo método dos momentos para o pardmetro p da distribui¢do
Gumbel (X' — 0,57 720). Além disso, pode-se verificar também que, a medida
que o tamanho amostral n — o0, 0 estimador de Pitman obtido para i tende a

média amostral.

Exemplo 2.4.8: Considere uma amostra aleatdria (X7, ..., X,,) de uma distribui-
¢ao Exponencial de dois pardmetros. A fdp da varidvel aleatéria X é dada

por:

Ix (x;0,7) = %eXp (_:p—0> ,

T

em que 6 e T sdo respectivamente os pardmetros de locagdo e de escala.
Uma vez que X; — 6 > 0, vem que X; > 6. Em particular, segue para
Y] = min [X;,..., X,] que Y7 > 6. Dessa maneira, o intervalo de integra¢do de

0 é (—o0, Y1). Assim, o estimador de Pitman de 6 é dado por:
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A integral no numerador pode ser resolvida utilizando-se integragdo por
partes. Tomando-se u = 6 e dv = exp ("79) df, resulta que du = dfev =

T exp ("79) Assim:

. 0 0 9
/ 0 exp <n> a0 == exp <n>
T n T )|
Y1 (nY1> T2 <nY1>
= ——exp ——exp(— ).
n T n T

Por sua vez, o denominador é:
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Portanto, o estimador de Pitman de 6 é dado por:

T—Ylexp Y — LS exp ¥
6(X17"'7Xn): = (Tq—ex)p(nn;'l) ( = )
n T
_ pexp (M7 [Vi— 7]
mexp (")
v - .
n

Nos exemplos 2.4.7 e 2.4.8 verificou-se que os estimadores MRE para os
parametros de locagdo das distribui¢des Gumbel e Exponencial dependem de seus
respectivos pardmetros de escala. Em ambas situagdes, ndo existe o estimador
MRE para o grupo G = (R, +) quando o pardmetro de escala é desconhecido.
Para esses casos torna-se também necessdria a estimacio do pardmetro de escala
para garantir a existéncia do estimador MRE de locacio.

O estimador de Pitman apresentado em (2.4) é, por construcio, equiva-
riante em relagdo as agdes do grupo G = (R, +). Nesse sentido, no préximo
exemplo serd demonstrado diretamente que o estimador de Pitman é equivariante

por locagao.

Exemplo 2.4.9: Seja (X, ..., X,,) uma amostra aleatéria de uma fdp fx (z;0).

Se 6 é um parametro de locagdo, segue por defini¢do que:
fleat+ed)=h(x+c—0)=h(x—(0—c))=f(z;0—c).

Desse modo,

f9ﬁf(Xi+C;9)d9 feﬁf(Xi;g_c)dg
§(X14¢ ..., Xn+c)=—— _ =l

JII f(Xi+¢;0)do fﬁ[lf(Xi;Q—c)dO‘
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Tomando-se 6 — ¢ = 6%, segue que df = df* para 6* variando de —oo
para oco. Logo,

f@“ﬂﬁﬁf@&ﬂﬂw*
S(X1+c...,Xp+c)= - =1
J 1L f (X507 dor

=1

faﬁfXﬁﬂ%* SIS (X 0%)do°
rZL: +c izl
f H [ (Xi;0%) do~ f l:[lf(th*) do*

=1

:(5(X1,...,Xn)—|—c,

o que prova que o estimador de Pitman é equivariante por locagao.

Proposicao 2.4.3: O estimador de Pitman para parametros de locacdo € uma fun-

¢ao de estatisticas suficientes.

Prova:

Se 1 =s1(X1,-..,Xpn),.--, Sk = sk (X1,...,X,) é um conjunto de
estatisticas suficientes, entdo pelo critério de fatoracio (APENDICE C):

n

Hf(xi;e):g(sl,...,sn;H)h(xl,...,xn).

i=1
Entéo, o estimador de Pitman pode ser escrito como:

feil;[lf(Xi;H)dHZ [0g(Sh,..., S0 h(X1,...,X,)do
J 11 £ (Xi:0)d6 Jg(S1,... Sk 0) h(Xy,..., Xp)dO

=1

B [0g(Si,...,Sk0)db
N fg(Sl,...,Sk;H)dH '
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Portanto, o estimador de Pitman para pardmetros de locacdo é uma funcio

de estatisticas suficientes.

2.4.2 Estimacio equivariante em modelos de regressao linear miltipla

Considere o modelo de regressdo linear:

p
y=> wzibi+e,
i=1

emquee ~ N (07 02). Para n observagoes:

Yn><1 — anpﬁpxl + €nx1,

sendo que p = F'[Y] = X8.

O espago dos possiveis vetores de médias p € o subespago de R, definido
pela imagem da transformacdo linear X. Esse subespaco serd denominado V. O
espaco de dados X™ é o préprio R”. O teorema de Gauss-Markov (APENDICE C)
¢ um resultado que indica que o melhor estimador linear ndo viesado (BLUE, do
inglés best linear unbiased estimator) para a estimacao do vetor de parAmetros 3

é:
~ s N-1
8= (X X) XY,

’ -1 / ’ -1 /
e, portanto, 1 = X(X X> X'Y. Observe que a matriz X (X X) X' € simples-
mente o projetor ortogonal de y € R" no subespaco V e atua como a identidade
’ -1 ’
emV,istoé,X(XX) Xv=v,sevelV.

Considere o problema de se estimar uma combinacao linear das compo-
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n

nentes de p, > A;jp;. Um estimador para a combinagio linear das componentes
i=1
de p é:

5(Y) = Zn: Nfis = zn: A <X (X’X) _1X’Y> .
=1 i=1 7

Consequentemente, a esperanca desse estimador é:
n n , -1 ,
EEFY)] =Y NEE] =Y A (x(x x) X'E [Y]>
/ 71 /
:Z)\Z(X(XX) Xu)

%

pois X(X’X) _IX/ u = p, paratodo p € V. Pelo corolério do teorema de Gauss-
Markov (APENDICE ), esse estimador é um BLUE.

Vejamos agora o modelo de regressdo linear multipla no contexto da esti-
magcdo equivariante. O subespago V munido da operacdo de soma de vetores é um

grupo G = (V,+). Esse grupo atua em si préprio da forma:

GxV—=>YV
(b,v) = v+Db,

emqueb = (by,...,b,). Essa agio é transitiva.
O grupo G atua no espago de dados R" de forma andloga:
G xR" —» R"
(b,Y) —Y+b

Tem-se também a acdo do grupo G em R da forma:
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GxR—=R

(b,a) — a+ E Aib;.
=1

/ / -1 /
Proposicio 2.4.4: O estimador de minimos quadrados § (Y) = X(X X) XY

€ equivariante pela agdo do grupo G = (V, +).

Prova:

/

(b-&’) (Y)=8 (b-Y)=6 (Y+b) =6 (Y)+35 (b) =06 (Y) +b.

n —1 ,
Proposicio 2.4.5: O estimador 0 (Y) = > \jii; = Z i < ( ) X Y> é
] .

equivariante em relagdo a agdo do grupo G = (V +)

Prova:

(Y 4b)
:Z (x(xx)” 1X'Y+b)l

:j w(x(x%) XV x(x%) X))
=Z w(x(xx)" 1X'Y+b)

zi (x(xx)" 1x'y) +Z/\b
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Segue do fato de § ser BLUE que esse estimador € entre todos os esti-
madores lineares ndo viesados o de menor varidncia. Um resultado similar pode
ser provado para a classe dos estimadores equivariantes. Vamos provar que o es-
timador ¢ (Y) = i Aili; € de fato o estimador de menor risco entre todos os es-
timadores equivarlizrlltes de p, considerando o modelo de regressao linear multipla
Y=X3+e.

Se & é um estimador equivariante, segue entio do lema 2.4.1 que 5 = 6+u.

Neste caso, também € necessdria a caracterizacdo da funcdo invariante u. Este

resultado € apresentado na préxima proposic¢ao.

Proposicao 2.4.6: Uma funcdo v : R® — R ¢ invariante pela acdo do grupo
G = (V,+) se, e somente se, u depende de Y € R™ através da projegao

ortogonal de R™ no complemento ortogonal de V isto €,

w(Y) =u <<I ~ X(XX) _lx/> Y> .
Prova:

Seja u uma fun¢do invariante. Consequentemente:

w(Y) = u <<1 - X(X’X) _1X’> Y + X(X/X) _1X’Y>
_yy <<I - X(X’X) _lx’> Y+ ﬁ)
—u <<1 ~X (Xx) _1X’> Y) . (uéinvariante)

Reciprocamente, seja # uma funcdo que dependa de Y por meio do proje-

tor ortogonal P de Y no complemento ortogonal do subespago V. Dessa forma,
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P(Y) = (I - X(X/X>1X/) Y.

’ -1_,
Seu(Y)=nh ((I—X(X X) X > Y>,entﬁ0paraumb € V vem que:

Y+ (I - X(X’X) _lx’) b)

Portanto, a func@o u é invariante pela acdo do grupo G = (V, +).
|

Para se obter o estimador MRE para pt considerando o estimador 6 =0b+u

€ necessdrio minimizar a funcio risco desse estimador, que é dada por:

R (5.) = B | [F00) = | = e 1500+ 0 0) = ]

Se Y tem distribuicdo Normal multivariada, entdo o vetor de médias p é
um vetor de pardmetros de locagdo. Como a fun¢@o perda em erro quadrético é

invariante e a a¢do do grupo G no subespago V € transitiva, segue que a funcio
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risco depende apenas de & e ndo de p. Dessa forma, R (g, u) =R (g, 0).

Assim, para minimizar a fungao risco, basta minimizar:
R (5,0) = Eo [116 (Y) +u (V)]

O valor que minimiza a fun¢do risco € obtido pelo condicionamento de sua
-1
esperanca. Isso serd feito condicionando-se em W = <I . X(X/X> X,> Y.

Pela propriedade da esperanga condicional tem-se que:

By [16.(Y) +u (V|| = Eo [Eo [16 (0) +u (W)|* W],

’ -1_,
em que a igualdade u (Y) = u (W) deve-se ao fato de (I -X (X X) X > ser a
projecdo ortogonal de Y no complemento ortogonal do subespaco V.

Consequentemente, dado que w = (wy, . . ., w,, ) foi observado vem que:

R (S, 0) — Ey {EO [||5(Y) +u(w)]? |wH

_ /EO [16.(Y) + u (W1 w] fw (w: 0) iw.

A funcdo risco ¢ minimizada quando Ej {Hé (Y) +u(w)|? |W] ¢ minima
para cada w. Derivando a ultima expressdo em relacdo a u (w) e igualando a

derivada a zero, o min Ej {H(S (Y) 4 u (w)]? \w] ocorre para:
u

w(w) = —Ey [0 (Y) |w].

n
Considerando o estimador equivariante § (Y) = > \;i;, a fungdo risco é
i=1

n
minimizada quando u (w) = —Ey [0 (Y) |[W] = —Ej [Z il | w].
i=1
Tem-se agora que, dado w no complemento ortogonal de V, os valores de

Y t&m que, necessariamente, estar em um plano que passe por w e seja paralelo ao
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subespaco V. Dessa forma, sejaY = w+ Z, com Z € V. Como o vetor de médias
1 € igual a zero, a esperanca do vetor Y restrito a qualquer subespago paralelo a V
é:

Ey[Y|=Ey[WH+Z|=w+ Ey[Z] =w.

Portanto,

w(w)=—Eo | Y _ Nifii|w
Li=1

— _F, zn: Y (x(x’x)‘lx’Y)i |w

— By an A <X (x'x) X (we Z))
Li=1

- — i Ai (X (X’X) _IX/EO [w+ Z])

__ Zn: A (X(XX)T'X'w)

-3 X(X’X)ilxl [I - X(X’X)lx'] y}

X(X’X>_1X’ _ (X(X’X)_lx’>2

i

)

i

g

’ -1 ’ 2 ’ -1 / / -1 /
em que <X(X X) X> :X(X X) X,poisamatrizX(X X) X ¢ idem-

potente. Como § = & + u, o estimador MRE de p é dado por:
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5(Y)=3(Y) =3 i
=1

2.5 Equivariancia para parametros de escala

A estrutura nesta subsecdo, dedicada a equivariancia de parametros de es-
cala, serd similar a utilizada para equivariancia de pardmetros de locacdo. Nesse
sentido, o objetivo principal nesta subsecdo é determinar o estimador MRE para

parametros de escala.

Defini¢ao 2.5.1 (Parametro de escala): Seja{f (-;7),7 > 0} uma familia de den-
sidades indexadas pelo parametro real positivo 7. O pardmetro 7 ¢ definido
como sendo um pardmetro de escala se a densidade fx (z;7) pode ser es-

crita como 1/ (%), para alguma fungdo h (-).

Proposicao 2.5.1: 7 € um parametro de escala se, e somente se, a distribuicio de
X

T

nao depende de 7.
Prova:

Como 7 é um pardmetro de escala, segue por hipétese que fx (z;7) =

1h(2).SeY =g (X) = X entio g7l (y) = Ty e d%g_l (y)‘ = 7. Com base

e

no teorema da transformacdo de varidveis, a distribui¢do de Y = % é dada por:

o) = | 0| 2 7 ) = 1 ) = 72 (T2) = ).

T

X

Portanto, a distribui¢do de Y = <> ndo depende de 7.

Reciprocamente, seja Y = <, em que a distribui¢do de ¥ é dada por uma

e

fungdo /i (y). Como X = g(Y) = 7Y, logo g~ ' (z) = Ze | g7l (z)| = L.
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Assim, utilizando novamente o teorema da transformacdo de varidveis, segue que

a distribuicdio de X = 7Y é:

4 ()

Fx (@) = dz

el @) =27 (5) =20 (%),

T T

Portanto, a distribui¢do de fx (z;7) pode ser escrita como %h (f), 0 que

demonstra que 7 é um parametro de escala.
|

Pode-se observar que, se 7 € um parimetro de escala para a familia de
densidades {f (-;7),7 > 0}, entdo a fungdo & (-) da defini¢do é uma fungdo den-

sidade dada por h (-) = f (-;1).

Exemplo 2.5.1: Se fx (z;7) = Lexp (—%) I(9,00) (), entdo 7 € um pardmetro
de escala, uma vez que hx (7) = exp (—x)l( o0 (z) € uma densidade e
fx (7)) = Thx (2).

Exemplo 2.5.2: Se X possui fdp dada por:

o) = 0= < e [-1(2)])

2o g

entdo o é um parametro de escala, uma vez que hx (z) = —== exp (—12?) é uma

densidade e fx (3:;02) = %hx (%)

Exemplo 2.5.3: Se fx (z;7) = LI, (x) = Lo 1) (£), entdo 7 é um parme-

tro de escala, uma vez que I 1) () € uma densidade.

Exemplo 2.5.4: Se fx (z;7) = 11,9, (¥) = 1111 9) (£), entdo 7 é um parAme-

T

tro de escala, uma vez que /(1 5 (x) é uma densidade.
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A definicdo para parametros de escala pode ser generalizada para o caso

de densidades conjuntas. Se X = (X1, ..., X,,) tem densidade conjunta dada por
fx1,..xn (x1,...,2,;7), entdo 7 é um pardmetro de escala se:
1 T Tn,
le,...7Xn (xla ceey Ty T) = Tianl,...,Xn (77 ey 77 1) .

2.5.1 Acio de grupos para parametros de escala

Em diversas situacdes é necessdrio que medicoes sejam realizadas em di-
ferentes unidades. Alguns exemplos sdo: altura sendo medida em polegadas ou
centimetros, peso sendo medido em gramas ou quilogramas, ou distancia sendo
mensurada em milhas ou quilometros. Em todas essas situacdes comuns em ex-
perimentos € razodvel exigir que a inferéncia estatistica a ser realizada seja inde-
pendente das unidades de medida envolvidas. Se o procedimento estatistico € a
de estimagdo pontual, pode-se exigir que o estimador a ser utilizado satisfaca a
propriedade de equivaridncia por escala definida abaixo. A ideia é que um estima-
dor serd equivariante por escala se esse estimador ndo depender essencialmente da
escala de medicdo adotada.

Pode-se considerar o problema de se estimar uma poténcia do pardmetro

de escala 7, isto é, se § (X1, ..., X, ) € um estimador de 7.

Definicao 2.5.2 (Equivariancia por escala): Um estimador ¢ de 7" é equivari-

ante por escala se:
0(cX1,y...,eXy)=c"0(X1,...,X,),
para todo (X1,...,X,)etodo ¢ > 0.

Exemplo 2.5.5: Como exemplo basico de um estimador equivariante por escala,
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tem-se o estimador usual da variancia no caso de amostras iid, que é dada

por:

§(X1,...,Xn) = (Xi — X,)%.

1

1 n
n—1 —

(2
De fato, pode-se observar que a variancia amostral satisfaz a defini¢do de

equivariancia por escala.

0 (cX) = - i 1 Z (cXi — cX'n)2 :CQn i 1 Z (Xi — Xn)2 =% (X),
i=1 =1

em que r = 2.
Por consequéncia da relagdo entre a varidncia e o desvio padrio, outro

estimador equivariante por escala é o desvio padrdo amostral:

0" (eX) = L Z (eXi — an)Q =c !

n—1+4< ,
=1 =1

em que r = 1 para esse estimador.

Se o objetivo € estimar o pardmetro 7" no contexto de equivaridncia por
escala, um grupo natural a ser considerado € o grupo G = (R, .). Esse grupo atua,
respectivamente, no espaco paramétrico @, no espago amostral X" e no espago dos

estimadores D da seguinte forma:
1. GxO® — 0O, (¢,7)—c-T=cT.
2. Gx X" = X" (e,X)—=c-X=(cx1,...,0Ty).

3. GXD = D, (¢,0)— (c-90)(x) =0(c-x) =10 (cx) ="I(x).
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Por sua vez, uma funcdo perda é invariante por escala por essas acdes se:

L6 (21,...,2p),7) =L((c0)(21,...,20),¢T)
) c‘(Il,...,JJn)),C'T)

0 (cx1,...,cxy),CT)

"o (xy,...,zpn),cT).

. ~ fo 2
Pode-se verificar que a fun¢do perda em erro quadratico L (0,7) = (6 — 7)
nao satisfaz a condi¢do de invariancia por escala. Nesse caso, € necessario consi-

2 r
derar outras fungdes perda como L (0, 7) = (5;;) ou L (0,7) = =71 Consi-

derando a fungdo perda L (6, 7) = (5;27:)2 vem que:
L(c"6(x1,...,2p),c7) = [0 (x1, ... zn) — (C,]_)T‘]2
) 9 nj)» (CT)QT
— [Cr (6 (l‘l, .. ,xn) _ T’r)]Z
(CT)2T
C2T(5 (:Ul, . ,ajn) — 7.7')2
B 627“7-27‘
(6 (z1,...,xp) —7")?
- T2r

ou seja, a fungdo L (4§, 7) assim definida € invariante por escala.
Para se obter o estimador MRE para parametros de escala, primeiramente é
necessario caracterizar a totalidade dos estimadores equivariantes por escala. Esse

¢ o resultado do préximo lema.

Lema 2.5.1: Seja dy um estimador equivariante de 7", em que 7 é um parametro

de escala. Um estimador J € equivariante por escala se, € somente se, existe
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uma fung¢do invariante u tal que:

5(x) = . (2.6)

Prova:

Se ¢y € um estimador equivariante por escala conhecido e u € uma fungao

invariante, entdo:

_ do(ex) "dp(x)  ,d0(x

0 (ex)

0
u (ex) u (X) u (X)
Portanto, § é um estimador equivariante por escala.

Reciprocamente, se ¢ é um estimador equivariante e u (x) = 30X ° entdo:

ox :50(CX):CT50(X):6O(X):UX
U =Sl ~ whm) o) W

Portanto, u ¢ uma fung¢do invariante.
|

Vamos obter para a funcio invariante # um sistema simplificado de coor-

denadas. As a¢des do grupo G = (R™,.) em relagdo a R” sdo dadas por:

G x R" — R"
(¢,X) +— cx .
Se v : R™ — R é invariante pela acdo do grupo G, entdo é possivel ex-
pressar essa fungdo em um sistema de varidveis mais adequado. As Orbitas das

acdes de G em R" sdo semirretas {cx, ¢ € R}. Um conjunto de pontos para o qual
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as Orbitas de GG interceptam em apenas um ponto é formado por dois planos para-
lelos definidos por z,, = —1 e x, = +1. Esses planos podem ser adequadamente

descritos por:

T a1 T
T e )

Se xz, <0,

Z Ln—1 L, Z1 Tn—1
— e, = —..., ,—1].
In In In In Iy

Se x, > 0,

Tl Ipn—1 Tn X1 Tn—1
—_— ,— = ... , 1.
Tn Tpn Tp Tn Tn

Logo, a 6rbita pelo ponto x passa pelo ponto (;—1, ceey %, —1) ou pelo
ponto (i—i, cey x;: , 1) e, dessa forma, os dois hiperplanos z,, = —1e x, = +1

parametrizam todas as Orbitas, com excecdo para aquelas que passam por pon-
tos em que x, = 0. Essas orbitas podem ser desconsideradas, pois formam um
conjunto de probabilidade nula.

De forma similar ao que foi feito no contexto de equivariancia por locacao,
essa caracterizag@o das fungdes invariantes permitird a obtencao de uma expressao
para o estimador MRE para pardmetros de escala. Considerando uma func¢ao perda
invariante L (6 (x1,...,2y),7) = L(c"d (21,...,2,),cT), deve-se minimizar a

funcdo risco R, dada por:

R((S,T):ET[L((S(X),T)]:/.../L(5(X),T)fX(X;T)dX.
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Novamente, utilizando os resultados referentes a equivaridncia do estima-

dor 4, e da invariancia do modelo f e da funcédo perda L, tem-se que:

L(c"6(x),cr)fx (x;7)dx (Invariéncia da fungéo L)
L(6(ex),cr)fx (x;7)dx (Equivariancia de ¢)

L6 (y),cr)fy(y;cr)dy (Invariancia def)

Como G atua de forma transitiva no espago paramétrico ®, se ¢ = 71,

entdo R (6,7) = R (6,7 '7) = R (4,1). Portanto, rr%inR (0,7) = m(sinR (6,1),
isto €, o problema de minimizagio estd agora apenas relacionado ao estimador § e
ndo mais depende do pardmetro 7. Portanto, para se obter o estimador MRE basta

resolver:

min?%(é,l) :mgn/.../L((S(x),l)fX(x; 1) dx.

Se Jp (x) é um estimador equivariante conhecido, todos os outros esti-

madores equivariantes por escala sdo da forma ¢ (x) = (if((;)), em que u (X) =

x1 Tn—1 Tn
u(mn,..., = ,—‘xn‘).Logo,

win R (5,1) :muin/.../L <(jj((;)),1>fx (x; 1) dx.

Para minimizar a fungao risco, a ideia € marginalizar em relagdo aos dois
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planos {z = (;—1, e x;‘l , ‘%1') } Isto € feito utilizando-se a fdp condicional
de XdadoZ = z = (z1,...,2,), em que z; = ;;—:L parai = 1,...,n—1e
2y = ‘gn‘. Como x determina totalmente z, a distribuicdo conjunta fx z (x,z;1) é

degenerada, e neste caso,
fx(x1) = fxz (x,%;1) = fxz (X2 1) fz (z; 1)

Logo,

win R (5,1) :muin/.../L (i?((:))J)fmZ (x|z:1) fz (z;1) dxdz

:mgn/.../(/L(%f:;,l)fxm (x|z;1)dx>fz(z;1)dz
:/.../(muin/L<‘if((:)),1>fX|Z (x|z;1)dx>fz(z;1)dz.

A minimizagdo ocorre obtendo-se para cada vetor fixo z, o valor u (z) que

minimiza

/L (if((:)) : 1) fxiz (x |z 1) dx.

Com essa fungdo u (z), o estimador equivariante por escala de risco mi-

nimo é€:

Considere no processo de obtencdo do estimador MRE para pardmetros

de escala, a fungdo perda quadrética padronizada L (9, 7) = (5;27 )’

. Consequen-

temente,



min/L((S(x),l)fX|Z (xyz;1)dx:muin/L(6o (x),l) fxiz (x|z;1) dx

u

Desenvolvendo, resulta que:

. 1 2
Imin [(u(z))g/wo (X))Qf)qz (x[z;1)dx — u(z)/% (x) fxjz (x|z;1)dx + 1] .

Derivando a ultima expressdo em relacdo u (z) e igualando a derivada a

Z€ero vem que:

i ] 000 (el s+ s [0 e (s
Logo,
= 00 g (xiz s P (60 (X))* 12
TG 0) fxz G dx Bl (X)[Z]
Como ¢ (X) = i‘f(;),oestimador MRE é dado por:
§(X) = B[00 (X) 1Z] 8o (X). 2.7)

By (60 (X)) |2
O préximo exemplo ilustra uma situacdo em que o estimador MRE por

escala de 02 de uma distribuicio Normal com média conhecida pode ser obtido a

partir de (2.7), utilizando-se algumas propriedades de estimadores.
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Exemplo 2.5.6: Considere o problema de se obter o estimador MRE por escala
da variancia o de uma distribui¢io Normal com média zero. Um estimador

n
equivariante por escala para 02 € & (X1,..., X,) = > X2
i=1

De fato,

n

n
0o (X1, cXp) = (eXi)? =D X7 =60 (X1,..., Xn).
i=1 i=1
Além disso, dg € uma estatistica suficiente e completa. Considere tam-
bém a estatistica z (X) = Z = (%, ce X)’}—;l, éﬁ) Uma vez que Z é uma
estatistica ancilar (LEHMANN; CASELLA, 1998, p. 170; CASELLA; BERGER,
2002, p. 284), segue pelo teorema de Basu (APENDICE C) que dy (X) e Z sio

independentes. Logo:

E60 (X)|2] = Eoo (X)] = E

n n
ZX}] =Y E[X}] =no’
i=1 1=1

E (6 (X))’ ] = E (8 (X))’] = E @ XE)

n
Tomando Y = Zl XZ-2, tem-se que % ~ X%n)' Dessa forma,
1=
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Esses resultados implicam que E [Y] = no? e var [Y] = 2no?, respecti-

vamente. Uma vez que var [Y] = E [Y?] — (E [V])?, entdo:

E[V?] =var[Y] + (E[Y])* = 2n0* + n?0* = (2n 4+ n?) o*.

Portanto, o estimador MRE do parametro o2 é:

1 n
8o (X) = = XZ.

Para o caso geral nem sempre é possivel obter um estimador dy que seja
uma estatistica suficiente e completa. Para esses casos, seria necessario o cdlculo
da esperanca condicional, o que pode ser muito trabalhoso. A ideia entdo é utilizar

como &y equivariante um estimador que seja o mais simples possivel. Uma opgao

é considerar dp (X1, ..., X,) = X naexpressdo em (2.7). Logo,
By [ X7 |Z]
0 X)= —I"_-X’. 2.8

Para o célculo da esperanga condicional, considere a transformacio de

coordenadas:

X1 Tn—1

(1, Tp1, Tpn) — <,..., ,xn> = (21, 2n-1,2n)

Tn Tn




dada por:
21 1/, 0 0
29 0 1/z, 0 0
Zn—1 0 1/z, 0O Tp-1
| Zn 0 0 I
ou seja,
Zi = %; Zn =1=Tp,comi=1....,n—1.
Consequentemente,
T = ZiZn} Tn = Zp, comi=1,...,n— 1.

Segue entdo que o Jacobiano dessa transformagao é:

Oz
0z1

Oy

J=det | o

O0xn
L O0z1

Oz
Ozo

Oy
0zo

OTn
0zo

Oz
Ozn

[o2)
Ozn

OTn
Ozn

= det

zn O
0 2z,
0 O

T

T2

21

<2
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Pelo teorema da transformagdo de varidveis vem que a distribui¢do con-

junta dos Z’s é:
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fZ (Z; 1) = ‘J| fX1,...,Xn_1,Xn (561 (Z].v Zn) yeoeyLn—1 (Zn—la Zn) ; T (Zn) ; 1)
= Z;l_lel,...,Xn,l,Xn (lena <.y 2Zn—12n, Zn; 1) .
A densidade condicional de X,, dadoZ =z = (21,...,2,-1) €
Ixoz @nlz) = fz,02,,.. 2, (Znl21, - o5 201)
S 7Zn1,2 (P 201, 205 1)
f21,20 4 (21500 2013 1)
ZgileL---,an,Xn (2120, - - -5 Zn—12n, Zn; 1)

ftn_lel,...,Xn_LXn (thu o 7Zn—1t7 t) 1) dt ‘

Pode-se agora calcular a esperanca condicional de X, dadoque Z =z =

(#1,. -+, Zn—1). Assim,

By (XT1Z) = By (2712 = 410 o160 (ot o 2t 1)l
1 n 1 n ftn_leh...,Xn,l,Xn (th, T Zn—1t7 t’ 1) dt
j‘tn—‘rr_lel,u.,anl’Xn (th’ ey Zn,1t7 t, ].) dt
ftn_lel,..-7Xn—17Xn (th, o 7Z7l—1t’ t’ 1) dt ‘

Com base nas relagdes z; = =+ (i = 1,...,n — 1), a esperanga condicio-
Tn

nal de X pode ser expressa em termos de x’s como:

ftn+r71fxl,...,an1,Xn <%t, e x;;l t,t; 1) dt

St X X1 X (;—it, o L 1) dt

By [X5 2] =

Fazendo a mudanga de varidveis v = mi em que dt = x,dv, vem que:
n
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. [ @) XX (210, T 10, Tv; 1) 2 du
By [X; 2] =
f (:L'nv)n_lel,...,anth (T10, .+, Tno1v, Tpv; 1) ndv
gt [0 X X (@10, a1, s 1) do
v [T XX (210, T 0, 23 1) du
_ x’f’ f Un+r_1fX1;--.7Xn—1’Xn (ﬂflv, ct ’xn_lv’ xnll); 1) dU
ST X X X (210, @10, s 1) do

De forma andloga,

oo
[omt2r=Lpe o x (10, T v, ;1) do
0
By [X|Z] = af =
S Xy X X (210, B0, 2005 1) do
0

Finalmente, o estimador MRE por escala é dada por:

By [X7|Z]
0(Xy,....X,)) = —"L——_qo"
e ) = g
o
. Jort e x (@, @ 1) do
_ 'n 0 z"
er o] n
n f o=l x, (v, . 1) do
0
oo
o JortT iy x (@, @5 1) do
_ Ty 0
- p2r o0
o2l x, (o, zpes 1) do
0
o0
f Un+T_1fX1,...,Xn (r1v,...,2yv;1) dv
0
== ; (2.9)
Sl x, (x1v,.. z0;1) do

0

que € conhecido como estimador de Pitman para pardmetros de escala.

Para o caso em que r = 1,
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[e.9]

f V" fx,,.x, (@10, .. x5 1) do
0
d (Xla . 7Xn) - .
J ot fx, ox, (v, ... 205 1) do
0
Como o parametro é de escala, f (z1v,...,z,v;1) = v%f (xl, e, T %)
Substituindo na expressdo anterior tem-se que:
s 1
f fX17-~-7Xn (:Cl, ey Ipg 5) dU
0
0 (Xla . 7Xn) = >
1
f Ule,...,Xn (xla ceey T 5) dv
0
Fazendo % = T, segue que v = % edv = —Tl—ng. Assim, como v : 0 —
o0, tem-se entdo que 7 : co — 0. Portanto,
T
J X0 X0 (X1, T T) dT
0
0(X1,..., X)) =
1
[ Sfxix, (@1, a0 T) dT
0

Se as amostras sdo iid, obtém-se a expressdo do estimador de Pitman para

parametros de escala fornecida em Mood, Graybill e Boes (1974, p. 337).

Teorema 2.5.1: Seja (X1, ..., X,)umaamostra aleatéria de uma densidade f (-; 7),
em que 7 > 0 € um pardmetro de escala. Na classe dos estimadores equiva-

riantes por escala, o estimador

—~
\]M‘,_.
SN—

fx, (Xi;1)dr
0(X1,...,X,) =

, (2.10)

—
ﬂw‘,_.
SN—

.
I
—

in (XZ, 7') dT

Ti

possui menor risco uniforme para a fungo perda L (6,7) = (6 — 7)* / 2.
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Exemplo 2.5.7: Seja (X, ..., X,)umaamostraiid de uma densidade fx (z;7) =
%I(OJ) (x). Considere Y,, = max [X1, ..., X,]. ComoY,, < 7,0 estimador

de Pitman para o parametro de escala é:

zo(l/T)ﬁl 1/7) 10,7 (Xi) dr (1/7)1i[ (1/7)I0,x,) (1) dr
?(1/73) ﬁl 1) 0.0y (Xi) dr 1jo(1 /73) ﬁ[ (1/7)Iox,) (7) dr
TT’”’QdT
Y
?T_n_?’d’f
Yn
7= ADH /[ (4 2) + 1] °Y°
T3+ /[ (n 4 3) + ’Y

Ynf(n+2)+1/[(n + 2) o 1}
Y, 49+ [[(n48) - 1
B y,,~(n+2)+1 (n+3)—1

- (n 4 2) -1 Yn—(n+3)+1
n+2Y, "t

n 4+ 1 Yn7n72

n+ 2Yn-
n—+1

Conforme Mood, Graybill e Boes (1974, p. 338), Y,, € uma estatistica
suficiente e completa, sendo E [Y,] = +477- Entdo, pelo teorema Lehmann-

Schefté (APENDICE C), 1Y, ¢ 0o UMVUE de 7.

Exemplo 2.5.8: Seja (X1, ..., X,) uma amostra aleatéria de uma densidade Ex-

ponencial fy (z;7) = Lexp (—%) I(9,00) (z). O estimador de Pitman para

o parametro de escala é:
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[ (=) I FKimydr [ () T (2 exp (—3) dr
0 =1 0 i=1
Ty T R X
[(F) TLf (Karydr (&) 1T () exp (-2 ) ar
0 =1 0 =1
n
T e (-5 %) ar
0 » = (2.11)
n .
T e (- 552 ) ar
0 i=1
Seja o = ¥ Isso implica que 7 = % e d7'2: — a‘;(i do. Segue
_ n+
também que, como 7 = % entdo (%)n+2 = (ﬁ) . De forma andloga,
1\n+3 o n+3
(?) - (in) :
Substituindo esses resultados em (2.11) resulta que:
n+2 n
® " 70 2 exp (—a) —ElXi da
[(E) I Xsndr 5\ Ex P a?
0 i=1 i=1
= ~ = — = (2.12)
L)1 f(Xarydr = 5
{ ) i=1 ' ({ fjaX exp(—a) | == | da
=1 i
Desenvolvendo primeiramente o numerador em (2.12) vem que:
X. n+2
X a exp (—a)da

(Z Xi)n+2 O£2

(Z Xi) 7n71a" exp (—a)da.

07<ZaXi>”+2 exp (—a) <_ %‘fi)da _

0\8 0\8

(2.13)

De modo andlogo, o denominador em (2.12) ¢ dado por:
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oo

i>n+36Xp (—a) <—Za§(l> da = —/ (Z Xi) _n_2a"+1exp (—a)da.

070 <ZaX 0

Substituindo (2.13) e (2.14) em (2.12), segue que o estimador de Pitman

(2.14)

de 7 é:

0 n o =
[ M eanar | 5y) oPo|{ 7)o
0 =1 _ i=1
00 n - n+3 n
L Xu d ©o Z Xi
J(Tg)zl;[lf( T) T f iaX exp (—a) _1:0112 da
0 i

- n+1)
Z F n+1 Tln+1)+1]
+1)
_Z n+1 (n+1)
IR

n+1"

Segundo Mood, Graybill e Boes (1974, p. 338), pode-se provar que o
zx .

UMVUE de 7 é Z . Uma vez que Z L é equivariante por escala e
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— 2 .
estimador MRE do parametro de escala 7 para a funcdo perda %, o risco de
% ff € uniformemente menor que o risco de %

Exemplo 2.5.9: Seja (Xi,...,X,) uma amostra aleatéria de uma distribui¢ao

Weibull, que possui fdp dada por:

pretaina = (5 e [-(2)].
definida para z > 0, sendo 7 > 0 e & > 0 os pardmetros de escala e de forma,
respectivamente. Para & = 1, a distribuicdo Weibull corresponde a distribuicéo
Exponencial com pardmetro de escala 7.

O estimador de Pitman para o parimetro 7 da distribuicdo de Weibull é

dado por:

Y-
s
Sm
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s
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o
L
o
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o}
|
—
A [
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Il
—
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s
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@
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\]
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=
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L
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e
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1
|
=
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A [
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m
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\]
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Il
—
-
Il
—

o glo—g o —g|o—3g D:g o g o —glo—g
3
—~
1=
w
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3
—
=
~—
3
~
z
—s
>
T
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o]
|
=
/
s
N——
M
[E——1
QU
3

H

-
Il

—

(l) 24n+né—n
p
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>
Lo}
|
NER

@
Il
MR

(l ) 3+n+né—n
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@
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o
|
=
mo | —~
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m
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=
\]

REREIR> ()}d
= (174 exp [_ é (#ﬂ -
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RN
Tomando-se A = | = tem-se que:
n 6 n
2. Xi 2. Xi
A= | &L = In\=¢n | =2
T T

=InA=¢(n) X, —¢nr

i=1

=&flnT=¢In) X;—In)
=1

- 1
:>ln7':anXi — Eln/\
i=1

n
SIn7=In) X;+InA"¢
=1

1 n
=Ihr=lA¢) X,

=1

n
1
i=1

=X, > X,
Como 7 = =L — segue entdo que dr = —+=-—d\. Além disso, segue
AE &gt
n&+2 né+3
1 1
também que (%)nf% = 7{\5 e (%)RH?’ = n)‘g
3 X S X

Portanto, o estimador de Pitman de 7 é dado por:



&9

< ( B
of . exp(=A) | —¢ T d\

> X, A
§(Xn o Xy) = :
T )\% ‘21Xl
= A | = dA
M) o5
i=1

n 70)\(%%)7 exp (=) d\
— Xigo
=AM g (Cayan
0
<n+%)

O estimador MRE para o parametro de escala da distribui¢do Weibull de-
pende do pardmetro de forma & e sua existéncia para o grupo G = (R™T,.) estd
condicionada a estimacdo de £. Além disso, da relacdo entre as distribuicdes Wei-
bull e Exponencial, tem-se que o estimador MRE para o pardmetro de escala da
distribuicao Weibull corresponde ao estimador MRE da distribui¢do Exponencial,
quando £ = 1.

No préximo exemplo serd demonstrado que o estimador de Pitman (2.10)

é equivariante em relagdo as agdes do grupo G = (R™,.).

Exemplo 2.5.10: Seja (X1,. .., X,,) uma amostra aleatéria de uma fdp fx (z; 7).

Se 7 é um parametro de escala, segue por defini¢do que:
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= 3(2) =20 (3) -1 (o (30) -2

Assim,
J O I fexamyar [ ()11 (Xaz)dr
§(cXiy.. eXy) =2 — =1 0 e ‘
g"(%)3 I1 f (eXiir)dr Of(;)?’ {1 L7 (X7 ar

Tomando-se 7 = 7%, segue que d7 = cd7™, para 7* variando de 0 a oo.

Desse modo,

—~
Q
N [=
*
~—
no
—=
Q=

.
Il
—

f (X5 7%) edr™

—~
Q
N [=
*
~—
w
—s
o=

.
Il
—

f (X5 7%) edr*

(o9

R

ks

JQ

&

Il
o glo—g

f (X m*)dr*

—

N
Il
—

SN— [ —
w [N}
o—glo—gyg
—
Y-
o
s

—

|
Ol |0

—
A=
SN—
w

N
Il
—

f (X m%) dr*

—
A
SN—
[\o}
=

f (X 7%)dr*

w
i

QM‘ (e
~—
w

I
—

f (X 7%) dr*

—
\L‘H —
:: R

f (X %) dr*

Il
Q

o—glo—g
—
A=
S~—

w
=N}
[y
—

s
\]
=
U
\]

*

@
Il
=

I
Q
(=)
—
i
=
3
~—

0 que prova que o estimador de Pitman é equivariante por escala.
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Proposicao 2.5.2: O estimador de Pitman para parametros de escala é uma funcéo

de estatisticas suficientes.

Prova:
Se S1 =s1(X1,...,Xpn), .., Sk = sk (X1,...,X,) é um conjunto de

estatisticas suficientes, entdo pelo teorema da fatoragao:

n

Hf(xi;T):g(sl,...,sn;T)h(xl,...,a:n).

i=1
Entdo, o estimador de Pitman pode ser escrito como:

o0

f(Xr)ydr [ Lg(St..., SeT)h (X, .., Xy)dr

1Y~
—

@
I
—

o

Lg(St,....,ST)h(Xy,..., X,)dr

Y-
—s

@
Il
—_

[ (XgT)dr

J
0
f%g(51,...75k;7)d7
0
[ 59(S1,...,Sk7)dr
0

Portanto, o estimador de Pitman para parametros de escala é uma funcéo

de estatisticas suficientes.

2.6 [Estimacfo equivariante em familias de locacio-escala

Nas subsec¢des anteriores foi possivel determinar os estimadores MRE na
classe dos estimadores equivariantes, considerando separadamente familias de lo-
cacdo e de escala. Porém, € comum no processo de estimagdo que a distribui¢io
candidata a modelar os dados seja de locacdo-escala, e, para esses casos, surge
a necessidade de se utilizar métodos que permitam a estimacdo simultdnea dos

parametros de locagdo e de escala.
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No exemplo relacionado a distribui¢do Normal (Exemplo 2.4.5), para de-
terminar o estimador MRE da média 6 foi necessdrio supor que a variancia era co-
nhecida. Nos exemplos 2.4.7 e 2.4.8, verificou-se que os estimadores MRE para os
parametros de locagao das distribuicdes Gumbel e Exponencial estavam em func¢éo
do parametro de escala. Nesses exemplos, a condi¢@o de existéncia do estimador
MRE para o grupo G = (R, +) estd em fungdo do conhecimento acerca do para-
metro de escala. Esses exemplos ilustram a necessidade da estimagdo simultanea
considerando os parametros em familias de locagdo-escala. Em 1994, Prabakaran
e Chandrasekar (1994) apresentaram resultados sobre a estimac¢do conjunta dos
parametros em familias de locagdo-escala.

Na primeira edi¢@o do livro Theory of point estimation, Lehmann (1983) ja
havia discutido o problema de estimacao equivariante marginal de parametros em
familias de locacdo-escala. Todavia, Prabakaran e Chandrasekar (1994) desenvol-
veram alguns resultados requeridos para estimagdo equivariante simultanea e es-
tenderam os resultados fornecidos por Lehmann (1983). Nesse sentido, o objetivo
na presente subsecao é apresentar os resultados obtidos por Prabakaran e Chandra-
sekar (1994). De maneira andloga ao que foi realizado nas subsecdes relacionadas
a equivariancia por locagdo e por escala, sdo necessdrios alguns conceitos e re-
sultados requeridos para o desenvolvimento tedrico desta subsecdo. Inicialmente,

apresenta-se a definicdo de uma familia locacdo-escala.

Definicao 2.6.1 (Familia locagio-escala): Seja hx (z) uma fdp qualquer. Uma
familia de fdp’s F, indexada pelo vetor de pardmetros (¢, 7), é chamada de

Jfamilia de locagdo-escala se:

fx(x;Q,T)Z%hX <$;0>7

em que 6 e T sdo respectivamente os parametros de locacdo e de escala, definidos
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paraf € Re7 > 0.
Se X = (X1,...,Xy) é um vetor de observagdes pertencente a familia de

distribui¢cdes F, entdo X tem densidade conjunta dada por:

n =6 x”_0>. (2.15)

1
fx(x;Q,T):nhx< e
T

T T

O grupo a ser considerado para familias de locag¢ao-escala é o grupo G =
{(a,b),a € Reb > 0}, definido com a operagdo (a,b) - (¢,d) = (a+ be, bd).
Esse grupo também pode ser descrito como o grupo de funcdes lineares munidas
da operag@o de composi¢do de fungdes, G = {f (z) =a+br,a € Reb > 0}.
Observe que esse grupo ndo € abeliano.

O grupo G atua no espago de dados da forma (a,b) - (Xi,...,X,) =
(a +bX1,...,a+bX,). Considerando o vetor de pardmetros (6, 7), a agdo do

grupo G no espaco paramétrico ocorre da seguinte forma:

(a,b)-(0,7) = (a+b0,b7).

Definidas as acdes do grupo G sobre o espaco de dados e o espago pa-
ramétrico, pode-se agora fornecer a definicdo de equivariancia de locagdo-escala
para um estimador (d1,02) de (6, 7"). Se 6; é um estimador de 6 e d2 é um esti-
mador de 7", diremos que (d1, d2) é equivariante pelas a¢des de G, sendo (91, d2)

denominado estimador equivariante por locac@o-escala.

Definicao 2.6.2 (Estimador equivariante por locacao-escala): Um estimador § =

(01, 02) de (0, 7") é equivariante por locagdo-escala se:

(a,0) -8 (X) = & ((a,b) - X)
= (51 (a + bX) ,52 (a + bX))

= (a+bsy (X), b6 (X)). (2.16)
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Se G1 C G é o subgrupo definido por G; = {(a,1),a € R}, entdo d; é
um estimador equivariante por locagio para 6 em relagdo a a¢do de G;. Da mesma
forma, se Gy C G é o subgrupo definido por G2 = {(0,b),b > 0}, entdo J, é
um estimador equivariante por escala de 7". Nesse sentido, pode-se afirmar que d;
e d2 sdo estimadores equivariantes marginais por locagdo e por escalade 6 e 7",

respectivamente, conforme afirmam Prabakaran e Chandrasekar (1994).

Exemplo 2.6.1: Os estimadores usuais média e desvio padrdo amostrais satis-
fazem as condi¢des em (2.16) e, nesse caso, (X,S) ¢ equivariante por
locacdo-escala. De fato, se §; é a média amostral e do é o desvio padrido
amostral, entao:

a+bX1+...+a+bX,

n

:@+b(X1+...+Xn)
n n

:a+b61(X1,...,Xn)

51(a+bX1,...,a+bXn):

e
d2 (a+bX1,...,a+bX,) = nilz(a-Fin—a_b)_()Q
i=1
1 & 2
_ 2 _
= n—1;b(XZ X)
1 n —.\9
= bZn—lzZ;(XZ_X)
> (- X
n—1:3
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Logo, (X, S) é equivariante por locagdo-escala.

Uma vez que o modelo € invariante em relagdo as acdes do grupo, pode-
se exigir que a func@o perda associada ao estimador (d1,d2) de (¢, 7") também o
seja. Uma funcdo perda L € invariante sobre as transformagtes X* = a + bX se, e

somente se:

01 —6 ¢
L), 0.7 = p (202, 1
T T
em que p € uma fungdo real ndo negativa de duas varidveis.
Do fato de grupo de transformagdes ser transitivo sobre R xR ™ e da fungio

perda ser invariante, resulta que a fung¢ao risco de qualquer estimador equivariante

(01, 62) é constante nas 6rbitas, ou seja, ndo depende de (6, 7").

Defini¢ao 2.6.3 (Funcio vetorial invariante): Uma funcéo vetorial dada poru (x) =
(u1 (x) ,uz (x)) e definida de u : R — R?, ¢ invariante para um problema

de locacdo-escala se:

u(a+bx) = (buy (x),u2(x)),acR"eb>0.

De forma andloga as subsecdes para equivariancia por locacdo e por es-
cala, é necessdria uma caracterizacdo dos estimadores equivariantes e das fungdes

invariantes no contexto de locac¢ao-escala.

Lema 2.6.1: Um estimador (1, d2) é equivariante por locagdo-escala se, e so-
mente se, para qualquer outro estimador equivariante por locagdo-escala

(001, d02), existe uma fungdo vetorial u = (uq, uz) tal que:

51 (X) = (501 (X) — Ul (X) . (2.18)
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9o (x) = . (2.19)
Prova:

Se (61,02) e (01, dp2) sdo estimadores equivariantes por locagdo-escala,

da relagdo (2.18) segue que:

ur (a + bX) = Sor (a + bx) — 61 (a + bx)
— a4 b0 (X) — a — by (x)
= b (001 (x) — 61 (x))
= buy (x).

Por sua vez, da relacdo (2.19) tem-se que:

. 502 (a+ bX) B bT502 (X) B 502 (X) —u (X)
T S (atbx) b (x)  sa(x) 2V

u2 (a + bX)

Portanto, a funcdo vetorial u € invariante por locagcdo-escala.
Reciprocamente, seja (dp1, dp2) um estimador equivariante e u uma fungéo
invariante. Desse modo, com base nas igualdades em (2.18) e em (2.19) tem-se

que:

01 (a+ bx) = do1 (a+ bx) — u; (a + bx)
= a + bdo1 (x) — buy (x)
=a-+ b(501 (X) — Ul (X))

= a+bd; (x)
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. 002 (a+bx) . b" 2 (X) B T(502 (X) o
52(a+bx)— ug(a—i—bx) = UQ(X) =b UQ(X) —béQ(X).

Logo, (01, d2) é equivariante por loca¢do-escala.
|

Lema 2.6.2: Uma funcéo vetorial u = (uj, ug) é invariante para o problema de

locagao-escala se, e somente se:

up (X) =g (x)wy (21,...,2n-1) - (2.20)
(%) (X) = W2 (21,...,,2”,1), (221)
sendo g € uma fungdo positiva tal que g (a + bx) = bg (x) e z; = %, para

Pode-se verificar que, g como esta definida, € equivariante por escala para
7. Além disso, pode-se observar também que os z;’s como construidos sdo invari-

antes para as transformagoes X* = a + bX. De fato,

' o) — (a+bx; —a—br,) (bwi—bﬂfn)_b(ﬁi_f’fn):z, X
B T B 7T T R

Agora, assuma por hipétese que sdo vélidas as igualdades em (2.20) e
(2.21) e que u = (ug,u2). Provemos que u é invariante por loca¢do-escala. Com

efeito, segue que:
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a+bry —a—bxy) (a + bxp—1 —a— bxy)

uy (a+bx) = g (a+ bx) wy [(

g (a+ bx) Y g (a+ bx)
b (371 — mn) b (xn—l - xn):|
= bg (xX)w [ sy
N ey by ()
Tl — Tn Ip—1 — Tn
:b X)w gee ey
w7 ]
=bg (x)wy (21,.--,2n-1)
= buy (x)
e
(a4 bx) = ws a—i—bxl—a—bxn)"”’(a+bxn_1—a—b:pn)
(a+ bx) g (a+ bx)
B b( xl - xn b(xp—1— xn)
- bg (x)
=w2(21, yZn—1)
= uz (x).

Portanto, u (a + bx) = (buy (x) , uz (x)), isto é, u é invariante por locagio-

escala, o que conclui a demonstracdo.
|

Teorema 2.6.1: Seja (dp1, dp2) um estimador equivariante de (0, 7). O estimador

(01, 62) é equivariante por locagdo-escala se, e somente se:

(51 (X) = 501 (X) —g(X) w1 (Zl, . -»anl) .

(502 (X)

w9 (21, ceny anl)’

52 (X) =
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para fungdes wi e ws.
Prova: Este resultado segue diretamente dos Lemas 2.6.1 e 2.6.2.

Para se obter o estimador MRE na classe D dos estimadores equivariantes
de (0, 7") é necessdria a especificacdo de uma fungéo perda. Considere fungdes
perda dadas por formas quadraticas. Seja L [(d1,92),(0,7")] essa fungdo perda,

sendo dada por:

9 2
an(alT 9> + oo, <5IT 9> (ii—l> +a22<i3_1> . e

O estimador que possui risco minimo para essa funcio perda é denomi-

nado @ 4-MRE, em que a matriz A = (a;;) € uma matriz 2 x 2 simétrica positiva

definida.

Teorema 2.6.2: Seja X = (Xq,...,X,,) distribuido conforme (2.15). Se existe

um estimador equivariante (Jo1, dp2) com risco finito, entdo para cada z =

(21,...,2n—1), existe uma fungdo vetorial w (z) = w* (z) que minimiza:
902 (X)
B {0 (%) - g0 w1 @), 220 o]

em que E representa a esperanca de (6, 7"), sendo calculada para (6 = 0,7 = 1).

Entdo, o estimador MRE de (0, 7") existe e é dado por:

57 (X) = dor (X) — g (X) w} (2). (2.23)

855 (X) = 222/ (2.24)
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Para se obter as expressdes para ] e d;, considerando a funcdo perda em
(2.22), € necessdrio minimizar a funcdo risco dessa fungdo. Pelo teorema 2.6.2 é
possivel notar que o problema de minimizacdo da funcéo risco se reduz ao pro-
blema de determinar wj e w5 que minimizem (2.22).

De fato, considerando as expressoes (2.23), (2.24) e que (# = 0,7 =1),0

risco de (2.22) é uma funcg@o & de w; e wo, dada por:

1)
h (w1, w2) = a11Ep, {(501 — gwy)? !Z} + 2a12E0,1 [(501 — gwi) (U(J)i - 1) !Z]
2
(502 - 1> \z] .
wo

Utilizando cdlculo diferencial e a regra de Cramer, obtém-se que:

+ aako

ar1a22E01 [082 |2] Eo 1 [960, 2] — afyEo,1 (9002 |2] Eo,1 [001602 |2]
—a12a22 {Eo1 085 12] Eo,1 [9]2] — Eo,1 (9002 |2] Eo1 02 |2]}

wi =
ar1a22Fo1 [9? 2] Eo. 63, [2] — afo{ Eo.1 (9002 2]} 25
(2.25)
e
—arra12 {Eo1 [¢% 2] Eo,1 [601002 |2] — Eo,1 (9002 |2] Eo,1 [9001 |2] }
1 | tenanko (92 2] Eo [602 2] — a2y Eo,1 [9002 2] Eo 1 [g |2]
w3 ai1a22E0,1 [ 2] Eo,1 (63, |2] — a3 {Eo1 [9002 [2]}

(2.26)
Para a escolha apropriada da matriz A, o estimador de (0, 7") é dado por
(2.23) e (2.24), em que wj e wj sdo obtidos respectivamente por (2.25) e (2.26).

Prabakaran e Chandrasekar (1994) mostram que o estimador MRE por locagao-
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escala de (A, 7") ndo depende da escolha da matriz A. Para isso, tomando g = dg2

tem-se que:

ariazEo 1[5, 2] Eo 1 [601802 |2] — aioEo 1 [352 2] Eo,1 [601602 |2]
—a12az2 { Eo1 [03, 2] Eo,1 [002 2] — Eo1 [3, 2] Eo,1 [002 |2]}
a11a22F0.1 [63, 2] Eo1 [63, 2] — ay{Fo1 [63, |z] }2
_ ananky, [0% |2] Eoa [do1d02 2] — afyEoa [0, 2] Eoa [001d02 |2]
a a11a22{E0,1 [532 \Z] }2 — a%Q{Eo,l [582 |z} }2
_ (a11a22 — aiy) Eo. [38, 2] Eo,1 [601002 2]
C (anen —ady) {Bo [B]2] )’
_ Eoa [0 |2] Eo, [d01002 [2]
{EOJ [582 |Z} }2
_ Eo1 [d01002 2]
Eo1 [582 ’Z]

(2.27)

[§]

—arar2 {Eo,1 (03 2] Fo.1 [001002 |2] — Eo,1 (08, 2] Eo,1 [001002 2] }
1 +ariaxFEoa [6% 2] Eoa [d02 2] — a2y Eo 1 [02, |2] Eo i [002 |2]

ar1a22E0 1 (03, 2] Eo [63, 2] — aly{Eo1 [63, |2] }2
_ anaxnFo [03, |2] Eoi [z |2] — afy o [03, |2] Eo, [0z [2]
= a11a22{E0,1 [532 |z] }2 — Q%Q{EOJ [532 !z] }2
(ar1a20 — afy) Eon [652 |2] Eoa [602 |2]

(a11a22 - a%2) {Eﬂal [532 ‘Z} }2
_ Eo1 (68, |2] Eoa [602 |z]

{EOJ [532 ‘Z} }2
_ Eo, [do2 |z]
 Eou [, 2]

(2.28)
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Substituindo os resultados de (2.27) e (2.28) em (2.23) e (2.24), respecti-
vamente, obtém-se o estimador MRE por locacdo-escala no processo de estimacio

de (0, 7"), que independe da escolha da matriz A, sendo dado por:

Ey 1 [001 (X) do2 (X) |z]

O (X) = g1 (X) — dp2 (X (2.29)
00 = 00 00 =002 00, 1 ) 1]
Eo,1 [d02 (X) |z]
55 (X) = 8o (X) =2 . (2.30)
2( ) ( )EOJ [532 (X) ‘Z]
Exemplo 2.6.2: Seja (X1, ..., X,) uma amostra aleatéria de uma densidade Ex-

ponencial com parimetro de locacgio § e parametro de escala 7. Considere

o problema de estimagdo de (¢, 7). Seja:

(do1 (X) , do2 (X)) = <X<1>=Z (X — X<1>)> :

i=2
O estimador (dp1 (X) , do2 (X)), assim definido, é equivariante por locagio-

escala. De fato,

do1 (a + bX) =a+ bX(l) = a+ bdp1 (X)

n

002 (a—i— bX) = Z [a—i—bX(i) — ((Z+ bX(l))]
1=2

[0X(i) — bX (1))

I

~
||
s N

Il
S

(X — X))
1=2

= bdga (X).
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Além disso, o estimador (dp1 (X),do2 (X)) é uma estatistica suficiente e
completa de (6, 7) (LEHMANN; CASELLA, 1998, p. 43). Como Z é uma estatis-
tica ancilar, pelo teorema de Basu (o1 (X) , do2 (X)) € independente de Z. Segue
também que os estimadores dg1 € dg2 sdo independentes entre si (PRABAKARAN;
CHANDRASEKAR, 1994).

Conforme Lehmann e Casella (1998, p. 43), as estatisticas dg; € g2

sdo distribuidas respectivamente como uma Exponencial (a, 2) e uma %bxénfz).

Dessa maneira, para (¢ = 0,b = 1) tem-se que dp; ~ Exponencial (O, %) e dp2 ~
% X%?n—?)' Com essas informacdes € possivel calcular as esperangas de o1 € dpz2.

Para facilidade de célculo, denote Y = dg1. Assim,

71 —0
Eoq[001] = Eoa [Y] = /1/nyexp <—y1/n >dy
0
Z/nyexp(—ny)dy
0

_nyeXp(—ny) _/_exp(—ny)ndy
0

n n

0

exp (—ny)dy

Sl= o3

Como g ~ %X%2n—2)’ resulta que:

(2n—2)=n-1.

N |

1 2 1 2
Eo,1 [002] = Eo,1 |:2X(2n2):| = 5o |:X(2n72):| =

Uma vez que var [0p2] = E [62,] — (E [602])?, entdio:



1 1 2
Eo,1 [85] = varo,1 [Qx?znm] + (EOJ [Qx?znm])

= ivarog [X%Qn—?)} + %(Eo,l [X%2”_2)]>2

1 1
:12(2n—2)+1(2n—2)2
=(n—1)+(n—1)°

=n(n—-1).

Logo, 67 (X) e 05 (X) s@o respectivamente:

Eo 1 [001 (X) do2 (X) |2]
Eo,1 [, (X) [2]
Eo 1 [601 (X) do2 (X)]
Eo,1 [0, (X)]
Eo 1 [001 (X)] Eo,1 [do2 (X)]
Eo,1 [08, (X)]

61 (X) = do1 (X) — doz2 (X)

= o1 (X) — o2 (X)

= do1 (X) — o2 (X)

n 1
=X =2 Ko~ X)) r
=2
1 n
=X =32 (Xo = Xo)
=2

104



Portanto, o estimador MRE (

(61,63)

1 n
(Xm—zz Xiop—X
2
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1,05) de (0,7) é:

n

1
‘n

(X — X(l))) :

=2



106

3 ESTIMADORES DE PITMAN NO CONTEXTO BAYESIANO

Em muitos problemas estatisticos verifica-se a ocorréncia de simetrias.
Uma forma de tratar em uma andalise essas simetrias é supor que um grupo, que
modela tais simetrias, atua em todo o processo decisério. Como ja mencionado, o
grupo atua no espaco paramétrico, no espago amostral e no espaco das estimativas.
Nesse contexto, tem-se a teoria da estimagao equivariante. Estimadores cldssicos
nessa teoria, para parametros de locacdo e de escala, sdo os estimadores de Pit-
man. A teoria bayesiana também pode ser utilizada no estudo de simetrias, e nesse
caso, obtém-se a chamada teoria bayesiana equivariante, que surge com a defini-
cdo de prioris invariantes. Nesta subsecdo, pretende-se revisar resultados classicos
da teoria bayesiana e mostrar que os estimadores de Pitman, para pardmetros de
locagdo e de escala, podem ser obtidos como estimadores de Bayes generalizados
utilizando-se prioris adequadas. Algumas defini¢des basicas da estimacdo baye-
siana utilizadas nessa se¢do, como distribui¢cdes a priori e a posteriori, risco de
Bayes e estimador de Bayes, encontram-se no Apéndice B.

Neste trabalho, assim como a maioria dos textos estatisticos, a teoria da
medida serd tratada de forma matematicamente imprecisa. Se 7 € uma densidade
de probabilidade em um conjunto ®, entdo a medida i de um subconjunto A C ©
é a probabilidade de ocorréncia de A, isto é, 1 (A) = [ 4 T (x) dz, sendo denotada
por Pr (A). Se m ndo ¢ integrével, ou seja, [ 7 () dz = oo, entdo 7 € deno-
minada de densidade de probabilidade imprépria e a medida de A € definida da

mesma forma:

,u(A):/Aﬂ'(:L“)dx:Pﬂ(A).

Como exemplo basico de uma densidade de probabilidade imprépria con-

sidere 7(z) = 1 em ® = R. Neste caso, se A é um intervalo [a, b], entdo
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P (A) = b — a, sendo denominada a medida de Lebesgue em R.
Antes de se demonstrar que os estimadors de Pitman podem ser obtidos
como estimadores de Bayes generalizados, serdo apresentados alguns resultados

da estatistica bayesiana.

Teorema 3.1: Suponha que © tenha distribuicéo a priori 7, e dado © = 0, su-
ponha que X tenha distribuicdo fx|e (= |60). Suponha, em adi¢do, que as
seguintes pressuposi¢des para o problema de se estimar w (©) com uma

fun¢do perda L (9, 0) ndo-negativa:
(i) Existe um estimador dg com risco finito.

(ii) Para quase todo x, existe um valor ¢, () que minimiza

Fo[L(5(2),0)|X =x]. G.1)
Entdo, 6, (X) é um estimador de Bayes.
Prova:

Seja dp um estimador qualquer que possua risco finito. Uma vez que dg
possui risco finito e L é uma funco nao negativa, segue que (3.1) € finito. Conse-

quentemente, como 0, (x) minimiza (3.1), entdo:

Eg[L (5 (2).0)|X =] > Eg[L(5: (2),0)[X =a],  (3.2)

para todo estimador dg.

Reescrevendo a expressdo (3.2) em termos de integrais tem-se que:
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[ 260 @.0) fxio (10> [ LG @).0)fxio 010) . G3)

n

Tomando-se a esperanga matemadtica em ambos os lados de (3.3) e con-
siderando uma priori 7, verifica-se que o resultado segue. Neste caso, r (dp) >
7 (dx), Ou seja, o estimador 0, possui risco de Bayes menor ou igual em relagéo a

qualquer outro estimador dg. Portanto, ,; € o estimador de Bayes.

Corolario 3.1 Suponha que as hipéteses do teorema 3.1 sdo validas.

(i) Se L (0,0) = (6 —w ())?, entdo:

0 () = Eo [w(O)|z].

De forma mais geral, se L (,0) = h (0) (6 —w (A))?, entdio:

5. () = 41O 0) fxie @10) 7 (0)d0 _ Eo [h(O)w (©) fo]
" J1(6) fxpo (x16) 7 (9) do Eo[h(©)fc]

(ii) Se L (6,0) = |0 —w (0)], entdo d, é qualquer mediana da distribui¢do condi-

cional de © dado x.

(iii) Se

0,quando |6 — 0| < ¢
L((;, 9) — )
1,quando|d — 6| > ¢
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entdo, d, € o ponto médio no intervalo / de tamanho 2¢ que maximiza P [© € [ |x].
Prova:

Serdo apresentadas somente as provas dos casos i) e ii). Pode-se verificar
nas condi¢des do teorema 3.1 que a funcdo perda L ndo foi especificada. Para fa-
cilitar as demonstracdes dos casos i) e ii), primeiramente o risco de Bayes serd de-
senvolvido. Considerando uma amostra aleatéria (X1, ..., X,,), o risco de Bayes

de um estimador ¢ pode ser expresso como:

r(8)= | R(5,0)7 (0)do
Q]

=/, B [L(6(X) ,w (0))]m (6) db

:/@{/an(é(X)’ (0))fxje (x[6) Hd%}

fxjo (x10) 7 (0) T
/@ L6 9.0 (0) O e de} il;[ldxz

(6(x) 0 (0))mox (0]%) fx (x) de} ]

:/n{/(aL(é(x) w(0))morx (0]%) de}fx del

I
T
o

h

Uma vez que o integrando é ndo negativo, a integral dupla é minimizada

quando a integral interna é minimizada para cada amostra observada (1, . . ., xy).

Caso i) Considere primeiramente a funcio perda em erro quadratico. Assim, para
obter o valor minimo do risco de Bayes basta minimizar a seguinte integral

em relagdo a funcio perda em erro quadréatico.
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[ 160w O)mox @x)d0 = [ ©0x) - w(6) mex ©x) .
®

(S]

Desenvolvendo o quadrado vem que:

(6 (x))? /@ rox (0]%)d0—26 (x) /@ w (0)merx (6 |x) do-+ /@ (0 (8)) 2 (8]x) db.

Derivando-se em relagdo a ¢ (x) e igualando a derivada a zero tem-se:

25 () / rox (6]%)d6 - 2/ w (O)merx (6]x)d8 = 0.
() ()
A solugdo dessa equacgdo é:

Jow @)mex (8]x)d6
®f@ Tox (0|x)dd Ep[w (©) [x].

Essa solug@o € o valor minimo, uma vez que a derivada segunda em relacio

ad(x)é2 [gmox (0x)dd > 0.

0(x) =

Caso ii) Considerando a funcio perda em erro absoluto, segue que a minimizagdo

do risco de Bayes ocorre para a integral,

/ L(5(x) . (6))mox (6]x)d8 = / 16.(x) — w (8)| meyx (6 |x) db.
e Q]

Como em problemas de estimagdo é comum que @ = R, pela defini¢do

de funcdo modular segue que a tltima expressao é equivalente a:
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4(x) 400
/ (6 (%) — w(6)) mop (8]x) d6 + / (6(%) — w (6)) mopx (8]x) db.
~o0 5(x)

Entdo, derivando em relagdo a § (x) e igualando a derivada a zero resulta

que:
4(x) +oo
- / Tox (0 |x)do + / Topx (0]x)df = 0.
> 3(x)

Resolvendo, obtém-se que:

3(x) +00
/w@p{ (0]x) do = /wex (0|x) db.
—o0 4(x)

Assim, ¢ (x) deve ser o valor tal que P[© < ¢ (x)] = P[O > §(x)].
Como O é uma varidvel continua, ¢ (x) satisfaz P [© < § (x)] = P[© >

3. Logo, 6 (x) deve ser a mediana da distribuigéo de ©.

Corolario 3.2: Considere que © ~ 7 (0) e que X ~ fx|g (x]0). Se L(9,0) é
uma funcdo perda estritamente convexa em relacdo a d, em particular, uma

funcdo perda em erro quadrético, e sdo satisfeitas as seguintes hipéteses:
(i) Existe um estimador de Bayes ¢ .

(ii) Os conjuntos de medida nula em relacdo a medida definida pela marginal:

Q) = [ ([ fuo (alo) s ) ) a0
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coincidem com os conjuntos de medida nula relativos as medidas definidas por

Ixje (z]0)dz.

Entao, o estimador de Bayes d,; € unico.
Prova:

Suponha que d; e d5 sejam ambos estimadores de Bayes, e nesse caso,
r(d1) = r(d2). Além disso, considere que § = td; + (1 — t)do, para 41 (z) <

d2 (z). Como L € estritamente convexa, entdo:
L(0(x),0) =Lt (x)+ (1 —1t)da(x),0) <tL (61 (z),0)+(1—1t)L (02 (x),0),

parat € (0,1).

Assim,

r(0) =r(tor + (1 —t)d2)

:/ R (61 + (1 — )5, 0) 7 (6) d6

(.»
U,

((
tL (61 (x
o

L (61 () + (1 — )82 (x),0)]7 (0) dO

151 () + (1 - 18 (2).0)) Fxpo (2]6) dx)w (6) d6

)+
).0)) + (1~ )L (52 () .6)) fxjo (x]0) dw)w (0) do

<
:t/@Eg[L((Sl(x),@)]w(@)d@—i—(1—t)/@Eg[L((Sg(x),H)]W(Q)dO
:t/@R(&l,G)w(G)dG—k(l—t)/@R(ég,G)w(O)dH

tr (61) + (1 — 1) r (52)

tr(61) + 7 (82) — tr (62)

:7“((52).

“ o
“Jo
J.

(
(
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Absurdo, pois nenhum estimador pode ter risco de Bayes menor que um
estimador de Bayes. Logo, a hipdtese de que §; e o sdo ambos estimadores de

Bayes deve ser removida. Portanto, o estimador de Bayes € tinico.
|

No proximo exemplo € apresentada uma situacdo em que ndo se tem a

unicidade do estimador de Bayes.

Exemplo 3.1: Considere que X ~ Binomial (n,p) ~ fx (x|n,p) e que m (p) é
uma distribuicao de probabilidade a priori que concentra toda probabilidade
emp =0ep = 1,isto é, 7(0) = aenw(l) = b, com 7 (p) = 0 para
p#0,1.

Suponha que X = (0,1,...,n) é observado e que L (6,p) = (6 — p)2.

Como X ¢é uma varidvel aleatdria discreta, a fungao risco € dada por:

R (6,p) = Ep[L (6 (), p)]

- /(5 (2) = p)* fx (2| n,p) dz
= > (6 (@)= p)*fx (a|n.p).
=0

Para z = 0 e p = 0, tem-se em relagdo a fx (x |n,p) que:

fx (0]n,0) = " 0°1-0)""%=1
0
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fx (x|n,0) = (n

T

) 0°(1—0)""" =0, paraz # 0.

Parax =nep =1, tem-se que:

fx (nin, 1) = ( b ) 1"1-1)"" =1

X

fx (xn,1) = ( " ) 1*(1-1)""" =0, parax # n.

Dessa forma, o risco de Bayes de ¢ € dado por:

r(0)= [ R(6,p)m(p)dp

n

(0 () —p)*fx (z|n,p)m (p) dp

O O~ _

o

=

3

(0 (z) —p)*fx (z|n,p)m (p) dp

8
Il
o

Il
—

(8 (x) = 0)* fx (2 [n,0) 7 (0) + (8 (2) = 1)*fx (z|n, 1) 7 (1)}
0

8
Il

Il I

a(8 (2) = 0 fx (2 n,0) +b(6 (2) = 1)’ fx (w]n,1)]

8
Il
o

5(0) =02 4b(0 (n) — 1)

—~
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O risco de Bayes é minimizado e vale zero se d, (0) = 0 e dr (n) = 1.
Portanto, qualquer estimador com esses valores é um estimador de Bayes. A nfo
unicidade do estimador de Bayes decorre do fato da condicdo ii) do teorema néo

ser satisfeita. A distribuicdo marginal de X € dada por:

1

fx () —/fx (& p) 7 (0) dp = afx ( |n,0) + bfx (z |n, 1).

0
Assim,
a, sex =0
fx (@) =afx (x|n,0) +bfx (x|n,1) = b,sex=n
0,sex #0,n

Lema 3.1 Se 0, é o estimador de Bayes de w (#) em relagdo a uma priori 7 (0) e

ser (0r) = Ey [((5,r (X) —w (@))2} ¢ o risco de Bayes, entdo:

PO = [ vanow(©)x] fx ().

Em particular, se a variancia da posteriori de w (©) |x ¢ independente de

X, entao:

r(0z) = varg [w (O) |x].
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Prova:

h
>
B
©
€
—
)
Nt
Py
©)
2
=
~—
N
=
~—
U
)
N————
L
o

Se var [w (©) |x] ndo depende de x, o risco de bayes de d, € var [w (©) |x].
|

Um aspecto interessante dos estimadores de Bayes € que, excetuando-se
situacdes muito particulares, os estimadores de Bayes sdo sempre estimadores vi-

esados.

Teorema 3.2: Se §, é o estimador de Bayes de w (6) em relagdo a uma fungdo

perda em erro quadratico, entdo d, € um estimador viesado, a menos que:

By | (0 (X) = (©))°] =0, (3.4)

em que a esperanca € tomada em relag@o a ambas varidveis X e ©.
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Prova:

Desenvolvendo o quadrado, segue que a Ejy [((Lr (X) —w(©))?| é dada

por:

Ey |6 (X))] + Eo | (@ (©))°] = 2By [6: (X)w (©)].  (3.5)

Primeiramente, notemos que:

(6x (2))*fxje (x10) 7 (6) dzdd

/
. 2fX|®( z|0)m(6)
[ @y

(6x (2))?mo)x (0]) fx (x) dado

fx (z) dxd

(6, (2))? </® ropx (0 yx)cw) Ix (2) dz

i
_ /36 (6x (2))* fx (z) do

Além disso,

(w (8)*fxjo (0) 7 (0) dxdd

n

Jo
= [ w( [ e @o)is) @
Js

a—

(w (0))*7 () db
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/%né Jw (0)fxje (z0) 7 (0) dzdf

[ 5@ ([ oo 010)d0) 1 (0) o
o*

s P GO N
- xnéﬁ( )( (9)f9fX|@ )w(9)d0d9> fx (x)d
:/xn Or (z) 0 () fx (x) dz

— [ @) rx (@) da

Se d (X)) é um estimador ndo viesado de w (€) entdo:

By 5 (0] = (0) = [ 5, (0)fxio (0 10)dr = 0 (0).
Desse modo,

/ xn‘s (0)fxjo (x0) 7 (0) dxdd
- /@w ©) (/x = (@) fxje (@ I9)dx>7r(0) df
= [ @m0
:/Q(W(H))Qw(e)de.

Substituindo esses resultados em (3.5), segue que Ejy | (5 (X) — w (0))?
¢ identicamente nula.

Uma aplicagdo do teorema 3.2 € responder uma questao interessante rela-
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n
_ XX
cionada a média amostral. A estatistica X = =-— & um estimador de Bayes em
relagdo a alguma priori 7? A resposta é em geral ndo. Seja (X1,...,X,) uma

2 ndo depende de 6.

amostra aleatéria com F [X;] = 0 e var [X;] = 02, em que o
Supondo que © é uma varidvel aleatéria com distribuigdo a priori 7 (6) qualquer,

o risco de X dado 0 é:

Como X nio satisfaz a condigio (3.4), segue pelo teorema 3.2 que X nio

¢ um estimador de Bayes. Se var [X;] é uma funcéo de 6, digamos v (6), entdo:
5 2 5 2
By [(X - 0) ] - /@ / (X —60)*fyjo (¢]0) 7 (0) dbdz
= [ v(0

_/® ) (6) df
=0,

para alguma priori 7.

No préximo exemplo € apresentada uma situacdo em que a média amostral

¢ um estimador de Bayes.

Exemplo 3.2: Seja (X1,. .., X,) umaamostra aleatéria Bernoulli(p), com F [X;] =
p, var [X;] = p (1 — p). Considere uma priori 7 que concentra toda proba-
bilidade emp = 0e p = 1, ouseja, 7 (0) = a, 7 (1) = ben(p) = 0 para
p e (0,1).
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n
> Xi
, tem-se que:

=1

Para o estimador média amostral, (

(X —p)*fx (@|p) 7 (p) dzdp

E, [(X—pﬂ :/@/%n
- [ ([ x=prsx ) o ap
o
-/ PP ) ap
_0 1n_ 0)w(0)+1(1n_1)7r(1)

Para a priori 7 que concentra toda probabilidade emp = Oep = 1, X

satisfaz a condicfio (3.4) do teorema 3.2. Logo, X é um estimador de Bayes. Além

=1

n
disso, como »_ X; é Binomial(n, p), pelo exemplo 3.1 foi possivel ver que:

r(8) = [ R(é,p)m(p)dp

> (6 (z) = p)’fx (x|n,p)m (p) dp

o O~ _

=0

a(6(0) = 0)* +b(d (n) —1)%

Assim, qualquer estimador que satisfaca as condigdes 6 (0) =0e d (n)
1 é um estimador de Bayes. Consequentemente, em particular, X é um estimador

Estimadores de Bayes sdo definidos a partir de distribui¢des a priori pré-

de Bayes.
prias 7 (f). Muitas vezes, no entanto, é comum estender essa defini¢do pela utili-
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zacdo de uma priori imprépria 7 (6) que ndo define uma distribui¢éo de probabili-

dade, isto €,

/@W(@)d@zoo.

No entanto, pode ocorrer que a distribuicdo a posteriori, considerando
como priori uma fun¢do imprépria, defina uma distribui¢ao de probabilidade. Nes-
ses casos, o estimador média da posteriori ¢ denominada estimador de Bayes ge-
neralizado em relac@o a uma priori imprépria peso 7 (6).

Os estimadores de Pitman para pardmetros de locacio e de escala corres-
pondem a estimadores de Bayes generalizados, com respeito a prioris ndo infor-
mativas especificas para cada caso. Considere inicialmente o estimador de Pitman
para parAmetros de locagéo e a priori imprépria ndo informativa 7 () = 1, em que

0 € R. A distribuicéo a posteriori de © é dada por:

fx (x]0) 7 (6)

ro ) =R
_ Sx(@i—6,....a,—0]0)7(6)
f@fX(l'l_G,.. ,SUn—@]O)ﬂ'(Q)dQ
fx(x1—6,...,2,—010)
Jo fx(x1—6,...,2,—0]0)df

Entdo, o estimador de Bayes generalizado ¢ dado por:

_ JeOfx(x1—06,...,2,—01]0)d6
 Jofx(@i—6,... x,—01]0)d6
e Ofx(x1,...,2,10)d0
o f@fx(:vl,...,azn|0)d9

=4 (x),

Ey [0 |x]

ou seja, o estimador de Bayes generalizado para o caso em que a priori imprépria
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ndo informativa é 7 (f) = 1, corresponde ao estimador de Pitman para parimetros
de locacio.

Da mesma forma, o estimador de Pitman para o pardmetro 7" possui uma
interessante interpretacdo em termos do estimador de Bayes generalizado. Uti-

lizando a expressao (2.9) do estimador de Pitman para pardmetros de escala da

subsecdo 2.5.1 e fazendo a mudanga de varidveis 7 = %, dv = —772dr, tem-se
que:
[ i (210, .. zv|1) do
6(X) = %
[t fx (@yv, ..., 2p0|1) do
0
f T i (%, . %"|1) (—7'_2) dr
_ 0
[l i (%, e :”7"]1) (—772)dr
0
S [fx (&, 200) /m] 7 tdr
_ 0
[ [fx (B, 22 (1) /7] 7 Ydr
0
o o0 -1
[ fx (x|7) 7 (T)dr [T fx (x|7) 7 (1) dr
0 0
= oo X oo
J fxx|r)m () dr J fx (x|m)m(r)dr
0 0
-1
Sy 1T LI N AL N
0 [ fx (x|T)mw(r)dr 0 [ fx (x|7)mw(r)dr
0 0
_ Er[m ]
B [rrx]

1

em que 7 (7) = - € a priori imprépria.

Para a priori imprépria 7 (7) = % e a fungdo perda quadrdtica padroni-
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—FTr 2 . . . . .
zada L (,7) = 6 TQTT) , 0 estimador de Bayes que minimiza o risco de Bayes a

posteriori é dado por:

1

T2r T

= (5, (%))’ 7127r () dr — 265 (%) 7 (7) dr + /Oow () dr.
0 0 0

Derivando em relagdo a d, (x) e igualando a derivada a zero, o risco de

Bayes € minimizado para:

_ f%rf(ﬂx)dT _ E[r7"|x]
[=f(r|x)dr E[r[x]’

Or (X)

o0
uma vez que a derivada segunda é 2 [ %77 (t)dr > 0.
0

Portanto, o estimador de Bayes generalizado para a priori imprépria 7 (7) =
1

— € igual ao estimador de Pitman para pardmetros de escala.
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4 ADMISSIBILIDADE E MINIMAXIMALIDADE DE ESTIMADORES

Definicao 4.1 (Estimador admissivel): Um estimador 64 de um pardmetro 6 é
denominado admissivel se seu risco € menor ou igual ao risco de qualquer
outro estimador §, com a desigualdade estrita para pelo menos um valor do

parametro 6.

R (64,0) <R (0,0), para algum todo § € @

R (d4,00) < R (d,6p), paraalgum 6y € O.

A propriedade de admissibilidade de um estimador € altamente desejavel,
pois se um estimador possui essa propriedade, ndo é possivel encontrar outro es-
timador que possua risco menor ou igual, dado qualquer valor do parametro. Os
estimadores UMV UE sdo os estimadores admissiveis quando se restringe o con-
junto de todos os estimadores apenas aos estimadores ndo viesados.

A dificuldade no julgamento de um estimador com base nessa propriedade
€ que a integracdo na fungdo risco normalmente € uma funcéo de 6, e, nesse caso,
raramente existe um estimador com menor risco uniforme para todos os possiveis
valores de 6. Logo, € necessario introduzir algum critério complementar para que
a funcdo risco possa ser utilizada como uma ferramenta para determinar se um
estimador é bom. Uma vez que é improvdvel que o grifico da fungdo R (4, 6)
para uma estimativa esteja abaixo dos graficos de todas as outras estimativas, um
procedimento a ser adotado € observar somente o valor mdximo no grafico da
funcdo risco e procurar um estimador que forneca uma estimativa que seja a menor

de tais valores. Se existe um estimador com essa caracteristica, esse estimador é
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chamado minimax.

Definicao 4.2 (Estimador minimax): Um estimador d,; de um pardmetro 6 é de-
nominado minimax se minimiza o risco maximo entre todos os estimadores

do parametro 6, isto &,

supR (dpr,0) = irgfsupR(é, 0).
[ 0

Os estimadores minimax sdo utilizados quando se adota no processo de
estimacdo uma abordagem conservadora, em que se deseja manter sob controle o
valor maximo do risco para uma determinada decis@o que deve ser tomada. Como
quase todo problema de minimiza¢do em matemadtica, obter estimadores minimax
¢ um problema dificil e resolvido apenas para algumas familias de distribui¢des.

Antes de se abordar o problema de admissibilidade e minimaximalidade
dos estimadores de Pitman, serdo apresentados alguns resultados essenciais para
o cdlculo de estimadores admissiveis e minimax. Apesar de ambos as defini¢des
serem essencialmente conceitos frequentistas, alguns resultados bayesianos sao
mais adequados para o célculo de estimadores com essas propriedades.

A propriedade de admissibilidade € certamente desejdvel para um estima-
dor, mas é uma propriedade em um certo sentido fraca, pois existem estimado-
res admissiveis que sdo evidentemente inadequados para qualquer aplicagdo. Um

exemplo com essa caracteristica é apresentado.

Exemplo 4.1: Considere um estimador que despreze toda informacao que se possa
obter utilizando os dados amostrais. Para uma amostra aleatéria (X1, ..., X,),

considere que € € estimado por 5, isto é, §(X1,..., X,) = 5.

O risco quadrético desse estimador é dado por:
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R (5,0) = Ey [(5 (X) — 9)2} — B, [(5 . 9)2] —(5—0)~
Suponha que &' é outro estimador, de tal forma que:

R (5’,9) <R(5,0) = (5—0)% paratodod € ©.

Como a desigualdade deve ser satisfeita para todo 6 € @, sem perda de

generalidade, suponha que # = 5. Dessa forma, para o estimador 6 vem que:

R (8,0) = Eos [ (6 (X) = 5)°] = Eos [ (5 - 5)%] =0.

Como R (6’, 9) < R (0,0) para todo § € @O, isso implica necessaria-
mente que R (5’, 6?) = 0 em 0 = 5. Entdo, com base no erro quadratico médio do

estimador & resulta que:

R (5.0) = Fucs | (5 %) -5)
— Fys [(5 (X) ~ Bys [§ (X)]ﬂ + (Boes [5 0] —5)’
(X)] + (Eo=s [5’ (X)} - 5)2

!

= varg—s [5

=0.

Para que R (5/, 9) = 0, necessariamente tem-se que varg—s [5/ (X)} =0
e Ey—s [5/ (X)} = 5. Logo, § (X) = 5, e com isso, conclui-se que § = 4.

Portanto, o estimador § (X1,...,X,) = 5 é admissivel. Esse exemplo ilustra
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que, apesar de ser um pobre estimador para outros valores de 6, o estimador §
ndo pode ser superado em risco quadratico em § = 5, o que demonstra uma certa
limitacdo da fungdo risco quando se considera a propriedade de admissibilidade de
um estimador.

Um outro exemplo interessante € apresentado a seguir e encontra-se em
Makani (1977). Esse exemplo ilustra que, dada duas varidveis independentes
X1 e Xo com médias 0 e 0, respectivamente, existe um estimador ndo trivial

0 (X1, X2), ndo dependente de X, que é admissivel para estimar 6;.

Exemplo 4.2: Considere varidveis independentes normais X7 ~ N (01,1) e Xy ~
N (62,1). Deseja-se estimar 6, com base em uma amostra conjunta (X1, X2).
Considere a fungdo perda em erro quadrdtico para a amostra bivariada, dada

por:

L(6(X1,X2),(01,02)) = (0 (X1, X2) —601)%

Seja § (X1, X9) = sinal (X3). Vamos mostrar que apesar de X, ndo con-
ter nenhuma informacao sobre 61, § é admissivel para estimar esse pardmetro. A

funcao riso desse estimador é dada por:

R (6, (61,02)) = Eg, 9,) [L (0 (X1, X2), (61, 02))]
= E(91’92) [(Sinal (Xg) — (91)2}
= g, | (sinal (X2))?| = 201 g, 5, [sinal (X)) + 6

=1—201E g, p,) [sinal (X2)] + 61, (4.1)

em que Eg, 4,) [(sinal (Xg))2] = 1, pois sinal (X3) = +1.
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Denotando a funcio de distribuicao acumulada (fda) da distribuicdo Nor-

mal pelo simbolo ® (), resulta que:

E9, 6, [sinal (X2)] = @1 (0) (=1) + (1 = Pg,,1 (0)) (1)

—1—2®p,,(0). (4.2)

Portanto, substituindo (4.2) em (4.1) vem que:

R (5, ((91, 92)) =1-260; + 491@9271 (O) + 9%

Para #; = 1 e §; = —1, tem-se respectivamente que:
R(5,(1,02)) =1—244%g, 1 (0) +1 = 4P, 1 (0). 4.3)
R(5,(=1,62)) =142 —4Pp, 1 (0) +1 =4 — 4Py, 1 (0). 4.4)

Suponha que exista outro estimador & ' tal que:

R (5’, (+1, 92)> < R (6, (£1,6)). 4.5)

Assim, pela definicao da fungao risco, segue para o estimador 5

R (5’, (1, 92)) = Eq1 4, [(6/ (X1, X2) — 1)2]

= E1,0,) [(5/ (XlaXz))Q] — 2B [5l (X17X2)} +1
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R (8, (-1,62)) = B 10, [(5/ (X1, X2) - (_1)>1

— B(_10 {(5 (Xl,Xz)ﬂ + 2510y [6 (X0, X0)] + 1.

Consequentemente, em func¢@o da relagdo em (4.5), para R (9, (1,62)) e

R (6, (—1,02)) dados respectivamente em (4.3) e (4.4), segue que:

! 2 ’
E10,) [(5 (Xl,XQ)) ] — 2B 9y [5 (XI,XQ)} +1< 4, (0)

/ 2 !
E(_1792) |:(5 (XI,X2)> :| + 2E(_1792) [5 (Xl,XQ)i| +1<4— 4(1)9271 (0) .
Para completar o exercicio, considere dois casos:

Caso i) Considere 1 = 1 e seja a fungéo:

+o0
r(xg) = / <5l (r1,22) — 1)2\/12TT exp (—;(xl — 1)2> dxq1 > 0.

Assim, segue que o R (5/, (1, 92)> de &' é dado por:
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7070(5/ (1, 22) = 1)2 P <*%) exp (—W)

dx1d
Var Var e
oo o0 xTr1— 2 xro— 2
7 7 (6« 1) 22 o >d o (- )d
e 1 1
— /r(:cg) mexp <2(:U202)2)d$2

dzs.

[ ) e T 22 )
= r(To $2+/T 1)
V2 2
T / T

—0o0

Como R (0, (1,62)) = 4Py, 1 (0), resulta que o risco do estimador  para

x9 > 0é:

7070« I (22) 1)26Xp<—%<$1—1)2> exp (2 ")
sinal (o) —

dzd
NoT NoT e
r 4 1 1 1
= / / NeT exp (—2(m1 — 1)2> N exp (—2(m2 — 92)2> dx1dxo

0

_ / (4 70\/12? exp <_;(x1 _ 1)2> dxl) \/127 exp (-é(@ _ 92)2> dar»

0

1 1 9
=4 ——e ——(x9 — 0 dxs,
/\/%XP< 2(2 2)> 2

uma vez que (8 (x1,z2) — 1)* = (sinal (z) — 1)* = 0 para x5 > 0.

Utilizando a suposicdo de que & domina 6, isto é, R (5/, (1,92)) <
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R (6,(1,62)), tem-se que R (6/7 (1, 02)> —R (9, (1,602)) <0. Logo,

0 exp (—1(zp — 62)? o exp (—1(xg — 62)?
:/T(m) P( %\(/% 92))dx2+0/r(:c2) P( %\(/% 92))(1952

. / exp (—é\;ziﬂ-— 02) )dx2
e exXp —l(f@ - 92)2) exp (—l(;pQ —65) )

> 0/ r(z2) 2@ dry — 4_4 2@ ds
+foo7“ (22) 5= exp <—%(x2 — 02) ) dxy

= —4.

0 2
J \/%exp (—5(332 —67) ) dxo

Conforme Makani (1977), pelas propriedades da familia exponencial tem-

se que:
oo 1 1 2
J 7 (x2) Vzm €XP (—5(562 —62) > dxo
elim 0 5 — 0.
27700 1 ( 1 2
——=exp ( —5(z2 — 02) ) dxo
S Zmew (s
Absurdo, a menos que 7 (z3) = 0 para quase todo ponto x5 > 0. Assim,
+oo
(@)= [ (& o) ~1) o exp (5o = 1)) dor =0
r(ze) = x1,x2) — ——exp | —=(x1 — x1 = 0.
2 1,22 N p 5 1 1
— 0o

Essa igualdade somente é possivel se (6/ (r1,22) — 1) = 0. Portanto,
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5/ (Xl,Xg) = +1.

Caso ii) Com base na simetria da distribuicdo Normal, conclui-se que 7 (z2) = 0
para 1 = —1 e zo < 0. De modo andlogo, essa igualdade somente é

possivel se (5/ (x1,22) — (—1)) = 0. Portanto, &' (X1, X3) = —1.

Como consequéncia destes dois casos, o (X1,X2) = £1. Isso implica
que § = 8, e neste caso, o estimador § (X1, X2) = sinal (X2) é admissivel. Neste
exemplo foi mostrado que, dados dois problemas de estimacdo independentes, um
estimador baseado em dados de somente um problema pode ser admissivel como

estimador do parametro do outro problema.

Lema 4.1: Seja § um estimador de Bayes (respectivamente, UMVUE, minimax e
admissivel) de w () em relagdo a fungdo perda em erro quadrético. Entdo,
ad + b é um estimador de Bayes (respectivamente, UMVUE, minimax e

admissivel) para aw (0) + b.
Prova:

A prova segue imediatamente a partir da definicdo da fungdo risco. De

fato,

R (ad + b, aw (0) + b) = Ey [L (ad + b, aw (6) + b)]
= By [[a5 +b— (aw (0) + b)ﬂ
— B, [(aa — aw (e))Q]
= a?Ey (5 - w (6))’]
— 2y [L (6, (0))
=a’R (6,w(8)). (4.6)
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(i) adr + b é um estimador de Bayes para aw () + b.

Seja 0 estimador de Bayes de w (). A fung¢@o risco do estimador ad, + b

de aw (6) + b é dada por:

R (abr +b,aw (0) +b) = Ep [L (adx + b, aw (6) + b)]
_ / (adx + b — (aw (6) + ) fyje (z]0) dz
~ [ 0, —w(0)fx0 (216)ds

= a2E9 [L (0, w (6))]
=a’R (0, w (9)) -

Logo, o risco de Bayes desse estimador é:

r(a&r—i-b):/R (adr + b, aw (0) + b) w (0) dO
- /R (65, (8))7 (8) df

Or) -

:Cl

Seja 6 um estimador qualquer de aw (8) + b. Logo,
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/R 5 L aw ( +b) (6) d
/[ ~ (@ (8)+9) Ixjo (mﬁ)dw]w(&)d@

2
_/ ‘5 —b w(@))] fxio (x10) dx b (8) d6

2
- //(‘“b <0>> fxie (210) dz | = (6) o
_ / (‘5‘b (9)>7r(9)d0
{5

> a’r (67)

=r(ad; + D).

Logo, o estimador ad,+b possui risco de Bayes menor ou igual em relagéo
a qualquer outro estimador de aw (6) + b. Portanto, ad, + b é um estimador de
Bayes para aw (0) + b. A desigualdade na demonstragio segue da hipétese de
ser o estimador de Bayes de w (6), e por isso, o risco de Bayes de 5 —b ¢ maior ou

igual ao risco de Bayes de 0.
(ii) O estimador ad 4+ b é um UMVUE para aw (6) + b.

Para provar que ad+b é um UMVUE para aw (0) + b é necessario mostrar
que esse estimador é ndo viesado e que possui variancia uniforme minima entre
todos os estimadores de aw (6) 4+ b. Primeiramente, como § é um estimador nao

viesado de w (6), segue que ad + b é um estimador ndo viesado de aw (0) + b. De
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fato,

Eg[ad + bl = aEp[0] + b = aw (0) + b.

Segue também para o estimador ad + b que:

varg [ad + b] = a®vary [6] .

/
Se ¢ é um estimador nio viesado qualquer de aw (#) 4 b, entéio % é um

estimador ndo viesado de w (#). De fato,

Ey

6/_1 = (B[] - b) = S (aw®) +b- ) =w(6).

a a

5 —b

Como °— ¢ um estimador ndo viesado de w (#) e § ¢ um UMVUE para

§—b
a

w (0), resulta que vary [ ] > varg [6]. Consequentemente,

varg [6@—()] = %V&I‘g [5? > varg [0] = varg [5/} > a?varg [0] = varg [ad + b] .

Logo, ad + b possui varidncia menor ou igual em relacdo a qualquer outro

estimador de aw () + b. Portanto, ad + b é um UMVUE para ad + b.
(iii) ad + b é um estimador minimax para aw (6) + b.
Se § é minimax para w (6), entdo para qualquer outro estimador &’ de w (6),

segue que:

supR (6,w (0)) < supR (5’,w (9)) :
[/ 6
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/

Seja &' um estimador qualquer de aw (8) + b. Isso implica que 2=t é um

a

estimador de w (6). Assim,

Sl;pR (5,, aw (0) + b> = sgp

T

L (5’, aw (0) + b) Fx (2:0) dz

2
5 — (aw (8) + b)) fx (a:0)da

, 2
a<6a_b w(@))] fx (x;0)dx

2
:aQSlelp/n <5 ;b —w(@)) fx (z;0)dx

Y

a®sup R (6,w (6)) (0 é minimax para w (6))
0

=supR (ad + b,aw (#) +b). (Usar(4.6))
0

. L. L . . L. /
Como o risco maximo de ad + b é menor ou igual ao risco maximo de ¢ ,

conclui-se que ad + b é um estimador minimax para aw (6) + b

(iv) ad + b é um estimador admissivel para aw (6) + b.

Seja & um estimador de aw () + b. Entdo, % —b ¢ um estimador de w (0).

Assim,
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[l
T

> a®R (5,w (0)) (6 é admissivel para w (0))

=R (ad + b,aw (6) +b) . ( Usar (4.6) )

. z . . /
Uma vez que o risco de ad + b € menor ou igual ao risco de § , segue que

ad + b é um estimador admissivel para aw (0) + b.
|

Definicao 4.3 (Priori menos favoravel): Uma distribuicdo a priori 7 € dita me-

2 . . o~ . . !
nos favordvel se rr > r_, para todas distribui¢des a priori 7 .

Portanto, quando o estatistico adota como priori a distribuicio menos fa-
voravel ele incorre num maior risco médio (risco de Bayes). O préximo teorema

apresenta uma condic¢@o simples para um estimador de Bayes ¢, ser minimax.

Teorema 4.1: Suponha que 7 € uma distribuicdo a priori para © tal que:
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r(0r) = / R (6r,0)m (0)dO = sup R (0r,0) .
Q] %
Entio:
(i) O, é minimax.

(ii) Se d, € o unico estimador de Bayes em relacéo a priori 7, entdo 0, é o Gnico

estimador minimax.
(iii) 7 € uma priori menos favoravel.

Prova:

(i) Seja 6 um estimador de 6. Como ¢, possui menor risco de Bayes, entdo:

sup R (0,6) df > / R (6,0)m (0)do > / R (0x,0)m (0) dO = sup R (6r,0) .
0 (©) (] 0

Portanto, o, é minimax.
(ii) A prova segue pela troca > por > na segunda igualdade da prova de i).

(iii) Seja 7 outra priori de ©. Entdo,

r(0,/) = /@’R(éﬂl,e)ﬂ' (0)do < /@R(éﬂ,ﬁ)w (9)do < SL;pR((S,,,H) =71 ().

Portanto, € uma priori menos favoravel.



139

Um caso particular em relagdo ao teorema 4.1 ocorre quando a funcdo
risco € constante, ou mais geralmente, quando 7 atribui probabilidade 1 para o

conjunto em que a fungdo de risco assume o seu valor maximo.

Corolario 4.1: Se um estimador de Bayes d tém risco constante, entdo esse esti-

mador é minimax.

Prova:

Como o estimador J, possui risco constante, o risco de Bayes desse esti-

mador é dado por:

r (5,) = /@ R (57.6) 7 (6) d8 = sup R (5. 0).

. ! . z
Dado outro estimador ¢ , o seu risco de Bayes é:

7«(5’) —/@72(5/,9)7r(0)d0Ssng<5,,9>.

r(0r) = SL;p’R((LT,H) <r (6/) < sgp’R (5/76’) .

Uma vez que sup R (05,0) < supR (6,, 0), conclui-se que o estimador
0 0

Ox € minimax.

No préximo exemplo apresenta-se uma aplicac@o do corolério 4.1.

Exemplo 4.3: Seja (X1,...,X,,) uma amostra iid Bernoulli(p). O risco de p =

X, considerando a fun¢éo perda em erro quadratico é:
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5, [(6- 7] = var, (%) = 202

SejaY = > X;. Neste caso, Y ~ Binomial (n,p). A familia de distri-
i=1

buicdes Beta de pardmetros « e 5 é uma familia de possiveis distribui¢des a priori

de p. A distribuicdo conjuntade Y e p é:

N I e B IR G ) P N
fyp (y,p) \, p’(1—p) T (3" (1-p)
= " M y+a—1 _ \n—y+8-1
, ) Twr@? e
A fdp marginal de Y é:

1
fy(y) = / fyp (y,p) dp
0
1

_ n) T(a+8) yrai/q  \n—ytp-1
A e i

n ) Ia+pB) T'y+a)l'(n—y+p)
I'(a)T(B) I'(n+a+pB) ’

Y

em que a ultima igualdade é obtida multiplicando-se a integral por um, da forma:

F'y+a)T(n—y+p) F'n+a+p)
F'n+a+p) F'y+a)T'(n—y+pB)
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A fdp marginal de Y resultante é conhecida como Beta-Binomial. A dis-

tribui¢c@o a posteriori de p, dado Y = y, é:

_ fvpy,p) ['(n+a+p) ta—17q _ \n—y+B—1
e W) =T ) ST vt -y e TP

Note que a distribuicdo a posteriori de p, dado Y = y, é uma densidade
Beta (y + a,n — y + ). Uma estimativa para p é a média da distribuigdo a pos-

teriori, que fornece como estimador de Bayes de p:

. Yyta
bB n+a+p

O risco desse estimador de Bayes é:

E, [(ﬁB —p)ﬂ = var,, [pg| + (viés ﬁB)Q.

Na auséncia de informacgdes a priori sobre p, podemos escolher « e 3 para

tornar a fungdo risco constante. Assim, seja 0% 5 (Y1,...,Y,) = AY + B =

Y+«
n+a+p8"

Entéo:
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R (5%,5:p) = By |(AY + B —p)’|
=k, {[A Y —-np)+B—-p+ nAp]ﬂ (Somar e subtrair nAp)
= A%E, |(Y = B [Y)?] +0+ (B —p+nAp)’
= Avar, [Y] + (B — p + nAp)®
= A’np (1 —p) + (B — p+nAp)”
=nA%p —nA%p? + B2 — 2B (p — nAp) + (p — nAp)?
=nA%p —nA?p? + B2 — 2Bp + 2nABp + p* — 2nAp® + (nAp)2
=p? [(nA)2 —2nA+1— nAQ] +p [nA2 +2nAB — 2B] + B2

— [(nA 12— nAﬂ +p[nA2+2(nA—1)B] + B

Pode-se verificar que a fung@o risco serd constante quando (nA — 1)2 —nA? =

0enA?+2(nA—1)B = 0. Segue entio que:

(nA—1)> —nA%2=0= (nA—1)* = nA?
= nA—1=+/nA

=nA+/nA=1

1
~A=ITT A
C Vn(ynEl)

De forma analoga, nA% +2(nA —1)B = 0se B = ﬁ‘ﬁ). Para A =

1 3 ~ )
NOOCES) tem-se entdo que:
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2
1
—n A ”[ﬁ(wm)]

B=gtma—n =~

2 [n\/ﬁ(\lﬁﬂ)—l}
1
_ (va+1)”
2 _(Jﬁl) - 1}
1

2

(Vi+1)
[ /r-— v~
2 vm +>]

- (ﬁﬂf

—_ 2
(Vnt1)
1

2(Vn+1)

Finalmente, resolvendo para a e (3, obt€ém-se que o = § = ﬁ . Portanto,

) Y+% Y+f

€ o estimador de Bayes com risco constante para p, e consequentemente, pelo

corolario 4.1 esse estimador é minimax.

Teorema 4.2: Se o estimador de Bayes € tinico, entdo esse estimador € admissivel.

Prova:

Seja 0 o tnico estimador de Bayes em relacdo a uma priori 7. Su-
ponha agora que &, é dominado por § . Nesse caso, R (6’, 9) < R(04,0) e
R ((5', 0()) < R (0x,0p) para algum 6y € ©. Assim,
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7“((5”):/@R(éme)w(e)dH2/(9R(5,,9>7r(9)d9:7“(5,>.

Absurdo, pois a unicidade do estimador de Bayes d, assegura que ndo
existe outro estimador de 6 que possua menor risco de Bayes, para a priori 7.
Logo, dado um estimador qualquer 5’, R (6r,0) <R (6/, 9), e portanto, 0, é

admissivel.
[ |

No resultado anterior, a necessidade da unicidade do estimador de Bayes

pode ser substituida por outras condicdes.

Teorema 4.3: Para um possivel vetor de valores de pardmetros 8, suponha que o,
é um estimador de Bayes com risco finito em relagdo a uma priori 7 positiva
para todo 6, e que a fungao risco de todo estimador ¢ € uma fungdo continua

de 0. Entio, J, é admissivel.
Prova:

Se d, ndo é admissivel, existe um estimador 0 tal que R (6, 0) < R (., 8),
paratodo @ e R (0,0) < R (65, 0), para algum 0. Segue entdo por continuidade da
fungdo risco que R (4,0) < R (d,,0) para todo 8 em algum subconjunto aberto

®¢ do espago paramétrico. Consequentemente:

r(6:) = [ R(6:,0)7(0)d0> [ R(560)x(0)d6,
@0 90

o que contradiz o fato de J,; ser um estimador de Bayes. Portanto, d,; é admissivel.
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Teorema 4.4: Seja X uma varidvel aleatéria com média 6 e varidncia o?. En-
tdo, aX + b é um estimador de # inadmissivel para a funcdo perda em erro

quadratico, sempre que:
(i) a > 1,0u
(ii) a < 0, ou
(iii) a=1eb#0.
Prova:

Oriscode aX +bé:

p(a,b) = Eg [(ax +b—6)>
= varg [aX + D] + [viés (aX + b)]?
= varg [aX +b] + (Eg [aX +b] — 0)°
= a’varg [X] + (aBy [X] + b — 0)?
= a?0% + (af + b — 0)*

= a0+ [(a—1)0+ b (4.7)
(i) Se a > 1, entdo:
pla,b) > a0 > o> = By |(X — By [X])Q} = By [(1X +0- 9)2] = p(1,0).

Logo, aX + b é dominado por X.

(ii) Sea < 0, entdo (a — 1)2 > 1. Consequentemente:
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pla,b) > [(a—1)6+ b

:(a—1)2<9+ail>2
> <9+ail>2
B <9ail>2

=p <O, —L) . (Usar (4.7))

Portanto, a X + b é¢ dominado pelo estimador constante § = —%.

(iii) Sea =1eb # 0, entdo aX + b = X + b é dominado por X. Isso ocorre em
razdo da Fy [X]| = 6 e do viés de b ndo depender de 6. Nessas condigdes,

X + b possui risco maior que X. De fato,
p(1,0) = Bp (X +b - 0)°]
= varg [X + b] + [viés (X + b)]?
= varg [X +b] + (Ep [X +b] — 0)°
= varg [ X] + (Eg [X] + b —0)?
= varg [X] + (0 +b—0)?
> varg [X]
— By |(X ~ Ey[X])’]
— B, [(X - .9)2]

=p(1,0).

Portanto, para a func¢do perda em erro quadratico e considerando os trés

casos, aX -+ b é um estimador inadmissivel de 6.
[ ]
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Como X é o estimador de Pitman para estimar a média da distribuicio
Normal quando a variancia é conhecida, no pré6ximo exemplo € apresentado uma
prova, que também se encontra em Lehmann e Casella (1998, p. 324-325), da

admissibilidade de X.

Exemplo 4.4 (Admissibilidade de X): A admissibilidade de X para estimar a
média da distribuicdo Normal ndo € s6 de grande interesse em si s6, mas
também pode ser considerada como o ponto de partida de muitas outras

investigacOes de admissibilidade.

Para provar admissibilidade de X ser4 utilizado o método do limite de es-
timadores de Bayes. Um estimador 6 (X1, ..., X,,) € um limite de estimadores de
Bayes se existe uma sequéncia de prioris 7, tal que os estimadores de Bayes rela-
tivos a essas prioris d,, (X1, ..., X, ) convergem pontualmente para §. Suponha
que X nio é admissivel, e sem perda de generalidade, suponha que o = 1. Entfo,

existe d* tal que:

1
R (6%,0) < > para todo 6 € ®.

1
R (6%,6p) < —, paraalgum 6y € O.
n
Como R (4, 6) é uma fungéo continua de # para qualquer J, existe um

e>0eumb < 6y < 0, tal que:

R (6%,0) < — —¢, paratodo 61 < 6 < 05.

S|

Considere uma sequéncia de prioris normais 7, ~ N (0,77). Seja 7, =

2

T7n72 O risco de Bayes do estimador X relativo a priori 77 e r} o risco de Bayes
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de 6*. Assim,
L[ IL_R(5%.0 ) do
Lo o S RO O] exp (o
n —Tr _ —
1 - 2
n T Tr %_ l—ij-m'2

O integrando converge monoticamente para 1 quando 7 — oo. Pelo teo-
rema da convergé€ncia monétona de Lebesgue, a integral converge para 6, — 6, e,

consequentemente, como 72 — 00,

Entdo, existe 7y tal que r7 < rry, 0 que contradiz o fato de 7, ser o risco
de Bayes para 7. Isto completa a prova.
A seguir, sdo apresentados dois lemas que relacionam as propriedades de

admissibilidade e minimaximalidade de estimadores.

Lema 4.2: Se um estimador § é admissivel e possui risco constante, entdo é mini-

max.

Prova:

~ . .. . . » /
Suponha que ¢ ndo seja minimax, ou seja, existe um outro estimador § tal

que:

R (5/,9) <supR (5/,9) <SR (5,0) =R (5,0).
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Absurdo, pois J é, por hipdtese, um estimador admissivel. Portanto, ¢ é

minimax.
[ |

Lema 4.3: Se um estimador ¢ € o tnico estimador minimax, entdo é admissivel.

Prova:

Suponha que exista um estimador 6 que domine J, isto é, R <5/, 0) <
R (6,0). Isso implica que o sup R (5/, 9) < supR (4,6), e nesse caso, § tam-
bém seria minimax. Absurdo, pois, por hipétese, & é o unico estimador minimax.

Portanto, 6 é admissivel.
[ |

A seguir, sdo apresentados dois teoremas, que se encontram em Lehmann
e Casella (1998, p. 340-342), que relacionam o estimador de Pitman com as pro-

priedades de admissibilidade e minimaximalidade de estimadores.

Teorema 4.5: Se o estimador de Pitman para pardmetros de locagdo possui vari-

ancia finita, entdo é minimax para fungdo perda em erro quadrético.

Teorema 4.6: Se existe um estimador equivariante dg para o pardmetro de locagdo
6 com E [(50 (X))ﬂ < 00, entdo o estimador de Pitman é admissivel para

a funcdo perda em erro quadratico.

Lehmann e Casella (1998, p. 342) afirmam que, os estimadores MRE ti-
picamente nio serdo admissiveis, exceto em situacdes simplistas, mas eles tem

melhores chances de serem minimax. Um tratamento maior sobre a relagdo entre
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o estimador de Pitman para pardmetros de locacdo e as propriedades de admis-
sibilidade e minimaximalidade pode ser visto em Zacks (1971). Zacks (1971,
p. 325-331) prova que o estimador de Pitman para parAmetros de loca¢do é um
estimador minimax, para a funcio risco considerando a funcao perda em erro qua-
drético. Além disso, Zacks (1971, p. 387-395) demonstra que, se a distribui¢io
de X depende de no maximo dois pardmetros de locacdo (quando @ € um vetor
de parametros bidimensional), o estimador de Pitman é admissivel. Segundo esse
autor, se a dimensdo do vetor de observagdes X € pelo menos trés, o estimador de

Pitman serd geralmente inadmissivel.
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5 ESTUDO DE CASO: APLICACAO A NiVEIS PLUVIOMETRICOS MA -
XIMOS
5.1 Introducao

A ocorréncia de eventos climaticos extremos severos tem chamado a aten-
¢do da sociedade e da comunidade cientifica, principalmente em fun¢do de perdas
de vidas humanas e animais, € de ordem econdomica. Como eventos climaticos
extremos, € possivel citar fendmenos naturais tais como chuvas intensas, secas
prolongadas, vendavais, furacdes, marés meteoroldgicas e temperaturas minimas
ou méximas. O interesse na andlise em um dos referidos eventos centra-se tanto
na intensidade de sua manifestacdo quanto na sua duracdo prolongada. Por apre-
sentarem baixa frequéncia relativa e elevado impacto, a previsdo desses eventos
torna-se dificil.

Uma varidvel climatica de grande interesse na andlise de seu comporta-
mento € a precipitacdo pluviométrica, uma vez que diversas atividades econdmi-
cas e processos ambientais sdo altamente dependentes dessa varidvel. Elevados
regimes de precipitagdo podem ocasionar graves efeitos, como enchentes, desliza-
mentos de terras, atrasos em colheitas, entre outros. Por outro lado, o déficit de
precipitacdo em larga escala, muitas vezes, causam efeitos adversos sobre ativi-
dades como agricultura, silvicultura, producao hidrelétrica, ecossistemas alagados
(manguezais) e a vida selvagem em geral (MARENGO et al., 2010).

A ocorréncia de grandes desvios de um estado climitico moderado tem
demonstrado a vulnerabilidade do Brasil, principalmente em relacio a precipitacio
pluviométrica. O baixo indice de chuvas durante o verdo e o outono de 2001
culminou com uma redugdo significativa da vazio dos rios brasileiros, afetando a
producdo de energia hidrelétrica. Esse cenario impeliu o governo a tomar medidas

visando a conservacdo de energia durante os anos de 2001 e 2002, para impedir a
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interrupgdo total do fornecimento (blackout).

Anomalias no regime de precipitacdo no sudoeste da amazonia foram pre-
senciadas em 2005, culminando em uma das secas mais severas dos ultimos cem
anos na regido. A navegacdo em rios como o Amazonas, o Solimdes e o rio Ma-
deira foi prejudicada, afetando a populagdo ribeirinha. Paises como o Brasil, a
Bolivia, o Peru e a Coldmbia declararam estado de calamidade puiblica em setem-
bro de 2005. Devido a baixa umidade do ar, estima-se que o nimero de incéndios
florestais em 2005 foi cerca de 300% maior do que em 2004. Como consequén-
cia, a fumaca originada dos incéndios afetou o trafego aéreo, escolas e empresas
foram fechadas, e muitas pessoas foram atendidas nos hospitais devido a inalagéo
da fumaga (MARENGO et al. 2008).

Virios municipios dos estados de Santa Catarina, do Rio de Janeiro e de
Minas Gerais vieram a decretar estado de calamidade devido a fortes chuvas ocor-
ridas nos meses de novembro e dezembro de 2008. Essas chuvas fortes causa-
ram destruicdo total de muitas casas, deixando milhares de pessoas desabrigadas
e centenas de mortos. Os prejuizos causados por esse evento pluvial extremo no
sul do pais, pelas subsequentes enchentes e deslizamentos, foram estimados em
350 milhdes de délares, principalmente pelo fechamento do Porto de Paranagud
(MARENGO et al., 2010).

As fortes chuvas ocorridas em janeiro de 2011, na regido serrana do es-
tado do Rio de Janeiro, ocasionaram inundagdes e deslizamentos de terra, dei-
xando aproximadamente 14 mil pessoas desabrigadas, além de ocasionar a morte
de pessoas e animais. Os anos de 2014 e 2015 foram marcados pelo baixo re-
gime de chuvas em quase todo pais. Nesses dois anos, o verdo foi anormalmente
seco e quente. Os niveis dos reservatérios de algumas usinas hidrelétricas atingi-

ram niveis minimos criticos, sendo necessario, em alguns casos, a utilizacdo do
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chamado “volume morto”, para atender a demanda exigida. Um fato ainda mais
preocupante nesse periodo foi a caréncia de dgua potdvel para atender o consumo
humano. Em alguns municipios foi necesséria a determinacio de periodos em que
a populagdo teria acesso a 4gua. O fim da primavera de 2015 e o inicio do verdo
de 2016 na regido sul do Brasil t¢ém sido marcados por chuvas e enchentes inten-
sas, o que tem gerado prejuizos econdmicos. A ocorréncia desses eventos atipicos
no sul do Brasil tem sido associado ao fendmeno El Nifio, que corresponde a um
superaquecimento das dguas do oceano Pacifico.

Diante da necessidade do planejamento e célculo de riscos de ocorréncia
de precipitacdes maximas raras para, por exemplo, atividades como a agricultura
em Piracicaba-SP, objetivou-se no presente trabalho: i) verificar o ajuste das distri-
bui¢des Generalizada de Pareto e Exponencial aos dados de precipitagdo mdxima
em Piracicaba-SP, nos meses de outubro a margo, ii) calcular as precipitagdes ma-
ximas esperadas para os tempos de retorno de 10, 30, 50, 70 e 100 anos nesses
meses, e iii) selecionar para cada més, a distribuicdo que forneca resultados de

maior acuracia.

5.2 Material e métodos

5.2.1 Dados

Os dados de precipitacdo pluviométrica (mm) foram obtidos a partir dos
registros histéricos da Estacdo Convencional do Posto Agrometeorolégico da Es-
cola Superior de Agricultura “Luiz de Queiroz” (ESALQ/USP, 2015). Os registros
histéricos compreendem o periodo de 1917 a 2015, totalizando 99 anos de obser-
vagdes. O clima de Piracicaba, conforme a classificacdo de Koppen, é do tipo
Cwa: tropical de altitude, com chuvas de verdo e seca no inverno, sendo os meses

de junho, julho e agosto mais secos. A temperatura média do més mais quente
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€ superior a 22°C e a do més mais frio ndo € inferior a 16°C (GHIBERTO; MO-
RAES, 2011).

O municipio de Piracicaba situa-se entre as coordenadas geograficas de
22°42°30” de latitude Sul e de 47°38°01” de longitude oeste, com uma altitude
média de 554 metros. A drea total do municipio é de 1378 km? e a populagio é
estimada em 364.571 habitantes, sendo que aproximadamente 97% encontram-se

na area urbana (IBGE, 2010).

5.2.2 Composicao das amostras de precipitacoes maximas mensais

A Teoria de Valores Extremos (TVE) constitui-se de duas metodologias
para selecdo de valores extremos. Na primeira, um valor extremo, maximo ou mi-
nimo, é definido como a maior ou a menor observacao em um determinado bloco.
Em andlises de valores extremos é comum considerar como blocos, periodos de
tempo de interesse, como por exemplo, dias, meses ou anos. Nesse caso, de cada
periodo € extraido o valor mdximo (ou minimo) que constituira a amostra de va-
lores extremos. Esse método € conhecido como método dos blocos maximos (ou
minimos). Na segunda abordagem da TVE, uma observagdo é considerada um
valor extremo maximo (ou minimo), quando excede um determinado limiar sufici-
entemente alto (ou baixo), conhecido como threshold. Essa técnica de obtencdo de
valores extremos é conhecida como método dos picos acima de um limiar (POT,
do inglés Peaks Over Threshold). As observacdes que excedem um determinado
threshold u sdo chamadas de excessos ou excedéncias.

Nas Figuras 4 e 5 sdo ilustradas essas duas defini¢cdes de valor extremo.
Na Figura 4, as observagdes X2, X5, X7 e X1 representam os maximos de quatro
blocos, sendo que cada bloco possui trés observacdes. Na Figura 5, as observacdes

X1, X9, X5, X7, Xg, X9 e X171 excedem o threshold u, e dessa forma, constituem
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o conjunto de valores extremos.
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Figura4 Maéximos nos blocos 1, 2,3 e Figura5 Excessos acima de um limiar
4. u.

No presente trabalho, foi utilizada a metodologia POT para a composic¢io
das amostras de precipitagdes mdximas em Piracicaba-SP, nos meses de outubro
a marco. Esses meses foram escolhidos em funcdo de apresentarem as maiores
precipitagdes ao longo do ano na regido de estudo. A forma como cada conjunto de
precipitagdes maximas mensais foi constituido é abordada a seguir, apds algumas

consideracdes acerca da escolha do threshold u.

5.2.3 A escolha do limiar

Conforme Coles (2001, p. 79), a escolha de um limiar suficientemente
alto nem sempre é tdo simples. A escolha de um threshold u esté sujeita ao que
€ denominado trade-off entre variancia e viés. Um threshold baixo implica um
maior nimero de observacdes. Neste caso, sdo introduzidas no conjunto de dados
algumas observagdes do centro da distribuicio. Como consequéncia do maior nd-
mero de observagdes, os estimadores possuirdo menor variancia, porém com maior
viés. Por outro lado, a escolha de um threshold alto reduz o viés dos estimadores,
porém os tornam mais imprecisos (maior variancia), devido a utilizacdo de uma

menor quantidade de observagdes para sua estimagao.
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Para selecdo do limiar em cada um dos meses do estudo foi utilizado o
método proposto por Davison e Smith (1990), que consiste na escolha de um limiar
por meio da andlise do grafico da média dos excessos. Para a determinagdo visual
do valor de u, foi utilizado o gréifico de vida média residual, que € construido da

seguinte forma:

zn
1
w, — E (iL'(Z)—u) ‘U< Tmax ¢
Ny, “
=1
em que (x1,...,xy, ) sio asn, observacdes que excedem u.
Y u

Conforme Mendes (2004, p. 87), deve-se procurar aquele(s) valor(es) de u
de tal maneira que acima dele a funcdo média dos excessos se torne mais ou menos
linear. Em adi¢@o a esse primeiro critério, um segundo procedimento a ser adotado
para a selecdo de um limiar € verificar se as pressuposicdes de independéncia das
observagoes e de ajuste do modelo aos dados sdo satisfeitas. Em alguns casos, um
valor candidato a threshold pode fornecer um conjunto de observacdes extremas
que ndo satisfaz uma dessas pressuposicdes de andlise. Na Figura 6 € apresentado
o grafico da média dos excessos considerando a varidvel climatica precipitacio
maxima.

Pode-se verificar na Figura 6 que as médias dos excessos apresentam de-
crescimento até o nivel pluviométrico de 45Smm. A mudanca na inclinacdo e a
linearidade entre 45Smm e 57mm indicam um conjunto de possiveis valores can-
didatos a threshold. Como mencionado anteriormente, apds escolher-se um valor
como threshold, deve-se verificar se o conjunto de valores extremos selecionados
a partir desse valor satisfaz as pressuposi¢cdes de andlise. O comportamento irregu-
lar ap6s o nivel pluviométrico de 57mm deve-se ao pequeno nimero de excessos

acima desse nivel.
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Figura 6 Gréfico da média dos excessos.

Ap6s essas consideragdes acerca da escolha do threshold, pode-se proce-
der aos detalhes sobre a composi¢do do conjunto de precipitagdes mdximas para
cada um dos meses do estudo. Para exemplificar, sera utilizado o més de janeiro,
sendo andloga a descri¢do para os demais meses. Para utilizar a metodologia POT,
o procedimento inicial foi formar o vetor com nk observagoes {xz}:"k para o més
de janeiro. Uma vez que o més de janeiro possui 31 dias e o periodo de estudo é de
1917 a 2015, as quantidades n e k representam respectivamente a quantidade de
precipitagdes didrias observadas desses més (n = 31) e a quantidade de anos utili-
zados no estudo. O segundo procedimento foi selecionar o threshold u, com base
no grafico da média dos excessos. Assim, a amostra de precipitacdes maximas do
més de janeiro foi constituida, pela selecdo dos n,, excessos acima do limiar u.

Os procedimentos descritos para a composi¢cao do conjunto de precipita-
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¢des maximas em janeiro foi aplicado de forma andloga nos demais meses. L.ogo,
foram selecionados ao todo seis thresholds. A quantidade de anos com registros
de precipitacdo didria variou entre os meses de outubro a margo, devido a indispo-

nibilidade de observagdes em alguns anos do estudo.

5.2.4 Analise exploratéria dos dados

A andlise exploratéria dos dados baseou-se na estimagdo das medidas de
tendéncia central (média e mediana), nas medidas de dispersdo (varidncia, des-
vio padrio e coeficiente de variacdo (CV)) e nos coeficientes de assimetria e de

curtose.

5.2.5 Teste de independéncia de Ljung-Box

A independéncia entre as observacdes em cada més foi avaliada utilizando-
se o teste proposto por Ljung e Box (1978). Conforme Ljung e Box (1978), o teste
de Ljung-Box, também conhecido como teste de Portmanteau, é um teste que ve-
rifica se alguns grupos de autocorrelagdo de uma série temporal sdo diferentes de
zero. Esse teste verifica a aleatoriedade total baseando-se no niimero de desvios,
ao invés de testar a aleatoriedade de cada desvio distinto. Se representarmos o co-
eficiente de autocorrelagdo por r, temos que o par de hipéteses desse teste consiste

em:

H; : pelo menos um r; ndo é nulo.
A estatistica do teste de Ljung-Box é dada por:

Q:n(n+2)2ﬁ, (5.1)

) 2
k=1
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em que n é o nimero de observacdes, S é o niimero de coeficientes para se testar a
autocorrelagdo e ri € o coeficiente de autocorrelacdo para o desvio k.

A estatistica em (5.1) distribui-se como uma X%S) com S graus de liber-
dade. Escolhendo um nivel de significancia «, rejeita-se a hipdtese Hy de que
todos os coeficientes de autocorrelagdo sdo iguais a zero se () for superior ao valor

critico Xi 5 de uma distribui¢ao Qui-Quadrado.

5.2.6 Distribuicao Generalizada de Pareto (GP)

Seja (X1,..., X,) uma amostra iid de uma varidvel aleatdria X, que pos-
sui fda F'x. Para um determinado threshold u, um conjunto de n, excedéncias
serd obtido a partir da amostra original. A nova amostra serd construida através da

transformacao:

Y=X—-ulX>u.

Se Zmax € a maior das observagdes de (X,...,X,,), a fda dos excessos

acima do nivel u € caracterizada por:

Plu<X <y+u) :Fx(y+u)—FX(u)
P(X > u) 1—Fx (u)

Hy)=PX—-u<y|X>u)=

emquey > 0eu < Tyax, sSendo H chamada de fda dos excessos.

Balkema e de Haan (1974) e Pickands (1975) demonstraram que a distri-
bui¢do assintdtica dos valores de uma varidvel aleatéria que excedem um limiar
pode ser aproximada por meio da distribuicdo Generalizada de Pareto (GP, do in-

glés Generalized Pareto). A fda da GP ¢é dada por:
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_1
1-— (1—1—5%) ¢ paray >0ef >0,
H(y;04,8) = 1—exp<—o%>,parayZOe§—>0,

1—(1+5%)_

i

,paraogyg—%e§<0,

Em termos de X, a fda da GP pode ser reescrita como:

_1
13

1—(1+§%})
H (x;u,04,§) = 1—exp<—17“>,paraa:2ue§—>0,

, parax > uef >0,

Ou

et

1—<1+£%)7 ,paraugxgu—%"e£<0,

em que u, o, e & denotam respectivamente os pardmetros de locacgdo, escala e
forma, com —o0 < u < 00,0, >0ef € R—{0}. Parag — 0, >0e & < 0,
a fda da GP reduz-se a classe de distribui¢des do tipo I ou Exponencial, do tipo II
ou Pareto ou do Tipo III ou Beta, respectivamente.

Na Figura 7 sdo apresentados os trés casos da distribuicio GP, com des-
taque ao caso em que & — 0 (Exponencial). Nessa figura pode-se observar que o
comportamento das caudas ¢ influenciado pelo pardmetro &. Esse pardmetro estd
relacionado com o peso da cauda da distribui¢do, e por essa razdo, também € de-
nominado indice de cauda. Quando £ < 0, as distribui¢des se caracterizam por
terem caudas leves e com suporte superior finito. Quando ¢ > 0, as distribui¢Ses
apresentam cauda pesada, possuindo limite superior do suporte infinito. A familia
Exponencial (¢ — 0) corresponde ao caso intermedidrio, isto €, essa familia possui
caudas mais leves quando comparada com a familia Pareto (¢ > 0), mas possui

caudas mais pesadas em relagdo a familia Beta (¢ < 0) (Figura 7). Essas consi-
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deragdes acerca do pardmetro de forma & resultam em diferentes aplicacdes das
trés familias de distribuicdes de valores extremos, em fun¢do de seus diferentes

comportamentos na dire¢do do extremo.
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Figura7 Funcdo densidade de probabilidade da distribui¢do Generalizada de Pa-
reto para £ = —0,4 (Beta), £ = 0,4 (Pareto) e £ — 0 (Exponencial),
comu = 0e o, = 30.

5.2.7 Estimacao dos parametros

Os parametros das distribuicdo GP e Exponencial foram estimados utilizando-
se método da mdxima verossimilhanga. Se (z1,...,xy,) S80 08 N, €Xcessos em

relacdo a um threshold u, para £ # 0, a log-verossimilhanca € dada por:
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u

1) i —
l(u,au,g\x):—nulogau—<1+€)Zlog<l+§x u)’
o
i=1

em que (1 + f%ﬁ“) > 0, parai = 1,...,n,. Caso contrdrio, [ (u,0,,&|X) =
—oo. Para o caso em que & — 0 (Exponencial), a fun¢do log-verossimilhanga é

dada por:

niL P—
I (u,04|x) = —nylogo, — E (ng u>
u

i=1
Para a obtencdo das estimativas dos pardmetros, a maximizacao analitica
da fungdo de log-verossimilhanca ndo € possivel, o que exige a utilizacdo de mé-
todos numéricos (COLES, 2001, p. 80-81). Em particular, a fim de comparago,
também serd considerado o estimador MRE de locagdo-escala obtido na subegao
2.6, para a estimacgao dos parAmetros de locacdo e de escala da distribui¢do Expo-

nencial. Esses estimadores sdo novamente apresentados:

X 1"
@=Xa) =5 )Xo~ X)-
U j=2
.1
Gu=——> (Xo) = Xq)-
Yi=2

Para distinguir a distribui¢cdo Exponencial ajustada com estimativas obti-
das via método da mdxima verossimilhanca e com estimativas equivariantes, serd

adotada a notagdo Exponencial ;i € Exponencial g, respectivamente.
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5.2.8 Teste de aderéncia de Kolmogorov-Smirnov

O ajuste das distribui¢des aos dados em cada més foi avaliado utilizando-
se o teste de Kolmogorov-Smirnov (KS). O teste de KS € um teste de aderéncia
ndo paramétrico. A estatistica desse teste, denotada por D, é usada para testar se
uma amostra aleatdria originou-se de uma populagdo com uma funcio distribui-
cdo especificada. A estatistica D baseia-se na diferenca méxima das fungdes de
probabilidades acumuladas, empirica e teérica (SIEGEL; CASTELLAN J UNIOR,
2006).

Inicialmente, na hipdtese nula é especificada alguma fda F'x(x), sob a
qual reside a hipétese de ter originado o conjunto de observacdes amostrais. O
teste de KS adapta a fda hipotética F'x (z) a fda empirica S, (=), determinando se
a diferenca maxima entre essas fungdes € significativa. Nesse sentido, uma amos-
tra (x1,...,2,) é retirada de uma populagdo, que néo é conhecida. O confronto
entre S, (x) e Fx (x) é estabelecido para verificar se é razodvel estudar os dados
amostrais utilizando F'x (z), admitida como a verdadeira fda da amostra casuali-
zada.

Para a realizacdo do teste de KS seguem-se os seguintes passos:
(i) Colocar as observagdes em ordem ascendente.

(ii) Calcular as frequéncias acumuladas em cada classe e estimar os pardmetros

de Fx (z).

(iii) Obter as probabilidade acumuladas da distribui¢do tedrica F'x (z:(i)) e da dis-
tribuicdo empirica S, (:U(i)) em cada classe. Considerando a fda empirica
Sy, (), para uma determinada classe de frequéncia, S, (z) = fa/(n + 1),

em que fa é a frequéncia acumulada da classe.

(iv) Calcular a estatistica D, que é dada por:
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D= maX‘FX (z@)) — Sn (az)’ .

(v) A hipétese Hyp, de que os dados provém de uma populagdo com distribui¢do
tedrica F'x (x), é testada pela comparagdo de D com o quantil superior da
distribuicdo da estatistica de D unilateral ou pela comparac¢do do valor p
com o nivel de significancia adotado («). Se ao nivel de significancia «
estabelecido, o valor observado de D > D, ,, rejeita-se Hy. A hipdtese
nula também ¢é rejeitada quando o valor p € inferior ao nivel de significAncia

Q.

5.2.9 Teste da raziao de verossimilhancas

Uma das dificuldades iniciais para a aplicacdo das trés formas assintdticas
de valores extremos € escolher, dentre as trés familias possiveis, a mais adequada
para descrever um determinado conjunto de dados. A distribuicdo Exponencial é
uma opg¢ao atrativa, por ser um modelo mais simples e por possuir indice de cauda
nulo (¢ = 0). Essa distribuicdo corresponde a um modelo de transi¢do entre a
familia de distribui¢des com £ < 0, que possui limite superior do suporte finito, e
a familia de distribui¢des com £ > 0, que possui limite superior de suporte infinito.
Por essas razdes, € interessante considerar a hipétese do modelo para os dados ser
Exponencial contra a hipétese alternativa de ndo ser, o que pode ser expresso pelo

seguinte par de hipoteses:

Hy:€=0
Hi: €40

(5.2)

Para testar as hipéteses definidas em (5.2), o teste da razdo de verossimi-

lhancas (TRV) pode ser aplicado. Se M e M sdo dois modelos encaixados ou
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aninhados (Mg C M), a estatistica do TRV ¢é dada pela deviance, que é definida

como:

D=2 {ll (./\/ll) - l() (MO)} ) (53)

em que Iy (My) e I3 (M) sdo os valores do logaritmo da fungdo de verossimi-
lhanca de M e M, respectivamente. A estatistica D tem distribui¢do assintética
X%1) com um grau de liberdade.

Neste trabalho, o TRV foi utilizado para avaliar se cada conjunto de obser-
vagdes mensais poderia ser descrito pelo modelo mais simples (Exponencial j;y),
em detrimento do modelo mais geral (GP). Suponha que (x1,...,x,,) sejam os
n, excessos para um threshold u. Se ly (u,0,,&|x) e ly (u, 0, |X) sdo respec-
tivamente os logaritmos das funcdes de verossimilhanca das distribui¢des GP e

Exponencial sy, a estatistica do TRV pode ser expressa como:

D= 2{z1 (a,&u,ﬂx) — 1o (4, 64 Ix)},

Para testar a hipétese Hy : £ = 0 contra H; : £ # 0, compara-se o valor
da estatistica D, calculada a partir de cada amostra mensal, com o quantil superior
da distribui¢do X%1) ao nivel de significancia «. Se D > xi,p a hipétese Hy é

rejeitada.

5.2.10 Niveis de retorno

Seja (x1,...,2y,) um conjunto de observagdes maximas. A probabili-
dade que ocorra um evento extremo superior a x € calculada pelo complementar

da fda. Considerando inicialmente a distribuicao GP, segue que:
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pivsaz =i [ (] <[ ()]

Disso segue que:

P[X>m]=§u[1+f<x_u)]_éa

Ou
emque g, = P[X > ul.
Conforme Coles (2001, p. 81), um nivel z,,, que é excedido em média

uma vez a cada m observacdes, € a solucdo de:

Su [1 +¢ <xma_u>]_§ = %

Reorganizando, resulta que:

T = U + % [(mgu)é - 1] ;

provando que m € suficientemente grande para assegurar que x,, > u.
A probabilidade que ocorra um evento extremo superior a « também pode
ser calculado pelo complementar da fda da distribuicdo Exponencial (¢ — 0), que

¢ dado por:

PX>z|X>ul=1- [1—exp<—$_u>} —exp(—x_u>.

Oy Oy

Utilizando o mesmo raciocinio que foi realizado para a distribuicdo GP,

tem-se que a fungdo de quantis da distribuicdo Exponencial é dada por:
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T = u + oy log (mg,) ,

novamente para m suficientemente grande.

Por construcio, x,, é o nivel de retorno da m-observacdo. Para apresen-
tacdo das informagdes, ¢ mais conveniente fornecer os niveis de retorno em uma
escala anual. Desse modo, um nivel de retorno anual z7 € o nivel esperado para
ser excedido uma vez a cada T anos (em média). Se existem n, observagdes por
ano, isso corresponde ao nivel de retorno da m-observagio, sendo m = T' X n,,.

Consequentemente, conhecidas as estimativas dos parametros, os niveis de
retorno miximos para uma varidvel X, em um tempo médio 7 (em anos), podem
ser calculados pelas distribuicdes GP e exponencial respectivamente por:

o =i+ 28 [(Tnyy)t — 1] .

M)‘:>

2 = U+ 6y log (Tnysy)

Pode-se verificar que também € necessdria a estimacao de ¢,. Como ¢, é
a probabilidade de uma observagdo exceder o threshold u, um estimador natural é

a proporg¢do de pontos que excedem u, dada por:

Su = —,

em que n é o tamanho da amostra original.
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5.2.11 Seleciao da distribuicio com resultados mais acurados

Para analisar a distribui¢do que fornece precipitacdes maximas esperadas
mais acuradas em cada més, adotou-se o critério do menor erro quadratico médio

(EQM), que é dado por:

EQM =) ~——~ (5.4)

em que ]/321- ¢ a precipitacdo maxima esperada no i-ésimo tempo de retorno, Po;
€ a maior precipitacdo maxima observada no intervalo de tempo (¢ ; ++7), sendo
T o tempo de retorno (em anos) e n o nimero de valores de precipitagdo maxima
comparados.

Para o cédlculo do EQM, as observagdes de precipitagio maxima em cada
més foram divididas em dois conjuntos. O primeiro de 1917-1986 foi utilizado
para estimar os pardmetros e calcular as precipitacdes mdximas provaveis para os
tempos de retorno de 5, 10, 15, 20 e 25 anos. Do segundo conjunto, de 1987-2011,
extraiu-se a maior precipitacdo maxima observada para os seguintes intervalos de
tempo: 5 anos (1987 ; 1991), 10 anos (1987 ; 1996), 15 anos (1987 ; 2001), 20
anos (1987 ; 2006) e 25 anos (1987 ; 2011), para cada més.

5.2.12 Recursos computacionais

Todas as andlises estatisticas foram realizadas no software R Core Team
(2015). Os pacotes evd (STEPHENSON, 2002) e fBasics (WUERTZ; SETZ;
CHALABI, 2014) da biblioteca do R foram utilizados para o estudo dos dados.
Em particular, o pacote evd foi utilizado para a andlise dos dados, por possuir

funcdes especificas na andlise de valores extremos.
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5.3 Resultados e discussao

Na Tabela 1 sdo apresentadas algumas estatisticas descritivas dos dados
de precipitacdo maxima (mm) dos meses de outubro a mar¢o em Piracicaba-SP,
relativos ao periodo de 1917 a 2015. Pode-se observar que o valor do CV nos
periodos mensais analisados variou de 17,38 a 24,58. Desse modo, a variabilidade
dos dados pode ser classificada como média (12%<CV <60%), conforme a classi-
ficacdo dos limites do CV proposta por Warrick e Nielsen (1980). Pode-se verificar
também que, em média, a precipitacdo méaxima em Piracicaba-SP nos meses es-
tudados variou de 48,89mm (outubro) a 71,24mm (dezembro). Nota-se também
que as medianas dos dados em todos os meses sdo inferiores as médias amostrais
observadas, o que sugere que as distribui¢cdes empiricas mensais sdo assimétricas
a direita. Esse fato é reforcado com base nos valores positivos do coeficiente de
assimetria. O grau de achatamento das distribuicdes empiricas, em todos os meses,
foi classificada como platicurtica, conforme os resultado do coeficiente de curtose

(< 3).

Tabela 1 Estatisticas descritivas dos dados de precipitacdo mdxima mensal (mm)
em Piracicaba-SP, no periodo de 1917 a 2015.

Desvio Coef. Coef. Coef.
Meés Mediana Média Variancia de variagdo de de
Padrao (%) assimetria curtose
Janeiro 65,00 69,53 146,10 12,09 17,38 1,25 0,46
Fevereiro 64,55 71,18 306,12 17,50 24,58 1,07 0,08
Marco 55,40 58,64 175,54 13,24 22,59 1,50 2,77
Outubro 46,80 48,89 80,77 8,99 18,38 1,04 0,34
Novembro 61,50 67,79 211,98 14,56 21,47 1,03 < 0,01
Dezembro 66,45 71,24 178,14 13,35 18,73 1,48 1,64

Coef.: Coeficiente

Na Tabela 2 sdo apresentados os thresholds escolhidos e as estimativas dos
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parametros das distribuicdes GP e Exponencial sy, obtidas utilizando-se o método
da médxima verossimilhanga. Analisando-se as estimativas do pardmetro de forma
da distribuicdo GP, observa-se que suas estimativas pontuais sdo todas inferiores
a zero, o que corresponde a distribuicdo Beta. Por possuir cauda superior com
limite finito (Figura 7), essa distribuicdo € apropriada para modelar fendmenos
ambientais, como precipitacdo pluviométrica méxima. Ainda na Tabela 2, pode-se

verificar que o tamanho das amostras variou de 18 a 53 observagdes.

Tabela2 Thresholds escolhidos e estimativas dos paradmetros das distribui¢des
Generalizada de Pareto (GP) e Exponencialy sy, obtidas via método da
maxima verossimilhanca.

Més Threshold (i) n ——OF Exponencialyry
Oy § Oy
Janeiro 57,00 34 13,62 -0,08 12,53
Fevereiro 53,00 36 20,17 -0,11 18,18
Marco 43,00 53 18,18 -0,16 15,64
Outubro 39,00 36 11,83 -0,19 9,87
Novembro 52,00 18 18,86 -0,19 15,79
Dezembro 57,00 40 15,62 -0,10 14,24

Pela andlise dos resultados do teste de Ljung-Box (Tabela 3), pode-se ve-
rificar que as observacdes em todos os meses estudados sdo independentes (valor p
> 0,05). Sartori et al. (2010) ndo obtiveram resultados semelhantes no municipio
de Botucatu-SP. Ao analisar séries histdricas da Fazenda Lageado da UNESP de
Botucatu-SP (1988-2007), referentes a precipitacdo pluviométrica, umidade rela-
tiva do ar e temperatura do ar, os autores verificaram que as observagdes das trés
varidveis climdticas estudadas apresentaram forte dependéncia temporal.

Os resultados do teste de KS (Tabela 3) indicam, para todos os meses
sob estudo, que as distribuicdes GP e Exponencialsy ajustaram-se aos dados

(valor p > 0,05). Como a distribuicio Exponencial € um caso especial da dis-
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Tabela3 Resultados dos testes (valor p) de independéncia (Ljung-Box), de ade-
réncia (Kolmogorov-Smirnov ) e do teste da razdo de verossimilhangas
(TRV), referentes ao ajuste das distribui¢des Generalizada de Pareto
(GP) e Exponencial sy aos dados de precipitacdo maxima mensal em
Piracicaba-SP.

Kolmogorov-Smirnov

Mes Ljung-Box GP Exponencial v TRV
Janeiro 0,3510 0,5303 0,6426 0,7017
Fevereiro 0,1101 0,4109 0,5373 0,6516
Marc¢o 0,6397 0,6383 0,6233 0,2154
Outubro 0,1607 0,3899 0,5436 0,3858
Novembro 0,1485 0,5271 0,7249 0,5417
Dezembro 0,8874 0,5617 0,7071 0,5852

tribuicdo GP (modelos aninhados), verificou-se também o ajuste da distribuicdo
Exponencial ;;1» comparando-a com o modelo mais completo (GP), utilizando-se
o TRV. Em todos os meses nao houve evidéncias estatisticas para a rejeicao da hi-
pétese Hy : € = 0 (valor p > 0, 05). Neste caso, a distribuicao Exponencial sy € o
modelo mais adequado para modelar os dados de precipitagdo mdxima considera-
dos. Como a distribui¢do Exponencial ;1 mostrou-se mais adequada, procedeu-se
também ao ajuste da distribuicdo Exponencialg.

Na Tabela 4 estdo apresentadas as estimavas equivariantes dos parametros
de locagdo e de escala da distribui¢do Exponencial g e os resultados do teste de KS,
referentes ao seu ajuste aos dados de precipitacio mdxima. Conforme os resulta-
dos do teste de KS, a distribuicdo Exponencial ; ajustou-se aos dados em todos os
periodos mensais considerados (valor p > 0,05). No municipio de Piracicaba-SP,
verificou-se uma certa caréncia de estudos de valores extremos utilizando-se a me-
todologia POT e as distribui¢des que originam-se dessa metodologia. Os estudos
observados na literatura utilizam principalmente as distribui¢des de valores extre-

mos que originam-se do método dos blocos maximos, como as distribuicdes Gum-
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bel e Generalizada de Valores Extremos (BAUTISTA; ZOCCHI; ANGELOCCI,
2004; SANSIGOLO, 2008).

Tabela 4 Estimativas equivariantes dos pardmetros da distribuicdo Exponencial g
e resultados do teste Kolmogorov-Smirnov (valor p) referentes ao seu
ajuste aos dados de precipitacdo mdxima mensal em Piracicaba-SP.

Més - EsnmanvasA Kolmogorov-Smirnov
U Ou

Janeiro 56,94 12,23 0,7170
Fevereiro 52,70 17,98 0,6448
Marco 43,11 15,24 0,6769
Outubro 38,93 9,69 0,6085
Novembro 51,55 15,39 0,8416
Dezembro 56,85 14,05 0,7763

Na Tabela 5 estdo apresentadas as precipitagdes mdximas (mm) esperadas
em Piracicaba-SP para os tempos de retorno de 10, 30, 50, 70 e 100 anos, nos me-
ses de outubro a margo, obtidas via distribuicdes Exponencial ;1 ¢ Exponencial g.
Uma interpretacdo dessas informacdes pode ser feita do seguinte modo: esco-
lhendo o més de marco e o tempo de retorno de 30 anos, conforme o resultado
obtido utilizando-se a distribui¢do Exponencialy;y/, espera-se que em um tempo
médio de 30 anos, que em pelo menos um dia desse més ocorra uma precipitacdo
maxima igual ou superior a 96,19mm.

Pode-se verificar também que as maiores precipitagdes maximas mensais
sdo esperadas no més de fevereiro, em todos os tempos de retorno (Tabela 5).
Os resultados obtidos por Sansigolo (2008) corroboram com os resultados obtidos
pelas distribui¢des Exponencial s € Exponencialg no més de fevereiro. Ao uti-
lizar a distribuicio Gumbel na modelagem das precipitacdes maximas anuais de
Piracicaba-SP, no periodo de 1917 a 2004, Sansigolo (2008) verificou, para os tem-

pos de retorno de 50 e 100 anos, que sdo esperadas ocorréncias de precipitacdes
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Tabela 5 Precipitacdes mdximas (mm) esperadas em Piracicaba-SP para os tem-
pos de retorno de 10, 30, 50, 70 e 100 anos, nos meses de outubro a
margo, obtidas via distribuicdes Exponencial ;1 € Exponencialg.

Tempos de retorno
10 30 50 70 100
Exponencialsy 85,86 99,63 106,03 110,24 114,71

Meés Distribui¢do

Janeiro g onencialy 85,11 98,54 10479 10891 11327

_ Exponencialyy 94,86 114,84 12412 130,24 136,72
Fevereiro .

Exponencialy 94,10 113,86 123,04 129,09 135,50

Maro  EXponencialiny 79,01 96,197 0418 109,44 115,02

Exponencialp 7820 94,95 102,73 107,86 113,29

Outubro Exponencialysy 61,76 72,62 77,67 81,00 84,53

Exponencialp 6123 71,88 76,82 80,08 83,54

Novernbrg  EXponencialyy 8836 10570 113,77 119,08 12471

Exponencialp 86,98 103,89 111,75 116,92 12241

Desembro  EXPonencialyy 8980 10545 11273 117,52 122,60

Exponencialgy 89,19 104,62 111,79 116,52 121,53

maximas iguais ou superiores a 119 & 9mm e 129 + 10mm, respectivamente.
Pode-se observar que ja a partir do tempo de retorno de 10 anos € esperada
a ocorréncia de precipitacdes superiores a 8Smm nos meses de janeiro, fevereiro,
novembro e dezembro. A ocorréncia de precipitacdes pluviométricas dessa mag-
nitude em um curto periodo de tempo podem ocasionar enchentes e inundagdes
em Piracicaba-SP. A ocorréncia desses fendmenos pode ser associada também a
fatores relacionados a interveng@o humana sobre o meio ambiente, como desmata-
mentos de encostas, ocupacio de planicies de inundacio, ao assoreamento dos rios
e a impermeabilizacdo urbana (MARCELINHO, 2008). Uma vez que nao € pos-
sivel evitar a ocorréncia de eventos extremos de precipitacdo, a tomada de agdes
de corre¢do e de prevengao, por 6rgdos responsaveis de Piracicaba-SP, podem mi-
nimizar os eventuais danos e prejuizos que venham a ser causados por inundacdes

na drea urbana desse municipio.
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Na Tabela 6 sdo apresentados os resultados dos EQM’s mensais para as
distribuicdoes Exponencial sy, € Exponencialg. Primeiramente, foi necessdrio ve-
rificar se as observagdes mensais do periodo utilizado para estimacdo dos para-
metros e calculo das precipitacdes maximas esperadas (1917-1986) satisfazem as
pressuposi¢cdes de andlise. Pode-se observar que a pressuposicao de independén-
cia das observacdes em cada més foi satisfeita, conforme os resultados do teste de
Ljung-Box (valor p > 0,05). Além disso, os resultados do teste de KS (valor p >
0,05) indicaram que as distribui¢des Exponencial ys1- € Exponencial ; ajustaram-se
aos dados em todos os meses. Como as pressuposicdes de independéncia e ajuste
das distribui¢des foi satisfeita, pode-se proceder ao calculo dos EQM’s mensais.
Tabela 6  Erros quadraticos médios (EQM’s) mensais referentes aos niveis maxi-

mos esperados de precipitagdo em Piracicaba-SP, obtidos via distribui-
¢oes Exponencial ysy (Expasy) e Exponencial g (Expg).

Kolmogorov-Smirnov EQM
Expyy Expp Expyv  Expp
Janeiro 0,2575 0,6128 0,7253 356,71 391,52
Fevereiro 0,9667 0,8612 0,9003 26,86 35,19
Marco 0,6057 0,5126 0,5474 222,24 239,23
Outubro 0,6064 0,6533 0,7308 110,08 117,16
Novembro 0,1863 0,7016 0,5260 428,97 260,68
Dezembro 0,7492 0,6751 0,7860 572,36 535,61

Meés Ljung-Box

Pode-se observar que a distribuicio Exponencialysy forneceu menores
EQM’s nos meses de janeiro, fevereiro, marg¢o e outubro, quando comparada a
distribuicdo Exponencialg. Em termos préticos, esses resultados indicam que a
distribuicao Exponencial ;1 possui maior acurdcia na modelagem dos niveis mé-
ximo de precipitacdo nesses meses. Nesses meses, as estimativas obtidas via esti-
madores de mdxima verossimilhanga para os pardmetros da distribuicdo Exponen-

cial sdo preferidos em relacdo as estimativas obtidas via estimadores equivariantes.
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Nos demais meses (novembro e dezembro), o melhor desempenho foi alcangado
pela distribuicio Exponencialg, sendo andloga a interpretacdo dos resultados a
descri¢do realizada para a distribui¢do Exponencial,sy, isto €, nesses meses 0s
estimadores equivariantes sdo preferidos para o ajuste da distribui¢do Exponencial
em detrimento dos estimadores de maxima verossimilhanca.

Mesmo ndo apresentando melhor desempenho em quatro meses estuda-
dos, um fato importante é que os estimadores equivariantes dos parametros da
distribuicdo Exponencial fornecem mais uma op¢ao para a modelagem de dados
utilizando essa distribui¢do. Outros cendrios de andlise podem ser propostos para
a distribuicdo Exponencial com estimadores equivariantes, envolvendo aplicagcdes
com outras varidveis. Além disso, outros critérios de avaliacdo dos estimadores

podem ser adotados, em detrimento da utilizacado do EQM.

5.4 Conclusdes
(i) Em todos os periodos mensais analisados verificou-se o ajuste das distribuicoes

GP, Exponencial y;1, € Exponencial g aos dados.

(ii) A distribuicdo Exponencialysy mostrou-se mais adequada para modelar os

dados em todos os periodos mensais, quando comparada a distribuicdo GP.

(iii) Os maiores niveis de precipitacio maxima em Piracicaba-SP sdo esperados

para o més de fevereiro.

(iv) A distribui¢do Exponencial ajustada com estimativas de maxima verossimi-
lhanga apresentou maior acuricia nos meses de janeiro, fevereiro, marco
e outubro, enquanto a distribuicio Exponencial ajustada com estimativas
equivariantes apresentou melhor desempenho nos meses de novembro e de-

zembro.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Uma das justificativas para a abordagem do tema estimacdo equivariante
neste trabalho foi a caréncia observada na literatura em portugués referente a estu-
dos tratando desse importante tema da inferéncia estatistica cldssica. Esse assunto
j4 vem sendo discutido hd um longo periodo na literatura em geral. A teoria da
estimacao equivariante, para parametros de locacd@o e de escala, iniciou-se com o
trabalho de Edwin James George Pitman em 1939 e, a partir da década de 1950,
uma discuss@o mais geral sobre esse assunto passou a receber contribuicdes de va-
rios autores. Devido & caréncia de trabalhos sobre o assunto na literatura estatistica
brasileira, objetivou-se neste trabalho estudar aspectos da simetria no processo de
estimacdo, considerando as a¢des de um grupo sobre o espago paramétrico, o es-
paco amostral e o espago das estimativas. Como a proposta inicial era oferecer um
material que fosse o mais completo possivel, a fundamentagao tedrica necessaria
para a determinacdo das férmulas explicitas dos estimadores de Pitman, que sdo
os estimadores com menor risco uniforme na classe dos estimadores equivariantes
por locacdo e por escala, foi feita de forma mais detalhada possivel. Além disso,
para o enriquecimento do material foram apresentados exemplos de estimadores
de Pitman para pardmetros de locagdo e de escala de algumas funcdes densidades
muito conhecidas e utilizadas na literatura estatistica. Espera-se que este estudo
possa servir como uma referéncia a todos aqueles que se interessarem pela teoria

da estimagdo equivariante.

As préximas etapas neste trabalho de pesquisa serdo:

(i) Estudar as propriedades de admissibilidade e minimaximalidade dos estimado-

res de Pitman.

(ii) Estender a teoria da estimag@o equivariante para o contexto da inferéncia baye-
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siana, pela defini¢do de prioris invariantes.
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7 APENDICE

Os conceitos e resultados deste Apéndice também podem ser encontrados
em Mood, Graybill e Boes (1974), Alencar Filho (1985), Casella e Berger (2002)
e Martin (2010). Neste caso, as citacdes dessas referéncias serdo usualmente omi-

tidas.

A - NOCOES GERAIS SOBRE GRUPOS
Definicao (Grupo): Um conjunto ndo vazio G munido de uma operag@o bindria

9

€ um grupo se essa operagao satisfaz as seguintes propriedades:
(i) Associatividade: (a-b)-c=a- (b-c), quaisquer que sejam a, b, c € G,

(i) Existéncia de elemento neutro: existe um elemento e € G tal que a - e =

e - a = a, qualquer que seja a € G;

(iii) Existéncia de simétricos: para todo ¢ € G existe um elemento d € G tal

/ /
quea-a =a -a=e.

6 9 £

Além disso, se G € um grupo e a operagdo “-”’ é comutativa, ou seja, a-b =
b-a para quaisquer a, b € G, o grupo é denominado grupo comutativo ou abeliano,

nome em referéncia ao matemadtico noruegués do século XIX Niel Henrik Abel.

Grupos de permutacio e o grupo simétrico S,

Na teoria dos grupos chama-se permutacdo a bijecao de um conjunto nele
mesmo. Se A é um conjunto ndo vazio, pode-se denotar por S (A) o conjunto das
permutacdes do conjunto A. Nesse contexto, a composicdo de aplicagdes é uma
operagdo sobre S (A). De fato, se f e g sdo permutagdes em A, isto é, f : A — A
eg: A — A sio bije¢des, entdo a composicdo go f : A — A também é uma

bijecdo.
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Teorema: O conjunto de todas as permuta¢des de um conjunto A, S (A), munido

da operacdo composicdo de fungdes (o) é um grupo.
Prova:

Sejam f: A — A,g: A— Aeh: A — A trés permutagdes quaisquer

de A. E possivel verificar que:

(i) Associatividade:

folgoh)(x)=fllgoh) ()
= [ g (h(z))]
= [(f o g) (h(z))]
= (fog)oh(x).

(ii) Existéncia de elemento neutro: Dado que A # (), chama-se aplicagio idén-
tica de A a aplicagdo i4 : A — A, dada pela lei de formagdo iz () = =,
para todo x € A. Temos dessa forma que i4 : A — A € a permutacdo

idéntica de A. De fato,

(iaof)(x) =ia(f (x) = f(x),

e, da mesma forma,

(foia) (@)= f(ia(zx)) = [f(z).

(iii) Existéncia de simétricos: Se f é uma permutagdao de A, entio o mesmo

acontece com f~! (aplicacdo inversa de f), que também é uma bijecdo,
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sendo f~! o elemento inverso de f para a composicdo de aplicacdes, pois
foft=f"1lof =i, Defato,como f : A — A é bijetora, decorre
também que f~! é uma aplicacio de A em A. Além disso, sdo vélidas as

igualdades f (z) = ye f~! (y) = x. Consequentemente,

FUW) =yef 7 (fl@) ==,

isto €,

(fof™) ) =ye (fof)(x)=a.

Disso decorre que fo f~' =ise f~' o f = is. Portanto, (S (A),0) é um

grupo.

Um importante grupo de permutacdes é aquele em que A = {1,2,...,n},
com n > 1. Para esse caso, usa-se a notacdo .S,, em vez da notacio genérica
(S (A)), para indicar o conjunto das permutagdes sobre A. O grupo (S,,0) tem
um nome especial: grupo simétrico de grau n. Utilizando-se andlise combinatdria,
pode-se verificar que esse grupo possui ordem n!, ou seja, n! é o nimero de per-
mutacdes que podem ser construidas com n elementos. Essas permutacdes podem
ser colocadas em correspondéncia biunivoca com os elementos de .5,,.

Se A =1{1,2,...,n}, uma permutagio f de A pode ser representada pela

nota¢ao funcional:

f=A0 1), 2, f2),....(n, f ()},

ou pela usual notacdo de duas linhas:
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. 1 2 3 n
Ny f@ f3 .. fw )

Com essas notacdes estabelecidas, a permutac@o idéntica de A € escrita

como:

In={(1,1),(2,2),(3,3)...,(n,n)},

1 2 3 ... n
f( )l
1 2 3 ... n

A permutac@o inversa de uma permutac@o f : A — A é a funcéo bijetora

f~1: A — A definida como:

ou

7 ={y.2)|f (@) =y}.

Se o conjunto A = {1,2,...,n}, entdo:

= 1),1),(f(2).2).....(f(n),n)} =

{ 1),
(L) @) (n fH )},

ou seja:



186

1 2 ... n 1 2 ... n
i1 T2 ... 1ip 1 J2 - Jn

A composicio dessas permutacdes € feita da seguinte maneira:

gof: °

Jiy
pois (go f) (r) =g (f (r)) = g (ir) = ji,.

Exemplo: Considere o grupo S4. Assim,

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
2 41 3 31 4 2 1 2 3 4
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Pode-se observar, por exemplo, que a imagem de 2 pela composta se ob-

tém da seguinte maneira 2 — 1 — 2.
Uma forma de dispor os elementos de um grupo finito e verificar as suas

propriedades ¢ utilizando uma tdbua de dupla entrada.

Defini¢ao (Tabua de um grupo finito): Seja G = {a;,aq,...,a,} um grupo fi-
nito munido pela operagdo “-”. Uma tdbua do grupo (G, -) é uma tdbua de
dupla entrada que indica o resultado correspondente a operagdo para cada

par (a;, a;) de elementos de G.

al a9 a; (079
ai a1l ai2 a1j s Aln
a2 a21 a2 a2; cee a2n

a; | a;1 | ap aij | ... | amn
Qp | Anl | An2 Qnj Gnn

As tabuas dos grupos Ss e S3 s@o apresentadas no exemplo a seguir.

Exemplo: Considere os grupos S e S3. A construcio das tdbuas para esses gru-

pos € muito laboriosa, envolvendo muitos célculos. Por essa razdo, para

cada grupo serd apresentada uma composicao somente.

Primeiramente, vamos considerar a tdbua de .So. Seja:

1 2

7f1:

Sa =< fo= -
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1 2 1 2
Segue entdo que, por exemplo, f1 o fi = o =
2 1 2 1
1
= fo. Logo, a tdbua de S é dada por:
1
o | fol| f1
fo| fo| i
fil fi| fo
A tabua de S3 pode ser obtida de forma andloga. De fato, seja S5 definido
da forma:
\
I 2 3 I 2 3 1 2 3
fO = 7f1 = ) f2 =
1 2 3 2 31 3 1 2
Sg =
1 2 3 1 2 3 1 23
f3= Ja=  f5 =
1 3 2 3 21 2 1 3
Pode-se observar, por exemplo, como se obtém f; o f5. Desse modo:
1 2 3 1 23 1 23
fl (@) f5 = @] = = f4
2 31 2 1 3 3 21

As demais composi¢des podem ser obtidas da mesma forma. Ao se rea-
lizar as demais composic¢des e dispondo-se esses resultados numa tdbua, tem-se a

tabua de Ss:
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olfolfi|fa|fs|fa| S5
folfo | fu| fo| fo| fa|Ss
fiolfo | fa| fo|f5| f3a| fa
fo |l fa | Jo | Ji| fa| fs | [3
fa{fa | fa|fs | Jo| 1| [
fa | fa| fs | fa|fa| fo| Sa
s | fs | fs | fa| fr| fa] fo

Pode-se verificar que o grupo (.S3,0) ndo € abeliano. De fato, conside-

rando as fungdes fi e f3, podemos notar que:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
fiofz3= o = =f5

2 3 1 1 3 2 2 1 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3
fzofi= o = = f4

1 3 2 2 3 1 3 2 1

Portanto, f1 o f3 # f3 o f1, ou seja, o grupo (.53, o) ndo € abeliano.

Acio de grupos, orbita e transitividade

O grupo S (X) das permuta¢des de um conjunto X possui um importante
papel na teoria dos grupos. Esse grupo esta associado ao conjunto X, o qual tem
seus elementos “transformados” pelos elementos de S (X). A generaliza¢do da
relagdo entre o grupo S (X)) e o conjunto X pode ser feita mediante o conceito de

acdo de um grupo, que indica como um grupo G atua em um conjunto X .

Definicao (A¢ao de um grupo): Seja G um grupo e X um conjunto nao vazio.
Uma agdo de um grupo G em um conjunto X é uma fungdo G x X — X,

com (g,x) — ¢ - x, tal que as seguintes condi¢oes sdo satisfeitas:
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(i) (9192) -7 =g1- (92 ), paratodo g1,92 € Gex € X,
(ii) eg - x = z, paratodo x € X, em que e € a identidade de G.

A aglo de G em X ¢é representada por g - x para distinguir do produto
usual gx. Dizemos que G age sobre X e que X € um G-conjunto. A defini¢do de
acdo de um grupo fornece uma interessante ideia sobre a interagdo de um grupo e
um conjunto ndo vazio X qualquer. Essa defini¢do fornece a nocao de que grupos
operam ou agem em determinados conjuntos, alterando os seus elementos de lugar.
Nesse sentido, podemos notar que a funcio identidade e : X — X opera fixando

cada elemento de X, isto é, e - x = .

Definicao (Orbita de um grupo): chama-se drbita de um grupo GG, que atua em

um conjunto X, o subconjunto de X tal que:
o(x)={g-z:9€GzeX}.

Outra forma de definir 6rbita de um grupo € utilizar a defini¢do de equi-
valéncia. Para um grupo G de permutacdes de X, dois pontos x1,x2 € X sdo
equivalentes se existe um g € G tal que g - 1 = 2. A totalidade de pontos equi-
valentes para um dado ponto, e consequentemente para qualquer outro, ¢ chamado
6rbita de G.

A agdo de um grupo G sobre X € transitiva se existe somente uma Orbita.
Nesse caso, uma ac¢io de um grupo GG em um conjunto X € dita transitiva quando

uma das condi¢des equivalentes i), ii) e iii) ocorre:
(i) 3z € X talque o (x) = X.
(ii) Paratodo z,y € X,dg € Gtalquexz =g - y.

(iii) Paratodoz € X,0(z) = X.
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B - ABORDAGEM BAYESIANA NA ESTIMACAO

O teorema de Bayes representa um importante resultado na estatistica ma-
tematica. Suas origens estdo relacionadas a publicacio do artigo An essay towards
solving a problem in the doctrine of chances (Ensaio buscando resolver um pro-
blema na doutrina das probabilidades) de Thomas Bayes (?-1761). Pouco se co-
nhece sobre a vida de Thomas Bayes. Sabe-se que ele foi um reverendo presbi-
teriano que viveu na Inglaterra do século XVIII. Um ponto interessante sobre o
teorema de Bayes é que esse resultado somente foi conhecido pela comunidade
cientifica inglesa de seu tempo gragas a Richard Price (1723-1791). Richard Price
era fildsofo e amigo de Thomas Bayes. Em 1763, dois anos apds a morte de Bayes,
Price encontrou entre os papéis do reverendo o artigo An essay towards solving a
problem in the doctrine of chances. O artigo continha a demonstragcdo do famoso
teorema. Price foi o responsdvel por apresentar o artigo a Royal Society. Mas
coube ao matemdtico francés Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) a divulgacdo
do teorema de Bayes para a comunidade cientifica em geral. Isso ocorreu porque
apos a publicagdo do artigo de Bayes pela Royal Society, o artigo caiu no esqueci-
mento e coube a Laplace o seu resgate em 1812, em seu livro Théorie Analytique
des Probabilités.

Considere uma parti¢do finita A1, Ao, ..., A, do espaco amostral X", em
que P (A;) >0, A;NA; =0 (i # j)elJ; Ai = X". Considere também um evento
B qualquer, tal que P (B) > 0 e tal que esse evento possa ser decomposto na uniéo
de conjuntos disjuntos A;’s, isto é, B = |J, (4; N B). Com esses elementos, o

teorema de Bayes pode ser enunciado da seguinte forma:

P(B|A;))P(A;) P (B|A;)P(A)

P(A|B) = -
P(B) S° P (B|A;) P (A)
=1

) (7.1)
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em que:

P (A; |B) sdo probabilidades a posteriori;
P (A;) sdo probabilidades a priori;

P (B |A;) sdo probabilidades condicionais.

A importancia do teorema de Bayes fundamenta-se no fato desse teorema
conectar a inferéncia racional, ou seja, a probabilidade a posteriori (lado esquerdo
do teorema), a subjetividade ou crenca do pesquisador (probabilidade a priori)
mais as informacdes empiricas (probabilidades condicionais), ambas do lado di-
reito. Dito de outra forma, o teorema de Bayes € um dos poucos teoremas matema-
ticos que associa, pela probabilidade a posteriori, a crenga anterior do pesquisador
mais as informacdes que se originam com a observacdo dos dados. Além disso,
o teorema de Bayes é o fundamento de todo um ramo da estatistica conhecido
como estatistica bayesiana. Nesse ponto, é necessario abordar de forma bem geral
a diferenca bdsica que distingue a filosofia da inferéncia bayesiana em relagdo a
inferéncia cldssica, com respeito a um pardmetro 6.

Na andlise estatistica classica, assumi-se que # é uma quantidade que in-
dexa uma familia de distribui¢des {f (-;6)}, sendo essa quantidade um valor fixo
e desconhecido. Busca-se dessa forma obter informagdes sobre o pardmetro popu-
lacional, visando-se obter generaliza¢des para a populacio a partir de uma amostra
representativa da mesma. Todavia, em diversas situacdes € comum que o pesquisa-
dor possua alguma informagao sobre . Nesse caso, associada a pressuposi¢do de
que uma amostra aleatéria (X1, . .., X,,) de uma caracteristica de interesse provém
de uma populagdo com distribuicdo fx (x;6), tem-se também que o pardmetro ¢
¢ um valor de uma varidvel aleatéria, digamos ©. Suponha que o interesse seja
estimar alguma fung¢@o de 6, ou seja, w (¢). Como O é uma varidvel aleatéria, ela

possui uma distribui¢do. Dessa maneira, sejam G (-) = Go () e g(-) = go (*)
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respectivamente a fda e a fdp de ©. Assumi-se nesse caso que ambas fungdes nido
possuem paridmetros desconhecidos.

Como mencionado, na abordagem bayesiana 6 representa o valor da va-
ridvel O, cuja variabilidade pode ser descrita pela distribuicdo ge (-). Essa dis-
tribuic@o € subjetiva, isto é, baseia-se na crenca (ou experiéncia) do pesquisador.
A formulagdo da distribui¢do ge (-) ocorre antes da observagdo dos dados e por
essa razdo, ela € conhecida como distribuicdo a priori. Quando uma amostra é
coletada de uma populagéo indexada por 6, a distribuicéo a priori € atualizada com
as informagdes adquiridas da amostra. A distribuicdo a priori atualizada é, por sua

vez, chamada de distribuicdo a posteriori.

Uma observacio sobre a notacdo: Na estatistica bayesiana ¢ comum que as dis-
tribui¢des a priori e a posteriori sejam denotadas respectivamente por 7 (-) e
7 (- |x). Nesse caso, a partir desse ponto serd adotada a notagdo mais comum
na literatura. Além disso, na inferéncia cldssica ¢ comum a utiliza¢do da no-
tacdo fx (z;0) para indicar a densidade de uma varidvel aleatdria X, para
cada 0 € ©O. Entretanto, para indicar que o pardmetro 6 é o valor de uma
varidvel aleatéria ©, serd adotada a notagdo fx|g (|6), que corresponde a

densidade condicional de X dado © = 6.

A atualizag@o da priori ocorre pela aplicagdo direta do teorema de Bayes
(7.1), o que justifica o nome estatistica bayesiana. Suponha que uma amostra
(x1,...,xy) tenha sido observada. Considerando uma fdp f qualquer indexada
por 6 e uma priori 7 () estabelecida pelo pesquisador, o teorema de Bayes pode

ser expresso em termos de densidades, o que € o resultado da definicdo a seguir.

Defini¢ao (Distribuicdo a posteriori): Se 7 (0) é a distribui¢do a priori de O,

chama-se distribuicdo a posteriori, a densidade condicional de © dada a
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amostra X, que pode ser expressa por:

fxje (x10) 7 (0)
fx (x)
fxje (x10) 7 (0)

- fc®. 7.2
Jo fxjo (x10) 7 (6)do’ € (7.2)

mex (0]x) =

Quando a amostra € iid, a posteriori é dada por:

Lﬁl fxje (zi |9)} 7 (0)

Tolx (0[x) = o -
fo | H Ao a:10)|  0)at

A distribuicdo a posteriori representa a distribuicéo de O, apds uma amos-
tra {x1,...,x,} ter sido observada. Uma caracteristica importante e que difere
uma andlise bayesiana de uma andlise estatistica cldssica é que, a distribui¢do a
posteriori € utilizada para fazer inferéncias acerca de 6, que é um escalar ou vetor
aleatério. Nesse sentido, a atitude inicial do pesquisador diante de um problema,
caracterizado por seu conhecimento prévio fornecido em 7 (), modifica-se em
consideracdo as informacdes contidas na amostra observada. Essa nova atitude do
pesquisador diante do problema sob investigacdo € traduzida pela distribui¢do a
posteriori g x (€]x).

Se o objetivo reside em estimar 6, a média da distribuicdo a posteriori pode
ser empregada como uma estimativa. Em geral, pode-se estimar w () utilizando a

média de w (©), apds a amostra ter sido observada, ou seja, E [w (O) |x1, ..., 2y].

Defini¢ao (Estimador de Bayes a posteriori): O estimador de Bayes de w (6) em

relag@o a priori 7 () é definido como:
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PLo(©) X = ai] = [ w(6) ra (61x)d0

- [0

Ll;n[l fxje (i !9)] ™ (0)
J [ﬁ fxje (@i !9)] 7 (0) df

do

As informagdes adicionais adquiridas com a distribuicdo a priori podem
ser utilizadas em associagdo com as fungdes perda e risco para selecionar um esti-

mador 6timo. Mas antes é necessario definir o risco de Bayes de um estimador.

Definicao (Risco de Bayes): Seja (X7,...,X,) uma amostra aleatéria de uma
densidade fxje (x|©). Chama-se risco de Bayes de um estimador § (X),
em relagdo a funcéo perda L (+; -) e distribui¢@o a priori 7 (+), a fungdo dada

por:

r(0) =rp. () = /@R((S, 0)m(0)do.

O risco de Bayes de um estimador € um niimero real util para comparagdo
e selecdo de um estimador. De forma andloga a comparagdo de estimadores com
base na funcao risco cldssica, ao comparar-se dois estimadores serd adotado aquele
que possua menor risco de Bayes. Uma diferenca importante é que a adogdo do
risco de Bayes, com uma funcao perda e uma priori adequada, permite, de fato, a

obtencdo de um estimador com risco minimo.
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Definicéio (Estimador de Bayes): Seja ' um estimador qualquer de w (0). O es-

timador d, € o estimador de Bayes de w (0) se:

r(8;) <7 (5) :

dado qualquer outro estimador &' de w (6).

O estimador de Bayes a posteriori foi definido sem meng¢do de uma fungao
perda. Porém, na defini¢do do risco de Bayes € exigido a especificacdo de uma
funcdo perda, para o seu cdlculo utilizando a funcao risco. Desse modo, o risco de

Bayes de um estimador ¢ € dado por:

= / R (5,0) 7 (0)d6
Q]

I
T
o

h

=

[«%)

>
X
€
=
P
@
i
=
S—

QL

>
H,—/

—1=
QL
3

fxje (x10) () A
/@ L6 (x),w () ) /x (x) dH} Hda;,

I
T
e

h

(6 (x) 0 (8)mpx (0]) fx (x de} [

:/n{/@L((S(x,) w (0))mep (8]%) d@}fx Hcm

Nesse caso, o estimador de Bayes é o estimador que minimiza essa ex-

pressdo. A minimizacdo é obtida minimizando-se a integral interna:
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/ L(0(x),w(0)Tex (0]x)do.
e

Essa dltima integral ¢ denominada algumas vezes risco a posteriori e, por-

tanto, o estimador de Bayes € o estimador que minimiza o risco a posteriori.
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C - CONCEITOS E RESULTADOS MATEMATICOS
O objetivo nessa parte do Apéndice é oferecer ao leitor alguns conceitos e

resultados matematicos que foram utilizados ao longo do trabalho.

Definicdo (Estatistica suficiente): Uma estatistica 7" (X) é uma estatistica sufici-
ente para 6 se, e somente se, a distribui¢do condicional da amostra X dado o

valor de 7" (X), ndo depender de 6, para qualquer valor de 7" (X).

Teorema da fatoracdo: Seja f (x;6) a fdp conjunta de uma amostra X. Uma es-
tatistica 7' (X) € a estatistica suficiente para # se, ¢ somente se, existirem
fungdes g (t;0) e h (x) de modo que, para todos os pontos amostrais X e

todos os pontos de pardmetro 6,

f(x:0) =g (T (x);0) h(x)

Definicao (Estatistica suficiente minima): Seja f (x; 6) a fdp de uma amostra X.
Suponhamos que exista uma fungio 7" (x) de modo que, para cada dois pon-
tos amostrais X e y, a razao % seja constante como uma funcio de ¢
se, e somente se, 7' (x) = T (y). Entdo, T (X) é uma estatistica suficiente

minima para 6.

Definicao (Estatistica ancilar): Uma estatistica 7' (X) cuja distribui¢do ndo de-

pende do pardmetro 6 € chamada estatistica ancilar.

Definicao (Estatistica completa): Seja f (¢;0) uma familia de fdp’s para uma es-
tatistica 7" (X). A familia de distribui¢des de probabilidade ¢ chamada com-
pleta se Ey[g (T')] = 0 para todo 6, o que implica que Py g (T) =0] = 1
para todo 6. A estatistica T (X) é chamada de uma estatistica completa se,

e somente se, sua familia de densidade é completa.
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Teorema de Basu: Se 7' (X) é uma estatistica suficiente minima e completa, en-

tdo 7' (X) é independente de toda estatistica ancilar.

Teorema Lehmann-Schefté: Seja (Xi,..., X)) uma amostra aleatéria da den-
sidade f (x;0). Se S = s(X1,...,X,) é uma estatistica suficiente e com-
pleta, e, se T' = t(5), uma fungdo de S, é um estimador ndo viesado de

w (#), entdo T é um UMVUE de w (0).

Teorema de Gauss-Markov: Se E [y] = X3 e cov (y) = oI, os estimadores de
minimos quadrados Bj, 7 = 0,...,k, tem varidncia minima entre todos os

estimadores lineares ndo viesados.

Desse teorema segue o seguinte coroldrio, que é uma extensio para as

combinagdo linear dos 3’s.

Corolario: Se Ely] = X8 e cov(y) = o?lI, o melhor estimador linear ndo

. / L, A A, . L.
viesado de a 3 é a 3, em que 3 é o estimador de minimos quadrados

3= (XX) “XYy.



