7 JUgUn

UNIVERSIDADE FEDERAL DE LAVRAS

VANESSA SIQUEIRA PERES DA SILVA

TESTES PARA A IGUALDADE DE
MATRIZES DE COVARIANCIAS DE DUAS
POPULACOES NORMAIS
MULTIVARIADAS DEPENDENTES

LAVRAS - MG
2015






VANESSA SIQUEIRA PERES DA SILVA

TESTES PARA A IGUALDADE DE MATRIZES DE COVARIANCIAS DE
DUAS POPULACOES NORMAIS MULTIVARIADAS DEPENDENTES

Tese apresentada a Universidade Federal
de Lavras, como parte das exigéncias do
Programa de P6s-Graduagdo em Estatistica
e Experimentacdo Agropecudria, drea de
concentra¢do em Estatistica e Experimen-
tacdo Agropecudria, para obtencdo do ti-
tulo de Doutora.

Orientador
Dr. Daniel Furtado Ferreira

LAVRAS - MG
2015



Ficha catalografica elaborada pelo Sistema de Geracao de Ficha
Catalografica da Biblioteca Universitaria da UFLA, com dados
informados pelo(a) proprio(a) autor(a).

Silva, Vanessa Siqueira Peres da.

Testes para a igualdade de matrizes de covaridncias de duas popu-
lagdes normais multivariadas dependentes / Vanessa Siqueira Peres da
Silva. — Lavras : UFLA, 2015.

150 p. :il.

Tese (doutorado) — Universidade Federal de Lavras, 2015.
Orientador: Daniel Furtado Ferreira.
Bibliografia.

1. Matrizes de Covaridncias. 2. Simulacdo. 3. Monte Carlo. 4.
Erro tipo L. 5. Poder. 1. Universidade Federal de Lavras. II. Titulo.




VANESSA SIQUEIRA PERES DA SILVA

TESTES PARA A IGUALDADE DE MATRIZES DE COVARIANCIAS DE
DUAS POPULACOES NORMAIS MULTIVARIADAS DEPENDENTES

Tese apresentada a Universidade Federal de La-
vras, como parte das exigéncias do Programa de
Pés-Graduacdo em Estatistica e Experimentacio
Agropecudria, drea de concentracido em Estatistica
e Experimentacdo Agropecudria, para a obtencio
do titulo de Doutor.

APROVADA em 27 de fevereiro de 2015.

Dr. Eric Batista Ferreira UNIFAL
Dr. Denismar Alves Nogueira UNIFAL
Dr. Julio Silvio de Sousa Bueno Filho UFLA
Dr. Devanil Jaques de Souza UFLA
Orientador

Dr. Daniel Furtado Ferreira

LAVRAS - MG
2015






Ao Michael, meu querido e adordvel esposo.

DEDICO E OFERECO






AGRADECIMENTOS

A Deus, pela minha vida e por ter me dado sabedoria para concluir este traba-
lho.

Ao meu orientador, professor Daniel Furtado Ferreira, por todos os conselhos,
pela dedicacdo, aten¢@o, amizade, paciéncia, pela excelente orientacdo ao longo
desses quatro anos. Obrigada por acreditar em mim e depositar a sua confianga
no meu trabalho. Admiro o seu trabalho e a sua dedicacdo. Durante toda a minha
vida vocé serd a minha inspiracao.

Aos professores Devanil Jaques de Souza, Eric Batista Ferreira, Denismar Al-
ves Nogueira, Marcelo Tavares e Jilio Silvio de Sousa Bueno Filho por terem
aceitado o convite para participar da banca examinadora, pelas sugestdes e criticas
durante o Exame de qualificacdo e a defesa.

A professora Thelma Séfadi, pelos ensinamentos repassados durante a disci-
plina de Séries Temporais, e por ser essa pessoa tdo gentil.

Ao Michael, meu esposo, por cuidar de mim com tanto amor e carinho, pela
paciéncia, confiancga, respeito e incentivo. Serei eternamente grata a voce.

Aos meus pais, Paulo José e Maria Terezinha, pela educacdo, apoio, cuidado e
carinho que sempre tiveram comigo.

Ao meu irmao Tiago, por cuidar dos meus pais nos momentos em que estive
ausente.

A minha avé Abadia (in memoriam), que me ensinou a orar a Deus, pelo seu
exemplo de vida.

A minha tia Cida, por ter me ajudado no momento em que mais precisei, e
por interceder a Deus por mim em suas oracdes. Obrigada pelo carinho, amor,

dedicac@o e apoio.



A todos os meus familiares que torceram por mim e a todos aqueles que con-
tribuiram de alguma forma para o meu crescimento e sucesso. DEUS os abencoe
e proteja.

Em especial, as minhas amigas e companheiras de reptiblica, Marina de Paiva
Resende Toledo, Fldvia Freire de Siqueira, Anna Carolina Rezende, Ana Carolina
Le Senechal, Patricia Avelar e Luciana Helena Gama Reis, pela amizade, boa con-
vivéncia, apoio, carinho e pelas alegrias vividas em todos esses anos. Obrigada
por tornarem a minha estadia em Lavras mais agradavel.

Aos meus amigos Luiz Carlos Frantz Loose e Mariza Bairros, pela receptivi-
dade em Sao Sepé-RS, e pelo cuidado, carinho, atencdo e amor que sempre tiveram
comigo e com o Michael.

A todos os colegas do mestrado e doutorado, e aos funciondrios do Departa-
mento de Ciéncias Exatas (DEX) por serem sempre tdo gentis e prestativos, em
especial: Josiane de Oliveira Pinto, Maria das Dores Corréa Santos, Josiane Cris-
tina Pinto de Oliveira e Nddia Ferreira.

Aos meus colegas que se tornaram amigos: Felipe Andrade Velozo, Isabel de
Sousa Amorim, Danielle Gongalves de Oliveira Prado, Larissa Ribeiro de An-
drade, Caroline Oliveira Santos e Diana Campos de Oliveira.

A Universidade Federal de Lavras e ao departamento de Ciéncias Exatas (DEX),
pela oportunidade concedida para a realiza¢do do doutorado.

A Coordenagdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES),
pela concessao de bolsa de estudos.

A Universidade Federal de Santa Maria e ao departamento de Estatistica por
terem me concedido afastamento para conclusio deste trabalho.

Aos colegas de trabalho do Centro de Ciéncias Naturais e Exatas (CCNE) da

Universidade Federal de Santa Maria.



A todos os professores do Departamento de Ciéncias Exatas da Universidade
Federal de Lavras, pelos conselhos e ensinamentos transmitidos.
Serei eternamente grata a todas as pessoas que me ajudaram de alguma forma

a realizar este trabalho.



“A tarefa ndo € tanto ver aquilo que
ninguém viu, mas pensar o que
ninguém ainda pensou sobre aquilo que

todo mundo vé.”
Arthur Schopenhauer

“Conhecimento néo € aquilo que vocé
sabe, mas o que vocé faz com aquilo

que vocé sabe.”

Aldous Huxley






RESUMO

Em algumas situa¢des experimentais das ciéncias bioldgicas, fisicas e humanas
€ comum o pesquisador ter o interesse em fazer comparagoes de matrizes de vari-
ancias e covariancias de duas populacdes. Se as amostras das duas populagdes sdo
independentes nenhuma covaridncia entre elas € esperada. No entanto, os dados
amostrais podem ser emparelhados, em situagdes em que um grupo de varidveis é
mensurado antes e ap0s a realizacdo de um determinado tratamento. Para o caso
em que apenas uma varidvel é mensurada em cada situacao, pré (X) e pés (Y) tra-
tamento, Morgan (1939) e Pitman (1939) propuseram um teste ¢ exato baseado na
correlacdo entre as varidveis normais X e Y e na correlacdo de duas novas varid-
veis que sdo combinacdes lineares de X e Y. O teste de Morgan (1939) e Pitman
(1939) considera, no entanto, apenas a situagdo de g = 2 populagdes e p = 1 va-
ridvel. Para o casode g > 2 e p > 1 varidvel algumas solucdes sdo propostas na
literatura. Entretanto, todos sdo testes assintdticos. Para tanto, este trabalho foi
proposto procurando generalizar o teste de Morgan (1939) e Pitman (1939) para o
caso multivariado, considerando a situagdo de ¢ = 2 populagdes. Testes de com-
paragdes de covaridncias na presenca de correlagdo foram propostos pelo método
bootstrap nao-paramétrico (t,), maximizacdo de pyy para otimizar o a paramé-
trico (¢,) e pela fixacdo do @ num vetor de uns (7.) e a avaliacdo do seu desempenho
e comparacdo com os demais testes foram realizadas. As conclusdes alcangadas
sobre o desempenho dos testes foram divididas em dois casos. No primeiro caso,
em que considerou-se p = 2, concluiu-se que dentre os testes que controlaram o
erro tipo I, os testes LRT3 e W, foram superiores aos seus competidores em todas
as situacdes estudadas. O teste fp, foi considerado intermedidrio e os testes #, €
t. foram inferiores aos demais. No segundo caso, em que considerou-se p = 4 e
p = 10, concluiu-se que os testes 4, . € #, se destacaram por apresentarem um
6timo desempenho, com marcas de quase sempre 100% quando n > 20. Portanto,
recomenda-se a aplicagdo dos testes propostos f. € f, em situagdes reais.

Palavras-chave: Matrizes de covariincias. Simulagdo. Monte Carlo. Poder. Erro
tipo L.






ABSTRACT

In some experimental situations of biological, physical and human sciences is
common the researcher be interested in making comparisons of variance and co-
variance matrices of two populations. If two populations samples are independent
it is expected no covariance between them. However, in situations where a group
of variable is measured before and after the performance of a particular treatment
the sample data can be paired. For the case where only one variable is measured in
each situation, pre (X) and post (Y) treatment, Morgan (1939) and Pitman (1939)
proposed an exact ¢ test based on the correlation between the normal variables X
and Y and the correlation of the two new variables that are linear combinations
of X and Y. However, the test proposed by Morgan (1939) and Pitman (1939)
considers only situations where we have ¢ = 2 populations and p = 1 variable.
In the literature, some solutions are presented for the case of ¢ > 2 and p > 1
variable. However, all are asymptotic tests. Therefore, the propose of this work is
to generalize the Morgan (1939) and Pitman (1939) test for the multivariate case,
considering the situation of ¢ = 2 populations. We proposed covariance compa-
risons tests in the presence of correlation by the nonparametric bootstrap method
(tp,)- The pyy was maximized to optimize the a parametric (#,) and for setting
the a in an unitary vector (#.). Then we evaluate the performance of these tests
and compare them with the others. We separated the conclusions regarding the
performance of the tests in two cases. In the first case, which p = 2 was consi-
dered, it was found that, among the tests that controlled the type I error, the tests
LRT3 and W, were better than their competitors in all situations studied. The ¢,
test was considered intermediate and the ¢, and ¢. tests were lower than the others.
In the second case, which p = 4 and p = 10 were considered, it was found that
the 1,, ¢, and #;, tests stood out for having a great performance, achieving 100%
marks almost always when n > 20. Therefore, in real situations, we recommend
the application of the 7. and #;, tests proposed in this work.

Keywords: Covariance matrices. Simulation. Monte Carlo. Power. Type I er-
TOf.
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1 INTRODUCAO

E comum em determinadas situa¢des experimentais o pesquisador estar inte-
ressado em comparar matrizes de variancias e covariincias de duas populacdes.
Se as amostras de ambas as populacdes sdo independentes nenhuma covariancia
entre elas € esperada. Por outro lado, os dados amostrais podem ser emparelhados
em situagdes em que um grupo de varidveis € mensurado antes e apds a realizacio
de um determinado tratamento ou, ainda, em situagdes na genética em que as me-
didas sdo realizadas em uma geracdo e, também, na geragao filial derivada de cada
individuo, sendo a genealogia preservada. Também ocorre esse tipo de situacio
em casos em que uma amostra € avaliada em dois diferentes estigios temporais,
os denominados dados longitudinais. Se em todos os casos o interesse é focar
na comparacdo das matrizes de covariancias das populagdes, ndo é possivel, por
exemplo, aplicar o teste de Bartlett (1937). A razdo para isso € que, de alguma
forma, esses dados sdo correlacionados e o teste possui baixo poder em detectar
possiveis diferencas na matriz de covaridncias, uma vez que se viola a pressuposi-
cdo, para sua aplicagdo, de que as duas populacdes sao independentes.

Para o caso em que apenas uma varidvel é mensurada em cada situacdo, pré
(X) e p6s (Y) tratamento, Morgan (1939) e Pitman (1939) propuseram um teste ¢
exato baseado na correlacdo entre as varidveis normais X e Y e na correlacio de
duas novas varidveis, U e V, que sdo combinagdes lineares de X e Y. O teste de
Morgan (1939) e Pitman (1939) se torna bem mais poderoso do que as alternativas
existentes para dados ndo correlacionados a medida que a correlacdo entre X e Y
tende a 1 ou a -1. Esse teste considera, no entanto, apenas a situagdo de g = 2
populacdes e p = 1 varidvel. Para o caso de ¢ > 2 populacdes e p > 1 varidvel,

algumas solugdes sao propostas na literatura (BHATTACHARIJEE; ALAM, 1982;
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BOGLE; HSU, 2002; CHU; PILLAI, 1980; HAN, 1968; HAYAKAWA, 1987; JI-
ANG; SARKAR, 2000, 2002; JIANG; SARKAR; HSUAN, 1999; PIEPHO, 1997;
SHAPIRO; COHEN, 1990). No entanto, todos sdo testes assintoticos.

Morgan (1939) e Pitman (1939) propuseram pela primeira vez o teste da razdo
de verossimilhancgas para a igualdade das variincias, em uma populagdo normal
bivariada, ou seja, p = 1 varidvel e g = 2 populagdes, com correlacdo desconhe-
cida. Desde entdo, muitos pesquisadores t€ém explorado ainda mais este problema.
Na auséncia de quaisquer suposi¢des restritivas sobre a estrutura de dependéncia
entre duas populagdes normais multivariadas correlatas, Roy e Potthoff (1958) e
Smith e Kshirsagar (1985) tentaram obter um teste para a igualdade das matrizes
de covariancias de dois vetores aleatdrios (JIANG; SARKAR, 2002).

De acordo com Jiang e Sarkar (1998), Roy e Potthoff (1958) tentaram pela
primeira vez resolver o problema para p > 2 e ¢ > 2. Mas, segundo Jiang e Sar-
kar (1998) existe uma falha nos argumentos principais de Roy e Potthoft (1958).
Smith e Kshirsagar (1985) abordaram o problema de testar 3311 = 35, utilizando o
método da razdo de verossimilhancas, em que X e 3, sdo as matrizes de cova-
ridncias das populacdes 1 e 2, respectivamente. Mas, de acordo com Jiang e Sarkar
(1998), a aplicagdo desse teste € extremamente complicada, devido a dificuldade
em obter uma expressdo analitica explicita do estimador de mdxima verossimi-
lhanga da matriz de covariancias sob a hipétese nula, e o algoritmo de Smith e
Kshirsagar (1985) ndo € eficiente na obtencdo de um estimador valido da matriz
de covariancias (JIANG; SARKAR, 1998). Em vista do fato de que os testes exa-
tos serem dificeis de se formular, Jiang e Sarkar (1998) propuseram alguns testes
assintdticos, vidveis para duas normais bivariadas dependentes, explorando a nor-
malidade assintética dos momentos amostrais de segunda ordem. Jiang, Sarkar e

Hsuan (1999) propuseram ainda um esquema iterativo eficiente para encontrar o
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estimador de maxima verossimilhanca da matriz de covariancias e desenvolveram
o teste da razdo de verossimilhancas com versdes modificadas. No contexto de um
delineamento cruzado, Jiang e Sarkar (2001) construiram um teste assintético, o
teste da razdo de verossimilhangas, e suas modificacdes para a igualdade das ma-
trizes de covariancias de sujeito tnico (ou intra-sujeitos), e propuseram um teste F
exato quando os vetores de resposta sdo bivariados.

Para lidar com o problema de comparar matrizes de covariancias de distribui-
cdes normais dependentes este trabalho generaliza o teste de Morgan (1939) e
Pitman (1939) para o caso multivariado, considerando a situacdo de ¢ = 2 po-
pulagdes. Para isso, na se¢do 2, procurou-se revisar alguns dos principais testes
utilizados para comparar matrizes de covariancias de duas ou mais populacdes cor-
relacionadas. Na sec¢do 3 buscou-se desenvolver teoricamente 0s testes propostos
(bootstrap nao-paramétrico (#5,), maximizagdo de pyy para otimizar o @ paramé-
trico (t,) e o teste f., obtido fixando o @ num vetor de uns). Posteriormente, foram
construidas matrizes de covariancias positivas definidas, provenientes de p = 4 e
p = 10 populagdes, com o intuito de avaliar as taxas de erro tipo I e poder dos tes-
tes t4, t. € fp,. Finalmente, na sec¢do 4, comparagdes utilizando simulagdo Monte
Carlo foram realizadas, considerando p = 2, para avaliar o desempenho dos testes
propostos em relacdo aos testes existentes, propostos por Jiang e Sarkar (1998)
(W3 e Ws) e Jiang, Sarkar e Hsuan (1999) (LRT, LRT,, LRT; e LRT3). Os testes
propostos por Jiang e Sarkar (1998) e Jiang, Sarkar e Hsuan (1999) se limitaram a
apenas duas varidveis. Portanto, ndo foi possivel fazer comparacdes desses testes

com 0s testes propostos (#,, #. € tp,), considerando p = 4 e p = 10.
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2 REFERENCIAL TEORICO

2.1 Comparacoes de matrizes de covariancias de normais dependentes

A comparacdo de matrizes de covariancias para varidveis correlacionadas surge
em diversas situacdes das ci€ncias bioldgicas, fisicas e humanas. Em estudos de
comparagdes emparelhadas ou de dados longitudinais muitas vezes o interesse re-
cai na comparagdo de matrizes de covariincias de duas ou mais popula¢des. Mui-
tos métodos foram delineados para comparar a homogeneidade de varidncias ou
de matrizes de covaridncias na presenca de correlacdo (PIEPHO, 1997; JIANG;
SARKAR; HSUAN, 1999).

Para descrever o problema suponha que X € um vetor aleatério de dimen-
sdo (pg x 1), composto de g grupos de p varidveis aleatérias cada, i.e., X' =
(X[, X, ..., XqT], emque X, = [ X1, Xpp, .., Xjpl, i = 1....,q.

Suponha, adicionalmente, que X tem distribui¢do normal pgq - variada, Np,(u, X),
com média p e covaridncia 3 desconhecidas. Considere a particdo de 3, de

acordo com os ¢g grupos, dada por

Y Y oo Xy
o1 X oo 3y
' (2.1)
| g1 B o X |
em que X;; é uma matriz (p X p) parai, j=1,...,q.
O objetivo € testar a hipétese Hy : Xy = Xy = --- 3y, contra a hipotese

alternativa X;; # X;; paraalgumi # j=1,2,...,q.
O primeiro a considerar esse problema foi Finney (1938) para o caso de p = 1

e ¢ = 2 supondo correlagdo conhecida e, posteriormente, Morgan (1939) e Pit-
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man (1939) propuseram o teste para correlagdo desconhecida. O caso de p = 1
e g > 2 foi explorado por vérios outros autores posteriormente (BHATTACHAR-
JEE; ALAM, 1982; CHOI; WETTE, 1972; COHEN, 1986; HAN, 1968; HARRIS,
1985; LEVY, 1976; SHAPIRO; COHEN, 1990).

Cirillo et al. (2010) propuseram alguns testes multivariados para comparar g-
matrizes de covariancias de populagdes normais dependentes. Esses testes foram
construidos com base na observacdo multivariada, representada pelo vetor de va-
ridvel aleatéria X, em que cada componente X", X, ..., X qT definiu vetores de
varidveis aleatdrias, definidos por X; = (Xji,...,X jp)T comj=1,...,4,em que
g correspondeu ao nimero de populacdes e p ao nimero de varidveis. O vetor de
varidveis aleatérias X foi obtido por meio de uma distribuicio normal multivari-

ada, Nj,(p,%), cujos parametros foram especificados por:

M1

211 Ce Elq
M2
Hpgx1) = | | € X pgxpg) =
g ... By
| Hq |
A hipdtese de interesse foi descrita como Hy : Xy = X = ... = X,

versus H; : pelo menos uma matriz de covariancias X;; difere das demais. Os
critérios propostos por Cirillo et al. (2010) e usados como regra de decisdo foram
determinados em fun¢ao da razdo de variincias generalizadas, definidas pela razio
dos determinantes A e pela razdo dos tragos Ay(). Os estimadores das matrizes de
covariancias populacionais foram apresentados por Cirillo et al. (2010) e gerados

via os métodos bootstrap, a partir de amostras provenientes da distribuicao Wishart
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Invertida, que denominaram as razdes de variancias generalizadas por:

m;lx(lEjjl) mJaX(Trago[Ejj])
1 L A = ;
% (S O ™ T min(Tragol)

] i

mj’c_lx(lsjjl) m?X(Trago[Sjj])
A = - A = 5
O mingSh 00 7”7 min(TragolS))

] i

em que S; representou a matriz de somas de quadrados e produtos amostrais da
J-€sima populagdo e X;; (j = 1,2, ..., q) (CIRILLO et al., 2010).

Cirillo et al. (2010) utilizaram a razdo de varidncias generalizadas, ora razao
dos determinantes ora razdo dos tracos, na construcdo dos testes. Todos os critérios
foram avaliados em diferentes combinagdes de tamanho amostral (n), nimero de
populacgdes (g), nimero de varidveis (p) e grau de heterogeneidade das matrizes de
covariancias (6). Além disso, para todas essas situa¢des, considerou-se a estrutura
autorregressiva de primeira ordem com alta e baixa correlagdo, respectivamente,
sintetizadas pelas correlacdes globais p = 0,80 e p = 0,20.

As matrizes de covariancias geradas por Cirillo et al. (2010), pelo método bo-
otstrap, no qual foram obtidas considerando uma alta correlacdo (o = 0,80), apre-
sentaram poder inferior, quando as mesmas foram submetidas a baixa correlagdo
global. Para amostras menores (n = 20) os testes apresentaram baixo poder em
todas as correlagdes globais. Em todas as situacdes estudadas, considerando o
controle do erro tipo I e o poder, recomenda-se o uso regular do teste baseado na

razdo de determinantes em que as matrizes foram geradas via bootstrap.
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2.2 Teste para homogeneidade de matrizes de covariincias

Ferreira (2011a) utilizou o teste de Bartlett (1947) para testar a homogeneidade
de matrizes de covariincias de ¢ > 2 populacdes normais multivariadas. Deve-se
testar a hip6tese de homogeneidade sobre as covariancias (pXp) das g populacdes

dada por
H0221=22=-“=2q. (2.2)

Consideraram-se amostras aleatdrias de g populacdes normais p-variadas
Np(pi, 3;) de tamanho n;, cada uma, comi = 1,---,q. A amostra da i-ésima
populagido € dada por Y;i,Yp, -+, Y, em que Y;; € R” corresponde a j-€sima

q
unidade da i-ésima populacdo. Considere que n = Z n;.

Suponha que deseja-se testar a hipotese Hy de qﬁé um parametro 8 de interesse
pertenca a algum subespaco de R®. Esse subespaco é conhecido como conjunto
nulo e € representado por Qy C R*. Normalmente, esse subespacgo corresponde as
restricdes que sdo impostas no espago paramétrico e, nesse caso, a hipétese nula
equivale ao espago restrito. A solucdo desse teste de hipdtese, em termos da regido
de rejei¢do R, é um conjunto de valores do espago amostral que leva a decis@o de
rejeitar a hipdtese Hy, em favor de uma hipétese alternativa H;, que é chamada de

espaco irrestrito.

A fungdo de verossimilhanga do modelo irrestrito € dada por
q
Lo(Y; i, ) = Qo P2 | [ 1=
i=1

1 q ni B
X expy=5 Z Z(Y;j DI TETH I
i1 j=1
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e a fun¢do suporte, por

q
n n;
(Y pi, %) = — —2pln(27r) - ;:1 Ellnlﬁil

- D S - ) Y - .

A expressdo

q  ni
DD Y= ) TS (Y - ) =

i=1 j=1
n;

Y-+ Y -Y) (Y- + Vi - Vi)

MQ

i=1 j=1

pode ser reescrita como

q
Dl = DX S+ 3 (W - pi)(Vi - )T,
i=1

em que a matriz S; (p X p), dada por

S =

n;
— Z;(Y” — Y)Y - YT,
J:

representa o estimador ndo-viesado da matriz das covariancias para a i-ésima po-

pulacdo. Dessa forma, a fungéo suporte pode ser reescrita como

q
gY; pi, 3 = — —1n(27r) Z |2, - Ztr[(ni— Hx'S)]
i:1

S

1

-3 S (Vi — u) (Vi — )71
i=1

Ap6s derivar a fungdo suporte em relagcdo aos parametros e igualar as derivadas
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a zero obtém-se o sistema de equacdes formado para encontrar os estimadores de

maxima verossimilhanga. Assim,

0 -
=L =B (Y - o,
i
parai=1,---,q. Igualando a equacdo resultante a zero obtém-se
i =Y. (2.3)

O estimador de maxima verossimilhanga da média da i-ésima populacéo é a
média amostral dessa populagdo. Para determinar o estimador de maxima verossi-

milhanga para a matriz de covariancias obtém-se

0g n__,; n—1
25 - Ty
oz 2 T2

— — n; — / % -
=S 4 S8 (W - (¥ - ) T2

Igualando essa equacdo a zero, substituindo o estimador de p; dado pela equa-

¢do (2.3) obtém-se

(SR el T P
—521. + ’2 X783 =0
Migy _ M=l |
5121. = '2 X783
A A1 }’l,‘—lAA_ -1 &
B3 = — DIICH S )i

Dessa forma, deduz-se que o estimador de maxima verossimilhanca para a ma-

triz de covariancias da i-ésima populagdo é dado como

A n;

-1 1 & - -
Yi=— —Si= ;(Y}j - Y)Y -Y)"

n



29

Substituindo os estimadores de maxima verossimilhanca na funcao de verossi-

milhanga obtém-se seu maximo, que ¢ dado como
A 4 A np
La(Y; i, 33 = oy PP [ 185 2exp {22},
i=1 2

Para o modelo restrito, sob a hipdtese nula, as covaridncias populacionais sdo
consideradas iguais entre si e, portanto, iguais a uma matriz de covariincias co-

mum 3. A funcéo de verossimilhanga para o modelo restrito € dada por

Loy(Y; i, 2) = Quy"PRz/2

1 q ni
X exp {—5 Z Z(Kj - ) =Y - Mi)} , (2.4)

i=1 j=1

e a fungéo suporte, como

g(Y; i, 3) = —% In(27) — §1n|2|

ni

Zq] DYy = )2 - ).
i=1

J=1

| =

Sabe-se que

nj

M=

(Yi;— p) 7Y - ) =
izl

3

(Y +Y - Y —p) S (Vi + Vi - Vi — o).

M

Il
—_
~.

l
—_

Logo, a expressdo

q n
Z Z(Y;j +Y =Y - ) 2N+ Y - Y - )
i1 j=1
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pode ser reescrita como

tr|(ni = DET'S; + m BTV - (Vi - )|

M

i=1

A funcdo suporte do modelo reduzido pode ser reescrita como

q
N 4 _n ! o hy-la
(Y i, ) == =~ In(2m) — - In/3| Z;rr[m, =S

| =

q
D[ =N - (V- )T
i=1

Derivando a fung¢fo suporte em relacdo ao vetor de médias obtém-se

0 -
=L =B (Y - o,
Hi
parai = 1,---,q. Igualando essa equacdo a zero tem-se o estimador de maxima

verossimilhanga da média da i-ésima populagdo, dado por

fi =Y. (2.5)

Para determinar o estimador de méxima verossimilhan¢a da matriz de covari-

ancias populacionais comum obtém-se

0g  n % ni—1 -1 ! N e-1,v Y, Ty
75 =3 +Z] S +;32 (Y, — u)(Y;, — )" =7

Igualando essa equacdo a zero, substituindo o estimador de p; dado pela equa-
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¢do (2.5), obtém-se

n,-—l

2

B

g 2_151'2_1 =0

q
1

1

Dessa forma, deduz-se que o estimador de mdxima verossimilhanca para a ma-

triz de covariancias populacionais comum € dado como

= =1 . (2.6)

Substituindo os estimadores de maxima verossimilhanga na fung@o de verossi-

milhanga do modelo restrito obtém-se seu médximo, que é dado como
P SN —np/21§3-n/2 np
Loy (Y': i, 33) = (Zm) |5 exp i ——- ¢ - (2.7)

A estatistica do teste de razdo de verossimilhangas é dada por

s

272
A= 2.8
ST (238)
que sob a hipétese nula de homogeneidade e em grandes amostras, —2In(A) possui
distribuicdo assintdtica quiquadrado com f = (¢g—1)p(p+ 1)/2 graus de liberdade.
Box (1949) propds uma modificacdo de —2In(A) obtido a partir da estatistica

(2.8) para obter uma melhor convergéncia para a distribui¢do quiquadrado. Sua
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proposta baseia-se na incorporagdo de um fator de correcdo, na substituicdo dos
estimadores viesados das covaridncias pelos estimadores ndo-viesados e na subs-
tituicdo de n; e n pelos graus de liberdade v; = n; — 1 e v = n — g, respectivamente.

A estatistica resultante, de acordo com Ferreira (2011a), dada por

o L1 }(2p2+3p—1)
—vi n—q)\6(p+1)g-1)

q
D vilnlSi| - (1 - @)niS|

i=1

X , (2.9)

possui distribuicdo assintdtica quiquadrado com f = (¢ — 1)p(p + 1)/2 graus de
liberdade, sendo que os estimadores (S; e S;) ndo-viesados das matrizes de cova-

ridncias populacionais sdo definidos por

1 L - _ 1 q
S ni—1 j_zl( - YO -Y) e Se=-— p i_zl(nl DS,

Ferreira (2011a) mostrou que os graus de liberdade da aproximacdo quiqua-
drado podem ser justificados considerando que no modelo completo foram estima-
dos gp + gp(p + 1)/2 parametros (médias, varidncias e covariancias) e no modelo
reduzido, gp + p(p + 1)/2. A diferenca entre o nimero de pardmetros do modelo
completo e reduzido representa o nimero de graus de liberdade f da aproximacio
quiquadrado. Essa aproximacdo quiquadrado, segundo Box (1949), é adequada se
cada n; > 20 e ambos p e g forem menores do que 6. Se esse nao for o caso, o

autor propds uma aproximacdo F. De acordo com Timm (2002) a estatistica F™*
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do teste depende de duas quantidades C e Cy e € dada por

q
(n=g)InlSc| = > viInIS|

F* = =l se Co—C2>0 (2.10)
a

ou

F* = =l se Co—C><0 (211

q
fi {b : [(n —g)In|S| - > v 1n|si|}}

q
f [(n — @S, - v 1n|s,-|}

i=1

sendo que, sob Hy, possui distribuicdo F com f; = (g—1) p(p+1)/2e fo = (f1 +2)/ICo — C?

graus de liberdade, em que

2p* +3p-1 1 1 fi
C=—t "0 N — : SN R—
6<p+1><q—1)[;v,- n—q) “CT-Cc-hlh
AP ol N U I
0= 61 [Z:‘vz <n—q>2J A Y CES T

2.3 Teste de comparacao de variancias para amostras independentes

Ferreira (2009) apresentou a generalizacdo do teste da razao de verossimilhanca
(likelihood ratio test - LRT) para comparar mais de duas varidncias populacionais.
Para isso foram consideradas g amostras aleatérias de tamanhos n; cada uma, com

i=12,...,q9. Seja X;; a j-€sima observacdo da i-ésima populacdo, considerada
2

normal com média y; e variancia o7;, com distribuigdes idénticas e independentes

parai=12,...,qe j=1.2,...,n;. O objetivo € testar a hipbtese

Hy:0?=02=---=02=0"
{0 1= "2 a 2.12)

H, :o-l.zio% paraalgum i#{=12,...,q.
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Se forem considerados o modelo normal e a hipétese H1, que ndo impde restri-
q

codes sobre 0'1.2, a funcdo de verossimilhanga para as n = Z n; observacdes amos-
. i=1
trais € dada por

n; ni

q
j)=]—[

q
2
Ligasod) = |
i=1 j=1 i=1 j=1

- [[wr ] exp{zq} [ S ]} 2.13)
1 i

i=1 i=1 ]:

2

{— (Xij — ,ui)z}
27r0'l.2 20,

Para se obter o mdximo de (2.13), toma-se o logaritmo dessa funcdo. O loga-

ritmo da fun¢do de verossimilhancga, denominado de funcdo suporte, é dado por

Slwi,cr%:—gln@n)—%i[niln(a%)] i 3 [(X” - ] 2.14)
i=1 i

i=1 j=1

Derivando S 1(;15,0'?) em relacdo a u, tem-se

(2.15)

08 1 (ue,0; _i (X1 — pe)
Oy =) o2 '

¢
Igualando (2.15) a zero e resolvendo tem-se

n

2%

j=1 X

AL
ne ne

=X, (2.16)

fe =

Derivando S| (]J[,O’?) em relacdo a £-ésima variancia tem-se

ne

Z (Xej — pe)*

aSl(ﬂf,O—?) ng + j=1

60’? 20'

2.17
o (217)
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Igualando(2.17) a zero e apds algumas modificacdes, substituindo fi, pelo esti-

mador obtido anteriormente tem-se

i (Xej — Xe.)?

=1
e — (2.18)
ne

em que o“? =(m,—1DS ? /n¢ € o estimador viesado da £-ésima variancia populacio-
nal.
Dessa forma, o mdximo da fun¢@o de verossimilhanga irrestrita, sob Hy, é dado

por

q
Lii.o7) =@m ™2 | |[@D ™| exp
i=1

=@m ™" ﬁ @3] exp {— Zq]
i=1 l:ql
-3

1
1 _
{2@_2 (th_ 1)2
i j=1
4 n;62
_ /2 A2\ -ni/2 19
e[ ][l 3 4]
i=1 i=1 i
d —n
:(271)-"/2]—[[(&?)—""/2] exp 7}. (2.19)
i=1

Considerando a hipétese Hy e procedendo-se da mesma forma anterior, a ve-

rossimilhanca é

1 4 1 —(Xij — i)’
Lo(ui,o?) = n S(Xij) = 1_[ { > ZCXP[ ( 2102”) }}
. . . . O-

(2.20)
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A funcio suporte é dada por

(Xij — i)’

q n
i=1

J=1
202

Souio?) = —gln(Zﬂ) - gln(az) - 2.21)

Derivando a funcio suporte em relacdo a up, igualando a zero e resolvendo as

equacdes para todos os valoresde £ = 1,2,..., g tem-se
ne
2%
. j=1 X -
fe = =— =X (2.22)
ne ny

A solucgdo obtida € idéntica a do sistema irrestrito H.

Derivando a fung¢fo suporte em relacdo a varidncia comum tem-se

q ne
, Z Z(ij — o)’

oS o(ue,07) n =1 j=1

—60'2 = _Tg'z + 2(0_2)2 . (223)

Igualando a expressdo a zero e substituindo o estimador de up, apés algumas

simplificacdes, obtém-se

6=t _ . (2.24)
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Assim, o maximo da func¢@o de verossimilhanca restrita, sob Hy, € dado por

q n
Z Z(Xij - X;)?

i=1 j=1

Lo(f;, 6%) =2m) ™2 ()™ exp { — 252
g

)
=) ™2 (622 exp{ -2
262

—m) "2 (632 exp {—g} : (2.25)

A estatistica do teste da razdo de verossimilhancas (LRT) é dada por

q
[ [l@ir)
_ =1

(OA-Z)n/Z

_ Lo@i, 6% (6H™?

 Li(@dy) ﬁ[(&g)_m/z]

i=1

(2.26)

Sob Hy, —2In(A) tem distribuicdo assintdtica qui-quadrado com v graus de li-
berdade (MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974). Sob H; tém-se g médias e g vari-
ancias e sob Hy, ¢ médias e 1 varidncia comum. Assim, os graus de liberdade sdo

dados pela diferencav = g+ g —q — 1 = g — 1. Dessa forma,
q
X2 =nIn@) = > [niin@?)] (2.27)
i=1

tem distribuicdo assintdtica de qui-quadrado com v = g — 1 graus de liberdade, sob
Hy. Segundo Ferreira (2009), a expressao (2.27) pode ser modificada para se ter
uma melhor aproximacao assintética. Essa aproximacao € devida a Bartlett (1937),
que além de uma correcdo substituiu os valores de n pelos graus de liberdade n—gq,

n; pelos graus de liberdade v; = n; — 1, os estimadores viesados da variancia de
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cada populagdo e o estimador comum de todas as populagdes pelos estimadores
n n;
ndo viesados S 12 esS f, = Z(V,’S ,2)/ (n—q), respectivamente, em que S 12 = Z(Xi i

=1 i=1

X:)?[(ni = 1).
Logo, a estatistica de Bartlett (1937) para o teste da hipétese (2.12) é

q
(n=q)In(s3) = ) [ = DIn(S )]
i=1

Xe = 1 01 1
”3((]_1)[2(”,._1)‘"_(]]

i=1

(2.28)

que sob Hy tem distribuicdo assintética de qui-quadrado com v = g — 1 graus de
liberdade.

Quando g = 2 a comparacdo envolve apenas duas populacdes (Hy : (f% = o-%),
assim € possivel mostrar que a distribui¢do de A estd relacionada com a distri-
buicdo F sob normalidade e sob Hy verdadeira, apesar de ser muito dificil de ser
determinada de forma exata (MOOD, 1965). O teste F ¢ utilizado, em geral, para

realizar o teste dessa hip6tese. A estatistica do teste F' é dada por
F.=—. (2.29)

A estatistica (2.29) sob a hipétese nula de igualdade das variancias das duas
populacdes amostradas tem distribuicdo F com v = n; — 1 e vp = np — 1 graus
de liberdade. O teste F bilateral, em geral, é utilizado colocando a maior variancia
estimada no numerador. Com isso, obtém-se apenas valores de F. > 1. Logo,
o valor-p € dado por 2P(F > F.), em que P(F > F_.) é obtida da distribui¢io
F com v e v, graus de liberdade, especificados de acordo com o numerador e o
denominador adotados para calcular (2.29). De acordo com Ferreira (2009), o teste

de Bartlett (1937), mostrado em (2.28), € muito influenciado pela ndo normalidade
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dos dados amostrais. Assim, recomenda-se o teste F, que também € influenciado
pela ndo normalidade dos dados amostrais, porém mais robusto que o primeiro.
Devem ser preferidas alternativas melhores, como as dos métodos de computacio
intensiva (ZAR, 1996 apud FERREIRA, 2009).

Pelo fato de os testes Bartlett (1937) e F (¢ = 2) serem influenciados pela nao-
normalidade das popula¢des amostradas, sendo afetados no controle das taxas de
erro tipo I e no poder, algumas alternativas sdo apresentadas a seguir. Uma outra
alternativa geral de bootstrap para todos os testes desta secdo foi apresentada, de
acordo com a proposta de (LIM; LOH, 1996 apud FERREIRA, 2009). O primeiro
desses métodos considera uma modificacdo do teste de Bartlett, sendo proposto
por (BOOS; BROWNIE, 1989). O estimador do coeficiente de curtose (b) é con-
siderado nessa modificagdo, no contexto do modelo adotado para os dados das ¢
populagdes. O teste de Bartlett se aproxima em distribui¢do de (8, — 1)/\/3_1 /2 sob
Hy, sob condigdes fracas de regularidade, em que E(X) € a esperanga matematica
de X e By = E(X — u)*/o* é o coeficiente de curtose da populagio amostrada

(FERREIRA, 2009). O estimador de curtose para g populagdes € dado por

q n
n Z(Xij - X
i=1 j=1

by = - (2.30)

q n; 2
[Z Z(Xij - X:)?

i=1 j=1

Portanto, a estatistica do teste que € dada por

2x?

2.31
by -1 (23D

2 _
Xe1 =

segue assintoticamente a distribuicdo de qui-quadrado com v = g — 1 graus de

liberdade sob Hj, sendo X? calculado na expressdo (2.28). Se b, for inferior ou
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igual a 1, o valor-p do teste deve ser considerado igual a 1 (FERREIRA, 2009).
Uma segunda derivacdo desse teste € dada por Box e Andersen (1955), os quais

consideram que a estatistica
2 2 2 q 2
X = 5o {1 9In(S}) - zl] (i = DIn(s )]} (2.32)

sob Hy, segue assintoticamente a distribuicio de qui-quadrado, com v = g—1 graus
de liberdade. Se b, < 1, os valores de )(32, como no caso de X%l’ sdo considerados
nulos e o valor-p € igual a 1 (FERREIRA, 2009).

O teste de Levene (1960) é outro teste considerado robusto, com bom controle
das taxas de erro tipo I e do poder. A versdo que serd apresentada neste trabalho é a
considerada por Brown e Forsythe (1974 apud FERREIRA, 2009). Seja X; = my;
a mediana amostral da i-ésima populagdo e sejam Z;; = |X;; — X;| valores que
irdo substituir os valores iniciais. O uso da mediana na obtencdo dos desvios foi
proposta por Brown e Forsythe (1974) e o teste obtido é conhecido por teste de
Brown e Forsythe. Na sua proposta, Levene (1960) considerou os desvios em
relagdo 2 media aritmética Z;; = |X;; — X; |, e os valores Z;; = (X;; — X;)%. O teste
de Levene € baseado na andlise de variancia de um fator e, portanto, na estatistica
F. Podem-se consultar as bibliografias como Banzatto e Kronka (2013), Gomes
(2000) e Steel e Torrie (1996) para mais detalhes da andlise. A estatistica do teste

é dada por

q
PNV AY CERY
Fo= ! , (2.33)

q
> > @i -7 - q)

i=1 j=1

3
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em que

ni q n

Sa S
- i=1 j=1

Z; = e Z,=—-—.
n; n

A hipétese nula € rejeitada quando F. da expressdo (2.33) excede o quantil
superior 100 % da distribuicdo F,com v; = g—1 e v, = n— g graus de liberdade.

A seguir serdo apresentados dois outros testes que sdo baseados nos procedi-
mentos de Jackknife. Os procedimentos de Jackknife sdo aqueles em que uma
observagdo € eliminada da amostra original e, em seguida, o estimador de inte-
resse € aplicado na amostra remanescente. Com a eliminacdo de uma observacao
por vez, para todas as observacdes amostrais sdo obtidas tantas estimativas quanto
for o tamanho da amostra. Essas estimativas sdo denominadas de pseudovalores
(MANLY, 1997 apud FERREIRA, 2009).

Para testar a igualdade de g variancias, Layard (1973 apud FERREIRA, 2009)
generalizou o procedimento de Jackknife de Miller (1968) para duas amostras (g =
2). O teste proposto é baseado em uma andlise de variancia de um fator, semelhante
do procedimento de Levene (1960), porém baseado em pseudovalores, que, por sua
vez, sdo funcdes dos logaritmos neperianos de S 12 Seja U;; o pseudovalor definido
por

Uij = niIn(S7) = (n; = D In(SF;) (2.34)

em que S l.z(j) ¢é o estimador da variancia da i-ésima populacdo, obtido ap6s eliminar



a j-ésima observagdo, parai = 1,2,...,ge j=1,2,...,n;. Portanto,
n;
_\2
2 (Xie = Xiy)
B
2 J
Sin= T2

que pode ser dado equivalentemente por

1 o %]
2 _ 2
Si(j)_ni—Z ZXM n—1

em que

n;
2 Xt
=1

4]

X = .
i) n; — 1
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(2.35)

(2.36)

(2.37)

Portanto, a estatistica do teste de Layard (1973 apud FERREIRA, 2009) para a

hipétese de homogeneidade de variancias € dado como

q
2,70 =0 =1y

i=1

Z i (Uij - Ui.)z/(n -q)

i=1 j=1

Fe =

Q

(2.38)
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em que

A hipétese nula deve ser rejeitada se F.; exceder o quantil superior 100a% da
distribuicdo F com v; = g — 1 e v, = n — g graus de liberdade.

A outra alternativa é devida a O’Brien (1978, 1979) apud Ferreira (2009). Os
pseudovalores U;; da estatistica (2.38) s@o substituidos por outros pseudovalores
(gij), aos quais ndo se aplica o logaritmo neperiano. Esses pseudovalores sdo dados

por

[ni(Xij_Xi.)z_S,-z]
l’l,‘—2

qij = (2.39)

A estatistica do teste F, € obtida pela substitui¢do de U;; por g;; na expressao
(2.38). Os valores criticos sdo os mesmos dos obtidos para F;.

Segundo Ferreira (2009) podem ser obtidas versdes de bootstrap de todos esses
testes. A justificativa para isso é fundamentada no fato de a distribui¢do de cada
estatistica ser apenas aproximada. A seguir serd feita a descricdo do método de
bootstrap apresentada por Ferreira (2009), baseada nos procedimentos de Boos e

Brownie (1989) e de Lim e Loh (1996).

2

Considerar que as estatisticas )(Z, Xops

ng, F., F. e Fg sao representadas
genericamente por T. O método de bootstrap pode ser descrito da seguinte forma:
a) Calcular a estatistica T dos dados originais observados.

b) Iniciar R = 0 (R ird contar o nimero de amostras de bootstrap em que T da

amostra original é superior ao valor dessa estatistica de bootstrap).

c) Calcular os residuos e;; = X;; —jia;, i = 1,2,...,q, j = 1,2,...,n;, sendo fis
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o estimador da média aparada fracionada da populacio i, cuja definicio € apresen-
tada posteriormente.
d) Retirar n observagdes e’ -, com reposi¢do do conjunto formado pela amostra com-
binada dos residuos obtidos no passo (c) para todas as g populacdes.
e) Se n; < 10 para pelo menos uma amostra, suavizar a amostra de residuos de
bootstrap fazendo:
1/2

= _ (12 *
X;=(8) " ;+v0),

q N

7. \2

Z Z(Xi = Xi)
i=1 j=1

n

em que y> = e U ~ Uniforme(—%,%).

Sen; > 10 paratodoi =1,2,...,q, entdo le"j = e;.kj.

f) Calcular a realizacdo de bootstrap da estatistica considerada T* a partir da amos-
tra de bootstrap X;‘j. Se T* > T, aumentar R para R+1.

g) Repetir os passos (d), (e) e (f) num total de B vezes (em geral B> 1000).

h) O valor-p de bootstrap € dado por R/B. A hipdtese nula deve ser rejeitada se

R/B for menor que o valor nominal de significancia adotado (a).

No passo (e) sugere-se a suavizacdo dos residuos de bootstrap, para evitar
amostras com variancias nulas. A média aparada fracionada é computada utili-
zando 20% de corte em cada extremo da amostra ordenada. Assim, a amostra
efetiva € equivalente a 60% do tamanho original. Se a porcentagem de 60% resul-
tar em um ndmero inteiro, a média aparada fracionada € igual a média dos valores
intermedidrios remanescentes. Se, por outro lado, o valor resultar em um nimero
ndo inteiro do tipo g,d; em que g € a parte inteira e d, a parte decimal, o valor
da parte decimal deve ser considerado na estimativa da média aparada fracionada.

Dessa forma, d/2 é a fragdo que deve ser usada para ponderar as observagdes a es-
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querda e a direita dos 60% intermedidrios, parte g inteira. Para ilustrar, sen = 25 e
20% de aparo de cada lado forem considerados, as trés observagdes centrais devem
ser utilizadas para calcular a média, ou seja, [X(2)+X3)+X@4)1/3; se n = 4, 60%
resultam em 2,4 observacgdes, ou seja, em g =2 e d = 0,4. A média aparada fra-
cionada deve tomar a média ponderada das g = 2 observagOes intermedidrias X(7)
e X(3) com peso 1 para cada observagdo e das observagoes imediatamente anterior
a X(2) e posterior a X3, com peso d/2 = 0,2. Logo a média aparada fracionada ¢
dada por [0,2X(1)+X2)+X(3)+0,2X(4)]/2,4 (FERREIRA, 2009).

O procedimento de Levene (1960) na versao bootstrap foi considerado por Lim
e Loh (1996) o melhor método, mostrando-se robusto na viola¢do de normalidade,

com controle da taxa de erro tipo I e maior poder (FERREIRA, 2009).

2.4 Teste de comparacao de variancias para amostras dependentes

E comum fazer a comparacio de varidveis correlacionadas (amostras empare-
lhadas) em vérias situacdes e em particular em estudos com dados longitudinais.
Existem dois métodos que podem ser apresentados para o caso normal. O pri-
meiro deve-se a Morgan (1939) e a Pitman (1939) e o segundo baseia-se em um
teste de razdo de verossimilhangas, que pode ser estendido para k populagdes em-
parelhadas. Sejam X e X, varidveis normais que seguem o modelo bivariado dado

por

Sx1,x2) = (27r)—1[0-%05(1 _p%z)]—lﬁ %

-1 (x1 = pp)? . (2 — p2)? 2 2()Cl — 1) (x2 — u2)

2 2 2 1
2(1 = p1,) 0 03 A /cr% 1/(f%

(2.40)

X exp

Se p12 = 0, entdo, as populacdes 1 e 2 sdo independentes, f(x1,x2) = f(x1)f(x2)
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e a estatistica do teste apropriada para a hipdtese

Hj : 0'% = 0'3 vs Hip: 0'% * 0'% 2.41)

¢ dada por

_Si

F=_1
2
S5

(2.42)

a qual segue uma distribuicdo F, sob Hy, comv{ = n—1e v, = n— 1 graus de
liberdade.

Ferreira (2009) apresentou o teste de Morgan (1939) e Pitman (1939) quando
p12 # 0, definindo Ue V por U = (X] + X»)/2e V = (X7 — X3)/2. A ideia é obter

o coeficiente de correlacdo entre U e V (pyy) e aplicar um teste para a hipdtese

2

Hy : pyy = 0. Testar essa hipdtese € equivalente a testar a hipdtese Hy : o-% = 05.

O coeficiente de correlacdo entre U e V pyy € definido em funcgéo da covariancia

oyy e das variancias a'%] e a'%, por

Mas,

oyy = E(UV) - E(UD)E(V),
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sendo:

v = £[52) (15| < (M) e - 06

X+ X 1
E(U)=E( 1; 2)= 5 LECG) + EC)]
c
X -X 1
E(V) = E(%) =3 [E(X1) - E(X2)].
Portanto,

ouyy = E(UV) — E(U)E(V)
1 1
= 1 [EGD - EGD)| - J LEC) + EC)I [E(X)) - E(X))

ouy = % [E(x7) - E(x3)] - % |E? (X)) - B2 (Xy)| = % (7 - 3).

As variancias de U e V sd@o dadas por

1
oy =E(U?) - E*(U) = i (o7 + 03 +20712)
e
1
0'%, =K (Vz) - E? V) = 7 (0'% + 0'% - 20'12).
Logo,
i)
puv = .
\/0'% + a’% + 2012 \/0'% + 0'% - 2012
Como cr%] e O'%/ sdo por defini¢do positivas, entdo, pyy = 0 se e somente se
2 2 Dessa forma, testar a hipétese Hy : 0'% = o-% equivale a testar Hy :

O'l = 0'2.
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puyv = 0. Posteriormente, Ferreira (2009) mostrou como obter o estimador de pyy
(r, = pyy) e como expressar a equacdo resultante em funcdo de F da equagdo
(2.42) e do estimador r; de p15. Sejam os estimadores de pyy e de p1 definidos
por

2 2
S1-53

puv =ry = (2.43)
ST +53+25 153 +53 251

S

TR

Dividindo-se ambos os temos, numerador € denominador de (2.43) por S 2

(2.44)

tem-se

$1/83 -1 F-1
r2: =

—+1+2512\/—+1—2S12 \/(F+1+2SS—';)(F+1—2§—';)
2 2
\/(F+1)2 —%2)

Multiplicando, no denominador da expressdo resultante, a segunda parcela por

S % /S 2 o resultado é dado como

-1 -1 F-1

(F+1)2 - Slz ' (F o+ 1)2 - 48022 5 51 (F+ 12 —423
v 252 2 lsg
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Assim,

F-1
JF +1)2 —4riF

Com esse estimador expresso em fun¢do de F' dado por (2.42) e de r; dado por

ry = (2.45)

(2.44) pode-se aplicar um teste exato t de Student. Seja um estimador r de uma
correlacdo p em uma amostra aleatéria, de tamanho n, obtida de uma populacio

normal bivariada. A estatistica para o teste da hipétese Hy : p = 0 é dada por

rvyn—2
= ~ 2.4
e (240
com v = n — 2 graus de liberdade.
Substituindo em (2.46) o valor de r por r, obtém-se
t (F-1)Vn-2 X[l (F-1?2 [
CJF+ 1)? - 42F (F + 1 - 4r{F
F-1 [(F+ 1)* - 4rF]'/2
= X
[(F+ 12 —4r72F]'2  [(F+1)> —4rF — (F - 1)2]'/2
_ (F-1)Vn-2 _(F-DvVn-2
CI(F+ 12— 42F — (F = 1212 [4F — 472 F)1/2
Logo, a estatistica
F-D)Vn-2
t. = # (2.47)

) 2F(1 -1

¢ usada para testar a hipétese Hy : pyy = 0, que equivale a testar a hipdtese
H : a’% = (rg. Assim, se |t;| > t4/2,y=n—2 deve-se rejeitar Hy no nivel nominal de

significincia a.
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A segunda alternativa € um teste aproximado baseado no teste da razdo de ve-
rossimilhancas. Esse teste pode ser estendido para verificar a igualdade de g vari-
ancias de populagdes emparelhadas (FERREIRA, 2009). Utilizando uma amostra
aleatodria de n pares e o modelo bivariado normal (g = 2) apresentado em (2.40), a

funcdo de verossimilhanca é dada por

L1, 2, 01,03, p12) = 2m) "[o703(1 = pi,)1 7" (2.48)

(x1,; ,ul) (x2,j — 2)* (x1,j — 1) (x2,j — 42)
p + -2p12
21 _plz) Zl o3 oo

O maximo da func¢éo de verossimilhanca sem nenhuma restri¢ao é obtido quando

os seguintes estimadores sao utilizados

Gio=m-DS12/n

5 52 A0
P12 = 012/ /67105 .

O estimador p, de maxima verossimilhanga é equivalente ao estimador (2.44).

Portanto, o maximo da fun¢do de verossimilhanga é dado como

Liax = @m) (63631 = ph,) 1™ expl-n}. (2.49)

Sob a hipétese nula de variancias iguais, a fung¢do de verossimilhanca é dada
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por
Lo(u1, 2, 0%, p) = 2m) "[(0*)*(1 — p)]™/*x (2.50)
1 S —p)? (- p2)? o Gy = p)(xaj = p2)
exp TS ; { = + = 2p -2

O simbolo p é usado para a correlagdo entre X; e X, para diferenciar os pa-
rametros dos modelos, irrestrito e restrito sob Hy. Toma-se o logaritmo de Lo,
funcdo suporte, deriva-se com relagdo a cada pardmetro, igualam-se as derivadas a
zero e resolve-se o sistema de equagdes resultante, para obter os estimadores dos
pardmetros do modelo. Os estimadores das duas médias sdo exatamente os mes-
mos do modelo ndo restrito e o estimador da varidncia comum das populacdes é
dado por

62+ 62

A2 1 2
= . 2.51
=12 @.51)

O estimador da correlacdo entre as varidveis X e X, € dado por

(2.52)
O maximo da func¢éo de verossimilhanca sob a hipétese nula é dado por
Lomax = m)"[(67)*(1 = p*)] " exp(-n). (2.53)

A estatistica do teste da razdo de verossimilhancas (LRT) é dada por

2 Lomax _ (@220 )12 1696501 =PI
Lmax (676301 =p)I2 (@)A1 = pA)17

(2.54)
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A aproximacdo assintética de —2In(A) € dada pela distribuicdo quiquadrado
com v graus de liberdade (MOOD; GRAYBILL; BOES, 1974). Como sob H;
t€m-se ¢ = 2 médias, g = 2 variancias e g(q — 1)/2 correlagdes e sob Hy, g = 2
médias, 1 varidncia comum e g(q — 1)/2 correlagdes, os graus de liberdade sdo
dados porv=g+q+q(qg—1)/2-q—q(q—1)/2 — 1=qg — 1=1 (FERREIRA, 2009).
Esse mesmo resultado foi encontrado por Morgan (1939) e por Jiang, Sarkar e

Hsuan (1999). Portanto, a estatistica

2
X2 =n|2In(6?) + In(1 - 62) - Z In(6?) - In(1 - p3,) (2.55)

i=1
tem distribuicdo assintdtica quiquadrado com v=1 grau de liberdade, sob Hy. A
expressao (2.55) pode ser modificada para se ter uma melhor aproximacgado assin-
tética. A aproximacdo de Bartlett (1937) foi avaliada por simulagdo Monte Carlo
e verificou-se que o teste assim corrigido apresentou melhor desempenho. Logo,

a estatistica corrigida do teste (g = 2) é

2
X2 =n[l = 2k + 11)/(6n)] |2In(6?) + In(1 - %) — Z In(67) - In(1 - p1,)|.
i=1

(2.56)

2.5 Teste de comparacio de matrizes de covaridncias na presenca de corre-
lacao
O problema de testar a igualdade das matrizes de covariancias de vetores ale-
atérios dependentes € de interesse de diversas dreas, como ciéncias bioldgicas,
fisicas, entre outras.
Pode-se observar em Jiang e Sarkar (1998) um exemplo de um estudo de biodis-

ponibilidade/bioequivaléncia de duas formulacdes de um composto quimico com



53

mais de uma das estimativas dos paradmetros da farmacocinética, especificando a
biodisponibilidade de cada formulacdo, tais como a drea sob a curva de concen-
tracdo plasmatica-tempo (AUC) e a concentracio plasmatica maxima (Cpax), que
estdo envolvidos. A consideragdo de seguranca € tdo importante quanto a eficicia
na avaliacdo de bioequivaléncia conjunta em termos destas medidas de biodispo-
nibilidade. Segundo Chow e Liu (1992), testar a igualdade das matrizes de covari-
ancias de medidas de biodisponibilidade para as duas formulagdes tornou-se uma
preocupacdo importante. Por outro lado, se o estudo é realizado em um delinea-
mento, tal como o delineamento cruzado, as respostas para as duas formulacdes
tornam-se correlacionadas.

Jiang e Sarkar (1998) esbocaram o problema supondo X um vetor aleatdrio,
composto de g grupos de p varidveis aleatérias cada, isto é, X = (X ,..., X qT )T,
em que X; = (X;1,... ,Xip)T, i=1,...,q. Suponha ainda que X tem distribui¢do
normal N,,(pt,3) com vetor de média p desconhecido e matriz de covaridncias X

particionada como

Yiu X oo Xy
Yor X o0 3y
| X1 X o Mg |

em que X;; € uma matriz (p X p) para i, j = 1,...q. O objetivo € testar a hipdtese
Hy : 3y = ... = Xy, contra a hipdtese alternativa de que pelo menos uma das
igualdades nao se sustenta.

A origem da metodologia estatistica sobre a igualdade das variancias de va-
ridveis aleatdrias correlacionadas aconteceu na parte final dos anos 1930, quando

Finney (1938) considerou uma populacio normal bivariada com correlagdo conhe-
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cida e desenvolveu um teste para a igualdade das varidncias com base na estatistica
F de Fisher. Mais tarde, Morgan (1939) e Pitman (1939) de forma independente
e quase simultaneamente trataram este problema com correlacdo desconhecida e
propuseram o teste da razdo de verossimilhancas e também uniformemente mais
poderoso ndo-viesado (LEHMANN, 1986, p. 268).

Cornell (1991), Grambsch (1994), McCulloch (1985) e Sandvik e Olsson (1982)
propuseram alguns testes livres de distribuicdes assintdticas neste contexto (JI-
ANG; SARKAR, 1998). Os testes para a homogeneidade das variincias de trés ou
mais varidveis aleatdrias normais correlacionadas (ou seja, p = 1 e g > 3) foram
sugeridos por Choi e Wette (1972) e Han (1968), sob a hipétese de igualdade das
correlacdes emparelhadas ou das covariancias, e por Cohen (1986), Harris (1985),
Levy (1976), Modarres (1993) e Wilcox (1989) sem essas hipdteses restritivas so-
bre as correlagdes.

Enquanto Roy e Potthoff (1958) foram os primeiros a tentar resolver este pro-
blema para p > 2 e g = 2, o teste proposto é, contudo, invalido por ter uma falha
nos argumentos que levam ao seu desenvolvimento (JIANG; SARKAR, 1998).
Eles erroneamente alegaram que X e X, podem ser linearmente transformados
em um outro par de vetores aleatdrios que se tornam independentes se e somente se
3111 = 3. A redugdo do problema original para testar a independéncia de alguns
outros vetores aleatérios s6 € possivel quando 321, € simétrica (JIANG; SARKAR,
1998). Sob tal suposi¢do, Krishnaiah (1975) sugeriu um teste estendendo a ideia
de Han (1968), apesar de Seber (1984) erroneamente referir que o teste de Krish-
naiah pode ser aplicdvel a uma situacio geral que ndo requer nenhuma suposi¢ao
fora da diagonal da matriz de covariancias (JIANG; SARKAR, 1998).

Smith e Kshirsagar (1985) se aproximaram do problema de testar 3] = 3y

usando o método da razdo de verossimilhancas, mas a implementacdo do teste é
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extremamente dificil por ndo ter nenhuma expressao analitica explicita do esti-
mador de mdxima verossimilhan¢a da matriz de covaridncias, sob a hipdtese nula
(JIANG; SARKAR, 1998). Smith e Kshirsagar (1985) usaram a sub-rotina ZX-
POWL do FORTRAN, da biblioteca IMSL, para resolver o problema de maximi-
zacdo para o caso de duas normais bivariadas correlacionadas (JIANG; SARKAR,

1998).

2.6 Teste da razao de verossimilhancas

Jiang, Sarkar e Hsuan (1999) consideraram o problema de testar a homogenei-
dade das matrizes de covariincias de vdrias normais multivariadas dependentes,
sem quaisquer suposi¢des restritivas fora da diagonal principal das matrizes de co-
variancias, e propuseram um teste da razao de verossimilhangas (LRT) com suas
versdes modificadas por meio de um eficiente esquema iterativo para encontrar o
MLE (Estimador de Maxima Verossimilhanca) da matriz de covariancias. Foi con-
siderada por eles uma amostra de tamanho n de uma populac¢do normal pg-variada

(p 21 e g > 2) com vetor pu desconhecido e matriz de covariancias X = (o)),

e a [-ésima observagdo da varidvel X é denotada por X; = (X,{, X}, ..., X 1; T,
l=1,...,n entdo, X = (X4, ..., X,) € uma matriz n X pg com n observagdes
em X. O interesse € testar a hipotese Hy : Xy = --- = X ,, contra a hipitese

alternativa de que pelo menos um par delas difere entre si, com base nesta amostra

aleatoria da populacdo. A func¢io de verossimilhanca é dada por
1
L. %) = @r) "B exp | - S BTHX - EQONX - ECXO)T |, (2.57)

em que E(X) = pl, é aesperanca de X com 1, sendo um vetor coluna n X 1 de
elementos unitarios (JIANG; SARKAR; HSUAN, 1999). No espago paramétrico

irrestrito €2, o maximo da fun¢@o de verossimilhanga L na equagdo (2.57) ocorre
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quando p e 3 sdo definidos pelos MLEs,

fo =X, 30=C,
respectivamente, em que
1 1 &
o1 o oo o
X=- ; X,  C=()=- ;(Xz X)(X; - X)".

Portanto, o mdximo da funcdo de verossimilhanca L na equacdo (2.57) é dado

por
max g L(1,3) = 2n)""P12C1 7V 2exp {—%} .

O estimador fi,, de p no espaco paramétrico restrito w, é o mesmo do fiq,
mas o de X, isto é 33, ndo tem expressdo analitica explicita e s6 pode ser re-
solvida numericamente, exceto quando X;; = ¥, quandoi # j =1,...,q. A
ultima condicio € bastante restritiva. Por exemplo, quando p = ¢ = 2, esta con-
dicdo implica que ¥5; = 315, ou seja, Xy € simétrica. Note que, neste caso,
Cov(X) + X5, X1 — Xp) = X1 — X9y, € a hipdtese nula Hy é equivalente a hipdtese
de independéncia dos vetores de varidveis transformadas linearmente X; + X, e
X1 — X, (KRISHNAIAH, 1975).

Observe que, no espago paramétrico restrito, a matriz de covariincias é uma

combinagdo linear de matrizes de dados, isto &,

Z(O'w) = Z O'kqu ® Gkk + Z O'kqu ® (le + Gl—lc—l)
k<l

3
+ Z Z O 1)prk(j-D)p+1(Fij @ Gy + FJ ® G}, (2.58)
i<j k|l
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em que o, € um vetor {pq(qg — 1) + p + 1}p/2 x 1 de elementos desconhecidos de
Y., I, ¢ uma matriz identidade g X g, G; denota a matriz p X p com (G =l e
todos os outros elementos sdo zeros, F;; denota a matriz ¢ X g definida como em
G, e ® denota o produto de Kronecker.

Em comparag@o, no espago paramétrico irrestrito, a matriz de covariancias tam-

bém é combinacdo linear de matrizes, isto &,

(o) = Z O mEpm + Z (B + E,:;n)’ (2.59)

m m<n

em que og € um vetor pg(pq + 1)/2 X 1 de elementos desconhecidos de 33, e E,,,
denota a matriz pg X pq definida como em Gy;.

Observe que as matrizes de covariancias, tanto nos espacos paramétricos res-
tritos como nos irrestritos, sdo formas especiais de uma matriz de covariancias

linearmente padronizada 3(,,), como segue

m
S(o) = Z Een (2.60)

g=1
em que Gy, ...,G,, sdo matrizes linearmente independentes, conhecidas e simé-
tricas,g =1, ...,m; 0 = (01,...,0p)" €,071,...,0, sdo coeficientes desconhe-
cidos. Supde-se que ha pelo menos um conjunto de coeficientes oy, ..., 0, de tal

forma que a equacdo (2.60) é positiva definida.

Szatrowski (1978, 1980, 1985) mostrou que para uma matriz de covariancias
linearmente padronizada, 3(o), o MLE de o tem uma representacdo explicita,
isto é, é um vetor de combinagdes lineares conhecidas de elementos da matriz de
covaridncias amostrais, se e somente se X! tem a mesma dimensdo de . O
MLE de o tem uma representacao explicita, que é o vetor da média dos elementos

correspondentes de C'.
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A inversa da matriz de covariancias irrestrita 3 da equacdo (2.59) tem a mesma
dimensdo da prépria matriz de covariancias. Uma representacio explicita do MLE
existe e € igual a C' tal como esperado. No caso da matriz de covariancias restrita
Y da equacdo (2.58), quando X;; = Xy parai # j=1,...,q, >~! tem a mesma
dimensdo de X, e o MLE de X, f]w é

R 1 q 1 q q
Zw=an® ZC,-,-—Tl Z ZC,'J'

i=1 j=1(#i) i=1

1 9 g
+ Jq ® Z Z Cl'j, (2.61)
q(¢ =1 j=1(#i) i=1

em que J, € uma matriz g X g de elementos unitdrios; que ndo € o caso quando
ndo existem tais restri¢des, em que a dimensdo de X~! ¢ diferente da de X, por
conseguinte, nio existe nenhuma representacao explicita do MLE de o, e a solucdo
numérica para o MLE de o tem de ser encontrada.

Entre outros procedimentos de otimiza¢do ndo lineares, o método de Newton-
Raphson, o método de scores e o algoritmo EM (Expectation - Maximization)
sdo muitas vezes considerados em um problema de maximizacdo (SEARLE; CA-
SELLA; MCCULLOCH, 1992).

Anderson (1969, 1970) considerou o uso do método de Newton-Raphson para
encontrar o MLE de uma matriz de covariancias linearmente padronizada. Embora
o método de Newton-Raphson convirja muito rdpido, ele é muito sensivel para
valores iniciais pequenos (ANDERSON, 1969, 1970). Em vista disto, Anderson
(1973) sugeriu a utilizacdo do método de score, uma vez que este é mais robusto
para valores iniciais pequenos (JENNRICH; SAMPSON, 1976).

De acordo com Dempster, Laird e Rubin (1977) e Wu (1983), o algoritmo
EM garante a convergéncia em condi¢des relativamente irrestritas, mas pode ser

aplicado para o problema de encontrar o MLE de uma matriz de covariancias, so-
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mente se essa matriz de covariancias puder ser tomada como uma submatriz de
uma matriz de covariancias com dimensao maior, cujo MLE tem uma representa-
cdo explicita, o que é muitas vezes dificil de construir (RUBIN; SZATROWSKI,
1982). Com base nos argumentos acima, Jiang, Sarkar e Hsuan (1999) propuse-
ram utilizar o método de score para encontrar o MLE de 3 no espago paramétrico
restrito. Anderson (1973) derivou a equacdo para encontrar o MLE de o em (2.60)

como segue, o qual corresponde com o método de score Szatrowski (1980),
& =W wy'wTes ), (2.62)

emque W = ((G1),...,(G,)) é uma matrizcom (G), . .. (G, vetores colunas,
¥ = \Il(ﬁl) e W € uma matriz simétrica {r(r + 1)/2} X {r(r + 1)/2} com elementos
U =W(X) = @Wjju) = (oo +0oyoji), i < j, k <1 Szatrowski (1980) consi-
derou uma matriz simétrica B (r X r) e definiu (B) como sendo um vetor coluna
consistindo da matriz simétrica triangular superior de elementos de B,x), isto €,
(B) = (b11,b22, ..., by, b12,b13, ..., b1, b23, ..., by_1,)T. A notagdo ;jx re-
presenta o elemento de 1) com a mesma posi¢do do elemento b;; na linha de (B),
em que B é uma matriz simétrica e o elemento by; tem a mesma posi¢do na coluna
de (B)T. Pode-se observar que a equagio (2.60) é equivalente para (X) = W.

Segundo Jiang, Sarkar e Hsuan (1999) a equacdo (2.62) sugere um método
iterativo, em que a partir de uma estimativa inicial de 3, 32, pode-se resolver as
equacdes lineares em & para produzir a préxima estimativa de 3. Para convergir
com maior rapidez pode-se comegar usando o método de score e mudar para o
método de Newton-Raphson.

Szatrowski (1980) mostrou que se 0 MLE de o (e, portanto, de 3J) tem uma re-
presentagdo explicita, que é dada por 6 em (2.62), apds uma iteracdo de qualquer

valor inicial admissivel 3 , isto €, qualquer valor inicial 3 = 3(&) serd positiva
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definida. De acordo com Jiang, Sarkar e Hsuan (1999) isso evita a dificuldade
de dependéncia do MLE de 3, no espaco paramétrico irrestrito, nos valores ini-
ciais experimentados pelo algoritmo de direcdo do conjugado modificado usando
uma sub-rotina ZXPOWL do FORTRAN da biblioteca IMSL (JIANG; SARKAR,
1998), como descrito por Smith (1975).

No espago paramétrico restrito, o MLE de 3, S pode ser resolvido nume-
ricamente por meio de célculos iterativos usando a equagio (2.62). Se 3, é en-
contrado, o maximo da funcdo de verossimilhanga L na equagdo (2.57) serd dado

por

max L(p,X) = (20) "8, | ?exp {—%} '
w

Assim, o critério da razdo de verossimilhangas é dado por

max L(p,>) IC| n/2
A=A =2 =( . ) (2.63)
max L(p.%) - \|3,|
Sob a hipétese nula,
LRT = —2logd = —nlogA (2.64)

¢ assintoticamente distribuida como X,zg(p Dg-1)2 -

Quandop = leg = 2, 3, pode ser obtido a partir da equacdo (2.61), e o
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critério da razdo de verossimilhangas na equacao (2.63) reduz-se a

11 C12
Cl2 22
/12/N —
Clitcn c1o
C12 Clitcn

o qual é equivalente ao teste de Pitman-Morgan (MORGAN, 1939).

O teste da razdo de verossimilhangas na equacio (2.64) pode ser modificado
de varias maneiras, a fim de ser melhor aproximado pela distribui¢do quiquadrado
para pequenas amostras. Uma abordagem consiste em utilizar os graus de liber-
dade v = n—1 ao invés do tamanho da amostra n na equacio (2.64) (ANDERSON,
1984; BARTLETT, 1937). A imposicdo dessa modificacdo na equagado (2.64) im-

plica em
LRT; = —vlogA.

Box (1949) mostrou que um fator de correcio leva a um teste de razdo de
verossimilhangas que se aproxima mais da distribuicio quiquadrado para pequenas
amostras. Segundo Jiang, Sarkar e Hsuan (1999), uma soluc¢do de forma fechada
do fator de correcao para testar Hy ndo é acessivel, mas estd disponivel em casos
especiais. No caso de X;; = Oparai # j = 1,...,q, Box derivou um fator de
correcdo mj para o teste da razdo de verossimilhancas modificado de Bartlett da

seguinte forma

_@p*+3p-Dg+1D)

=1
" 6gv(p + 1)

De acordo com Jiang, Sarkar e Hsuan (1999), uma vez que m; varia entre O e
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1 e se aproxima de 1 com o aumento de n, pode-se supor que a aproximagio y>

melhora para LRT}, que produz

2p*+3p-1 1
LRTzz—mlvlogAz—{v—( p+3p= g+ )}logA.

6g(p + 1)

Outro caso especial € quando X;; = Xy, parai # j = 1,...,q, em que Krish-
naiah (1975) transformou o problema de testar Hy para o de testar a independéncia
de um vetor aleatério p-variado e um vetor aleatério p(g—1), e um fator de correcao

my foi também obtido por Box (1949) para o teste da razdo de verossimilhangas,

dado por

pq+1
my=1- o

Aplicando m, a LRT; pode-se também melhorar a aproximagcio y2, que produz

+1
LRT3 = —mp v1ogA = —(v— pq2 )logA.

Sob a hipétese nula, LRT, LRT, e LRT3; seguem assintoticamente a mesma
distribuicdo como LRT.

Jiang, Sarkar e Hsuan (1999) mostraram que o poder do teste aproximado e o
tamanho da amostra podem ser calculados por meio da aplica¢do do Teorema 5 de

Szatrowski (1979), no qual —(2/n)logA segue assintoticamente distribui¢do normal
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nao nula com média m, e varidncia v, /n, em que

(1%l
Mo =log =)

Voo =2pq — 8(0) " WoI — Mp)™' To(=")
+ ) O WH (I — M) ' Ty & T, (I - My )™ ' W o5 1(Z),
My =W, ' W)™ (U ®'Wo), Uy = (Vi),...(Viu)),
Ty =W, O'Wo) ' Wi el V, = G,Z;'(Zp- =9+ (20 - =93, G,
(2.65)

com X* sendo o valor assumido sob a hipdtese alternativa H; e ndo assumido sob
a hipétese nula Hy, Wy sendo o valor de W sob a hipétese nula Hy, de modo
que a equacdo (2.58) € equivalente a (3(o)) = Wyo,, ¥y = ¥(X), P* =
P(X*), e ¥y sendo as estimativas de maxima verossimilhancga, sob a hipétese
nula Hy derivadas da equacdo (2.62) com C e W substituidos por 3X* e W,
respectivamente. Observe que 3y ndo é uma estatistica.

Portanto, o tamanho da amostra necessdria para atingir certo poder I1 quando
3 = 3" para um dado nivel de significancia « é aproximadamente

_ b (b* - 4mic)!?

b
2m2,

n

(2.66)

em que b = 2mMeCq + Voo 2121, zr1 € a porcentagem I1 da distribui¢do normal padrao,

+ & escolhido para ter o mesmo sinal de zp, € ¢, € a porcentagem (1 — @) de

2
X p(p+1ig-1)/2°
O poder aproximado pode ser calculado quando 3 = 3* para valores de n e «,
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do seguinte modo

M= {(i)l/z (moo - %")} (2.67)

em que ®(.) € a funcdo distribuicdo normal padrao acumulada.

Segundo Jiang, Sarkar e Hsuan (1999), as equagdes (2.66) e (2.67) também se
aplicam para os testes da razdo de verossimilhancas modificados LRT;, LRT; e
LRT;.

A fim de avaliar o desempenho de uma amostra pequena do teste de razdo
de verossimilhancas e suas modifica¢Oes descritas acima, Jiang, Sarkar e Hsuan
(1999) realizaram um estudo de Monte Carlo para aproximacdes dos niveis de
significancia e poderes dos testes para o caso p = g = 2, com o intuito de compara-
los com os demais testes.

Alguns testes assintéticos foram sugeridos por Jiang e Sarkar (1998). Inicial-
mente, eles consideraram X = (X", X,))", com X; : (2x1),i = 1,2, como sendo
uma normal 4-variada com vetor de média p desconhecido e matriz de covarian-
cias ¥ = (0);;.

O interesse € testar a hipdtese nula Hy : 011 = 033, 02 = 044, 012 = O34,
contra a hipétese alternativa de que pelo menos uma dessas igualdades ndo vale,
baseadaem X, [ = 1,...,n, uma amostra aleatéria de tamanho n desta populagéo.
Para isso, considere S = (s;;) uma matriz de covaridncias amostrais calculada a

partir de X, dada por

S:ﬁg(xl—X)(X,—X)T:c(nfl).

2

Sabe-se que para s = (s11, 22, 512, 533, 544, $34) | n'’?s segue assintoticamente

2

uma distribui¢io normal multivariada com vetor de média n'/?c e matriz de cova-
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ridncias €2, em que o = (011,022, 012, 033, 044, 034) ', € Q& = (Tio T j + Tin T jn)
(ANDERSON, 1984; GRAYBILL, 1983). Mais explicitamente, {2 pode ser parti-

cionado como

Qi Qp
Q= s
Qo O
em que
2 2
20’11 20']2 20’110‘12
Qu=| 202 2072 2
11 01s 035, 012022 5

2
20011012 2012002 01100 +0y,

2 2
207, 207, 20130714
— 2 2
Qpp = 2 053 2 05y 20930024 ,

2013023 2014024 013024 + 014023

2, pode ser obtido a partir de €21, pela substituicdo de 3 e 4 por 1 e 2, respecti-
vamente, e Qo1 = 2.

Jiang e Sarkar (1998) utilizaram a distribui¢ao assintética de s para desenvolver
alguns testes a partir da estatistica de Wald, cuja motivacdo derivou dos resultados
apresentados por Layard (1972) para testar a igualdade das matrizes de covari-
ancias de duas populacdes multivariadas independentes, e por Harris (1985) para
testar a igualdade das variancias de varidveis correlacionadas.

Observe que a ultima igualdade da hipétese Hy, 012 = 034, pode ser es-
crita em termos das correlagdes, ao invés das covaridncias correspondentes, e

p2(8) = (511 — 833, S22 — S44, F12—134) " pode ser usada para descrever um teste para

testar a hipotese Hy, sendo R = (r;;) usado para denotar a matriz de correlagdo
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correspondente a S. Assintoticamente, n'/?¢,(s) segue uma normal 3-variada
com vetor de média n'/?p,(0) e matriz de covariancias A2T QA;, em que A é
uma matriz de ordem um de ¢, calculada a partir de 3. Seja (9;;) uma matriz de

correlagdo correspondente de X. Portanto, A = (A}, - AJ,)", em que

_ 01
1 0 o
Ay = _ Q12 ,
21 0 1 o0
o0 —L
(o11022)17?

e Aj; pode ser obtido a partir de A, pela substituicdo de 3 e 4 por 1 e 2, respec-

tivamente. Assim,

AJQA, = A Q1A + A QnAn — A) Q1 Ax — (A) Q1 AR)T,

em que
202, 202, oo -o0%)
AleQllAzl = 20'%2 20'%2 o o12(l — Q%z) )
oneon(l—o},) onend-oi,) (1-07,)*
202, 202, o1 {2013 014 —034( 075 + 07}
Ay QA = 203, 202, 022 {2023 024 — 034(03; + 03}

(A],Q12An)31 (A],Q12An)3 (A],Q212A2)33
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com

(A—ZrlQlZA22)32 =044 {2014 024 — le(g%4 + 954)}

1
(A5, Q24A2)33 =501 034( 015 + 014 + 053 + 05,) + 013 024 + 014 023~

—(012013 014 + 012 023 024 + 013 023 034 + 014 024 034),

e A;2922A22 pode ser obtida a partir de A;QUAZI pela substituicdo de 3 e 4,

respectivamente. Deste modo, uma estatistica do teste pode ser construida como
-1
Wa = (n = D(p2(s) ' T3 a(s),

em que Az ¢ uma estimativa de A, obtida pela substitui¢do de s;; e r;; por o7; €
0ij, Tespectivamente.

Jiang e Sarkar (1998) sugeriram o uso de outros testes assintéticos, como

Ws = (n - 3)(ps(s) T3 ps(s),

em que ps(s) = (tanh_lr*l‘y tanh_lr; 4,tanh_1 ri2 —tanh™'r3)7, r1, sendo a correla-
¢@0 amostral entre x1; +X21 € X11 — X21, € I, a correlagdo amostral entre X1, + X2, €
X12—X22, € f; e f; sdo estimativas de I' e I‘;, obtidas pela substitui¢do de o;; por
s;j, Tespectivamente, com I‘; e I‘; sendo as matrizes de covariancias assintéticas
de n!/ 2902(5) enl/ 2L,c>5(s) calculadas por meio de 3, respectivamente. Sob Hy, em
grandes amostras, W, e W5 seguem uma distribui¢io assintética y> com 3 graus
de liberdade.

Para fins de comparagao, Ferreira (2009) considerou o teste da razdo de veros-

similhanga de Krishnaiah (1975), citado por Seber (1984). Para g > 2 populagdes,
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o teste é extremamente limitado, uma vez que considera que 35, € igual a X,

paratodor # s = 1,2, --- ,gq. No presente caso, como g = 2, tal limitacdo ndo
existe.
Considerando a amostra aleatéria X1, Xo, ---, X, -+, X, em que X; €

R?P, em que

X
X = ! e Xj;eRl, para i=12.

Xp

Inicialmente, os dados sdo transformados da seguinte maneira:

(2.68)

Yp=Xp-X;.
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Assim, Y ~ N»,(Cp, CEC'T). Portanto,

Cov(Yj1,Yp) =Cov(X;, Xjp - X})

=Cov(X;, X ;) — Con(X;)
1 1 2 2
=3 [Cov(Xj1. X o) + Cov(X jp. X p)| - 3 D1 Con(Xjr, X o)

r=1 s=1

1 1
=5 (B2 +320) - 7 (11 + X+ X+ X)

1 1
=—X»n-3 -0 -3251).
4( 2 11)+4( 12 21)

Jiang, Sarkar e Hsuan (1999) consideraram o problema paraocasode p =2e
g = 2 e testaram a igualdade 3| = 3, usando um teste de independéncia entre
Y1 e Y. Para isso, os autores assumem que X = X2, que ocorre se € somente
se X1 for uma matriz simétrica, que é uma condicao muito forte, improvavel de
acontecer em uma situagdo pratica. Logo, assumindo essa condi¢do como verda-
deira, covariancia de Yj; com Y serd nula se e somente se 311 = ;. Portanto,
testar que Hy : 311 = X; equivale a testar que Y| e Y, sdo independentes. Para
iss0, serd considerado o teste da razdo de verossimilhancas para independéncia de
dois grupos.

Considerando a transformacdo (2.68) em todas as observacgdes € obtida a amos-
tra aleatéria Y1,Y>, ---,Y}, ---,Y,. Sendo S a matriz de covariancias amostrais

dos YJ s, com a seguinte estrutura

Sit | Si2
So1 | S»

S =

A hipétese de interesse € verificar se os g = 2 grupos de varidveis sdo mutua-
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mente independentes, ou seja, deseja-se testar a seguinte hipdtese

Hy:%ij=0 Y i#j=12 ou

DIIY 0
0 hITVS

H()12=2()=

Deve-se salientar que a varidvel aleatdria correspondente a j-ésima unidade
amostral € particionada da seguinte forma Y; = [Y;]T)j, Y(ZT)].]T € que os sub-vetores
Y)j, Y(2); representam parti¢des do vetor Y; e ndo uma amostra aleatoria de ve-
tores independentes.

A funcdo de verossimilhanga para o modelo normal multivariado € dada por

LY; .3 =] | fr(¥) = @m 737 x
J=1

1 )
xexpy=3 ) (Yj—m)'® Y-y (2.69)
=1

O méximo dessa fun¢@o pode ser obtido tomando-se as derivadas parciais de
primeira ordem em relag¢do a cada parametro, igualando as funcdes obtidas a zero
e resolvendo o sistema de equagdes formado. Os estimadores resultantes sdo os
estimadores de maxima verossimilhanga. Muitas vezes é mais facil tomar o lo-
garitmo da funcio de verossimilhanca e determinar o mdximo dessa nova funcao,
que é chamada de fungdo suporte. Os maximos das fung¢des de verossimilhanga
e suporte, em relacdo aos estimadores obtidos, sdo exatamente os mesmos. Isso

decorre do fato de a funcdo logaritmo ser mondtona crescente. Para esse caso, a
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funcdo suporte serd denominada por g, e dada por

ﬁfY(Yj)

J=1

np n BN -1
=~ 5 InQn) ~ 7 %] - ;m - I - ).

g(Y; p,3) =In[L(Y; p, X)] = In

Realizando-se os mesmos procedimentos que seriam aplicados para determinar
o maximo da func¢éo de verossimilhanca, deve-se, inicialmente, tomar a derivada
de primeira ordem da funcdo suporte em relacdo a p e posteriormente em relacio

a 3 e resolver o sistema de equacdes formado. Assim, tem-se

=) WY - w.
o (j )

j=1

Igualando a zero e resolvendo a equagdo resultante obtém-se facilmente o esti-

mador de méaxima verossimilhanga de p por

Y,
j=1

n

f= =Y. (2.70)

Antes de calcular a derivada de primeira ordem em relacdo a matriz de covari-

ancias 3, rearranja-se o expoente do nimero neperiano, na equagdo da funcgéo de



72

verossimilhanca (2.69), da seguinte forma

DICAIDIDEAIDED YA ER ANV N A SR AT
1

n

J=1 J
n

Y;,-Y) = (Y, - Y)+

j=1

+2 ) (Y =YY - )t
j=1

n
Y Y-SV -,
j=1

Como os elementos dessa soma sdo formas quadraticas e, portanto, escalares,
pode-se aplicar o trago e utilizar a propriedade de que tr(AB) = tr(BA), resul-

tando assim na seguinte expressao

zn] r| 57N - YOV - Y) T +2 Z r| ST - YOV - )|+
=1 =1

[ - - w7
=1

Aplicando a propriedade de que a soma de tracos € igual ao traco da soma e
n

considerando que o termo central 2 Z(Yf - Y)Y — p)" é uma matriz de zeros,

J=1
entao tem-se

| =7 Y (Y= VY = V)T o 12 (F - (P - )]
=1

n
Sabe-se que (n — 1)S = Z(YJ -Y)(Y;-Y)". Assim, a fungdo suporte pode
=
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ser reescrita como

) _ _hp n 1 -1
Y p. ) = = —-In2m) - SIn[B| - 517 |n-nz's|-

- %rr =Y - ¥ -] 2.71)

Tomando-se a derivada de primeira ordem da fun¢do suporte, modificada dessa

forma, em relacdo a matriz 3 tem-se

0g(Y; u,>) nie-\T m-1)_ M _ e
SRR LR A SRCH RIS S Rl} e EPLS >
o 2( ) + ) S + > Y - )Y — )
1 _ ]
=23y n . )s1es 4 S RCEINC NI

Igualando a zero, substituindo o estimador de p dado pela equacdo (2.70) e
resolvendo a equacgdo resultante obtém-se facilmente o estimador de maxima ve-

rossimilhancga de 3. Assim, tem-se

. -1 . ~ _ _ .
—gz-l + %2-132* + gz:—l(y Y-S =0

T+ -DEISES T 4T - Y -Y) S =0

'+ m-DE'SE ! =0
I3+ - DETIST IS =0
sendo, portanto
nS=mn-18
. -1
-5 _ o (2.72)



74

Os estimadores de médxima verossimilhancga do vetor de médias (2.70) e da ma-
triz de covariancias (2.72) maximizam a func¢fo de verossimilhanca apresentada na
equacdo (2.69). Para obter o maximo da funcdo de verossimilhanga, inicialmente

calcula-se

Lo(Y; 1, 3) =(27)~ 7 1S, x
{—tr[ns,;lsn] — tr[nS;\(Y. - Y)(¥ - Y.)T]}
X exp )

2

que apds ser simplificada resulta em

Lo(Y; 4,3 =2n) 418, Fexp {—%} 2.73)

em que () representa o espago paramétrico irrestrito. As particdes apresentadas
anteriormente devem ser aplicadas da mesma forma.
A funcdo de verossimilhanca, para o modelo restrito, pode ser escrita da se-

guinte forma

2
Loy(Y; 1, %0) =2r) ™7 | [1Zal %

i=1
X exp {—
2
i_

n n
gV p, o) = - 7”1n @m -3 Z] In|Xl-

N =

J=1

2 n
DD Vi — 1) 257 (Y - N(o)} :
i=1

e a fungdo suporte, por

n

2
1 _
-3 Z Z(Y(i)j - Mi))TEii](Y(i)j = Ki))-
=1 j=1
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Utilizando argumentos semelhantes ao utilizado no teste de Bartlett multivari-
2 n

ado a expressao Z Z(Ym i = 1a) =5 (Ya; — py) pode ser reescrita por
i=1 j=1

2
Z tr [(n - DX Si + 13 (Yo, - pa) (Yo, - N(i))T] :
i=1
em que a matriz (p; X p;), dada por Sy, representa o estimador ndo-viesado da co-

variancia para o i-ésimo grupo de varidveis. Assim, a funcao suporte € simplificada

cm
np n <
Y 1, %0) =~ = 1) - 3 Z‘ 1|2

2
=5 > |- DE;' S

1

| =

=
2
Z tr [nE;l(Y@ - pi)(Ya), — N(i))T] .

i=1

| =

Derivando essa fun¢do em relagcdo aos pardmetros obtém-se

0g -1,y
—— =nX; (Yo — pa),
e @. O]

parai = 1,2. Igualando a equagdo resultante a zero obtém-se

Py =Y. (2.74)

O estimador de maxima verossimilhan¢a da média populacional do i-ésimo

grupo de varidveis corresponde a média amostral do mesmo grupo. Para encontrar
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os estimadores de mdxima verossimilhanca para a matriz de covariancias obtém-se

og 3 nE‘l N n-1)

oy, 27"

_ _ N1~ — _
Eiilsiiziil + 52,~,-1(Y<i>. = ka)(Yo), — N(i))TEiil-

Igualando essa equagdo a zero, substituindo o estimador de p4; dado pela equa-

¢do (2.74) obtém-se

n . -1 n— 1 &1 &1
_Ezii + 3 X Six; =0
na -1 n-— 1 &1 &1
_Ezii Y 2 Sudiy
NN L N
2112,'1' Y= n i i Sii ii i,

1< . .
i = === 2 Vo = ¥ )(¥ioy = Yoo
]:

Substituindo os estimadores de maxima verossimilhanca na funcio de verossi-
milhanga restrita obtém-se seu maximo, apds algumas simplificacdes, que € dado

por

Lo, (Y f1.30) = @n)™ %

2
ﬂ 13272 | exp {—E} .
i=1 2

A estatistica do teste de razdo de verossimilhanga para a independéncia de g = 2

grupos € dada por

5" 1S R

= w2 = 2’ (2.75)

2 2 nf2 2
[ [1 {]‘[ |Sl-l-|] {]_[ |R,-,-|]
i=1 i=1 i=1

sendo R a matriz de covaridncias amostrais e R;; a particdo correspondente ao
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i-ésimo grupo. Sob a hipdtese nula de independéncia entre grupos, para gran-
des amostras, —2In(A) possui distribui¢io assintética quiquadrado com v = 2p?
(FERREIRA, 2009).

A estatistica do teste com correcio de Box (1949) € dada por

Xz =—(n—=1(1 = C)[In|S| - (In|Si1| +In|Sxl)] (2.76)

_ 4F3 + 61"2
T 12(n- DI,

* I,=Q2p) -2p" para r=23.

A estatistica (2.76), sob Hy, segue assintoticamente uma distribuicdo quiqua-
drado com v = 2p? graus de liberdade, e é utilizada para testar a hipStese nula de
igualdade das matrizes de covariancias sob correlacdo entre os dois grupos.

Esse teste ndo serd aplicado ou utilizado, pois s6 € vélido em uma situacio

improvével de acontecer em situacdes reais.

2.7 Simulacao bootstrap

O método de simulacdo bootstrap foi proposto por Efron (1979) e € referido
como técnica de reamostragem. Métodos de bootstrap sdo métodos computacio-
nais intensivos de andlise estatistica que usam simulacio para a realizacio de testes
de hipédtese, estimacdo de parametros por intervalos e estimacdo de erros padroes.

Segundo Ferreira (2013), a vantagem de utilizar os métodos de reamostragens
como o bootstrap para realizar inferéncias € quando ndo se conhece a distribui¢io
de probabilidade da populagdo e o modelo normal nao é adequado para os dados
ou residuos.

O termo bootstrap refere-se a simulacdes Monte Carlo que tratam a amostra

original como a pseudo-populacdo. O pesquisador trata a sua amostra como se
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fosse a populagcdo de origem dos dados e utiliza a amostragem com reposi¢ao
para gerar pseudo-amostras a partir da amostra original. Uma amostra original de
tamanho n € considerada e cada elemento da amostra tem a mesma probabilidade
de ser selecionado. Assim, pode-se estimar os parametros da populagdo a partir
das pseudo-amostras por meio da distribuicdo empirica amostral conhecida.
Segundo Chernick (2008 apud GEBERT, 2010), o nimero de reamostragens
necessdrias para se obterem boas estimativas, em intervalos de confianca e pro-
blemas de testes de hipéteses, seria de pelo menos 1000 repeticdes bootstrap. As

duas maneiras de bootstrap mais utilizadas sdo o ndo-paramétrico e o paramétrico.

2.7.1 Bootstrap nao-paramétrico

A ideia do método bootstrap ndo-paramétrico é realizar reamostragem com
reposi¢do da amostra original, formando novas amostras de mesmo tamanho. E
usada quando ndo se conhece a distribuicdo de probabilidade da varidvel aleatéria
ou da estatistica de interesse.

Suponha uma amostra aleatéria de tamanho n, X1, X, ..., X, de uma popula-
¢do com distribuicao desconhecida e cujo interesse € um parametro 6. Essa amos-
tra serd reamostrada B vezes com reposicdo, de forma que cada reamostragem
(subamostra) (1,2, ..., B) tenha tamanho n. A cada subamostra gerada calcula-se
uma estatistica de interesse, e apds B reamostragens a distribui¢cdo empirica gerada
¢ utilizada para a realizagc@o de inferéncias.

Segundo Ferreira (2013), para a maior parte dos modelos probabilisticos teorias
exatas nao sdo conhecidas ou sdo intrataveis analiticamente. Nesse caso, usa-se a
distribuicao de probabilidade empirica, a qual atribui para cada observa¢do amos-
tral uma probabilidade 1/n. Ainda segundo Ferreira (2013), a ideia de bootstrap

¢ substituir a distribuicdo desconhecida da populacdo pela distribui¢do empirica,
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que é conhecida. Por essa razdo que se denomina esse método de bootstrap nao-
paramétrico.

O algoritmo das reamostragens bootstrap, para estimar um parametro 6 des-
conhecido de uma populagao, cuja distribuicdo de probabilidade f, considerando,
ainda, que o estimador f é uma funcdo dos valores amostrais, 0= g(X1,Xa,..., X)),

foi apresentado por Ferreira (2013) da seguinte forma:

(i) atribuir massa de probabilidade 1/n para cada observacdo amostral X;, j =

1,2,...,n, para criar a distribuicdo de probabilidade empirica f ;

(ii) gerar amostras aleatérias com reposi¢ao da distribuicao de probabilidade em-

pirica f , denominada de amostra de bootstrap e dada por X1, X0, ..., X

(iii) calcular uma estimativa de 6 por 6, e usar a amostra de bootstrap no lugar da

amostra original, da seguinte forma 6 = g(X, Xz, ..., X,);

(iv) repetir os passos (ii) e (iii) B vezes.

2.7.2 Bootstrap paramétrico

Os procedimentos bootstrap paramétricos sdo mais restritivos, em virtude de
assumirem uma distribui¢do de probabilidade conhecida F(-), com pardmetros des-
conhecidos. Assim, utiliza-se as estimativas desses pardmetros, obtidas a partir da
amostra X1, X, ..., X,,, para gerar dados da distribuicao de interesse.

De acordo com Ferreira (2013), no bootstrap paramétrico devem-se estimar os
pardmetros a partir da amostra aleatéria que se encontra disponivel e utilizar as
estimativas como parametros da func¢io densidade correspondente e, assim, gerar
dados da distribuicdo de interesse. A utilizagdo de estimativas dos parametros para
obter uma estimativa da distribuicdo da varidvel aleatdria € a principal caracteris-

tica que diferencia os métodos Monte Carlo do bootstrap paramétrico.
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No procedimento bootstrap paramétrico devem-se obter as estimativas dos pa-
rdmetros da distribui¢do de interesse. A partir desses parametros sdo geradas B
amostras aleatérias de tamanho n. Para cada amostra calcula-se uma estimativa da

estatistica de interesse, que tem a forma da estatistica original (GEBERT, 2010).

2.8 Simulacdo Monte Carlo

O método de Monte Carlo surgiu com o propdsito de resolver problemas ma-
temadticos de integragdo numérica utilizando geracdo de sequéncias de nimeros
aleatorios, sugerindo o nome “Monte Carlo” em comparacio a aleatoriedade e re-
peticdo da roleta utilizada nos cassinos, uma vez que a roleta seria comparavel a
um mecanismo gerador de nimeros aleatdrios. A geracdo dessas sequéncias seja
aleatdria ou pseudo-aleatdria é um fator importante a ser considerado para que a
precisdo das estimativas Monte Carlo sejam aceitdveis.

O suporte estatistico para validagdo dos resultados obtidos via simulagdo Monte
Carlo ¢ verificado na “Lei dos Grandes Niimeros”, permitindo interpretar que a
medida que o nimero de simula¢des aumenta a estimativa converge para o verda-
deiro valor da varidvel.

O método de simulacdo Monte Carlo é usado para fazer inferéncias quando nao
se conhece a distribuicdo do pardmetro de interesse ou quando as pressuposicoes
de um modelo sdo violadas. Segundo Ferreira (2013), muitos testes e métodos de
estimacdo t€m suas propriedades avaliadas quando ha violagao de pelo menos uma
de suas pressuposi¢des, o que se d4d o nome de avaliagdo da robustez do método,
utilizando mecanismos Monte Carlo.

A ideia do método de Monte Carlo € estimar a distribuicio de uma estatistica
por meio de amostras aleatérias de uma populacdo e observar o comportamento da

estatistica sobre as amostras. Nessa situacdo, o método Monte Carlo € uma abor-
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dagem paramétrica porque a amostra € retirada de uma populacio com distribui¢io
conhecida.

A aplicacdo do método inicia com a defini¢do da pseudo-populagdo, que € as-
sumida para representar a populagdo. Em seguida deve-se determinar a pseudo-
populacdo que representa a verdadeira populagdo de interesse. Dessa forma, uma
técnica de amostragem deve ser aplicada para obter uma amostra da pseudo - popu-
lacdo, com o intuito de calcular o valor da estatistica de interesse. Deve-se repetir
B vezes a técnica de amostragem para calcular os B valores da estatistica de in-
teresse. Esses B valores obtidos devem ser usados para estudar a distribui¢do da
estatistica.

No estudo da avaliacdo ou desempenho de testes estatisticos, a obtengdo anali-
tica de informacdes sobre a taxa de erro tipo I e poder torna-se muito complicada.
Por isso, com a utilizagdo do método Monte Carlo pode-se obter essas informa-
cdes de uma maneira simples e eficiente, evitando-se assim dificuldades analiticas

(GEBERT, 2010).
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3 MATERIAL E METODOS

3.1 Teste de comparacio de covaridncias na presenca de correlacio
Considere a variavel multidimensional X de dimensdo (2p X 1) normal multi-
variada com vetor média p (2p X 1) e covaridncia 3 (2p X 2p), X ~ Nop(p, X).
Nesse trabalho somente o caso para g = 2 populagdes relacionadas é considerado,
resultando na dimensdo gp = 2p das matrizes. Seja considerada uma parti¢do de
X em g = 2 grupos de p varidveis, quais sejam, X e X, ambos de dimensdes
(p x 1). Igualmente, p e 32 devem ser particionadas de forma correspondente. Os
grupos 1 e 2 sdo formados de tal forma que as p varidveis dos vetores X e X, cor-
respondam as mensuragdes antes e apds a aplicacdo de algum tipo de tratamento.

As particdes correspondentes de 3 sdo dadas por

Y| X2
o1 | X

O principal objetivo é testar a hipdtese especificada em (3.1):

Hy:X11=X»n vs H{:X1#X» 3.1

quando 315 # 0. Os testes para o caso em que 31, = 0 sdo bastantes conhecidos
na literatura (BARTLETT, 1937). Para desenvolver o teste especificamente para
q = 2 populacdes, sejam definidas as varidveis U e V como combinagdes lineares
das variaveis de X . Para isso, seja o vetor nao nulo a (p X 1) de coeficientes reais
que estabelece as combinagdes lineares de X . Sejam os vetores b' = (a”,a") e
¢’ = (a", — a") de dimensdo (1 x 2p). Portanto, sejam U = b" X = a' X +

CI,TXQ =U +UyeV = c'X = aTXl —CLTXZ = U, —U,. Como U e
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V sd3o combinagdes lineares de varidveis normais X, entdo, U ~ N 1(,uU,0'%]) e

V ~ Ni(uv, o) (ANDERSON, 1978), sendo:

pu=a'p+a’py e op=a’ (S +In+23p)a;

CLT(EU + 222 - 2212) a.

T T 2
py=a'p—a'puy e oy

Para desenvolver o teste sugerido, inicialmente € obtida a correlacio entre essas
combinagdes lineares U e V (pyy). Seu estimador de maxima verossimilhanga é
entdo utilizado. Em seguida o teste ¢ de Student é aplicado para a hipétese de
correlag@o linear nula. Como U e V sdo varidveis normais, o teste aplicado é
exato sob Hy : pyy = 0. Em seguida € mostrado como o teste dessa hipdtese
estd relacionada com a hipdtese de interesse (3.1). Finalmente é mostrado como
determinar o vetor a para que o teste seja mais poderoso. A correlagdo entre U e

V € definida por

_ guv
PUV = T — —>
[2 [ 2
oAy

em que oy € a covariancia entre U e V definida por oyy = E(UV) — E(U)E(V),

0'%, e o-%, foram definidos anteriormente. Entao,

oyy = COV(bTX,CTX) = bTEC = aT(Ell - 222) a.

Portanto,

a’(Z -E»n)a
VaT (X + X0 +2¥p)aVa (X + Xpn -23p)a

pPuv = (3.2)

O estimador de méxima verossimilhanga de sigma corrigido para viés (S) em
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uma amostra de tamanho n, devidamente particionado é

DX - X)X - X)T

St ‘ Si2 =
= = I . 3.3)
8o ‘ S2» n=
O estimador de pyy € dado por
a’(S11-Sn)a
roy = —— == . (34
VaT(S11 + S» +251n)aVa™ (S + 8» -251)a
Como U ~ N(uy, 0'%/) eV ~ N(uy, 0'%,), entdo a estatistica pivo
Vn -2
fo= VY2 (3.5)
- r%/V

tem distribuicao ¢ de Student com v = n — 2 graus de liberdade, se pyy = 0. Essa
estatistica segue a distribuigdo ¢ de Student com v = n—2 graus de liberdade, dado
que a € conhecido.

A expressdo (3.2) permite que se conclua que pyy = 0 se e somente se X1 =
3. Portanto, testar a hipotese Hy : pyy = 0 € equivalente a testar a hipdtese
Hy : 311 = 3. Quando, no entanto, 31, = 0, o teste de Bartlett (1937) pode ser
utilizado para testar essa hipdtese.

Para definir qual € o valor do vetor a que torna o teste (3.5) mais poderoso, na

préxima segdo € apresentada uma solugao.
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3.1.1 Maximizar pyy
A correlacdo entre U e V foi definida anteriormente por

uv a’ (X -X»n)a
/ / \/aT(Eu TXpr28p)aVaT (S F2n -22n)a

Para obter o maximo, serd imposta a restri¢io o2, = 0'%, = 1, devido a escolha

b=
de a = 1. Em seguida deve-se derivar pyy em relacio ao vetor a, igualar a zero e
resolver a equacdo formada.

Assim,

Opuy _ | 2(Z1 — Bp) ala’ (B + By + 2%)al”la (S + Zn -28n)al'
da [aT(X11 + X2 + 2X ) al[a™ (X1 + Xy - 231p) a

(Z11 + 30 +28p)ala’ (B + T +28 ) a]
[a™(X5 + X + 2 p)alla™ (X + X —2¥2) al
[a"(Z1) + 20 - 251)al”? +[a” (B + By +28) al'”
[aT(X11 + X +2X¥p)alla™ (X1 + X —2%1n) al
(Z11 + 20 -2Ep)ala’ (B + By - 28) al'” }}

-—a'(Zy + 222)‘1{

[aT (X1 + Xy +2Xp) alla™ (B + X —2X0) al

Impondo as restri¢des 0'%] = a'%, = 1 tem-se:

dpuv
da

=2 -Yn)a-a (B -En)al(E +Xn +2Xp)a+

+ (X1 + X -2 p)al

Como, sob a restri¢do o-%, = 0'%/ =1tem-se a' (X — X2) a = pyy, entdo

dpuv
Jda

=211 —-2Y»)a-2pyy (X1 +Xn)a

=2[(Z41 - X2) —puv (B + X0)]|a
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Igualando a zero tem-se:
(11— X22) —puv (11 + Zn)]a = 0. (3.6)

Para solucionar o sistema (3.6), a matriz 3311 + 3 serd fatorada por 31| + Xy, =
QQ7, em que 2 € o fator de Cholesky de 31 + X;.

Usando a transformacao linear a = (Q7)~!'2, e substituindo em (3.6) tem-se
[(B11 - Z) —puv QOT|@T) 'z = 0. 37
Pré-multiplicando o sistema (3.7) por Q! tem-se
|27/ @1 - 20 @) —ppv 27'QQT@) 2 =0,
que resulta em
(H - pyvl) z =0,

sendo H = Q7(Z;; — T»)(27)~!. Obtendo-se os autovalores A, Ay, - - - ,Ap e

os autovetores eq, e, - - - , e, da matriz H, entdo

puv =i
z=e
Portanto, o vetor a deve ser recuperado por
a=")"z. (3.8)

Sob Hy a matriz H € igual a matriz nula, portanto, o vetor a pode ser qualquer
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vetor ndo nulo fixado.

Sob H; essa maximizacdo levaria a um teste mais poderoso. Entretanto, o valor
de a é dependente de quantidades paramétricas desconhecidas.

Nesse trabalho foi escolhido um vetor p X 1 de uns. Assim, com a = 1, tem-se
que o estimador de pyy € dado por (3.4) e a estatistica do teste proposto é (3.5),
que sob Hy possui distribuicao ¢ de Student com v = n — 2 graus de liberdade.

Utilizando o estimador .S de X, pyy e a podem ser estimados determinando-se
os autovalores e autovetores de H = ! (St - Szz)(QT)‘], sendo a matriz €2, 0

fator de Cholesky de (S + S22). Assim,

ComoU =a"X;+a" X, ~Nuy,l)eV =a"X; —a’" X, ~N(uy,l), entdo
para testar a hip6tese nula Hy : pyy = 0, adistribuicdo ¢ é inadequada. A estatistica

do teste €

ouy Vn — 2
[ = Puv V2 (3.9)

¢ )
v - ﬁ%/v

que sob Hy e com a conhecido possui distribuicdo ¢ de Student com v = n — 2
graus de liberdade, porém, nesse caso, ndo tem distribui¢cdo conhecida, pois a é
desconhecido. Testar a hipdtese de que pyy = 0, equivale a testar Hy : 311 = Xp».
Assim, para usar esse resultado, em que o vetor a € estimado, optou-se por obter
a distribuicao nula dessa estatistica via bootstrap. Na préxima secio apresenta-se
essa solucdo para o teste.

Para fins de comparacéo, optou-se por apresentar um teste ideal que nas situ-

acdes do mundo real, seria impossivel usd-lo. Esse teste serd denotado por ¢, e
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serd considerado um teste de referéncia, pois sua distribuicdo nula serd exata, con-
forme explicagdes apresentadas na sequéncia. Assim, o teste 7., cuja estatistica é
dada em (3.5) com escolha de a = 1 e o teste bootstrap que serd apresentado na
préxima secao serdo comparados com este teste de referéncia. Sob Hy, o teste 7,
serd o mesmo de 7., ou seja, terd a mesma estatistica em que se usard a escolha de
a = 1. Esta estatistica possui distribuicdo nula exata ¢ de Student com v = n — 2
graus de liberdade. Porém, sob H, serd determinado o vetor a que maximiza a
estatistica do teste 7 de Student. E claro que essa escolha, que manterd a estatistica
final do teste, ainda com distribuicdo ¢ de Student, deve ser fixa e dependente dos
parametros X1 e Xy, conforme demonstrado nessa se¢do. Assim, a estatistica do

teste sob H; é dada por

_ PuvVn -2

\/1 _ﬁ%/V

em que a é dado em (3.8), que depende dos autovalores de H = Q~'(Z;; -

la (3.10)

325)(QT)7!, bem como pyy é dado por pyy = a’(Si| — S»)a. Logo, para se
usar o teste f,, primeiro, precisa-se conhecer se os dados em questio estdo sob a
hipétese nula ou alternativa. Segundo, é necessdrio conhecer os pardmetros 3
e 3y para se determinar a. Assim, esse teste, como ja dito, s6 tem finalidade de
servir como teste de referéncia. Se os demais testes tiverem poder semelhante ou
iguais a ele, entdo teriam-se testes ideais, que poderiam ser considerados 6timos

nesse contexto.
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3.1.2 Teste bootstrap nao-paramétrico

3.1.2.1 Estatistica original

Para construgdo do teste bootstrap nao-paramétrico considere uma amostra
aleatoria bootstrap X, X»,--- , Xj,--- , X, independente e identicamente distri-
buida, de uma populagio qualquer, em que X ; tem dimensdo (2px1), j=1,...,n,
com vetor de média pr2x1) € matriz de covaridncias X2 x2p) positiva definida. Em
seguida, fixou-se o nimero de reamostragens bootstrap em B = 1000 e calculou-se

o estimador S (2p X 2p), da matriz de covariancias X, dado por:

Si | Si2
So1 | S»

Posteriormente, determinaram-se e isolaram-se as parti¢des S1; e S, de S para
o célculo da matriz H = Q‘I(SU - 522)(QT)‘1, sendo a matriz € o fator de
Cholesky de S| + S»;. Assim, o maximo autovalor de H ¢ dado por pyy = 1.

Dessa forma, calculou-se

_ pPuvVn -2

\/1 _ﬁ%/V

th, (3.11)

para gerar a estatistica original.

3.1.2.2 Distribuiciao nula de bootstrap
Nessa constru¢do consideraram-se 0s seguintes passos:

(1) Inicialmente recebeu-se a amostra original X, X, ---, X, -+, X, conside-
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rando X ; = [XjT(l) |XJ.T(2)]T. Em seguida, obtiveram-se as médias amostrais

Xqpy=—— e X =
()] n (@)

(i1) Posteriormente sorteou-se uma amostra bootstrap com reposicao da amos-
tra original dos e;’s, ou seja, X7, X;, . ,X]*., .-+, X, considerando X;.‘ de di-
mensdao 2px1),j=1,2,--- ,n.

(iii) Para a imposicdo da hipdtese nula Hy : 3;; = 3y, quandoXjp; # 0

*TT

: _ L3 * *T
considerou-se a particdo Xj [Xj(l) | Xj(Z)](szl)‘

A hipétese nula € imposta
reamostrando ao acaso cada particdo aleatoriamente para compor a amostra de
qualquer um dos grupos. A probabilidade de que uma das particdes de um dos
grupos seja sorteada para o outro foi de 50%. Logo, a amostra final de bootstrap
serd dada por X;F 2px1),j=1,2,---,n, definido por

X+ = Xj(z)
J

Xj(l)

X7 =X7, com probabilidade 50%.

com probabilidade 50% ou

(iv) De posse da amostra X", X7, - - ,X;F, .-+, X} calculou-se S*, que € a
matriz de covaridncias amostrais bootstrap. Posteriormente, tomaram-se as parti-

¢des S|, e S7, e calculou-se H* = Q‘I(Sfl - 5;2)(QT)‘1, sendo a matriz € o



91

fator de Cholesky de (S|, +S7,). Assim, o mdximo autovalor de H+* ¢ dado por
A+ )+
Pyy =47
Dessa forma, obteve-se a estatistica
PoyNn=2

V1= @5

para a k-ésima amostra de bootstrap.

ty, = (3.12)

(v) Em seguida repetiram-se os passos de (i) a (iv), fazendo k variar de 1 a
B. Os B valores da estatistica #;, foram armazenados juntamente com o valor na
amostra original #;,, na posi¢do B + 1.

(vi) Dessa forma, o valor-p foi calculado por:

B+1

Z I(tbk > tbo)

k=1

valor-p = Bl

em que I(t5, > tp,) é a funcdo indicadora, que retorna 1 se f,, > tp,, € 0 caso
contrario.

(vii) Retornou-se o valor da estatistica f,,, e o valor-p.

(viii) A decisao de rejeicdo da hipdtese foi obtida confrontando-se o valor-p e
o nivel nominal de significancia a. Se o valor-p < « rejeita-se Hy.

O critério de bootstrap utilizado neste trabalho € idéntico ao apresentado por

Cirillo et al. (2010), porém o que diferencia um trabalho do outro € a estatistica do

teste utilizada.

3.2 Simulacio Monte Carlo

A simulacdo Monte Carlo realizada neste trabalho teve como intuito avaliar

as taxas de erro tipo I e poder dos testes propostos (Bootstrap nao-paramétrico
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(tp,), Maximizacdo de pyy para otimizar o a paramétrico (f;) € o teste (¢.), ob-
tido fixando o a num vetor de uns), com o objetivo de compara-los com os testes
apresentados por Jiang e Sarkar (1998) (W, e Ws) e Jiang, Sarkar e Hsuan (1999)
(LRT, LRT}, LRT; e LRTj3).

Optou-se neste trabalho pelo uso da mesma terminologia dos testes apresenta-
dos por Jiang e Sarkar (1998) (W, e W5s) e Jiang, Sarkar e Hsuan (1999) (LRT,
LRT}, LRT; e LRT3).

Na simulacdo sob Hy pode-se usar qualquer valor ndo nulo para a e sob H;
existe um valor a que é 6timo. Se o valor de a for conhecido, espera-se que o
teste t, controle o erro tipo I e tenha um poder maior ou igual ao de .. Esse teste é
usado para validar a teoria, embora nfo seja aplicdvel nas situagdes reais praticas.

Em cada simulagdo foram aplicados os testes (#3,, . € f;) em um nivel no-
minal de significincia (a) fixado em 5% e 1%, para testar se a hipdtese nula
Hp : 311 = 33 quando X, # 0. Para a simulacdo do teste #;, fixou-se o
nimero de reamostragens em B = 1000.

Em todos os casos foram simuladas N = 10000 amostras e a propor¢ido de
rejeicdo da hipétese nula Hy foi computada para cada teste ao longo de todas as
simula¢des Monte Carlo. Os valores da taxa de erro tipo I empirica foram compa-
rados com o valor nominal fixado em cada um dos casos. Todos os testes foram
aplicados a cada uma dessas amostras, em cada uma das configuracdes formadas
pela combinagdo dos valores de n e 3, considerando os niveis de significAncia
a = 0,05e0,01. As simulacdes foram realizadas no software R (R CORE TEAM,
2014).
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3.2.1 Taxas de erro tipo I e poder dos testes 7,, #. € 15,

Foram consideradas as taxas de erro tipo I e poder na avaliacdo do desempenho
dos trés testes: #,, t. € tp, € foram simuladas amostras aleatérias normais multiva-
riadas, de tamanho n, dadas por X, X5,---, X,--- , X;;,em que X € R2P, com
vetor média fopx1) € covaridncia 3opx2p) positiva definida, X ~ N, (u, ).

Na simulagdo realizada neste trabalho e na apresentada por Jiang, Sarkar e
Hsuan (1999), para p = 2, foram considerados os mesmos valores para os parame-

tros como no estudo de Jiang e Sarkar (1998), tais como: n € {10, 15, 20, 25, 50,75, 100},

1,0 0,0 00 0,0 1,0000 —1,0000 0,7071  -0,7071
00 1,0 00 0,0 —1,0000 5,0000 -0,7071 0,7071
3 =1y = , 2= ,
00 0,0 1,0 0,0 0,7071  -0,7071 1,0000 -1,0000
00 0,0 00 1,0 -0,7071 0,7071  —1,0000 5,0000
1,0 01 02 03 1,0000 —1,0000 0,7071 -1,4142
0,1 1,0 04 05 —1,0000 5,0000 -0,7071 1,4142
3= , 3= ,
02 04 1,0 0,1 0,7071  -0,7071 1,0000 —1,0000
03 05 0,1 1,0 —1,4142 1,4142  —1,0000 5,0000

para estimar as taxas de erro tipo I, e

1,0 0,1 02 03 1,0 0,1 02 03 1,0 0,1 02 03
0,1 1,0 03 05 0,1 1,0 03 0,5 0,1 20 03 05
35 = , X = , X7= ,
02 03 10 0,6 02 03 10 0,6 02 03 30 06
03 05 06 1,0 03 05 06 3,0 03 05 06 40
1 -1 0 0 1,0 0,1 02 03 1,0 0,1 02 03
-1 2 0 0 0,1 1,0 04 05 0,1 1,0 04 05
3 = , 39 = , X0 = ,
0 0 3 1 02 04 10 06 02 04 10 06
0 0o 1 1 03 05 06 1,0 03 05 06 30
1,0 0,1 02 03
. o1 20 04 05
2 = >
02 04 30 0,6
03 05 06 40
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para estimar o poder dos testes. Observe que, em 3 e g, 3] = Yjp = 0,0
que indica que as matrizes nao sdo correlacionadas, de modo que a forma fechada
do fator de correcdo m; existe, enquanto que em 31, 3, 3is, X, 217, Lg tem-se

31 = 3y, assim a forma fechada do fator de correcdo my existe. J4 para as

*

matrizes de covariancias X3, 34, 339, 319 € X7,

a igualdade 3, = 3; j nfo
¢ mais vdlida, sendo apenas viélida a igualdade X1, = (3,;) ", peculiar & maioria
das matrizes de covariancias observadas em circunstancias reais.

Considere uma matriz de covariancias 3 como sendo positiva definida e particione-

a da seguinte forma:

i | X2
o1 | X

Quando a matriz de covariancias tem dimensdo (8 X 8) cada um dos quatro
blocos (311, 212, 321, 222) tem dimensdo (4 X 4). E, quando a matriz de covari-
ancias tem dimensao (20 X 20) cada um dos quatro blocos tem dimensdo dimensao
(10 x 10). Para que X seja positiva definida é necessario que todos os seus auto-
valores sejam nimeros reais maiores que zero.

Para a simulagdo das taxas de erro tipo I e poder dos testes #,, . € t;, foram
construidas matrizes de covariancias positivas definidas, considerando p = 4 e
p =10, n € {10, 15, 20, 25, 50, 75, 100, 300, 500, 1000} e nivel de significancia fi-
xado em @ = 5% e 1%. A construcdo das matrizes de covariancias foi divida em

duas partes:

(i) Construcao das matrizes de covariancias positivas definidas, com p = 4
e p = 10, para avaliar as taxas de erro tipo I dos testes 7,,7. e #;,:

Na simulacgfo da taxa de erro tipo I dos trés testes foram construidas matrizes
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de covariancias positivas definidas considerando p = 4 e p = 10. Nesse caso, cada
matriz de covaridncias foi considerada como uma matriz de correlacdes populaci-
onais (p). A simulagio foi feita sob a hipdtese nula Hy : 331} = 3p;, considerando
as correlacdes de 31, como sendo valores menores ou iguais (de forma decres-
cente na linha e decrescente na coluna) as correlagdes fora da diagonal principal
de 21 1.

As correlacdes da diagonal principal de 331 sdo todas iguais a 1. Como X é
simétrica tem-se que 31> = X],. Em cada simulagéo foram consideradas as confi-
guragdes formadas pela combinacgdo dos valores de 3 e n e niveis de significancia
(o) fixados em 5% e 1%.

Em todos os casos o niimero de simulagdes Monte Carlo foi N = 10000, ou
seja, foram gerados 10000 valores-p. Com esses valores foi calculada a propor¢do
de vezes em que Hj foi erroneamente rejeitada, ou seja, a proporc¢ao de vezes que

o valor-p foi menor que a.

(i) Construcao das matrizes de covariiancias positivas definidas, com p = 4
e p = 10, para avaliar os poderes dos testes 7, 7. € p,:

A simulacdo do poder dos trés testes foi feita sob a hipétese alternativa H :
311 # . A construcdo da matriz de correlagdo para simular o poder dos testes
foi feita da seguinte forma:

1) Inicialmente considerou-se uma matriz diagonal de desvios padrdes oy, com
k=1,2,---,2p, definida por V12 de forma que o maximo desvio padrdo de 3
€ menor que o minimo desvio padrao de X»;.

2) A partir da matriz de correlacdo construida no item (i), diga-se p, construiu-
se a matriz de covaridncias, fazendo o produto das matrizes ¥ = V'/2pV'1/2 que

por sua vez é uma matriz positiva definida, usada na simulacdo do poder dos testes.
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Em cada simulacdo foram consideradas as configuragdes formadas pela com-
binacdo dos valores de 3 e n e niveis de significancia (@) fixados em 5% e 1%.
Em todos os casos o nimero de simulagées Monte Carlo foi N = 10000, ou seja,
foram gerados 10000 valores-p. Com esses valores foi calculada a propor¢éo de
vezes em que Hy foi acertadamente rejeitada, ou seja, a propor¢do de vezes que o
valor-p foi menor que a.

Para facilitar o acompanhamento construiram-se as matrizes de correlagdo com
indice par (sob Hp) e as matrizes de covariancias com indice impar (sob Hp). As
matrizes com indice par foram usadas para simular a taxa de erro tipo I, e as ma-
trizes com indice impar para simular o poder dos testes.

Algumas matrizes de correlacdes, considerando p = 4, usadas na estimacao do

erro tipo I, foram construidas considerando a seguinte estrutura de correlacdo:

A | B
pP= )
B| A
em que

Lo p p p Pt PP
Al ? Lo p p B- PPt pt Pt
p p 10O p Pt pt Pt
p p p L0 Pt opt Pt

e em médulo p* < p.
A partir da matriz de correlagdes construiu-se a matriz de covariancias, ambas
com dimensdo (8 X 8), com o intuito de estimar o poder dos testes, considerando

uma matriz diagonal (8 X 8) dos desvios padrdes V12 definida como (3.13):
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V2 = diag (01,02, 03,04,05,06,07,03) , (3.13)

em que o1, 02, 03 € 04 530 desvios padrdes menores que 05, 0, 07 € 0.

Para os desvios padrdes foram escolhidos valores arbitrdrios que satisfazem a
restricdo imposta.

Abaixo seguem as matrizes de correlacdo e de covaridncia que foram construi-
das considerando p = 4.

1) A matriz p1, usada para simular o erro tipo I, dos testes, foi construida con-
siderando p = p* = 0,9. A partir da matriz de correlagdo pi, construiu-se a matriz
de covariancias 313, usada na estimagao do poder dos testes, considerando a ma-
triz diagonal dos desvios padroes V2 = diag (4,5,2,1, 16,20, 30, 10). Assim,
Si3=V2p, V12

2) A matriz de correlacdo pi4 foi construida considerando p = p* = 0,8 e a
matriz diagonal dos desvios padrdes vz = diag (4,5,2,1,16,20,30, 10). Assim,
a matriz de covaridncias 35 = V12 p;, V12,

3) Na construgdo de pi¢ considerou-se p = p* = 0,5, e para determinar 317 a
matriz V2 = diag (3, 5,2, 4, 16, 20, 40, 10) foi considerada.

Assim, X7 = V12 ps V12,

4) Para pig considerou-se p = p* = 0,1, e para determinar 39 a matriz dia-
gonal dos desvios padroes V''/? = diag (3,5,2,4, 16,20, 40, 10) foi considerada.
Assim, Zjg = V12 pig V12,

5) A matriz pyo foi construida considerando p = p* = 0, e para determinar 33,
definiu-se a matriz V'1/2 = diag (2,5,4,6,15,12,20, 10).

Assim, 327, = V12 pyy V12,

6) Para p;; considerou-se p = 0,9 e p* = 0,8. Definiu-se a matriz 3,3 a partir
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de V12 = diag (2,5,4,6, 15,12, 20, 10). Logo, X3 = V12 pyr V112,

7) Para py4 considerou-se p = 0,9 e p* = 0,5. Definiu-se a matriz 3,5 a partir
de V2 = diag (1,5,7,3, 15,24, 10, 30). Assim, Xrs = V1/2 pyy V1/2,

8) Para py¢ considerou-se p = 0,9 e p* = 0,1. Definiu-se a matriz 3,7 a partir
de V12 = diag (1,5,7,3,15,24,10,30). Logo, £y7 = V1/2 pys V112,

9) A matriz p,g foi determinada considerando p = 0,9 e p* = 0. Definiu-
se a matriz 3y9 a partir de vz = diag (5,6,2,4,12,15,25,20). Dessa forma,
o= V2 pps V12,

10) Na constru¢ao da matriz de correlagdo p3g considerou-se outra estrutura de

correlagdo definida por:

L0 p p p | Pl P P P

*

p 10 p | py Py P P

Py Py Py Ps | P L0 p
3 Py P P | P P L0

Py pPs P PP P p 10

de forma que p] = 0,7, p; = 0,6, 05 = 0,5, p; = 0,4, p5 = 0,3, pg = 0,2 ¢ p; =0,1.
Definiu-se a matriz 331 a partir de p3g e VV/? = diag (5,6,2,4,12,15,25,20).
Dessa forma, X3 = V'1/2 P30 vz,

Algumas matrizes de correlacdes de dimensdo (20 x 20), usadas na estimacao

do erro tipo I, foram construidas considerando a seguinte estrutura de correlagao:
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A | B
pP= )
Bl A
em que
Lo p P P P P P P
P 10 P P P P P P
P P 1.0 p P P P P P P
P P L0 p P P P P P
a-l * P P P 1.0 p P P P P
P P P P P 1.0 p P P P
P P P P P P Lo p P P
P p P P p P p 1,0 p
P p P p p P p p 10 p
P P P P P P P P L0
PPt ot Pt Pt pt Pt ot Pt Pt
PPt Pt Pt Pt Pt Pt pt pt
F A A A A A
PPt Pt Pt ot Pt pt Pt Pt Pt
B- ot et Pt et Pt pt Pt Pt
PPt ot Pt Pt pt Pt ot Pt Pt
pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt Pt
A A A S A A
PPt Pt pt Pt pt Pt Pt pt
Pt et Pt et Pt ot pt Pt Pt

e em médulo p* < p.

A partir da matriz de correlagdo construiu-se a matriz de covariancias, ambas
com dimensao (20 % 20), com o intuito de estimar o poder dos testes, considerando
uma matriz diagonal dos desvios padroes V'!/2, de dimensdo (20 x 20), definida

por (3.14):

12 .
V2= diag (071,02,03,04,05,06,07,0%,09,010,0 11,012, 013, 014,015,016, T 17, 018, 019, 020 )

= diag(4,5,2,1,16,20,30,10,12, 16, 40,45, 60, 55,41, 39, 35, 65, 100, 50 ). (3.14)
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Os valores dos desvios padrdes da matriz V''/2, quando p = 10, foram esco-
lhidos arbitrariamente, de forma que satisfazem a restricdo imposta: o, 03, 03,
04, 05, 06, 07, 08, 09 € 019 sa0 desvios padrdes menores que o1, 012, 013, O 14,
015,016, 017, 018, 019 € 020.

Abaixo seguem as matrizes de correlag@o e de covariancias que foram construi-
das, considerando p = 10.

1) A matriz de correlacdo p3, usada para simular o erro tipo I, dos testes, foi
construida considerando p = p* = 0,9. A partir da matriz de correlacido ps3;
construiu-se a matriz de covaridncias 333, usada na estimacgdo do poder dos testes,
considerando a matriz diagonal V''/2 definida em (3.14). Com isso pode-se afirmar
que X33 = V12 p3, V112,

2) Na construcdo da matriz p34 foi considerado p = p* = 0,8. Para definir X35
considerou-se a matriz diagonal V12 definida em (3.14). Dessa forma, tem-se
X35 = V12 py V12,

3) Posteriormente, considerou p = p* = 0,5 para definir a matriz de correlagéo
p36. Em seguida, determinou-se a matriz de covaridncias 337 a partir de V'1/2,
definida em (3.14), e de 3 por: T37 = V12 p3s VI/2.

4) A matriz de correlacdo p3g foi definida considerando p = p* = 0,1. A partir
da matriz X135 e de V'1/2 definida em (3.14) determinou-se a matriz de covaridncias
3230, € definida por: X39 = V12 p3g V172,

5) Da mesma forma, p4o foi definida considerando p = p* = 0. E, 34 foi
determinada por p4g € V12, e definida em (3.14) por: 3y = vz P40 vz,

6) A matriz p4, foi definida considerando p = 0,9 e p* = 0,8. Assim, 343 pode
ser determinada, a partir de ps; e V12 em (3.14), por: 343 = V12 P12 V12,

7) Para a construcdo da matriz pa4 foi fixado p = 0,9 e p* = 0,5. A matriz

Y45 foi determinada através de Xuq ¢ V12 em (3.14), e definida por: 345 =
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V12 pu, V12,

8) A matriz p4e foi definida considerando p = 0,9 e p* = 0,1. Assim, 347 pode
ser determinada, a partir de py6 € V12 em (3.14), por: 37 = \ R P46 vz,

9) Da mesma forma, p4g foi definida considerando p = 0,9 e p* = 0. E, 349 foi
determinada por p4g € V12 definida em (3.14), por: 349 = vz P48 vz,

10) Na constru¢ao da matriz de correlagio psg considerou-se outra estrutura de

correlagdo definida por:

A | B
pP= )
Bl A
€m que
10 p p P P p P P p P
P Lo p P P P P
P P 1.0 p P P P P
P P P Lo p P P P P
a-| * P P P Lo p P P P P
P P P P P 1,0 p P P P
P P P P P P 1.0 p P P
P P P P P P p 10 p P
P P P P P P P P L0 p
P P P P P P P P P 1.0
€
L S R O R T T I a0
Py Py Py PS PG PT PR Py Pl Pl
P3Py PSP PT Py Py Py P Pl
Py P5 Pg P Py Py Plo Pl Py PR
B- 5 Ps P Py Py Py P Pl Pl Py

Ps PT Py Py Plo Pl Pl Pz Pl Fls
" " " " " " " " " "
Pr PR Py Pro Pi Piz P13 Pa Pis Pis
Pg Py Pro P P2 Pi3 P P15 Pie P17
P5 Plo P Pl Piz Pl Pis Pls Pl Plg
Plo Pl Pl Pl3 Pl Pls Pl Pl Plg Pl

de forma que p = 0,8, p’f =04, pz = 0,38, p§ = 0,37, pj = 0,36, pg = 0,35,
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pg = 0,34, p3 = 0,29, pg = 0,28, py = 0,25, pj, = 0,23, p}, = 0,18, p}, = 0,15,
P13 = 0,13, p1, = 0,12, pis = 0,1, p}¢ = 0,09, p}; = 0,08, p}; = 0,07 € pjy = 0,05.

A partir de psg determinou-se X5, considerando V12| definida em (3.14).
Dessa forma, Xs; = V'1/2 P50 V12,

11) Considerou-se a mesma estrutura de correlagdo, definida no item (10),
acima, para construir a matriz de correlagdo psy, em que: p = 0,5, p’i‘ = 04,
p; =038, p5 = 0,37, p;, = 0,36, p5 = 0,35, p; = 0,34, p; = 0,29, pg = 0,28,
Py =025, pi, = 0,23, p}, = 0,18, p}, = 0,15, pj; = 0,13, pj, = 0,12, pj5 = 0,1,
Pie = 0,09, p1; = 0,08, pig = 0,07 € p}y = 0,05.

A partir de ps, determinou-se 53, considerando V12, definida em (3.14).
Dessa forma, X53 = V12 ps, V112,

O processo de simulacdo de Monte Carlo foi repetido 10000 vezes e os testes
acima foram aplicados em cada amostra. Os niveis de significincia nominais,
a, foram fixados em 1% e 5%. As taxas de erro tipo I foram calculadas para
cada teste, como a proporcao de vezes que a hipdtese de nulidade foi (falsamente)
rejeitada, e esta foi comparada com o nivel de significancia nominal. Uma vez que
estas taxas de erro tipo I foram estimadas usando simula¢des de Monte Carlo, elas
nao sdo livres de erro.

Os testes binomiais exatos foram aplicados usando o software Sisvar, criado
por Ferreira (2011b), considerando um nivel de significAncia nominal de 1% para
a hipétese Hy : @« = 5% contra Hy : @« # 5% e Hy : @« = 1% versus Hy : @ # 1%
sdo aplicados para as taxas de erro de tipo 1. Se a hipdtese nula for rejeitada e
as taxas de erro tipo I observadas forem consideradas de forma significativa (p <
0,01) inferior ao nivel nominal, o teste devera ser considerado conservativo; se as
taxas de erro tipo I observados forem consideradas significativamente (p < 0,01)

superior a do nivel nominal, o teste deverd ser considerado liberal; e se as taxas de
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erro tipo I observadas ndo foram significativamente (p > 0,01) diferente do nivel
nominal, o teste devera ser considerado exato (OLIVEIRA; FERREIRA, 2010).
Se y representa o nimero de hipéteses nulas rejeitadas em N = 10000 simu-
lacdes de Monte Carlo para o nivel de significancia @ nominal, entdo obtém-se a
estatistica do teste, utilizando-se a relagdo entre F e a distribuicdo binomial, com

probabilidade de sucesso p = @, dada por

F= (350

que, sob a hipdtese nula, segue uma distribuicdo F com vi = 2(N —y) e vy =

2(y + 1) graus de liberdade. Se F < Fpgps ou F' > Fp995, a hipotese nula deve
ser rejeitada ao nivel de significancia de 1%, onde Fo o5 € Fo 995 sdo quantis da
distribuicdo F' com v; e v, graus de liberdade (OLIVEIRA; FERREIRA, 2010).
Na secdo 4 sdo apresentados resultados de simulag@o para avaliar a perfor-
mance dos testes propostos (fp,, ?. € f;), com o objetivo de compard-los com os

testes apresentados por Jiang e Sarkar (1998) e Jiang, Sarkar e Hsuan (1999).
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Simulacio Monte Carlo

Nessa se¢do sdo apresentados os resultados de simulagdo das taxas de erro tipo |
e poder dos testes propostos neste trabalho (#,, t. € t,), com o0 objetivo de compara-
los com os testes LRT, LRT;, LRT,, LRT3, propostos por Jiang, Sarkar e Hsuan
(1999), e W, e W5, propostos por Jiang e Sarkar (1998). Espera-se que os tes-
tes propostos tenham bom desempenho e possam ser competitivos e até mesmo
venham a suplantar as solu¢des numéricas e computacionalmente intensivas exis-
tentes.

Na simulagdo de niveis de significancia e poderes do teste da razdo de veros-
similhanca e suas modificacdes mencionadas na secdo 2, Jiang, Sarkar e Hsuan
(1999) geraram 50000 conjuntos de amostras aleatdrias de tamanho »n de uma po-
pulagdo normal 4-variada com vetor de média zero e matriz de covariancias co-
mum X, usando SAS/IML e SAS/STAT (SAS INSTITUTE INCORPORATED,
1997, versao 6.09E). A proporcdo de vezes que um resultado do teste rejeita Hy
fornece uma aproximagdo do nivel de significAncia nominal (quando X satisfaz
Hp) ou do poder (quando X nao satisfaz Hy) deste teste. Os resultados para Wy
e W5 sdo mostrados por Jiang e Sarkar (1998). Esses testes foram usados para
a comparagdo com 0s testes propostos nesse trabalho, também aplicados nessas
mesmas circunstancias. Convém salientar que se trata da comparacdo da matriz de
covaridncias de duas populacdes normais bidimensionais correlacionadas.

Para avaliar o desempenho dos testes, as taxas de erro tipo I e poder foram
computadas e sdo apresentadas e discutidas separadamente nas subsecdes 4.1.1 e

4.1.2.
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4.1.1 Errotipol

De acordo com Oliveira e Ferreira (2010), o tamanho do teste € uma caracteris-
tica fundamental para o seu desempenho. Se o teste tiver tamanho real equivalente
ao tamanho nominal, @, entdo é considerado exato. Testes que t€m um tamanho
real menor do que o nominal s@o considerados conservativos, e aqueles que apre-
sentam taxas de erro tipo I maiores do que os niveis nominais a sdo considerados
liberais. Pode-se observar que para N = 10000 simulagdes e @ = 5%, valores infe-
riores a 445 e superiores a 559 rejeicdes levam a rejeicdo da hipétese Hy : @ = 5%,
considerando o nivel de significancia de 1% para o teste. E valores inferiores a 76
e superiores a 129 levam a rejei¢do da hipétese nula Hy : @ = 1%, considerando o
mesmo nivel de significancia de 1% para o teste realizado.

Para avaliar a taxa de erro tipo I e poder dos testes, (t,, t. € fp,) foram utilizadas
rotinas implementadas usando o programa R (R CORE TEAM, 2014), que estao
apresentadas nos APENDICES A, B e C.

O teste ¢, apresenta a caracteristica importante em relagdo ao teste f, € aos
testes apresentados por Jiang e Sarkar (1998) e Jiang, Sarkar e Hsuan (1999),
que € possibilitar aplicd-lo e, portanto, realizar simulacdes Monte Carlo de erro
tipo I e poder, quando n < p. Portanto, para as configuracdes avaliadas, para
simulacdo Monte Carlo de erro tipo I e poder, ndo foi possivel avaliar o teste
bootstrap ndo-paramétrico #;, nos seguintes casos: (i) quando p = 4en = 10; e
(i1) quando p = 10 e paran = 10 e n = 15. Isso € devido a reamostragem, que nas
proximidades do limiar gera singularidade nas matrizes.

Na Tabela 1 estdo apresentadas, em porcentagem, as taxas de erro tipo I de
nove testes de igualdade de matrizes de covariancias: #,, t., t,, LRT, LRT{, LRT>,
LRT3, W, e W5, obtidas em 10000 simulagdes de Monte Carlo, em fungdo de

(n) e Xuxay € @ = 5%. Pode-se verificar que os testes ?,, #., tp,, LRT3 ¢ W3
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controlaram o erro tipo I em nivel inferior ou no maximo igual ao valor nominal
de 5%. Em todos os casos, os testes 7, € f, mostraram-se exatos, € 0s testes #,
LRT3; e W, foram conservativos em algumas situagdes. Como pode ser visto na
Tabela 1, os testes 4, ., tp,, LRT3 € W> se sobressaem em relacdio aos demais,
por controlar o erro tipo I, mesmo quando n = 10. Os testes LRT, LRT;, LRT; e
W5 mostraram-se liberais em alguns casos. Apesar disso, segundo Jiang, Sarkar
e Hsuan (1999), os testes LRT, e W5 podem ser recomendados quando n > 20,
com LRT, tendo uma ligeira vantagem sobre Ws. Para n = 100, observou-se
que, em todas as configura¢des de 3 avaliadas, os tamanhos dos testes ndo foram
significativamente diferentes dos valores nominais de 5%.

No geral, os testes 7, e t. apresentaram melhor desempenho em relacdo ao
controle de erro tipo I, em relacio aos demais, pois podem ser considerados exatos.
Os testes LRT, LRT; LRT; e W5 foram liberais quando n < 75, n < 50, n < 20
e n < 25, respectivamente. Por fim, o teste bootstrap ndo-paramétrico 1, foi
conservativo para amostras pequenas (n = 25) e tendeu a ser exato para amostras

maiores (n = 75).

Tabela 1 Taxas de erro tipo I de nove testes de igualdade de matrizes de covari-
ancias: LRT, LRTy, LRT,, LRT3, W2, Ws, 1,4, . € tp,(%), considerando
diferentes tamanhos amostrais (), diferentes matrizes de covariancias
3 (ax4) € valor nominal de significancia de 5%.

= o LRT® LRT{® LRT,* LRT3* W,  Wsb ta e th,

= 10 1400 10,80* 7,50  3,.80* 530"  720° 456" 470"  1,68*
15 920 740°  570°  3.80* 420 610" 4,52 535" 255¢
20 810" 690 570 420% 4,00  590* 490"  528%  271*
25 730" 630* 550"  430% 4,00t 570 508 517"  3,90%
50  610° 570" 530" 480" 420" 520" 477 504" 4,50
75 560° 530" 510" 470" 450" 510" 556" 504" 446"
100 540" 530" 5107 480" 470" 520"  548™ 540" 470"
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Tabelal , “continua”

= LRT® LRT;® LRT,® LRT:* W,  Wsb ta te th
=, 10 1350°  1020° 710" 370" 3,70% 740 483" 535"  134%
15 970 790* 610" 400" 330"  640* 528" 507" 258
20 830 7.20°  6,00° 450" 330" 600" 463" 532 297*
25 7400 6,50* 5,50 440° 3307 570 477" 491 390*
50 620" 580" 530" 480"  4,00* 540" 508" 483"  392%
75 570 5407 5207 480"  430° 5307 480" 519  4,61™
100 5,507 5307 510" 480" 450" 520" 487" 503" 454"
;10 1380° 10,50 7,20 3,90* 500" 7,50 508" 506™ 1,65
15 950 780" 600" 400" 420  650* 535" 476" 2,76
20 830°  7.10*  580*  440% 3807 590" 495" 513 316"
25 7300 640 550" 4407 4,007 590" 493" 483" 347*
50 6,100 570* 530" 480" 4307 540%™ 4,92 514" 4,02*
75 590 560* 530" 500" 450" 5307 522  525% 4,53
100 5,507 5407 520 490" 460%™ 510° 486" 511" 456"
=, 10 13200 10,30* 7,00 330% 400" 750 485" 504" 160"
15 9.60° 780"  610° 4,107  340*  650* 532 530" 2,60
20 830" 7,00 590" 430"  340*  6,00* 488" 532"  311%
25 7500 6,60°  5.60° 450"  3,50% 570 501" 493" 375
50 6,100 570* 530" 480" 410" 540" 528" 470 416"
75 560 540" 5107 480" 4,50™ 540%™ 477" 505" 475"
100 5,507 5307 510" 490" 460" 520" 507" 496" 4,53

a Taxas de erro tipo I dos testes LRT, LRT;, LRT, e LRTj, apresentados por Jiang,
Sarkar e Hsuan (1999).

® Taxas de erro tipo I dos testes W, e W, apresentados por Jiang e Sarkar (1998).

* O valor pode ser considerado estatisticamente diferente e maior que o @ correspon-
dente, considerando uma confianca de 99%.

*+0O valor pode ser considerado estatisticamente diferente e menor que o a corres-
pondente, considerando uma confianca de 99%.

s O valor ndo pode ser considerado estatisticamente diferente do « correspondente,
considerando uma confianga de 99%.

Para o nivel nominal de significancia de 1%, o teste 7. apresentou taxa de erro

tipo I igual ao valor nominal, em todas as configurag¢des avaliadas. Pode-se ob-
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servar, na maioria das situagdes, que o teste #, pode ser considerado exato, exceto
para as configuragdes: 3 e n = 75; 33 e n = 100, em que a taxa de erro tipo
I foi significativamente inferior ao valor nominal, indicando teste conservativo, e
para 33 e n = 75, em que a taxa de erro tipo I superou significativamente o valor
nominal, indicando desempenho liberal. Por fim, pode-se verificar que o teste bo-
otstrap ndo-paramétrico fp, foi conservativo, na maioria dos casos, para pequenas
amostras e exato para amostras maiores. Esses resultados estdo apresentados na

Tabela 2.

Tabela2 Taxas de erro tipo I de trés testes de igualdade de matrizes de covari-
ancias: 4, t. € fp,(%), considerando diferentes tamanhos amostrais 7,
diferentes matrizes de covaridncias 34y € valor nominal de signifi-
cancia de 1%.

> n t, tc I,

3 10 0,95"¢ 101" 0,06
15 0,907 L11ms 0,16*
20 1,00m 1,00 0,27
25 1,18™ 1,01™ 0,41*
50 0,917 1,14" 0,75%
75 1,227 0,921 0,78"
100 1,01" 1,08" 0,75*
300 1,15 1,02"¢ 0,87"¢
500 1,07"¢ 0,931 0,89"¢

1000 0,83™ 0,84 1,05™
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Tabela2 , “continua”
b n ty tc I,
= 10 0,99" 1,06 0,02*
15 0,851 0,901 0,20*
20 0,991 1,130 0.30*
25 0,861 0,95m 0.40*
50 0,931 0,981 0.62*
75 0,73+ 0,83" 0,70*
100 0,941 0,98" 0,76%
300 0,97" 0,911 1,0208
500 0,96" 1,140 0,891
1000 1,05m 1,077 1,120
po} 10 1,091 1,007 0,05*
15 1,16 1,010 0.21*
20 1,070 1,077 0.29%
25 0,907 0,96" 0.42*
50 0,89" 1,047 0,49*
75 1,35* 0,97" 0,67*
100 0,71% 1,020 0,66*
300 0,96" 0,971 0,871
500 1,05m 1,05 0,841
1000 0,991 1,210 1,13
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Tabela2 , “continua”

b n 1, tc I,
I 10 0,86" 0,931 0,01*
15 1,06 0,87" 0,15*
20 101" 1,07 0,25*
25 0,97" 0,89"¢ 0.41*
50 1,15 1,14" 0,71*
75 1,00 1,04 0,76*
100 1,07 1,04" 0,81"
300 0,90" 0,97" 0,85"
500 1,04" 1,23 0,831
1000 1,06 1,18 1,16

* O valor pode ser considerado estatisticamente diferente e maior que o a correspon-
dente, considerando uma confianca de 99%.

*+O valor pode ser considerado estatisticamente diferente e menor que o @ correspon-
dente, considerando uma confianga de 99%.

s O valor ndo pode ser considerado estatisticamente diferente do a correspondente, con-
siderando uma confianca de 99%.

Jiang e Sarkar (1998) e Jiang, Sarkar e Hsuan (1999) fizeram um estudo de
simulacdo da taxa de erro tipo I dos testes com nivel de significancia de 1% e
10%, mas ndo apresentaram os resultados de simulacdo para a taxa de erro tipo
I. Segundo Jiang e Sarkar (1998) e Jiang, Sarkar ¢ Hsuan (1999), estes resulta-
dos, embora ndo relatados, essencialmente corroboram os resultados que foram
observados para a taxa nominal de 5% de significancia.

Nas configurag¢des avaliadas por Cirillo et al. (2010) para g = 2, em relagdo as
taxas de erro tipo I, pode-se afirmar que para todos os testes propostos por eles,
em que as matrizes de covariancias foram geradas por meio do método bootstrap,
constatou-se que foram eficientes no controle do erro tipo 1.

A discussdo em relacio aos testes propostos por Cirillo et al. (2010) foi feita

analisando suas performances, assumindo que as covariincias foram determinadas
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a partir de uma estrutura de correlacdo, cujos valores das correlagdes foram classi-
ficados em alto e baixo, respectivamente, ja mencionados por meio das correlagdes
globais p = 0,20 e p = 0,80.

Considerando g = 2 populagdes, em situagdes bivariadas, Cirillo et al. (2010)
observaram que o efeito da correlacio global dado pelo valor de p = 0,80, os testes
em que as matrizes de covariincias foram geradas via o método bootstrap foram
conservativos considerando n = 100. Reduzindo o valor dessa correlagcdo para
p = 0,20, os testes em que as matrizes de covariancias foram geradas via o método
bootstrap também foram conservativos, independentemente do tamanho amostral.

Os testes apresentados por Cirillo et al. (2010) foram adequados, porém pouco
poderosos em relag@o aos testes apresentados por Jiang, Sarkar e Hsuan (1999).
Segundo Cirillo et al. (2010) isso se deve ao fato de os resultados obtidos por
Jiang, Sarkar e Hsuan (1999), em relagdo aos testes propostos por Bartlett (1937),
Box (1949) e Krishnaiah (1975) mostrarem que ndo controlaram o erro tipo 1.
Isto se deu para todas as amostras definidas em n € {10, 15,20, 25, 50,75 e 100},
incluindo diversas estruturas de correlacao.

Os testes assintdticos apresentados por Jiang, Sarkar e Hsuan (1999) contro-
laram o erro tipo I para amostras maiores que 50 (n > 50), com probabilidades
préximas ao nivel nominal adotado.

Para os testes propostos por Cirillo et al. (2010), pode-se observar que para
amostras de tamanhos menores que 50 (n < 50) os testes foram conservativos,
com p = 0,80, considerando como critério a razdo dos determinantes. Fixando
p = 0,20 a probabilidade de ocorréncia do erro tipo I se aproximou mais do valor
nominal de 5% quando n = 50. No entanto, de acordo com Cirillo et al. (2010), em
situacdes de alta correlacdo, observou-se um padrdo mais conservativo dos testes

baseados na razao dos tragos do que os construidos sobre a razdo dos determinan-
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tes; portanto, espera-se que haja um menor poder para os testes em que a razao dos
tracos € considerada. Os testes mostrados em Cirillo et al. (2010) tenderam a ser
mais conservativos que os testes #. € t;,, em todas as situa¢des analisadas.

Na Tabela 3 estdo apresentados, em porcentagem, as taxas de erro tipo I dos
dois testes de igualdade de matrizes de covariincias: teste 7. e teste #,. Esses
testes foram avaliados em fun¢do do tamanho da amostra n € {10, 15, 20, 25, 50,
75, 100, 300, 500 e 1000}, e das matrizes de correlacdes para p = 4: p12, P14, P16,
P18s P20, P22, P24, P26, P28 € P30, resultantes de N = 10000 simulacdes Monte
Carlo, considerando o nivel nominal de significancia de 5%.

Pode-se observar que o teste 7, controlou o erro tipo I, em nivel igual ao va-
lor nominal de 5%, para todas as configuracdes avaliadas, o que indica um teste
exato. Para amostras menores ou iguais a 100 o teste bootstrap nao-paramétrico
1y, apresentou taxas significativamente menores do que 5%, indicando um teste
conservativo. Para n > 300, o teste f, apresentou taxas de erro tipo I iguais ao

valor nominal, o que indica um teste exato.



113

Tabela 3 Taxas de erro tipo I de dois testes de igualdade de matrizes de cova-
ridncias: . e tp,(%), considerando diferentes tamanhos amostrais (n),
diferentes matrizes de correlagdes p(sxs) € valor nominal de significin-

cia de 5%.
P n Ie tho
P12 10 5,18m8 R
15 5,30™ 1,13%
20 5,15™ 1,80
25 5,13™ 1,97+
50 5,04" 3,46%
75 5,21™ 3,65%
100 5,02 3,86
300 5,09 4,598
500 4,938 4,67™
1000 5,05 4,921
P14 10 487" -
15 4,87 1,22%
20 5,10™ 1,76%
25 4,82 2,32%
50 5,19 2,83%
75 5.21™ 3,95
100 5,07™ 3,97
300 5,01™ 4,56"
500 5,07 4,57
1000 5,15 4,79
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Tabela3 , “continua”

p n I 1,

Pl6 10 4,801 -
15 4,870 1,00%
20 5,030 1.69%
25 4,80 2,20+
50 5,200 3,34%
75 5,09" 3,87+
100 5,010 4,15%
300 5,26" 4,50%
500 4,980 4,88
1000 5,080 5,051

P18 10 5,11 -
15 5,580 1,04%
20 5,120 1.72%
25 5,110 2,32+
50 5,011 3,38+
75 4,34% 3,62*
100 4,980 4,13*
300 5310 4,67"
500 4,750 4,700
1000 5,061 4,845

P20 10 4,76 -
15 4,910 1,08*
20 4,94 1,89%
25 4,79" 231%
50 5,16 341+
75 5,15m 3,85+
100 5,210 4,13%
300 5,0208 4,89n
500 5,061 4,99
1000 4,931 4,65"
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Tabela3 , “continua”

p n I 1,

P2 10 5,28" -
15 4,740 0,98*
20 4,730 1.67*
25 4,710 2,25+
50 4,930 3,30*
75 4,88" 3,85+
100 4,811 3.91*
300 5,480 477"
500 4,800 4,88
1000 4,980 4,740

P2 10 4,920 -
15 4,900 L
20 5,39m 1,65%
25 4,830 2,17*
50 5,270 3,00
75 5,170 3,76+
100 5,05" 4,25%
300 5,081 4,631
500 5,200 4,661
1000 4,870 4,700

P26 10 4,680 -
15 5,061 1.17*
20 4,780 1,56%
25 5,27 2,29%
50 5,46" 3,57+
75 4,86" 3,87+
100 5,240 4,03*
300 4,861 4.45%
500 4,950 5,110
1000 5,16 5,101
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P n te I,
P23 10 4,90 -

15 4,95m 0,89+

20 4,90m 1,61*

25 4,83 1,92+

50 4,88m 3,11+

75 4,87m 3,91*

100 5,000 437+

300 5,00m 430*

500 5,100 4,830

1000 4,50 4,91m
P30 10 4,730 -

15 4,98 1,06*

20 5,370 1,68*

25 4,83m 2,10*

50 4,63 2,95+

75 5,080 347+

100 4,56™ 3,90

300 5,28m 4,61

500 5,030 5,12m

1000 5,130 4,84m

*+O valor pode ser considerado estatisticamente diferente € menor que o @ correspon-

dente, considerando uma confianca de 99%.

" O valor ndo pode ser considerado estatisticamente diferente do a correspondente, con-

siderando uma confianca de 99%.

Jiang e Sarkar (1998) e Jiang, Sarkar e Hsuan (1999) ndo verificaram o tamanho

dos testes apresentados por eles quando p > 2. Assim, ndo foi possivel comparar

a taxa de erro tipo I dos testes apresentados por eles com a taxa de erro tipo I dos

testes f. e fp, quando p > 2.

Para o nivel nominal de 1%, o teste ¢, apresentou taxa de erro tipo I igual ao

nivel nominal de significincia, tanto para pequenas como para grandes amostras,
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sendo considerado exato. Para pequenas amostras, o teste #, controlou o erro tipo
I, em nivel inferior ao valor nominal. Nas configuracdes de p14, p13, P2 € 1 > 300
o teste foi exato. Esses resultados estdo apresentados, em porcentagem, na Tabela

4,

Tabela 4 Taxas de erro tipo I de dois testes de igualdade de matrizes de cova-
ridncias: . € #4,(%), considerando diferentes tamanhos amostrais (n),
diferentes matrizes de correlagdes p(sxg) € valor nominal de significan-

ciade 1%.
P n Ie th()
P12 10 1,07 -
15 1,06™ 0,03
20 0,99 0,14%
25 0,940 0,17
50 0,90 0,38*
75 1,17 0,53*
100 1,09 0,63
300 1,177 0,78
500 0,97 0,92
1000 0,91™ 0,84
P4 10 1,030 -
15 0,96™ 0,03*
20 0,940 0,09
25 0,90 0,23*
50 1,07 0,29*
75 0,97 0,44%
100 1,00 0,67
300 1,07 1,02
500 0,96 0,85

1000 0,99™ 0,79
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Tabela4 , “continua”

p n I Iby

Pi6 10 0,88" .
15 0,941 0,11*
20 1,007 0.10%
25 1,06 0,18*
50 1,077 0.34%
75 0,97" 051"
100 1,08" 0,66*
300 1,05 0,66*
500 1,047 0,981
1000 1,030 0,96"

P18 10 1,08 -
15 1,200 0,08*
20 0,907 0.10%
25 1,077 0.21*
50 1,207 0,47*
75 0,73* 0,49*
100 0,96" 0,68*
300 1,20 1,16
500 1,040 0,95"
1000 0,98 0,99"

P20 10 0,911 -
15 0,861 0,03*
20 1,08 0,13*
25 1,007 0,18%
50 0,99" 0,39*
75 1,19 0,52%
100 1,070 0,76"
300 0,931 085"
500 1,06 1,16™
1000 0,97" 0,921
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Tabela4 , “continua”

p n e 1,

P2 10 1,27" -
15 1,03 0,08*
20 0,871 0.13*
25 1,017 0.16%
50 1,05 0.35*
75 0,96" 0,54*
100 1,06™ 0,64*
300 1,020 0,83"
500 0,941 0,781
1000 0,980 0,95"

P2 10 1,020 -
15 0,861 0.05%
20 1,130 0,09*
25 0,86" 0.17*
50 1,077 0,37+
75 1,020 0,50"
100 0,96" 0,60*
300 1,05 0,821
500 1,007 0,76"
1000 1,077 0.86"

P26 10 0,89™ -
15 1,007 0.04*
20 0,78 0,10*
25 1,20 0,18%
50 1,031 0,39*
75 0,931 0,63*
100 1,20 0.56%
300 0,95m 0,941
500 0,841 1,120
1000 0,96" 0,941
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p n I 1,
P28 10 0,96" -
15 1,00 0,03*
20 0,81" 0,11*
25 1,12" 0,10*
50 0,921 0,35*
75 0,85™ 0,47*
100 0,87" 0,80"
300 0,98" 0,811
500 1,07 0,931
1000 0,91" 1,04
P30 10 0,98 -
15 1,05 0,05*
20 1,23 0,18*
25 1,10 0,21*
50 0,84" 0,36%
75 0,96" 0,51*
100 0,80 0,50*
300 0,98" 0,73*
500 0,97" 0,88"¢
1000 1,09 0,98™

*+O valor pode ser considerado estatisticamente diferente € menor que o @ correspon-

dente, considerando uma confianca de 99%.

" O valor ndo pode ser considerado estatisticamente diferente do a correspondente, con-

siderando uma confianca de 99%.

Na Tabela 5 estdo apresentados, em porcentagem, os resultados de erro tipo

I dos dois testes de igualdade de matrizes de covaridncias: teste t. € teste fp,,

considerando diferentes tamanhos amostrais n € {10, 15, 20, 25, 50, 75, 100,

300, 500 e 1000}, diferentes matrizes de correlagdes com p = 10: p32, P34, P36,

~

P38, P40, P42, Pad, P46, P48, P50 € Psz € valor nominal de significancia de 5%. E

possivel observar que para o teste 7. houve um desempenho diferente em relagio
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ao teste #p, para o controle do erro tipo I, pois o teste 7. foi exato em todas as
situagdes analisadas, e o teste #;, foi conservativo quando n < 300 e tendeu a ser

exato quando n > 500.

Tabela 5 Taxas de erro tipo I de dois testes de igualdade de matrizes de cova-
ridncias: . e fp,(%), considerando diferentes tamanhos amostrais (n),
diferentes matrizes de correlagdes pox20) € valor nominal de signifi-
cancia de 5%.

p n te Tp,
P32 10 5,15m8 R
15 475" -
20 5,09 0,01*
25 5,09 0,18"
50 5,12m 1,00*
75 475" 1,89*
100 5,16 2,28
300 4,98" 3,73%
500 5,00 4,54*
1000 4,76" 4,37
P34 10 5,06 -
15 5,01"¢ -
20 4,88" 0,01*
25 4,93 0,19*
50 4,99 0,87+
75 5,18 1,94*
100 5,22m¢ 2,25%
300 5,22m¢ 3,76*
500 4,77" 4,19*

1000 4,60“S 4,80
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Tabela 5 , “continua”

p n I 1,

P36 10 4,65" -
15 5,40m -
20 4,63 0,05+
25 4,61m 0,13+
50 5,30m 139+
75 5,120 1,70*
100 4,97" 2.43%
300 4,88m 3,59*
500 5,20m 4,14+
1000 4,75m 446+

P33 10 5,40m -
15 4,740 -
20 4,790 0.04*
25 5,180 031*
50 4,68 1,00*
75 5,18™ 1,87+
100 5,00m 242+
300 4,76" 3.89*
500 5,041 4,4+
1000 4,83m 4,70m

Pa0 10 4,91m -
15 4,841 -
20 4,47% 0,00
25 4,940 0,20*
50 5,16™ 1,08+
75 5,16™ 2,11%
100 5,55m 2,30*
300 5,041 3,68"
500 5,10 3,95%
1000 4,740 4,76"
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Tabela 5 , “continua”

p n I 1,

P2 10 4,901 -
15 5,09 -
20 4,59m 0,02+
25 4,68 021+
50 5,08™ 1,13+
75 4,917 1,84%
100 4,831 2.48%
300 4,86" 3,74%
500 4,80m 451+
1000 5,03 4,53+

m 10 5,15m -
15 4,97m -
20 4,88 0,01+
25 5,180 0,15%
50 5,441 1,23%
75 4,65" 1,85+
100 5,55m 2,40%
300 5,07 3,79*
500 5,32m 420%
1000 5,00 4.61m

Pi6 10 5,19 -
15 5,07 -
20 4,730 0,02*
25 5,13 0,23+
50 5,39 1,17+
75 5,34m 1,90*
100 4,89m 2.27*
300 4,95m 3.88"
500 5,05 4,17+
1000 5,28™ 4,49*
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p n I 1,
pas 10 5,300 -
15 4,921 -
20 5,120 0,01*
25 4,87 0,26
50 5,250 1,13*
75 4,77 1,78*
100 4,72 2,49*
300 4,97 3,87F
500 4,81 4,13*
1000 5,13 4,43*
P50 10 4,94n8 -
15 5,09" -
20 4,64" 0,05*
25 4,70 0,23*
50 5,12m 1,03*
75 4,931 2,13*
100 4,831 2.44*
300 4,840 3,74*
500 4,83" 4,05*
1000 5,020 4,50*
P52 10 4,98 -
15 4,95" -
20 4,60 0,03*
25 4,58 0,18*
50 5,16 1,14*
75 4,85" 1,96*
100 4,87 2,26%
300 5,00m 3,75%
500 4,93n 4,20*
1000 4,97 4,66"

*+O valor pode ser considerado estatisticamente diferente e menor que o @ correspon-

dente, considerando uma confianca de 99%.

s O valor ndo pode ser considerado estatisticamente diferente do a correspondente, con-

siderando uma confianga de 99%.
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Para o nivel nominal de significancia de 1%, o teste ¢, também foi exato em
todas as configuragdes analisadas. O teste f, controlou o erro tipo I em nivel
inferior ao nominal, sendo considerado conservativo em todos os casos estudados.

Os resultados estdo apresentados na Tabela 6.

Tabela 6 Taxas de erro tipo I de dois testes de igualdade de matrizes de cova-
ridncias: . € #3,(%), considerando diferentes tamanhos amostrais (n),
diferentes matrizes de correlagdes p0x20) € valor nominal de signifi-
cancia de 1%.

P n Ic Tby
P32 10 1,05™ -
15 1,127 -
20 1,04 0,00*
25 1,16™ 0,00*
50 0,94 0,05*
75 0,911 0,22*
100 0,931 0,22*
300 1,11ms 0,76"
500 0,98™ 0,82
1000 0,88" 0,84
P34 10 0,93 _
15 1,29™ -
20 0,92m 0,00*
25 0,99™ 0,00*
50 0,97 0,08*
75 0,96™ 0,19*
100 0,84" 0,26%
300 0,95™ 0,53*
500 1,00m 0,73*

1000 0,927 0,78
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Tabela 6 , “continua”

p n I 1,

P36 10 1,007 -
15 1,007 -
20 0,881 0.00*
25 0,761 0.01*
50 0,991 0,13*
75 1,077 0,19*
100 1,120 0,33*
300 1,08" 0,52+
500 1,140 0,841
1000 1,017 0.75%

P38 10 0,95 -
15 1,030 -
20 1,030 0,00*
25 1,200 0,00*
50 0,947 0,10*
75 0,86" 0,18*
100 0,981 0,27*
300 0,881 0.51%
500 1,007 0.74*
1000 0,917 0,901

Pa0 10 1,10 -
15 0,891 -
20 0,807 0,00*
25 1,06" 0,01*
50 1,13 0,13+
75 0,971 021*
100 1,06 0.23*
300 1,16 0.52%
500 1,017 0,79"
1000 0,97" 0,87
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Tabela 6 , “continua”

p n I 1,

P2 10 0,97" -
15 1,05 -
20 0,88 0,00
25 0,96" 0,00
50 1,141 0,15+
75 0,901 0,18+
100 1,117 0,25*
300 0,911 0,62+
500 0,97 0,88"
1000 0,921 0,87

m 10 0,97 -
15 1,25m -
20 0,920 0,00*
25 0,847 0,01*
50 1,181 0,11*
75 0,89 0,19*
100 1,13 0,22%
300 1,10 0,70*
500 1,10 0,72+
1000 0,917 0,95"

Pi6 10 0,98 -
15 0,980 -
20 0,95" 0,00*
25 0,941 0,00*
50 1,05 0,08+
75 1,23 0,13+
100 1,011 0,18+
300 0,90m 0,66
500 0,991 0.75%
1000 1,09 0,78
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p n I 1,

pas 10 1,08 .
15 0,99" -

20 101" 0,00*

25 0,940 0,00*

50 1,02" 0,10*

75 1,02m 0,13*

100 0,88" 0,34*

300 1,06 0,70*

500 0,88" 0,66

1000 1,02" 0,74*
P50 10 0,97 -
15 1,07 -

20 0,90 0,00*

25 0,96" 0,00*

50 1,16™ 0,11*

75 0,92" 0,30*

100 1,13 0,26*

300 0,94"s 0,47

500 0,96" 0,63*

1000 0,95" 0,89™
P52 10 0,96™ -
15 1,07 -

20 0,93" 0,00*

25 1,01™ 0,02*

50 1,16™ 0,10*

75 1,02" 0,25%

100 1,13 0,24*

300 0,89"¢ 0,54*

500 0,991 0,58*

1000 0,96 0,87"

*+O valor pode ser considerado estatisticamente diferente e menor que o @ correspon-

dente, considerando uma confianca de 99%.

s O valor ndo pode ser considerado estatisticamente diferente do a correspondente, con-

siderando uma confianga de 99%.
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4.1.2 Poder

Na Tabela 7 estdo apresentados, em porcentagem, os valores de poder de nove
testes de igualdade de matrizes de covariincias: teste #,, teste ?., teste f,, LRT,
LRT;, LRT,, LRT3, W5, W5, em funcdode n, p =2 e @ = 5%. Os testes 1, t¢, tp,,
LRT3 e W, apresentaram controle adequado do erro tipo I. Como consequéncia
disso, espera-se que os testes que sdo conservativos (f5,, LRT3 € W>) e os testes
que sdo exatos (1, e t.) sejam menos poderosos que os considerados liberais. Isso
realmente aconteceu, como pode ser visto na Tabela 7. Como era de se esperar, o
poder de todos os testes aumentou quando o tamanho amostral n e as taxas de erro
tipo I foram aumentadas. Para grandes amostras (n = 100), o desempenho dos
testes se igualou e seus valores de poder se aproximaram de 100%, exceto para £,
e f. em X5 e Xg, em que o valor de poder destes testes foi inferior a 60%.

De acordo com Jiang, Sarkar e Hsuan (1999), no caso de duas normais bivari-
adas dependentes, o teste da razdo de verossimilhangas modificado LRT, e o teste
assintético Ws s@o recomendados para serem usados em amostras de tamanhos
moderados ou grandes n > 20, enquanto que os testes LRT3 e W, podem ser apli-
cados para pequenas amostras. Pode-se verificar que em alguns casos de pequenas
amostras (n < 25) o teste W5 € mais poderoso do que W5, e para amostras maiores
(n > 75) os dois testes mantiveram o mesmo poder. Segundo Jiang e Sarkar (1998)
isso se deve ao fato de W5 tornar-se cada vez mais poderoso quando a diferenca
entre 3] e Xy, torna-se mais proeminente. Dentre os testes apresentados por Ji-
ang, Sarkar e Hsuan (1999), o teste LRT; supera os demais por ter poder elevado e
controlar a taxa de erro tipo I para amostras de tamanho n > 20 de duas populagdes
normais bivariadas dependentes.

Quando se compara o 7, com ¢, verifica-se que praticamente ndo houve ganho,

quando se buscou a combinagdo linear que maximizava o coeficiente de correlacio
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linear entre as projecdes univariadas. Assim, entre as alternativas estudadas, pode-
se afirmar que o uso do coeficiente @ = 1 ndo interferiu no poder do teste e seu
uso pode ser recomendado.

Cirillo et al. (2010) apresentaram os resultados referentes aos critérios defi-
nidos pela razdo dos determinantes, uma vez que os testes baseados na razdo dos
tragos apresentaram probabilidades semelhantes aos testes definidos pela razao dos
determinantes. Assim, espera-se que o poder entre esses testes seja aproximado.

Conforme apresentado por Cirillo et al. (2010), os testes propostos por eles
controlaram o erro tipo I, seja para o nivel nominal fixado em 1% ou 5%. As
probabilidades referentes ao poder foram obtidas mediante a situacdo de baixa e
alta correlacdo global, respectivamente, (o = 0,20) e (o = 0,80), e observou-se que
quanto maior a correlacio (p) e o grau de heterogeneidade (6) mais poderoso é o

teste.

Tabela 7 Poder de nove testes de igualdade de matrizes de covaridncias: LRT,
LRT;, LRT,, LRT3, W3, Ws, 1,4, f. € 1,,(%), considerando diferentes
tamanhos amostrais (n), diferentes matrizes de covaridncias X4x4) €

a =5%.
> 7 LRT* LRT}* LRT,* LRT3*  W,* W5 ta e th
s 10 2840 2250 16,70 9,10 1830 18,50 9,20 821 481
15 3220 2830 23,90 1820 2540 2550 10,99 11,82 11,49

20 39,3 36,30 32,80 27,00 34,00 3390 1496 14,72 20,75
25 46,30 43,70 40,90 37,00 42,30 42,00 1852 16,50 29,63
50 76,60 75,60 74,50 73,00 75,50 75,10 31,70 31,45 65,33
75 92,10 91,80 91,50 91,00 91,80 91,70 45,55 44,38 86,68
100 97,50 97,40 97,30 97,20 97,60 97,60 56,02 56,94 95,26
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Tabela7 , “continua”

= n  LRT* LRT}® LRT,* LRT3#* WP WsP ta te th

3 10 3920 3330 26,40 1640 1020 27,80 2429 24,18 7.55
15 4930 45,00 39,80 32,50 1590 4120 38,75 3744 22,00
20 6030 57,10 53,60 48,00 2750 5440 4990 49,15 36,61
25 69,60 67,50 64,90 6120 4340 6570 5943 60,00 51,96
50 9490 94,50 94,10 93,60 90,70 9430 89,71 89,40 92,00
75 9940 99,40 99,40 99,30 99,10 99,40 9780 9771 98,99
100 99,90 99,90 99,90 99,90 9990 99,90 99,55 99,56 99,89

;10 4850 42,10 34,90 24,50 8,90 3420 2690 26,23 8,85
15 60,00 56,10 51,30 4380 1990 50,50 4141 39,89 23,71
20 7100 6840 65,20 60,30 39,10 64,80 53,18 52,90 41,06
25 80,60 78,80 76,70 7350 5840 7640 6428 63,80 56,92
50 9830 98,10 98,00 97,70 96,60 97,90 92,14 92,07 94,32
75 99,90 99,90 99,90 99,90 99,80 99,90 98,52 98,69 99,61
100 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 99,77 99,77 99,99

S 10 9240 89,00 84,70 72,50 8820 88,10 70,86 7043 46,03
15 9890 98,40 97.80 96,90 9830 9850 89,94 89,43 84,31
20 9990 99,80 99,70 99,70 99,80 99,90 96,57 96,45 96,76
25 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 99,02 99,15 99,52
50 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
75 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00
100 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00

3 10 2810 22,50 16,50 8,60 1830 1820 895 8.28 5.16
15 3260 28,90 24,40 18,60 2550 2550 1243 12,13 11,82
20 3940 36,30 32,80 28,10 3420 3400 1519 1524 20,59
25 47,00 44,50 41,70 3740 4290 4250 18,66 17,35 29,54
50 78,00 77,10 76,00 7460 7620 7570 3336 3253 66,10
75 92,60 92,40 92,00 91,60 9240 9220 4728 46,13 86,79
100 97,90 97,90 97,80 97,70 9790 97,80 5848 59,09 95,21
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Tabela7 , “continua”

= n  LRT® LRTy* LRT* LRT3* WP WP ta te thy
S 10 41,00 3500 27,40 1690 1040 2820 2506 2591 7,66
15 50,00 46,00 40,80 3350 1620 41,90 38,58 3861 21,39
20 60,70 5770 5400 48,70 28,00 54,60 50,62 51,39 37,21
25 6990 67,70 65,10 61,10 4380 6620 61,12 61,49 52,18
50 9490 94,60 94,20 93,70 91,00 945 90,08 90,28 91,59
75 9950 9940 99,40 9930 99,10 99,40 98,13 97,87 99,17
100 9990 99,90 99,90 99,90 99,90 100,00 99,52 99,62 99,93
10 48,60 42,50 35,20 25,20 9,10 3420 2655 2648 8,79
15 6030 56,30 51,20 4350 20,00 50,70 40,73 40,44 23,77
20 7120 68,70 65,40 60,50 3940 6530 5446 5341 40,99
25 80,80 79,10 77,00 7390 5890 76,80 6527 64,33 57,07
50 9830 98,10 97,90 97,70 96,70 98,00 9247 92,12 94,40
75 9990 99,90 99,90 9990 9990 99,90 98,60 98,73 99,63
100 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 100,00 99,78 99,78 99,99

=

a Poder dos testes LRT, LRT;, LRT, e LRTj;, apresentados por Jiang, Sarkar e Hsuan
(1999).
b Poder dos testes W, e Ws, apresentados por Jiang e Sarkar (1998).

Na Tabela 8 estdo apresentados, em porcentagem, os valores de poder de trés
testes de igualdade de matrizes de covariincias: #,, t. € tp,, em funcdo de (n) e
Yxa) € @ = 1%. O teste bootstrap ndo-paramétrico 5, foi menos poderoso que
os demais, porém para n > 75 apresentou poder um pouco mais elevado que ¢, e
t.. Para grandes amostras (n = 100), o desempenho dos testes se igualou e seus
valores de poder se aproximaram de 100%, exceto para t, e t. em X5 e g, em que
o valor de poder destes testes foi inferior a 35% e para t;,, em X9, em que o valor

do poder foi inferior a 83%.
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Tabela 8 Poder de trés testes de igualdade de matrizes de covariancias: ft,, f,
e tp,(%), considerando diferentes tamanhos amostrais (n), diferentes
matrizes de covariincias ¥ (4x4) € valor nominal de significincia de 1%.

> n lq fe Iy
3 10 2,24 1,88 0,23
15 3,07 3,21 1,47
20 4,86 4,07 4,25
25 6,00 5,46 7,68
50 13,54 12,84 35,19
75 23,09 22,73 64,16
100 31,10 32,81 82,80
300 86,87 86,86 100,00
500 98,76 98,61 100,00
1000 99,99 100,00 100,00
36 10 8,54 8,42 0,42
15 16,40 16,10 3,33
20 25,80 25,56 9,61
25 34,11 34,85 19,64
50 74,20 73,41 72,43
75 91,87 91,56 94,42
100 97,60 97,93 99,09
300 100,00 100,00 100,00
500 100,00 100,00 100,00
1000 100,00 100,00 100,00
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Tabela 8 , “continua”

b n t, 1o I,

o8 10 9,16 9,16 0,45
15 18,81 17,72 3,47
20 27,72 27,27 9,89
25 38,76 38,17 20,01
50 78,53 78,34 73,57
75 93,98 94,29 95,11
100 98,90 98,78 99,54
300 100,00 100,00 100,00
500 100,00 100,00 100,00
1000 100,00 100,00 100,00

poN 10 43,20 42,27 6,62
15 71,69 72,13 39,59
20 88,02 88,04 74,37
25 95,40 95,61 91,79
50 99,98 99,99 100,00
75 100,00 100,00 100,00
100 100,00 100,00 100,00
3000 100,00 100,00 100,00
500 100,00 100,00 100,00
1000 100,00 100,00 100,00

hoN 10 2,13 1.87 0,23
15 3,33 3,25 1,49
20 4,96 4,36 4,19
25 6,13 5,79 7,98
50 14,23 13,75 35,39
75 24,03 24,38 63,63
100 34,17 34,90 82,69
300 88.21 89,02 100,00
500 99,06 98,99 100,00
1000 100,00 100,00 100,00
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b n t, 1o I,
30 10 8,60 8,89 0,46
15 16,83 16,80 3,42
20 26,24 26,52 9,67
25 35,93 36,27 19,46
50 74,90 74,77 72,81
75 92,34 92,20 94,66
100 97,82 98,10 99,25
300 100,00 100,00 100,00
500 100,00 100,00 100,00
1000 100,00 100,00 100,00
20 10 8,93 9,02 0,48
15 18,41 17,98 3,36
20 29,56 27,70 9,88
25 40,18 38,47 20,10
50 78,35 79,00 73,73
75 94,48 94,51 95,21
100 98,60 98,74 99,49
300 100,00 100,00 100,00
500 100,00 100,00 100,00
1000 100,00 100,00 100,00

Jiang e Sarkar (1998) e Jiang, Sarkar e Hsuan (1999) ndo apresentaram resul-

tados de poder dos testes com nivel de significancia de 1% e 10%, embora tenham

feito o estudo de simulagdo. Jiang e Sarkar (1998) e Jiang, Sarkar e Hsuan (1999)

afirmaram que, embora nao relatados, essencialmente possuem o mesmo desem-

penho relativo dos encontrados para o caso do nivel nominal de 5%. Assim, como

jarelatado para o estudo de erro tipo I, ndo foi possivel comparar o poder dos testes

que foram apresentados por eles com o poder dos testes f. € fp,,, quando p > 2.

Os resultados de poder dos testes . € t;,, considerando as matrizes de covarian-

cias (X3, X5, 217, X9, 2,

21°

303, 205, 27, g9 € X31), n € {10, 15, 20, 25, 50,
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75, 100, 300, 500 e 1000}, com p = 4 e @ = 5% foram bastante elevados, sendo
superiores a 98%, mesmo para amostras pequenas (n = 15).
Para « = 1%, os testes f. € t5, apresentaram excelentes resultados de pode-

res. Em quase todos os casos analisados aproximaram-se de 100%, mesmo para

*

amostras pequenas (n = 20), exceto para 3.7,

que apresentou menor poder quando
n < 20, como pode-se observar na Figura 1. O desempenho do poder dos testes
apresentou semelhancas ao observado para o nivel nominal de 5%. Logo, pode-se

concluir que os testes #p, € ¢, sdo poderosos quando p = 4.

1,00
0,90
0,80
0,70

0,60 u t
0,50 .. Teste bo

—e—Teste tc

Poder

0,40
0,30
0,20
0,10
0,00

10 15 20 25 50 75 100 300 500 1000
Tamanho amostral (n)

Y,p=d4ea=5%

Figural Poder de dois testes de igualdades de matrizes de covariincias: #. € tp,,
em funcdo de diferentes tamanhos amostrais (n), nimero de varidveis
(p=4)ea=0,01

Os valores do poder dos testes f. e #p,, considerando diferentes matrizes de
covariincias com p = 10, diferentes tamanhos amostrais (n) € @ = 5%, se apro-
ximaram de 100% em todas as configuragdes avaliadas, mesmo para pequenas
amostras (n = 20). Para @ = 1%, os testes 7, € t;, também se aproximaram de

100% em todas as situacdes analisadas.
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4.1.3 Consideracoes Gerais

Considerando as matrizes de covariancias quando p = 2, pode-se afirmar que os
testes #4, I, 1y, LRT3 € W5 controlaram o erro tipo I em todos os casos analisados.
Os testes ¢, 13, se aproximaram do teste tedrico #,, porém tiveram menor poder
que os testes LRT3 e W5 quando n > 75. Na maioria dos casos, o teste bootstrap
ndo paramétrico fp, foi conservativo quando n < 50 e exato para n > 50. J4 os
testes 7, e t, foram exatos quando n > 10.

Nas simulagdes para p = 4, o teste #;, foi conservativo quando n < 100, exceto
para pie, P26 € pP2s, que foi conservativo quando n < 300; e exato quando n > 100,
com excecao dos casos das matrizes de correlagdes pi¢, P26 € p2g, que foi exato
quando n > 300. O teste 7. foi exato para todos os tamanhos amostrais.

Analisando as matrizes de correlagdes quando p = 10, observa-se que o teste
1. foi exato em todas as situagdes analisadas. E o teste f,, foi conservativo quando
n < 1000; exceto para p34, P33, P40, Paa € P52, que foi conservativo quando
n < 500, e exato nesses casos de matrizes de correlacdes citadas acima, quando
n = 1000.

Comparando os testes f,, . € f,, com todos os testes apresentados por Jiang e
Sarkar (1998) e Jiang, Sarkar e Hsuan (1999), pode-se afirmar que em relacio ao
erro tipo I eles foram tdo bons quanto ou melhores. E, nas situacdes ndo avaliadas
por Jiang e Sarkar (1998) e Jiang, Sarkar e Hsuan (1999), (p = 4 e p = 10), eles
controlaram o erro tipo I em todos os casos analisados.

Em relac@o ao poder, os testes ?,, . € fp,, Nas situacdes compardveis com 0s
testes apresentados por Jiang e Sarkar (1998) e Jiang, Sarkar e Hsuan (1999),
mostraram-se em alguns casos um poder elevado, sendo superiores a 95%, quando
n = 100, e em outros foram inferiores porque controlaram o erro tipo 1. Nos casos

ndo compardveis (p = 4 e p = 10), os testes 1,, t. € f, se destacaram por apresen-
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tarem um excelente desempenho, com marcas de 100% quase sempre. Para o caso
de matrizes de correlagdes ndo estruturadas (pso, ps2) 0s testes #. € #, controlaram
o erro tipo L.

De uma maneira geral, o que se pode dizer sobre as taxas de erro tipo I € que
o aumento do nimero de varidveis ndo acarretou variacao nos valores das taxas de
erro tipo I. Em relacdo ao poder, o aumento do ndmero de varidveis provocou um
aumento expressivo no poder, quase sempre igual a 100%, mesmo para amostras
pequenas n = 20.

Os resultados de simulacdo Monte Carlo, obtidos por Jiang e Sarkar (1998) e
Jiang, Sarkar e Hsuan (1999), se limitaram a apenas duas varidveis. Portanto, para
um ndmero maior de varidveis ndo se viram relatos na literatura que possam ser

comparados com os resultados dos testes z. € fp,.
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5 CONCLUSOES

Neste trabalho os objetivos propostos foram alcangados e obtiveram-se as se-
guintes conclusdes:

1. Os testes ?g, tc, tp,, LRT3 € W7 controlaram em todas as situagdes o erro tipo
I, em niveis iguais ou inferiores aos valores nominais de significincia, e apresen-
taram desempenho superior aos testes LRT, LRT;, LRT, e W5, que sdo liberais
nas situagdes de pequenas amostras. Nas situacdes em que foi possivel comparar
o0s testes propostos neste trabalho com os apresentados por Jiang e Sarkar (1998)
e Jiang, Sarkar e Hsuan (1999), pode-se dizer que em alguns casos os resultados
de poder dos testes #,, f. foram aceitdveis, proximos de 60%, do teste #;, superior
a 95% e dos testes LRT3 e W5 superiores a 97%. Portanto, pode-se afirmar que
dentre os testes que controlaram o erro tipo I, para p = 2, os testes LRT3 e W»
foram superiores aos seus competidores em todas as situagdes estudadas.

2. Nos casos ndo compardveis (p = 4 e p = 10), os testes 1, f. € tp, se destaca-
ram por apresentarem um 6timo desempenho, com marcas de quase sempre 100%
para n > 20. Portanto, recomenda-se a aplicacdo dos testes 7. € f, em situagdes

reais.
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APENDICE A - Rotinas R

# Algoritmo implementado em R para testar duas matrizes de covariancias na #

# presenca de correlacao #

# 1) Funcdo para maximizar rho_UV: recebe S_{11} e S_{22} e retorna #

# o autovalor "lambda_1"

maxRho <- function(S11, S22, S12)

{
Gt <- chol(S11+522)
GtI <- solve(Gt)
H <- t(GtI) %*% (S11-S22) %x% GtI
avaVe  <- eigen(H)
# inicio
a <- matrix(1l, nrow(S11l),1)
rho_max <- t(a)%*%(S511-522)%*%a
dl <- t(a)%*%(S11+S22+2%S512)%*%a
d2 <- t(a)%*%(S11+522-2*S12)%*%a
rho_max <- as.numeric(rho_max / (d1 * d2)70.5)
# fim
return(rho_max)
}
# Funcdo para obtencdo da estatistica t do teste: recebe Rho_max e n, #

# e retorna o t e o valor-p

tTest.rhomax <- function(Rho_max, n)

{
tc <- Rho_maxx*x(n-2)"0.5/(1-Rho_max"2)"0.5
p.value <- 2 x* (1 - pt(abs(tc), n - 2))
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return(list(tc = tc, p.value = p.value))

# Funcdo para simular dados e aplicar o teste: recebe a Matriz de #
# Covariancias pop., ne N

# Dependéncia: library MASS #

library(MASS)
simMCRhoMax <- function(Sig, n = 10, N = 1000)
{
p <- nrow(Sig) / 2
ct <- matrix(c(0,0),2,1)
value <- c("0,05", "0,01")
rownames(ct) <- value
for (i in 1:N)
{
X <- mvrnorm(n, rep(0, 2 x p), Sig)
S <- var(X)
S11 <- S[1l:p,1l:p]
S22 <- S[(p+1):(2%p), (p+1):(2%p)]
S12 <- S[1l:p, (p+1):(2x*p)]
maxRhol <- maxRho(S11,S22,S12)
tc <- tTest.rhomax(maxRhol, n)
if (tc$p.value <= 0.05) ct[1,1] <- ct[1,1] + 1/N
if (tc$p.value <= 0.01) ct[2,1] <- ct[2,1] + 1/N
}

return(ct)

# Exemplo de Simulagdo #

N <- 10000
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n <- 50

## sob HO # Erro tipo I

Sig <- matrix(c(1,0.1,0.2,0.3,0.1,1,0.4,0.5,0.2,0.4,1,0.1,0.3,0.5,0.1,1),4,4)
eigen(Sig)

simMCRhoMax(Sig, n, N)

## sob Hl1 # Poder do teste

Sigl <- matrix(c(1,0.1,0.2,0.3,0.1,2,0.4,0.5,0.2,0.4,3,0.6,0.3,0.5,0.6,4),4,4)
eigen(Sigl)

simMCRhoMax(Sigl, n, N)

# 2) Funcdo para maximizar rho_UV, considerando o vetor a como paramétrico:#

# recebe S_{11} e S_{22} e retorna o autovalor "lambda_1" #

maxRho <- function(S11, S22, S12, a)
{
# inicio
rho_max <- t(a)%*%(S511-522)%*%a
dl <- t(a)%*%(S11+S22+2%S12)%*%a
d2 <- t(a)%*%(S11+522-2%x512)%*%a
rho_max <- as.numeric(rho_max / (dl1 x d2)70.5)
# fim

return(rho_max)

# Funcdo para obtencgdo da estatistica t do teste: recebe Rho_max e n,

# e retorna o t e o valor-p #

tTest.rhomax <- function(Rho_max, n)

{
tc <- Rho_maxx*(n-2)70.5/(1-Rho_max~2)"0.5
p.value <- 2 x (1 - pt(abs(tc), n - 2))

return(list(tc = tc, p.value = p.value))



# Funcdo para simular dados e aplicar o teste: recebe a Matriz de
# Covariancias pop., ne N

# Dependéncia: library MASS

library(MASS)
simMCRhoMax <- function(Sig, n = 10, N = 1000)
{
p <- nrow(Sig) / 2
ct <- matrix(c(0,0),2,1)
value <- c("0,05", "0,01")
rownames(ct) <- value
Sigll <- Sig[l:p,1l:p]
Sig22 <- Sig[(p+1):(2xp), (p+1):(2xp)]
a <- aParametrico(Sigll, Sig22)
for (i in 1:N)
{
X <- mvrnorm(n, rep(@, 2 * p), Sig)
S <- var(X)
S11 <- S[1:p,1:p]
S22 <- S[(p+1):(2%p), (p+1):(2xp)]
S12 <- S[1l:p, (p+1):(2xp)]
maxRhol <- maxRho(S11,522,S12, a)
tc <- tTest.rhomax(maxRhol, n)
if (tc$p.value <= 0.05) ct[1,1] <- ct[1,1] + 1/N
if (tc$p.value <= 0.01) ct[2,1] <- ct[2,1] + 1/N
}

return(ct)

# Funcdo para simular dados e aplicar o teste: recebe S11 e S22.

# Dependéncia: library MASS
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library(MASS)
aParametrico <- function(Sigll, Sig22)
{
Gt <- chol(Sigl1+Sig22)
GtI <- solve(Gt)
H <- t(GtI) %% (Sigll-Sig22) %*% GtI
if (sum(H)<=1le-13) a <- rep(c(l), times=nrow(H)) else
{
avave <- eigen(H)
a <- aVaVe$vectors[,which.max(abs(aVaVe$values))]
}

return(a)

# Exemplo de Simulagao #

N <- 10000

n <- 1000

#sob HO

#Sig <- matrix(c(1,0.1,0.2,0.3,0.1,1,0.4,0.5,0.2,0.4,1,0.1,0.3,0.5,0.1,1),4,4)
#sob H1

Sigl <- matrix(c(1,0.1,0.2,0.3,0.1,2,0.4,0.5,0.2,0.4,3,0.6,0.3,0.5,0.6,4),4,4)
simMCRhoMax(Sigl, n, N) # Maximizagdo de Rho_(UV)

# 3) Funcdo para maximizar rho_UV, recebe S_{11} e S_{22} e retorna

# o0 autovalor "lambda_1" e o vetor a do bootstrap ndo paramétrico #

maxRhob <- function(S11, S22)
{
Gt <- chol(S11+522)
GtI <- solve(Gt)



H <- t(GtI) %*% (S11-S22) %% GtI
avaVe <- eigen(H)
rho_max <- aVaVe$values[1]

return(rho_max)

# Funcdo para obtengdo da estatistica t do teste: recebe a, S11, sl12, S22, #

n e retorna o tb do bootstrap #

tTestb.rhomax <- function(sll, s22, s12, n)

{
Rho_max <- maxRhob(sll, s22)

tb <- Rho_max*(n-2)70.5/(1-Rho_max"2)"0.5

return(tb)
}
# Funcdo para trocar X's com Y’s: recebe o vetor x (1 x 2p) (linha) #
# a dimensdo p (troca os p primeiros com os p’s Ultimos) #

trocaXY <- function(x, p)
{
if (runif(l) <= 0.5) {
y <- x[(p+1):(2xp)]
y <- cly, x[1:p])
} else y <- x

return(y)

# Funcdo para reamostrar a matriz X (n x 2p)
# Retorna: Xb impondo HO, por meio de uma amostragem de uma amostra #

# combinada preservando a covariancia - lembrar de retirar a média
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bootSample <- function(X)

{
n <- nrow(X)
p <- ncol(X) %/% 2
sorteio <- sample(n, replace=TRUE)
Xb <- t(apply(X[sorteio,], 1, trocaXY, p))
return(Xb)
}

# Funcdo para executar o teste bootstrap

bootTest <- function(it, X)
{
Xb <- bootSample(X)
S <- var(Xb)
p <- ncol(Xb) %/% 2
n <- nrow(Xb)
S1lb <- S[l:p,1:p]
S22b <- S[(p+1):(2*p), (p+1):(2xp)]
S12b <- S[1:p, (p+1l):(2%p)]
tcb <- tTestb.rhomax(S11lb, S22b, S12b, n)
tcb

return(tcb)

# Funcdo para aplicar o teste bootstrap
# Recebe: X (n x 2p), B

# Retorna: o valor original tc e o valor-p

TestBootMaxRho <- function(X, B=1000)
{

S <- var(X)

p <- ncol(X) %/% 2

n <- nrow(X)
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S11 <- S[1l:p,1l:p]

S22 <- S[(p+1):(2%p), (p+1):(2%p)]

S12 <- S[1l:p, (p+1):(2x%p)]

# calculo do tc original

tc <- tTestb.rhomax(S11, S22, S12, n)

it <- matrix(1:B, B, 1) # numero de bootstrap, usa ao invés do loop,
# é o contador do bootSample.

tcb <- apply(it, 1, bootTest, X)

valor.p <- (length(tcb[abs(tcb) >= abs(tc)])+1)/(B+1)

return(list(tc=tc, valor.p=valor.p))

# Funcdo para simular dados e aplicar o teste bootstrap #
# Recebe: a Matriz de Covariancias pop., n e N

# Dependéncia: library MASS #

library(MASS)
simMCB <- function(Sig, n = 10, N = 1000)
{
p <- nrow(Sig) / 2
ct <- matrix(c(0,0),2,1)
value <- c("0,05", "0,01")
rownames(ct) <- value
for (i in 1:N)
{
X <- mvrnorm(2, rep(0, 2 * p), Sig)
tc <- TestBootMaxRho(X, B)
if (tc$valor.p <= 0.05) ct[1,1] <- ct[1,1] + 1/N
if (tc$valor.p <= 0.01) ct[2,1] <- ct[2,1] + 1/N
}

return(ct)

# Exemplo de Simulagao #
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N <- 10000

n <- 10

##sob HO # Erro tipo I - matriz de correlacdo 8x8

Sig <- matrix(c(1,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,1,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,
0.9,1,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,1,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,1,0.9,
0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,1,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,1,0.9,0.9,0.9,
0.9,0.9,0.9,0.9,0.9,1),8,8)

eigen(Sig)

simMCB(Sig, n, N)

##sob H1 # Poder do teste - matriz de covariancias 8x8
Vmeio <- diag(c(4,5,2,1,16,20,30,10))
Sigl <- Vmeio %% Sig %% Vmeio

simMCB(Sigl, n, N)




