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RESUMO

Classificar algo € uma tarefa natural do ser humano, mas existem situagoes
em que o mesmo ndo é o mais indicado para desempenhar tal funcdo. A neces-
sidade de métodos automaticos de classificacdo surge em vdrias dreas, como por
exemplo em reconhecimento de vozes, reconhecimento de tumores por meio de
chapas de raio-x, na classificagdo de e-mail como legitimos ou spam, entre outros.
Devido a importincia e o aumento da complexidade de problemas do tipo, existe
ainda a necessidade de métodos que fornecam maior precisao e interpretabilidade
dos resultados. Entre eles, os métodos de Boosting, que funcionam aplicando-se
sequencialmente um algoritmo de classificagdo a versdes reponderadas do con-
junto de dados de treinamento. Recentemente foi mostrado que Boosting pode
ainda ser visto como um método para estimacdo funcional. Atualmente os modelos
de regressdo logistica com seus pardmetros estimados via maxima verossimilhanga
(doravante chamado MRLMYV) s3o muito utilizados para esse tipo de situacio.
Nesse sentido, o presente trabalho consistiu em comparar o modelo de regressao
logistica MRLMYV e o estimado via algoritmo Boosting, mais especificamente al-
goritmo Binomial Boosting (doravante chamado MRLBB), e selecionar o modelo
com melhor adequabilidade de ajuste e maior capacidade de discrimina¢do na situ-
acdo de presenca/auséncia de doenga cardiaca coronariana (CHD) como funcdo de
vdrias varidveis bioldgicas, com vista a fornecer informacdes mais precisas para
situacdes cuja resposta € bindria. Para ajustar os modelos, o conjunto de dados foi
particionado aleatoriamente em dois subconjuntos, sendo um subconjunto equi-
valente a 70% do conjunto original (denominado de amostra de treinamento) e o
restante, denominado de conjunto de teste. Os resultados mostram valores meno-
res de AIC e BIC para o MRLBB em comparagdo ao MRLMYV e pelo teste de
Hosmer-Lemeshow ambos modelos (MRLMYV e MRLBB) ndo apresentaram evi-
déncias de mau ajuste. O modelo MRLBB apresentou maiores valores de AUC,
sensibilidade, especificidade e acurdcia e menores valores para a taxa de falsos
positivos e falsos negativos, mostrando-se, portanto, um modelo mais adequado
do que o MRLMYV. Observando-se as razdes de chances, o modelo MRLBB apre-
sentou resultados mais confidveis quanto a chance de um paciente possuir CHD.
Diante dos resultados obtidos, o modelo MRLBB é o mais adequado para descre-
ver o problema de presenga/auséncia de doenga cardiaca coronariana em pacientes,
pois fornece informacgdes mais precisas acerca do problema exposto.

Palavras-chave: Métodos de Classificacdo, Binomial Boosting, Modelos de Re-
gressdo, Doenca Cardiaca Coronariana (CHD), Selecao de Modelos.



ABSTRACT

Classify something is a natural human task, but there are situations where
it is not best suited to perform this function. The need for automatic methods for
classification arises in several areas, ranging from voice recognition, tumors re-
cognition by x-ray films, email classification as spam or legitimate, among others.
Due to the increasing complexity and importance of problems such as these, there
is still a need for methods which provide greater accuracy and interpretability of
the results. Among these methods Boosting, which operates sequentially applying
a classification algorithm to reweighted versions of the training data set. Recen-
tly it was shown that Boosting may also be viewed as a method for estimating
functional. Currently the logistic regression models with its parameters estimated
by maximum likelihood (henceforth called LRMML) are very used to this kind
of situation. In this sense, the present study was to compare the LRMML and
Boosting algorithm, specifically Binomial Boosting algorithm (henceforth called
LRMBB), logistic regression model, and select the model with the best fit and
suitability of higher discrimination capacity in the situation of presence / absence
of coronary heart disease (CHD) as a function of various biological variables in
patients in order to provide the most accurate response to situations which is bi-
nary. To adjust the model, the data set was randomly partitioned into two subsets,
one subset equivalent to 70 % of the original set (called training sample) and the
remainder (called test set). The results show lower values of AIC and BIC for
the LRMBB model compared to LRMML and the Hosmer-Lemeshow test shows
both models (LRMLM and LRMBB) present no evidence of bad fit. The LRMBB
model presented higher values of AUC, sensitivity, specificity and accuracy and
lower values for the rate of false positives and false negatives, being therefore a
model with better discrimination power in relation to the LRMML model. Ob-
serving the odds ratios, the LRMBB model showed more reliable results about the
chance of a patient having CHD. Based on these results, the LRMBB model is best
suited to describe the problem of presence / absence of coronary heart disease in
patients because it provides more accurate information about the problem exposed.

Keywords: Classification Methods, Binomial Boosting, Regression Models, Co-
ronary Heart Disease (CHD), Model Selection.
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1 INTRODUCAO

Em intimeras situac¢des o pesquisador se depara com a necessidade de rea-
lizar uma classificacdo nos dados, sobretudo, mediante ao tamanho amostral a ser
considerado, bem como outras causas, por exemplo, se 0 modelo proposto ou os
dados apresentarem algum tipo de perturbacdo, os métodos estatisticos convenci-
onais podem apresentar taxas de erros de classificagdo incoerentes.

Tendo por base essa questdo, uma alternativa plausivel de ser utilizada é
apontada na combinacdo de métodos computacionais e técnicas estatisticas. Nesse
sentido surge a motivacao para construir um classificador automético, o qual con-
siste em utilizar dados sobre o problema em maos para se tentar criar uma regra
que possa ser usada para classificar outros dados no futuro. A maneira com que
essa regra € criada influi diretamente em aspectos como o desempenho e a inter-
pretabilidade do classificador.

Convém ressaltar que as técnicas estatisticas Andlise Discriminante e Re-
gressdo Logistica, que sdo utilizadas em situagdes que envolvam classificacdo, a
resposta a um determinado fendmeno nio configura uma situacdo continua, ou
seja, admite-se a existéncia de categorias, podendo assumir dois ou mais valores.
Nestes casos, a Regressao Logistica tem sido aplicada com frequéncia e sua utili-
zacdo permite obter a probabilidade de um determinado evento ocorrer. Contudo,
a Anélise Discriminante e a Regressao Logistica, a priori, pressupdem a criagio
de regras bastante interpretdveis, mas com formas restritivas para a relacdo entre
as respostas e as varidveis preditoras. Como método alternativo para classificagao,
existem as redes neurais, que notabilizaram-se por serem ‘“caixas pretas” com alta
precisdo, mas com interpretabilidade pobre.

A necessidade de métodos automadticos de classificacdo é uma realidade
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aos seres humanos, seja para executar uma tarefa que parega magante para um ser
humano, como por exemplo o reconhecimento de cédigos postais em cartas, re-
conhecimento de vozes de pessoas, ou até mesmo para classificar pacientes que
tenham ou ndo uma determinada doenca. Existem varios métodos que executam
um mesmo processo de classificagdo, sendo que cada método tem sua peculiari-
dade, mas existe o interesse pratico de se ter aquele classificador que erre o menos
possivel em uma determinada tarefa, pois, em vérias situa¢des, um erro de classifi-
cacdo pode trazer graves consequéncias ou até mesmo irreversiveis. Recentemente
os métodos de Boosting t€m recebido grande aten¢do por produzirem classifica-
dores com alto poder de predi¢do, entre eles os algoritmos capazes de estimar
fungdes e, no nosso caso, estamos interessados em estimar um modelo adequado
para resposta bindria.

Mediante a conjectura de aprimorar a interpretabilidade e desempenho do
uso de métodos classificadores aplicados em uma variedade de problemas, t€m-se
os algoritmos de Boosting, originados na drea de computagdo, que em uma de suas
versdes funcionam aplicando-se sequencialmente um algoritmo de classificacio a
versdes reponderadas do conjunto de dados de treinamento, dando maior peso as
observagdes classificadas erroneamente no passo anterior. Eles foram introduzidos
por Schapire (1990) e o algoritmo de Boosting mais famoso € o AdaBoost. Desde
entdo, varias versdes de algoritmos Boosting t€m sido criadas.

Diante do exposto, esse trabalho objetiva estudar o desempenho de algo-
ritmo Boosting em problemas de classificagdo que envolvam respostas binarias em
comparagdo com o modelo de regressdo logistica estimado via maxima verossimi-
lhanga, e apresentar principais aspectos relacionados a abordagem estatistica do
algoritmo Boosting. Em adi¢do, comparamos o modelo de regressdo logistica es-

timado via médxima verossimilhanca (doravante chamado MRLMYV) e o modelo
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de regressdo logistica estimado via algoritmo Binomial Boosting (doravante cha-
mado MRLBB) pelos critérios de informacao de Akaike e Bayesiano. Verificamos
também a acuricia, sensibilidade, especificidade, taxa de falso positivo e taxa de
falso negativo dos modelos MRLMV e MRLBB.

Atualmente os modelos de regressdo logistica com seus pardmetros esti-
mados via mdxima verossimilhanca (MRLMYV) s@o os mais utilizados para esse
tipo de situagdo. O presente trabalho consistird em comparar o0 modelo MRLMV
e o estimado via algoritmo Binomial Boosting (MRLBB) e selecionar o modelo
com maior capacidade de discriminagdo na situacdo de presenca/auséncia de do-
enga cardiaca coronariana como fun¢@o de vérias varidveis bioldgicas em pacien-

tes, com vista a fornecer informacdes mais precisas acerca do problema exposto.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Esta secdo abordard inicialmente a defini¢do de um problema de classifi-
cacdo, bem como a defini¢do formal de um classificador. Na sequéncia serdo apre-
sentadas as caracteristicas dos classificadores utilizados neste trabalho. O presente
trabalho utilizard o modelo logistico para classificacdo bindria e serdo discutidos
duas formas de se estimar os pardmetros de um modelo logistico, sendo um no
contexto de Boosting e o outro no contexto de mdxima verossimilhanga. Serdo
apresentadas os principais aspectos relacionados a abordagem estatistica de ambas
abordagens. Em seguida, serdo discutidos os critérios de adequabilidade de ajuste
que serdo utilizados para efetuarmos as comparacdes do modelo ligistico estimado

via Boosting e 0 mesmo estimado via maxima verossimilhanca.

2.1 Classificacao

O ato de classificar algo é uma tarefa natural a atividade humana. Uti-
lizando informacdes que chegam aos seres humanos por meio de seus sentidos,
eles designam objetos a classes. Em certo sentido, dadas as informacdes sobre um
objeto, um ser humano toma uma decis@o sobre a que classe (dentre um conjunto
finito de classes) esse objeto pertence, ou tenta estabelecer a existéncia de clas-
ses nas quais os diversos tipos de objetos possam ser alocados (BISHOP, 1995).
Exemplos de classificagdo feita pelos humanos sdo: reconhecer rostos e vozes de
pessoas; identificar odores; reconhecer um alimento pelo sabor; etc.

Apesar de os seres humanos serem particularmente bons em muitas tarefas
de classificacdo e as desempenharem naturalmente e sem esforco, existem certos

motivos que tornam desejdveis que uma tarefa de classificac@o seja desempenhada
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por uma méquina, um computador no caso. Uma tarefa pode ser muito repetitiva
e magante para que um ser humano a faga, ou custosa demais, ou ainda essa tarefa
pode ser melhor desempenhada por uma maquina. Um exemplo de uma tarefa que
pode ser considerada muito trabalhosa para um ser humano € a de reconhecimento
de cddigos postais em cartas.

A criacdo e uso de métodos para classificacdo automatica despertou inte-
resse em diversas dreas, e portanto muitos métodos foram criados independente-
mente, enquanto outros nasceram da unido de esforcos entre essas dreas. Existem
praticamente duas abordagens: a estatistica e a computacional. A estatistica € a
mais antiga e tradicional e por isso € as vezes tratada como se fosse menos automa-
tica (RIPLEY, 1996). A abordagem computacional ¢ a feita pelas pessoas de uma
comunidade a que se refere comumente como aprendizado de médquinas (machine
learning). Nessa comunidade, encontram-se engenheiros, profissionais da compu-
tacdo e muitos outros. Devido a essa interdisciplinaridade, a linguagem utilizada
varia bastante e utilizam-se termos possivelmente diferentes em cada drea.

A abordagem estatistica foi marcada inicialmente com as técnicas deri-
vadas do trabalho de Fischer em discriminacdo linear, por volta de 1936. Mais
adiante, por volta da década de 60, apareceram modelos com caracteristicas mais
flexiveis (af se encaixa o modelo de regressao logistica) e, em geral, o foco € obter
uma estimativa da distribuicdo de probabilidade dos dados em cada classe, e obter
com isso uma regra de classificacdo (MICHIE, 1994).

A comunidade de aprendizado de maquinas e das pessoas que trabalham
com reconhecimento de padrdes (pattern recognittion) foi motivada no inicio por
tentativas de se modelar o modo pelo qual o ser humano aprende, influenciadas por
ideias bioldgicas de como o cérebro funciona. Um exemplo particular sdo as cha-

madas redes neurais artificiais, que surgiram inicialmente como modelos simples
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para explicar o funcionamento de agrupamento de neurdnios. Logo, percebeu-se
seu poder prético para reconhecer padrdes (classificar) e, a partir dai, profissionais
de muitas areas as desenvolveram e utilizaram (FRIEDMAN; HASTIE; TIBSHI-
RANI, 2001).

Independentemente da abordagem, o objetivo da classificagdo é obter mé-
todos automadticos que sejam tdo bons classificadores quanto os seres humanos,

e/ou que possam ser entendidos ou possam ser interpretados por seres humanos.

2.1.1 Abordagem Estatistica em um problema de Classificaciao

Um procedimento de classificacdo, regra de classificacdo ou classificador
¢ algum método que, possivelmente de maneira automdtica, separe objetos em
classes. Em geral, um procedimento de classifica¢do é construido com base na ex-
periéncia passada, e o interesse é utilizd-lo para classificar objetos que nao foram
utilizados na construcio desse classificador ou que possuem classificagdo desco-
nhecida.

Existem basicamente dois tipos de classificagdo. No primeiro, temos in-
formagdes sobre os objetos e o intuito € estabelecer a existéncia de classes. Esse
tipo de classificagdo é conhecido na literatura estatistica como agrupamento (clus-
tering) e na comunidade de aprendizado de maquinas como aprendizagem nao
supervisionada. O segundo tipo de classificacdo supde que existe um nimero co-
nhecido de classes e o objetivo é estabelecer uma regra pela qual possam se alocar
novos objetos a uma das classes. Na literatura estatistica, isso é conhecido como
discriminacdo, e fora dela como reconhecimento de padrdes ou aprendizagem su-
pervisionada (FRIEDMAN; HASTIE e TIBSHIRANI, 2001).

O presente trabalho sera voltado para o segundo tipo de classificacdo, que



20

¢ generalizado por um classificador, considerando a seguinte notagdo: Seja um
grupo de objetos que possam ser classificados em J classes, numeradas 1,2, ..., J
esejaC = {1, 2, ..., J} o conjunto das classes. Considere também que sdo
medidas p varidveis aleatdrias em cada objeto e que essas p varidveis estdo dispos-
tas em um vetor € = (1, g, ..., Tp). Defina por {2 o espaco multidimensional
contendo todos os possiveis vetores de .

Segundo Breiman (1984), um classificador € uma funcéo

d: Q =C

x —d(x) e C

ou seja, para cada objeto x, o classificador d designa uma classe d (x) €
{1, 2, ..., J}.

Agora, defina A; = {x € Q;d(x)=j},7=1,2,..., J,ouseja, para
cada j, A; € o subconjunto de €2 no qual o classificador d prediz a classe j. Mais
do que isso, os A; definem uma particdo de 2, ou seja, ;N A; = 0,71 # je
U}le Aj = €. Assim, um classificador d induz uma particdo A1, A2, ..., A; de
Q,com ) = U}']:1 Aj, tal que paratodo x € Aj; aclasse predita € j. Para exempli-
ficar, suponha um classificador d constituido por um modelo de regressdo logistica
muiltipla bindria. Nesse caso, J = 2e C = {0, 1}. Sabe-se que a predi¢do desse
modelo € a probabilidade de um determinado evento ocorrer € que dado um limiar
obtém-se a predi¢do de uma determinada classe. Suponha entdo que esse limiar é
conhecido e com isso tem-se a classe predita. Portanto, o modelo em questio é um

classificador d que relaciona cada & a uma classe correspondente em C'. Observe
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ainda que 4g = {x € Q;d(x) =0} e A1 = {x € Q; d(x) =1} definem o
espaco (2, uma vez que AgU A1 = Qeque AgN A1 = 0.

Dependendo da estrutura da tarefa de classificagdo, podem ser de inte-
resse ndo somente as classes preditas pelo classificador, mas também estimativas
das probabilidades de um objeto pertencer a uma certa classe. Alguns métodos
proporcionam essas probabilidades, como exemplificado acima, enquanto outros
fornecem apenas a predicdo da classe, como por exemplo o método de Andlise
Discriminante, redes neurais, drvores de decisdo e os métodos de Boosting (es-
pecificamente o algoritmo AdaBoost). Um procedimento comum em estatistica
aplicada €, dadas as estimativas das probabilidades de um objeto pertencer a cada

classe, alocd-lo na classe com maior probabilidade de acerto (RUBESAM, 2004).

2.2 Introducio ao método de Boosting

O método conhecido como Boosting nasceu na comunidade de aprendi-
zado de méquinas. Dentro dessa comunidade, foi proposto um problema tedrico
chamado de problema de Boosting, que pode ser informalmente exposto da se-
guinte maneira: “suponha que existe um método de classificacdo que € ligeira-
mente melhor do que uma escolha aleatdria, para qualquer distribuicdo em €). Esse
método € chamado de classificador fraco (weak learner). A existéncia de um clas-
sificador fraco implica a existéncia de um classificador forte (strong learner), com
erro pequeno sobre todo o espaco 277

Esse problema foi resolvido por Schapire (1990), que mostrou que era
possivel obter um classificador forte a partir de um fraco. A partir de entdo, foram
desenvolvidos vdrios algoritmos dentro do contexto de Boosting. Um dos mais
recentes e bem sucedidos deles € o algoritmo conhecido como AdaBoost (Adapta-

tive Boosting), que funciona pertubando a amostra de treinamento gerando a cada
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iteracdo (de forma deterministica, mas adaptativa) uma distribuiugao sobre as ob-
servacdes da amostra, dando maior peso (maior probabilidade de estar na amostra
perturbada) as observagdes classificadas erroneamente no passo anterior. Existe
um outro método de combinacdo de preditores, conhecido por Bagging (Boots-
trap Aggregating), que funciona perturbando essa amostra de treinamento alea-
toriamente por meio de re-amostragem, gerando a cada iteragcdo um classificador
e o classificador final € obtido pela agregacdo desses classificadores (SHAPIRE;
FREUND, 2012).

Desde o seu desenvolvimento como uma resposta a um problema tedrico,
os algoritmos do tipo Boosting t€ém recebido grande atengdo, tanto na comuni-
dade estatistica quanto na de machine learning. A comunidade estatistica busca
entender como e por que Boosting funciona, abordando aspectos como consistén-
cia, enquanto na comunidade de machine learning a abordagem é mais focada nos
préprios algoritmos e em sua funcionalidade (RUBESAM, 2004).

O algoritmo AdaBoost é o mais famoso dos algoritmos de Boosting, e
foi apresentado por Freund e Schapire (1996). Os autores fizeram uma andlise
do algoritmo em termos de limites para as probabilidades de erro na amostra de
treinamento e nas amostras de teste (o erro de um classificador em casos novos
€ chamado na literatura de aprendizagem de maquinas de erro de generalizagao).
Um dos limites tedricos mostrados implica que o erro na amostra de treinamento
decai exponencialmente com o ndmero de iteragdes do algoritmo. Empiricamente,
observa-se que, apés algumas iteragdes, o erro na amostra de treinamento cai a
zero, confirmando o resultado tedrico.

Inicialmente, observou-se que, quando se continua a executar o algoritmo
AdaBoost, o erro na amostra teste continua a decrescer, indicando que o algoritmo

¢ resistente a super ajuste (overftting) (BUHLMANN; HOTHORN, 2007). O su-
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per ajuste € o problema que surge quando um modelo tem desempenho bom no
conjunto de treinamento, mas em dados novos, que ndo foram usados no ajuste do
modelo, tem desempenho ruim. Isso ocorre geralmente porque o modelo se torna
complexo demais (ou seja, nimero excessivo de pardmetros) e passa a ajustar pe-
culiaridades do conjunto de treinamento. Por exemplo, em regressao logistica, a
adicdo de varidveis sempre melhora o desempenho no conjunto usado para estimar
o modelo, mas em algum ponto isso comeca a se tornar prejudicial e o desempenho
em um conjunto de teste é ruim. Em redes neurais, se o algoritmo de otimizacio
¢ executado indefinidamente, o erro sempre diminui no conjunto de treinamento,
mas em certo ponto ele comeca a aumentar no conjunto de teste. Existem métodos
para determinar o ponto de parada nesse caso, como por exemplo o método de
parada precoce (early stopping), que cessa a otimizagdo quando o erro comega a
aumentar no conjunto de teste.

Friedman, Hastie e Tibshirani (2001) mudaram totalmente o modo como
Boosting € visto, pelo menos na comunidade estatistica. Eles colocaram Boosting
como uma aproximagao do ajuste de um modelo aditivo na escala logistica, usando
a maxima verossimilhanca da Bernoulli como critério. Ademais, sugeriram uma
aproximacdo mais direta, o que levou ao algoritmo LogitBoost, um algoritmo para
ajustar regressao logistica aditiva que da resultados praticamente idénticos ao Ada-
Boost de Freund e Schapire.

Mais recentemente, notou-se que, se um algoritmo de Boosting for exe-
cutado por um tempo (niimero de iteracdes) muito grande, da ordem de dezenas
de milhares, isso ocasionard super ajuste. Friedman, Hastie e Tibshirani (2000) d4
um exemplo em que isso ocorre. Algumas abordagens para esse problema foram
tentadas. Jiang (2000) mostrou que, sob certas condi¢des de regularidade, como

o nimero ideal de iteragdes, o algoritmo AdaBoost é consistente em processo, no
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sentido de que, durante o treinamento, ele gera uma sequencia de classificadores

com erro que converge para o erro do classificador (regra) de Bayes.

2.2.1 Algoritmos Boosting utilizados na classificacao binaria

Serdo apresentados a seguir dois algoritmos Boosting utilizados para clas-
sificagdo bindria. O algoritmo AdaBoost ndo serd utilizado neste trabalho, porém
€ necessdrio sua apresentacdo por ser um algoritmo precedente de outros algorit-
mos Boosting, inclusive o algoritmo utilizado neste trabalho, o algoritmo Gradi-
ente Boosting de Friedman, e o entendimento de seu mecanismo funcional ajuda a

compreender a funcionalidade do algoritmo Gradiente Boosting de Friedman.

2.2.1.1 AdaBoost para duas classes

O algoritmo AdaBoost para classificacdo bindria é o algoritmo boosting
mais conhecido. O classificador base (passo 2(a) do algoritmo a seguir) retorna
valores em {—1, 1} e pode ser, por exemplo, uma drvore de regressdo ou uma rede
neural. Serd apresentado a seguir a versdo desse algoritmo, dada em Friedman,
Hastie e Tibshirani (2001).

Suponha que temos um conjunto de treinamento L = (x1, ¥1), ...,
(zn, Yn), onde as classes estdo rotuladas {—1, 1}, ou seja, C' = {—1,1}. De-
fina F (x) = SV ¢, f,, (x), onde M é o niimero de vezes que o algoritmo &
executado (itera¢des), f,, é um classificador base que retorna valores {—1, 1}, os
valores ¢, sdo constantes e a predi¢do correspondente a cada valor de « € a funcgio
sinal de F' (x), ou seja, sign (F (x)). A fungdo sign (-) retorna 1 se sign (-) > 0

e retorna —1 se sign (-) < 0. O algoritmo AdaBoost ajusta classificadores base
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f,, em amostras ponderadas do conjunto de treinamento, dando maior peso, ou
ponderagdo, aos casos que sdo classificados erroneamente. Os pesos sdo ajusta-
dos adaptativamente em cada iteragdo e o classificador final é uma combinacio
linear dos classificadores f,,. A Figura 1 ilustra de maneira geral o funcionamento
de um algoritmo Boosting para classificagdo bindria, que segue a mesma ideia do

algoritmo AdaBoost apresentado anteriormente.

M

m:ICmfm(x)
ffffff
Ponderada > fu(x)

/

Amostra
Ponderada
: > folx)

"""
Ponderada Ly f (X)

"""
Treinamento L f1 ( X)

Classificador Final F (x) = z

Figura 1 Algoritmo Boosting para classificagdo bindria

O algoritmo AdaBoost consiste em trés passos:

1. Dado (21, Y1), ..., (xn, Yn)emque z; € X ey; € Y = {—1,+1}.
Inicialize os pesos w!” =1/N,1=1,2, ..., N.
2. Repitaparam =1, 2, ..., M:

(a) Ajuste o classificador f,, (x) € {—1, 1} usando os pesos w; e os dados

de treinamento;
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(b) Calcule

S M Y # f (X))
" Do Wit

(¢) Faca
w;n+1_w:;n X e”mse Y= fim (2i)
z

e se Yi# [ (i)

em que 2" € um fator de normalizag¢do

N
— (=emYi f (i)
2" = g - w;'e
3. A predicdo é dada por sign (F' (x)) = sign (§ n]\;[:l Cm fm (:c))

No algoritmo acima, €, representa a média ponderada dos erros com pe-
sos w = (w;, ..., wy). Em cada itera¢do, o algoritmo aumenta os pesos w; das
observagdes classificadas erroneamente por um fator que depende dos erros €,
das observacdes do conjunto de treinamento (passo 2 (c)).

No APEDICE A é apresentada uma ilustracio didatica para melhor com-
preensdo do algoritmo AdaBoost.

Friedman, Hastie e Tibshirani (2000) mostraram que o algoritmo Ada-
Boost pode ser derivado como algoritmo iterativo para ajustar um modelo adi-
tivo logistico, otimizando um critério que até segunda ordem é equivalente a log-
verossimilhancga da binomial. A derivagdo do processo de atualizacao do algoritmo
AdaBoost visto anteriormente, conforme descrito por Friedman, Hastie e Tibshi-

rani (2000) encontra-se no ANEXO A.
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2.2.1.2 Algoritmo Gradiente Boosting de Friedman

Breiman (1998, 1999) mostrou que o algoritmo AdaBoost pode ser repre-
sentado como um algoritmo do gradiente no espaco funcional, o qual podemos
denominar de Gradiente de Descida Funcional (FGD). Friedman, Hastie e Tibshi-
rani (2000) e Friedman (2001) desenvolveram de forma mais geral uma estrutura
estatistica que leva a direta interpretacdo de Boosting como um método para esti-
macao funcional. Na sua terminologia, trata-se de uma aproximac¢do em modela-
gem aditiva stagewise (mas a palavra aditiva ndo implica o ajuste de um modelo
que € aditivo nas varidveis independentes).

No contexto de Boosting, o objetivo € estimar uma funcio de predi¢do

6tima f* (-), também chamada de minimizador populacional, que é definido por

)= arg}{nin Eyx [p (Y, f(X))] (2.1)

em que p (-, -) é uma fungéo perda que é assumida como sendo diferencidvel e
convexa com respeito a f. Na pratica, trabalhamos com realizagdes (y;, CB;‘F), i =
1,...,n, de (y,x"), e a esperanca em 2.1 &, portanto, ndo conhecida. Por essa
razdo, em vez de minimizar o valor esperado dado em 2.1, os algoritmos Boosting
minimizam a perda média observada, que é dada por n=1 >0, p (i, f(X3)),
perseguindo iterativamente no espaco funcional dos pardmetros de f.

Por exemplo, a perda erro quadrdtica

p(y, f)=(y—f)

leva ao bem conhecido minimizador populacional
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J' (@) = E[Y|X —a]

De maneira geral, dada uma func¢do perda p (y, f) e um procedimento
base, g(x), que serd visto nas se¢des a seguir, o seguinte algoritmo foi dado por
Friedman (2001), também chamado de Algoritmo Gradiente Boosting de Fried-

man, e executando os seguintes passos:

1. Inicialize f(¥) (-) com um valor inicial. Escolhas comuns sdo

N
A 1
0) (y — in o Y

PO = wgmin LS5,

ou f(© () = 0. Coloque m = 0.
2. Aumente m em 1. Calcule o gradiente negativo —% p (Y, f) e calcule em

Fon=b (X))

0 .
e _MP(Y“ f (@) ’f(mi):ﬂm*l)(wi)’ i=1...m

3. Ajuste o vetor gradiente negativo 21, ..., z, para Xy, ..., X, por um pro-

cedimento base §(™) (+) de valor real (por exemplo, regressao).

4. Atualize

FO () = fFm=D () 40 - gt ()
em que 0 < v < 1€ o fator comprimento do passo.

5. Continue o processo de iteracdo entre os passos 2 a 4 até m = M, para

alguma iteragcdo de parada M.
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A iteracdo de parada, que € o principal parametro de controle, pode ser
determinada via validacdo cruzada ou algum critério de informacdo. A escolha do
comprimento do passo v no passo 4 é de menor importancia, porém recomenda-
se que seja pequeno, como v = 0,1. Um menor valor de v tipicamente requer
um maior nimero de iteracdes boosting e, portanto, maior tempo de computacao.
Quando escolhendo v “suficientemente pequeno”, resultados empiricos mostram
que a acurdcia preditiva do modelo é a melhor dentre outros valores de v (BUHL-

MANN; HOTHORN, 2007).

2.2.1.2.1 Funcao Perda e Algoritmos Boosting

Virios algoritmos Boosting podem ser definidos especificando diferentes
fungdes perda p (-, -) e serdo mostrados a seguir os algoritmos derivados de dife-
rentes fungdes perdas. Dado o fato de a aplicagdo proposta neste trabalho apresen-
tar uma resposta bindria, ou seja, paraY € {0, 1} comp (x) = P[Y =1|X = x].
Seguindo as recomendacdes de Buhlmann e Hothorn (2007) € conveniente codifi-
car a resposta por Y =2V —-1¢ {—1, 1} apenas por uma questdo de eficiéncia
computacional. Considere o negativo da log-verossimilan¢a da binomial como

funcdo perda:

p(y,p(x) =—[yhnp(z)+(1-y)In(l-p(z))] (2.2)

por simplificacdo, a perda 2.2 serd chamada daqui em diante de perda binomial

(Figura 2). Sendo p (x) dado por

ef(@)

(@) = @@ (2.3)

tal que
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f@) =i (%) (2.4)

¢ igual a metade do log da chance (log-odds). O fator 1/2 permitird que o minimi-
zador populacional da perda em 2.5 seja a mesma que a perda exponencial em 2.7

abaixo. Entdo, a perda binomial é dada por

p(y. f (@) =In (14 e27) 25)

que se torna um limite superior do erro por mal classificagdo, também conhecida
por funcdo degrau. Convém ressaltar que a diferenca entre as perdas 2.2 ¢ 2.5 é
que a perda 2.2 depende de p (x) e ao substituir p () (dado na equagdo 2.3) em
2.2 e substituir Y por Y, obtém-se a perda em 2.5, que depende de f.

Pode-se mostrar que o minimizador populacional da perda binomial em

2.5 é dado por

[ () = %ln <1p(;()m)> (2.6)

em que p (x) é como definido acima.
Uma func@o perda alternativa a binomial € a perda exponencial (Figura 2),

dada pela expressao 2.7.

py, f)=e¥ 2.7)

cujo minimizador populacional pode ser mostrado como o mesmo para perda bi-
nomial (expressdo 2.6) (FRIEDMAN; HASTIE; TIBSHIRANI, 2001).
Frente ao exposto, utilizar Boosting - FGD com diferentes funcdes perdas

leva a diferentes algoritmos Boosting. Quando usando a perda binomial (2.5), ob-
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temos o algoritmo Binomial Boosting e, com a perda exponencial em 2.7, obtemos

o algoritmo AdaBoost para estimacdo funcional.

“ — perda binomial
L perda exponencial

Figura2 Funcdes perda binomial e exponencial como fun¢do do valor marginal

yf

Importante ressaltar que a interpretacdo da estimativa Boosting f (m) ()
¢ feita como uma estimativa do minimizador populacional f* (-). Dessa forma,
os resultados do algoritmo Adaboost e Binomial Boosting correspondem as esti-
mativas da metade do log da chance. Em particular, definimos as estimativas de
probabilidade via

o (@)

D = — - 2.8
p () F@) 3 o F@) (2.8)

A razdo da construc@o dessas estimativas de probabilidades estdo basea-
das no fato de que Boosting com iteragdo de parada razodvel € consistente (BAR-
TLETT; TRASKIN, 2007).

Para regressdo com resposta Y € R, é conveniente utilizar a perda erro
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quadrético, também conhecida como perda Lo (Figura 3),

p(y, £)=(y—f) 2.9)

com minimizador populacional

f@)=E[Y|X = 2] (2.10)

O correspondente algoritmo Boosting é LoBoosting. Uma fungdo perda
alternativa, que tem a propriedade de ser robusta, é a perda absoluta (perda L1,

Figura 3) e sua forma é

Py, f)=1ly— f| (2.11)

e corresponde ao algoritmo LjBoosting, cujo minimizador populacional é

1 (x) = mediana (Y | X = x) (2.12)

Embora a perda L; seja ndo diferencidvel no ponto y = f, podemos cal-
cular derivadas parciais uma vez que o ponto y = f tem probabilidade zero de ser
realizado por um dado.

As perdas L e Ly sdo fungdes ndo monotdnicas de valor marginal ¢ f. Um
aspecto negativo € que elas penalizam valores marginais que sdo maiores do que
1 e penalizar altos valores marginais pode ser visto como um modo de estimular
solugdes f € [—1,1] que é o alcance dos minimizadores populacionais L; e Lo,

respectivamente (BUHLMANN; HOTHORN, 2007).
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“ —— perda quadratica
""" perda absoluta
w -

ply, B
3
!

Figura3 Funcdo perda erro quadritico como fungdo dos valores marginais de

y—f

2.2.1.2.2 Minimos Quadrados Linear Componente a Componente para Mo-

delos Lineares

Boosting pode ser muito ttil para ajustar modelos lineares generalizados

em dimensdes maiores. Considere o procedimento base

g (@) = pM2M (2.13)

em que

(2.14)
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3 = arg minzn: <z- - B(j)X(j))Q (2.15)

7 7
1<j<p o

Realizando esse procedimento, automaticamente € realizado o processo
de selecdo de varidveis em um modelo de regressdo multipla. Por essa razio e
utilizando o procedimento base em 2.13, diz-se que o procedimento de selecio de
varidveis estd embutido no algoritmo Gradiente Boosting de Friedman (FRIED-
MAN, 2001).

Quando utilizando L2Boosting com esse procedimento base, seleciona-
mos em cada iteracdo uma variavel preditora, ndo necessariamente uma diferente

para cada iteracdo, e atualizamos a funcao linearmente:

F (@) = F=0 (2) 40 - f0m) g (A) (2.16)
em que Am denota o index da varidvel preditora na iteracdo m. Alternativamente,

a atualizacdo dos coeficientes estimados é

Bom) — gom=1) 4 3(Am) (2.17)

A notacgdo deve ser lida que apenas o Am-ésimo componente dos coeficien-
tes estimados B (m) (na iteragdo m) foi atualizado. Para cada iteracdo m, obtemos
o ajuste de um modelo linear. Conforme m tende ao infinito, f(™ (-) converge
para a solu¢do de minimos quadrados que € Unica se a matriz de delineamento tem
posto completo.

No APENDICE B apresentamos uma ilustracio diddtica do Algoritmo
Gradiente Boosting de Friedman, bem como o processo de selecdo de varidveis
e a construgd@o do modelo via Boosting.

Quando utilizando LeBoosting com Minimos Quadrados componente a
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componente linear de 2.14, um valor inicial adequado € calcular a média da varia-

vel resposta Y. O vetor gradiente negativo é dado por

_Op(y, f)
of
em que f é o procedimento base utilizado (APENDICE C).

=y—f (2.18)

Zy =

Quando usando Binomial Boosting com Minimos Quadrados componente
a componente linear de 2.14, obtemos um ajuste, incluindo selecio de varidveis,
de um modelo de regressao logistica linear (BUHLMANN; HOTHORN, 2007).
Um valor inicial adequado para esse algoritmo ¢ calcular a frequéncia relativa
de Y = 1 da amostra (APENDICE D). O vetor gradiente negativo para a perda

binomial é dado por

L only. ) _ 1
’ af i 14+ef

(2.19)

em que f é o procedimento base utilizado (APENDICE D). Assim, o algoritmo
Binomial Boosting utiliza a frequéncia relativade Y = 1 e o vetor z; para percorrer

0 espaco paramétrico do modelo proposto (BERK, 2008).

2.3 Regressao Logistica

Nos modelos de regressdo linear simples ou multipla, a varidvel depen-
dente Y € uma varidvel aleatdria de natureza continua. No entanto, em algumas
situacdes, a varidvel dependente ¢ qualitativa e expressa por duas ou mais cate-
gorias, ou seja, admite dois ou mais valores. Nesse caso, o0 método dos minimos
quadrados ndo oferece estimadores plausiveis. Uma boa aproximacao € obtida pela
regressdo logistica que permite o uso de um modelo de regessdo para se calcular

ou prever a probabilidade de um evento especifico (PAULA; TUDER, 1986).
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As categorias ou valores que a varidvel dependente assume podem ser de
natureza nominal ou ordinal. Em caso de natureza ordinal, hd uma ordem natural
entre as possiveis categorias e, entdo, tem-se o contexto da Regressdo Logistica
Ordinal. Quando essa ordem nao existe entre as categorias da varidvel dependente
assume-se o contexto da Regressdao Logistica Nominal.

O seguinte exemplo ilustra uma situagdo em que a varidvel dependente
possui natureza nominal. Suponha que se deseja estudar a toxicidade de uma certa
droga e as categorias sdo: o animal morreu apés administra¢do da dose x (Y = 1)
ou o animal ndo morreu ap6s administragdo da dose x (Y = 0). Nesse contexto,
dosagens 1 < T2 < ... < x, sdo fixadas. A dosagem z; geralmente € expressa
como o logaritmo na base dez da concentracdo da droga em uma solucdo e é ad-
ministrada em uma quantidade c¢; de animais. Apds esse procedimento, ocorre um
nimero P; de mortes para cada i, com 1 < i < n. Assume-se que 7 (z) é a pro-
babilidade que um animal escolhido aleatoriamente sucumba com a dosagem z.
Dessa forma, p;, 1 < 4, s@o varidveis aleatdrias independentes com distribui¢ao
binomial Bin (¢;, w (x;)), comi € {1, ..., n}. O objetivo aqui é encontrar um
modelo no qual, para cada valor da varidvel independente x;, € possivel predizer a

varidvel dependente p (x;), a qual é binomial com probabilidade de sucesso 7 (x;).

2.3.1 Regressao Logistica Binaria

Nesta secdo apresenta-se 0 contexto em que a varidvel resposta possui
apenas duas categorias, ou seja, natureza binaria ou dicotdmica.

Antes de se iniciar a discussdo sobre a regressdo logistica, é interessante
fazer um breve comentdrio sobre Modelos Lineares Generalizados (MLG). Um

modelo linear generalizado é especifiado por trés componentes: uma componente
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aleatoria, a qual identifica a distribuicdo de probabilidade da varidvel dependente,
uma componente sistematica, que especifica uma funcdo linear entre as varidveis
independentes e uma fungao de ligagao, que descreve a relacdo matematica entre
a componente sistemadtica e o valor esperado da componente aleatéria (HOSMER;
LEMESHOW, 1989).

Em outras palavras, a componente aleatéria de um MLG consiste nas ob-
servagdes da varidvel aleatéria Y, ou seja, com o vetory = (Y1, Yo, ..., Ypn).

A componente sistemdtica do MLG € definida através de um vetor n =
(M, M2, ..., M) que estd associado ao conjunto das varidveis independentes por
meio de um modelo linear n = 23, onde x € uma matriz que consiste nas variaveis
independentes das n observagdes e 3 é um vetor de pardmetros do modelo.

A terceira componente do MLG € a fung@o de ligagdo entre as componen-
tes aleatdria e sistemadtica. Seja u; = E'[Y; |x;], comi € {1, ..., n}, entdo 7; é
definida por 7; = g (#;), onde g é uma fun¢éo monotonica e diferencidvel.

Dessa forma, a funcdo de ligacdo conecta os valores esperados das obser-

vagdes as varidveis explanatérias, parai € {1, ..., n}, pela férmula
P
g () = B wij (2.20)
j=1

em que p é o nimero de varidveis independentes no modelo.

E interessante comentar que, se a fungdo g, dada por 2.20, for a funcdo
identidade, tem-se entdo o modelo de regressdo linear.

Dependendo da natureza da componente aleatéria de um MLG, existe um
MLG adequado para cada situacdo. Se a componente aleatéria for de natureza
bindria, os modelos logit, probit e gompit (complemento log-log) sdo adequados.
Se a componente aleatdria consiste do resultado de contagens, os modelos log-

linear de Poisson e Binomial Negativo sdao candidatos. Para situacdes cuja resposta
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€ continua e assimétrica, os modelos Gama sdo candidatos (PAULA; TUDER,
1986).

Na sequéncia, apresenta-se o modelo de regressio logistica binario, que é
um caso particular dos modelos lineares generalizados, mais especificamente dos
modelos logit.

Para se analisar 7 (x), tomam-se as observagdes independentes 1, T2,
..., T. Nesse contexto, é razodvel assumir, como suposi¢do inicial, que 7 (x) é
uma fungdo monoténica com valores entre zero e um quando x varia na reta real,
ou seja, 7 () € uma fungdo de distribui¢do de probabilidade.

Como 7 (-) varia entre zero e um, uma representagdo linear simples para
7 sobre todos os possiveis valores de  ndo € adequada, uma vez que os valores da
forma linear estdo no intervalo (—o0; +00). Nesse caso, uma transformagao deve
ser utilizada a fim de permitir que, para qualquer valor de «, tenha-se um valor
correspondente para 7 () no intervalo [0; 1]. Considere a transformacao logistica,
também chamada de logit, logo

logit = In < ™ () )> = Bo+ Bra1 + ... + By 2.21)

l—7(x

A razio % € chamada de chance (odds). Seja A um evento de in-
teresse, logo a chance do evento A € a relacdo entre probabilidade de ocorréncia
de A e a probabilidade de ndo ocorréncia de A. Suponha que a probabilidade de
ocorréncia de A € de 80%, entdo a chance de ocorréncia desse evento é de 4 para
1, ou em porcentagem, de 400% (400 ocorréncias para 100 ndo ocorréncias). Da
mesma forma, se um evento A tem chance de 0,25 (25% ou 1 para 4) de ocorrer,
entdo a probabilidade de ocorréncia de A é de 20%.

A chance varia na escala de (0; +00). Entdo o logaritmo neperiano da

chance (In odds) varia em (—o0; +00). Na expressdo 2.21, se 7 (x) = 0, 5, entdo
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logit = 0. Se w () < 0,5, entdo logit < 0 ese w(x) > 0,5, entdo logit > 0.

Exponenciando a expressao 2.21, tem-se que

elogit _ BotBizit...+Bpap

7r(17) :eﬁo+5111+...+ﬁpxp
1—7(x)

O inverso da funcio logit € a fungdo logistica, que é dada por

() = exp (Bo + fiz1 + ... + Bpap)
N 1+€Xp(ﬁ0+51$1 -l—...—l—/Bpxp)

(2.22)
em que 7 () varia em [0; 1]. No caso de termos uma varidvel independente no
modelo, z1, se 5; > 0, m é crescente e se §; < 0, m é decrescente. Quando x
tende ao infinito, 7 (x) tende a zero quando 3; < 0 e tende a um quando 3; > 0.
Assim, dessa forma, define-se qualitativamente a fun¢do de ligacdo (vide Figura 4)
necessdria ao modelo, definido na equagéo 2.22. Caso 8; = 0, a varidvel resposta

Y é independente da varidvel X, logo 7 (x) é constante. O caso 5, =0e 3; =0

corresponde a 7 () = 0, 5 (Figura 4).

2.3.2 Estimacao dos parametros do modelo de Regressao Logistica Binaria

Seja B = (By, ;) o vetor de pardmetros relacionado com a probabilidade

condicional P (Y; = 1|x;) = 7 (x;), com 7 (x;) dado por

() = P (Bo + Brxi)
Y 14exp (Bo + Bii)
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Figura 4 Ilustracdo do modelo logistico em uma variavel independente

O método usual para estimar B ¢ via Maxima Verossimilhanca. Sejam as
probabilidades P (Y; = 1|z;) = 7 (z;) e P (¥; = 0|x; ) = 1 —7 (z;). Entdo, para
os pares (z;, y;) tais que y; = 1, a contribui¢do para a funcdo de verossimilhanca
é m (z;), e para os pares tais que y; = 0, a contribui¢do para a fungio de verossi-
milhanga é 1 — 7 (z;), onde a quantidade 7 (x;) denota o valor de 7 (z) avaliado
em x;. Como y; tem distribuicdo Bernoulli, a contribui¢do de (x;, y;) a fungéo de

verossimilhancga é dada por

(i) [L = ()]

para valores y; = O ouy; = 1, paratodo i € {1, ..., n}.

Como assume-se que as observacdes sdo independentes, a fungdo de ve-
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rossimilhanca, L, obtida é dada por

n

L(B)=]]r @)% —m ()] ¥ (2.23)

i=1
Aplicando-se logaritmo neperiano na equacdo 2.23 tem-se a expressio

2.24,(1(B)),

n

LB) =W[L(B)] =) [y n(m (@) + (1 —y)In(l—m ()] (224
i=1
O principio da maxima verossimilhanga atesta que o estimador 3 é o va-
lor que maximiza a expressdo 2.24. Assim, deriva-se [ (3) com respeito a 3, e
B e igualam-se as expressdes resultantes a zero, obtendo-se, respectivamente, as

equacgoes

> - (2:)] =0 (2.25)
=1
> i [ —m (2:)] = 0 (2.26)
=1

No modelo de regressdo linear as equacdes de verossimilhanga sdo facil-
mente resolvidas. Para o modelo de regressdo logistica, tais equagdes sdo nao-
lineares nos pardmetros e dessa forma, requer-se o uso de um procedimento itera-
tivo conhecido como o método de Newton-Raphson.

Vamos fazer a derivacio usando o método iterativo de Newton-Raphson
considerando uma covariavel no preditor linear, pois a forma mudltipla € obtida de
forma andloga ao caso simples com as devidas modifica¢cdes. Como primeiro passo

desse método, deve-se obter a matriz Hessiana (1 13), cujos elementos da diagonal



42

principal sdo as derivadas de segunda ordem de 2.24 em relacio a cada parametro,
nesse caso, (3, e 3; e nos elementos fora da diagonal as derivadas parcias cruzadas
de segunda ordem dos parametros.

al(B) _a(B)

A derivada parcial de primeira ordem, 5, © ~ap, > sd0 dadas por

aum:i[i_ exp [ + B} ]

9B — 1+ exp{Bo + Bz}

Z[ . exp {fo + Srxi} ]

351 ~ 1+exp{Bo+ Bizi}

i=1

21(B)  o%(B)

As derivadas de segunda ordem, —z7 € —z2—, sdo dadas por
5} ,80 g Bl

821(@:2":[_ o ot )|

2y = | l+exp{fo+ frai}

D21 ( Z [ exp {fo + Bizi} ]

3251 P " exp (Bo + B}

2
A derivada parcial de segunda ordem Z;T(E)‘;? ¢é dada por
0%l Zn: { ~exp{fo + B1zi} ]
3/30851 ; "1+ exp{fo + Sz}

=1
Com o célculo das derivadas, ja temos condi¢des de montarmos a regra de

Newton Raphson

B = g0 — (Ig)ilUﬂ(l(ﬂ)) (2.27)
a(8) o)

em que U 3 (1(B)) é o vetor gradiente, cujos componentes sao 25, € o5

,B(i) representa um valor inicial para a primeira iteracio do método de Newton-
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Raphson.

As primeiras derivadas parciais da equacdo 2.24 sdo chamadas também
de fungo escore. Vamos expressar agora essas equacdes ¢ o método de Newton-
Raphson para o caso miultiplo de varidveis independentes e, para isso, é conve-
niente escrever essas equagdes e a matriz Hessiana em notag@o matricial. Seja y
denotado como o vetor dos valores y;, X a matriz de ordem n x (p + 1) dos va-
lores x;, p o vetor das probabilidades ajustadas com o i-ésimo elemento 7; e W
a matriz diagonal n X n dos pesos com o i-ésimo elemento da diagonal dado por

7; (1 — 7;). Entdo temos

aAB) _ o1

3 X' (y—p) (2.28)
8%@;=—Xﬁvx (2.29)
0803

Um problema que pode surgir para o método de Newton-Raphson € que
a inversa da matriz Hessiana pode ndo existir. Em situagdes do tipo, o método
de Escore-Fisher tem sido utilizado e esse método consiste em substituir a matriz
Hessiana no método de Newton-Raphson pela matriz de informacao de Fisher es-
perada. Pelo resultado de Wedderburn (1976), a matriz de informagdo de Fisher

esperada é dada por

> [_ 0°1(8)
0B08"

em que ¢ é o parametro de dispersdo do modelo e no caso do modelo de regressdo

}:¢XTWC¥ (2.30)

logistica ¢ = 1. Logo, a atualizag@o pelo método de Escore-Fisher é dada por

B+ = g0 4 (xTwXx) ™ Ug (1(8))
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B = g0 4 (XTWX) ' X7 (y — p) (2.31)

O método de Quasi-Newton consiste em substituir a matriz Hessiana por

Ug (1(B)) Ug (1(8))", logo a atualizagdo é dada por

-1

B =Y+ \Ug(1(B)Ug(L(B)'| Ugl(@) (232

2.3.3 Técnicas de Diagnéstico

Com o objetivo de detectar observacdes que influenciam no processo infe-
rencial do modelo, serdo apresentadas aqui as técnicas utilizadas para diagnosticar
possiveis pontos discrepantes. Estudos de simulacdo t€ém sugerido o residuo pa-
dronizado ¢ p, para as andlises de diagnostico em MLG, uma vez que o mesmo tem
apresentado nesses estudos propriedades similares aquelas do residuo da regressao
normal linear (WILLIAMS, 1984). Em particular, para os modelos binomiais, esse

residuo é expresso, para 0 < y; < n;, na forma

1
2 i i —Yi \|?
tp, =+ ; {y In < Yi ) +(ni —y)In <”yﬂ (2.33)
1— hy NG n; — N7y

em que o sinal é o mesmo de y; — ¢;. Se n; for referente a0 modelo binomial,
y; representa o nimero de sucessos (Y = 1) numa sequéncia de n; tentativas
independentes. Se n; for referente ao modelo Bernoulli, Y; representa o evento de
interesse Y = 1 em um ensaio e, nesse caso, n; = 1.

Para se medir a influéncia das observacdes nas estimativas dos coeficien-
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tes, utilizamos a distancia de Cook (L D) aproximada dada por

1 (Z/z - mffi)Q
(1 ) PR ()

em que uma observacdo pode ser considerada como influente se LD; > 0, 5.

LD; = (2.34)

Hosmer e Lemeshow (1989) observam que hii depende das probabilidades
ajustadas 7;, ¢ = 1,...,k, e consequentemente os residuos tp, e a medida de
influéncia L D; também dependem. O valor flm também denominado de leverage,
¢ dado por
hii = i (1 — 7)) 2l (XTVX) ' a; (2.35)
em que V = diag {n171 (1 — 1), ..., np@y (1 — ,)}. Eles mostraram ainda
por um estudo numérico que o comportamento de hi; numa regressao logistica
pode ser muito diferente do comportamento de hi; na regressao linear para uma
mesma matriz X. Os resultados de izii, tp, € LD; sdo apresentados em graficos,
que s@o informativos quanto ao posicionamento dos pontos aberrantes e influentes
com relagdo as probabilidades ajustadas. Nesses graficos, os pontos mais afastados
dos demais sdo candidatos a serem aberrantes e/ou influentes (PAULA, 1995).

Outro grafico utilizado para verificar a adequabilidade do modelo de re-
gressdo logistica é o grafico normal de probabilidades para o residuo ¢p,, que
indica se existem evidéncias de afastamento da suposi¢do de distribui¢do bino-
mial para a resposta. Consiste em gerar bandas de confianga por reamostragem,
também chamado de envelope, e um ajuste adequado ocorre se todos os residuos
(ou grande parte deles) do modelo estiverem contidos nessas bandas de confianga.

Mais detalhes sobre o envelope simulado podem ser vistos em Atkinson (1995).
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2.3.4 Método Stepwise de Selecao de Variaveis

O método stepwise de selecdo de varidveis consiste em eliminar do mo-
delo varidveis que ndo contribuem de maneira significativa para o valor esperado
da varidvel resposta, no caso do modelo logistico, para a probabilidade de ocor-
réncia de um evento de interesse. A permanéncia de varidveis ndo significativas no
modelo pode trazer problemas como a existéncia de multicolinearidade no mesmo,
ou seja, as estimativas dos parametros do modelo podem ndo ser obtidas.

A ideia bdsica € selecionarmos um modelo que seja parcimonioso, ou, em
outras palavras, que esteja bem ajustado e tenha um nimero reduzido de parame-
tros. Para isso, utiliza-se algum critério para que sejam efetuadas as comparagdes.
Nesse trabalho serd utilizado o critério de informacdo de Akaike (AIC), logo, o
método stepwise de selecdo de varidveis consiste dos seguintes passos: (1) ajus-
tamos o modelo completo com todas varidveis independentes; (2) retiramos uma
varidvel independente por vez, ajustamos o modelo e calculamos o AIC; (3) re-
tiramos do modelo completo a varidvel independente que produziu o maior AIC;
(4) reajustamos o modelo sem a varidvel independente retirada no passo (3); (5)
voltamos ao passo (2) e refazemos o processo até ndo haver varidvel independente
para ser retirada. Apds esse procedimento e com o modelo obtido, refazemos o
processo inverso do passo (1), ou seja, incluiremos, se possivel, varidveis indepen-

dentes no modelo utilizando o AIC.

2.4 Critérios de Adequabilidade de Ajuste

Serdo apresentados a seguir os critérios de adequabilidade de ajuste utili-

zados neste trabalho. Inicialmente, por meio da curva ROC pode-se avaliar o poder
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de discriminag@o de um modelo e por ela pode-se também extrair os resultados da
sensibilidade, especificidade, taxa de falsos positivos, taxa de falsos negativos e
acuracia dos modelos ajustados. Em seguida serd apresentado o teste de bondade
de ajuste de Hosmer-Lemeshow, os critérios de informacdo de Akaike e Bayesi-
ano. Para encerrar esta se¢do, serd apresentado a medida de associa¢do entre uma
determinada varidvel independente e a varidvel resposta de um modelo logistico,

conhecida por razdo de chances.

2.4.1 A Curva ROC

Uma forma de avaliar o desempenho de modelos com resposta bindria é
verificar a quantidade de acertos do modelo. Esse sucesso do modelo pode ser ava-
liado com a curva ROC (Receiver Operating Characteristic). E aplicada em testes
de classificacdo em visdo computacional, assim como € utilizada em diagndstico
médico por imagens (HANLEY, 1989). Por extensdo é aplicada em qualquer situ-
acdo onde deseja-se avaliar a qualidade da classificacdo.

A curva ROC € um grafico da sensibilidade (proporcao de verdadeiros
positivos) da predicdo do modelo contra o complemento de sua especificidade
(propor¢do de falsos positivos), em uma série de limiares para um resultado posi-
tivo. Um limiar é um valor contido no intervalo [0, 1] tal que converta uma pro-
babilidade estimada em um valor bindrio, que pode ser O ou 1. Por exemplo, se
#(z) > limiar = Y = 1ese #t(z) < limiar =Y = 0.

O modelo logistico retorna como resultado a probabilidade de um evento
especifico, no nosso caso, a probabilidade de uma pessoa ter uma doenca corondria
cardiaca (CHD). Essa probabilidade pode ser convertida para um resultado bindrio

de acordo com a escolha de um limiar. Os valores correspondentes a conversao
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das probabilidades em resultados bindrios, quando comparados com os valores
observados, resultam nos valores de TP, TN, FP e FN (especificados a seguir) e
podem ser organizados em uma tabela, chamada de Tabela de Confusdo, como

mostra a Tabela 1.

Tabela1l Tabela de confusio.

Observado Pre.d.lgao do MO(.lelo
Positivo  Negativo
Positivo TP FN
Negativo FP TN

A Tabela 1 pode ser vista sob o ponto de vista da teoria de teste de hip6-
teses. Seja a hipétese nula H definida como a situagdo em que um paciente nao
tem CHD e a hipétese alternativa H; relacionada com a condi¢do de presenca de
CHD no paciente. A taxa de falsos positivos é equivalente a taxa de erro tipo I,
denotado por «, ou seja, na verdade o paciente ndo tem CHD e o modelo estimou
que o mesmo tem CHD. A taxa de falso negativo € equivalente a taxa de erro tipo
11, denotado por f3, ou seja, na verdade a pessoa tem CHD e o modelo decidiu que
a mesma ndo tem CHD. O poder do teste € dado por 1 — 3 e representa a taxa de
verdadeiros positivos do modelo (equivalente a sensibilidade do modelo), ou seja,
a pessoa na verdade tem CHD e o modelo decidiu de maneira correta para essa
condicdo. Por tdltimo, a taxa de verdadeiros negativos é dada por 1 — a (equiva-
lente a especificidade do modelo). A Tabela 2 resume as relagdes existentes para
a hipétese nula.

Para qualquer limiar pode-se calcular a sensibilidade e a especificidade do
modelo, comparando-se os valores preditos e os observados. A sensibilidade é

definida como a habilidade do modelo encontrar as respostas positivas, isto €, as
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Tabela2 Representacdo tabular dos resultados possiveis em um teste de hip6te-
ses e 0s erTos e acertos que eles acarretam.

Decisao
Aceita-se Hy Rejeita-se Hy
Hj é verdadeira 1—« «
Hy é falsa I3 1-p

Verdade

pessoas que realmente tem CHD, logo

TP
S __F 2.
senstbilidade TPLFN (2.36)

em que TP é o nimero de verdadeiros positivos e F'IN o nimero de falsos negati-
vos preditos pelo modelo.

A especificidade do modelo é definida como a propor¢do de verdadeiros
negativos preditos pelo modelo, ou seja, a propor¢ao de pessoas que realmente nio
téem CHD que o modelo preveu. Logo

TN

especi ficidade = TN+ FP (2.37)

em que T'N ¢é a quantidade de verdadeiros negativos e F'P a quantidade de falsos
positivos preditos pelo modelo.

Assim, pode-se obter a acurdcia do modelo, que mede a capacidade do
modelo em classificar corretamente pessoas que t€m e que nao t€ém problema no
coragdo, e € dada por

TP+ TN

a = 2.
acuracia TP+ FNLTN L FP (2.38)

O complemento da especificidade é a taxa de falsos positivos, ou seja, a
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propor¢do de predicdes incorretas de positivos (evento de interesse) em relacio
ao total de negativos (complementar do evento de interesse) observados. Similar-
mente, o complemento da sensibilidade é a taxa de falsos negativos, ou seja, a
proporcao de incorretas predi¢cdes negativas em relacdo ao total de positivos. Note
que a soma da sensibilidade e a taxa de falsos negativos deve ser 1. O mesmo
ocorre somando-se a especificidade e a taxa de falsos positivos.

Assim, a curva ROC € um gréfico que relaciona a sensitividade (no eixo
y) € a taxa de falsos positivos (no eixo x) em diferentes limiares (Figura 5). Ide-
almente, até mesmo em baixos limiares, 0 modelo prediziria mais verdadeiros po-
sitivos com poucos falsos positivos, entdo a curva se aproximaria rapido do ponto
(0,0). Quanto mais proximo da borda do lado esquerdo, e em seguida da borda
superior do gréifico, mais acurado é o modelo, ou seja, possui sensibilidade e es-
pecificidade elevadas, mesmo em baixos limiares. Quanto mais perto a curva vem
para a diagonal, menos acurado é o modelo. A diagonal representa uma escolha ao
acaso, ou seja, o modelo prediz ao acaso, entdo a probabilidade de um verdadeiro
positivo € igual a de um falso positivo para qualquer limiar.

Uma caracteristica da Figura 5 € que por ela € possivel definir um limiar
adequado para a situagdo, ou seja, um limiar que retorne valores para a sensibili-
dade e especificidade relativamente altos. Por exemplo, pela Figura 5, um limiar
de 0,5 parece razodvel, pois retornam valores de aproximadamente 80% e 90%
para a sensibilidade e especificidade, respectivamente.

A drea sob a curva ROC (AUC - area under curve) é calculada pela regra

do trapézio, ou seja,

AUC = (w1 — ;) (y“;y> (2.39)
=1

emque ¢ (¢ = 1,...,n) € o limiar onde a curva ¢ calculada. Note que a drea
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Figura5 [Ilustracdo da curva ROC

sob a diagonal € 0,5 unidades de édrea (u.a.), logo é desejdvel que a curva ROC
defina uma area no minimo maior do que essa diagonal. O AUC mede, portanto,
o poder de discriminacdo do modelo, ou seja, o sucesso do modelo em classificar
corretamente verdadeiros positivos e verdadeiros negativos.

Nao existe um teste estatistico do AUC e seu valor depende do campo de
aplicacdo. Como regra geral, uma discriminagao € aceitdvel quando a drea abaixo
da curva ROC for maior que 0,7 u.a. e se for maior do que 0,8 u.a. a discriminag¢io

é dita excelente (FAVERO et al., 2009).

2.4.2 Teste de Hosmer-Lemeshow

Hosmer e Lemeshow (1989) propuseram dois diferentes tipos de agru-

pamentos baseados nas probabilidades estimadas. Suponha que J = n em que

teremos n probabilidades estimadas. Para fazer o teste, primeiramente ordenamos
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as n probabilidades estimadas. Os dois agrupamentos sao:
(a) Agrupamento 1: Baseado nos decis das probabilidades estimadas.
(b) Agrupamento 2: Pontos de corte sido pré definidos.

Para o primeiro método, usamos g=10 grupos em que 0s primeiros nll =
n/10 sdo aqueles que contém as menores probabilidades estimadas e n/m =n/10
sd0 os com as maiores probabilidades estimadas. Para o segundo método, usamos
g=10 com pontos de cortes definidos nos valores k/10, k = 1,2, ..., 9, e os grupos
contém todos os individuos com probabilidades estimadas dentro dos limites do
ponto de corte de cada grupo.

Antes do célculo da estatistica teste, € necessdrio estimar a frequéncia es-
perada. Para Y = 1, a frequéncia esperada estimada é dada pela soma das pro-
babilidades estimadas de todos os individuos dentro daquele grupo. Para Y = 0,
a frequéncia esperada estimada é dada pela soma de 1-probabilidade estimada de
todos os individuos dentro daquele grupo.

Para cada estratégia de agrupamento, a estatistica de Hosmer e Lemeshow,

C, é obtida da seguinte forma:

g
(o — n Tk
C=> k= ’ (2.40)
— el — )
o, . . ., s . _ T
em que: n; € o nimero de individuos no k-ésimo grupo; 7 = ]C 1 L. Créo
Ck

niimero total de combinagdes de niveis dentro do k-ésimo decil; Oy, = Z 21y €
nimero total de respostas dentro do grupo k.

A estatistica do teste de Hosmer e Lemeshow tem distribui¢do qui-quadrado
com g-2 graus de liberdade. A hipétese nula do teste corresponde a um ajuste sa-
tisfatério do modelo. No ANEXO B ¢ apresentado um exemplo do cédlculo da

estatistica C' utilizando o agrupamento 1.
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2.4.3 Critérios de Informacao de Akaike e Bayesiano

O Critério de informacgdo de Akaike (AIC) proposto em Akaike (1974), é
uma medida relativa da qualidade de ajuste de um modelo estatistico.

O AIC ndo € uma prova sobre o modelo, mas uma ferramenta util na se-
lecdo de modelos. Para seu cédlculo, ndo existe teste de hipdteses, significancia e

nem valor-p. E definido como:

AIC =-21(0y)+2p (2.41)

em que [ (0 |y) é o logaritmo neperiano da func¢éo de verossimilhanga do modelo
em 6 e p € o nimero de pardmetros do modelo.

Schwarz (1978) propds um critério conhecido como Critério de Informa-
cdo Bayesiano (BIC), que corresponde a troca do fator 2, que é o peso do nimero

de parametros, em 2.41 por In(n), logo o BIC é dado por:

BIC = -21(8|y) +p In(n) (2.42)

em que n € o nimero de observacdes da amostra.
Dado um conjunto de modelos ajustados aos dados, o modelo preferido é
o que apresentar menor valor de AIC ou BIC, ou seja, quanto menor for o valor de

AIC ou BIC melhor serd o ajuste do modelo aos dados (AKAIKE, 1974).

2.5 Razao de Chances

Vamos considerar inicialmente o modelo logistico linear simples em que

7 (x), a probabilidade de sucesso dado o valor z de uma varidvel independente
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qualquer, € definida tal que

1n{1f(:()x)} — Bo+ Bz

em que [y e S sdo parametros desconhecidos. Esse modelo poderia ser aplicado,
por exemplo, para analisar a associag@o entre uma determinada doenga, no nosso
caso a ocorréncia de CHD, e a ocorréncia ou ndo de um fator particular. Seriam
entdo amostrados, independentemente, n; individuos com presenga do fator (z =
1) e ng individuos com auséncia do fator (x = 0) e 7 () seria a probabilidade de
ocorréncia de CHD. Dessa forma, a chance (odds) de ocorréncia de CHD para um
individuo com presenca (z = 1) do fator, denotada por O D, fica dada por
OD; = ™ (1) — ePoth

1—-7(1
enquanto que a chance de ocorréncia de CHD para um individuo com auséncia
(z = 0)do fator, denotado por O Dy, é

7 (0)

Dn = — obBo
ODo= 1=y = ¢

Logo, a razdo de chances (odds ratio) de ocorréncia de CHD entre indivi-
duos com presenca e ausé€ncia do fator fica dada por
T -70) _ 4

OR = m = (2.43)

dependendo apenas do parametro ;. Esta € uma das grandes vantagens da re-
gressdo logistica: a possibilidade de interpretacdo direta dos coeficientes como
medidas de associagdo (HOSMER; LEMESHOW, 1989). Esse conceito pode ser

extendido para o caso multiplo de varidveis independentes, s6 que, nesse caso,
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a razdo de chances € feita entre a varidvel de interesse, como mencionado ante-
riormente, e mantendo-se fixas todas as outras varidveis explicativas, levando a
equacdo 2.43.

O valor observado da varidvel independente no modelo logistico pode re-
presentar o valor de alguma varidvel quantitativa qualquer, como, por exemplo, o
nivel de colesterol sérico de um paciente. Nesse caso, faz sentido calcularmos a
razdo de chances de um individuo ser diagnosticado com CHD a cada incremento,
que pode ser de uma unidade ou mais, no seu resultado de colesterol sérico. A ra-
zdo de chances de diagndstico de CHD para um incremento c, tal que ¢ = z* — z,

fica dada por

T@) =1 @) _ e
m @) [1 =7 ()

Uma vez estimado OR = ¢!, um intervalo assintético de confianga para

OR com coeficiente (1 — «) é dado por

(OARI;OARS) = eﬁliz(l—a/z) Var(p)

em que Var (Bl> € a variancia da estimativa de Bl. Num modelo de regressao
logistica com seus pardmetros estimados via Maxima Verossimilhanga, Var (Bl)
¢ obtido a partir da matriz de variancias e covariancias do modelo. No contexto
de Boosting, como ndo é conhecida a distribuicdo amostral de Bl, ndo é possivel

obter o intervalo de confianga para OR.
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3 MATERIAL E METODOS

A seguir a metodologia proposta nesta dissertacdo. Inicialmente serdo
apresentados os dados que serdo utilizados para ajustar os modelos logisticos. Em
seguida o procedimento para estimar o modelo de regressao logistica via algoritmo
Boosting e pelo método da maxima verossimilhanga, bem como os critérios para

selecionar o melhor modelo para situacdo bindria frente ao problema exposto.

3.1 Dados

Foram utilizados os dados disponibilizados por UCI Machine Learning
Repository (FRANK; ASUNCION, 2010). Os dados sdo referentes a 270 pacien-
tes com presencga ou ndo de doenga coronariana cardiaca (Coronary Heart Disease
- CHD) e essa condi¢do estd em fungdo de 13 varidveis independentes. Na Tabela
3 estdo reunidas essas varidveis, bem como a natureza de cada uma e os possiveis
valores que elas podem assumir.

A resposta que se pretende modelar € a condi¢do presenga/auséncia de do-
enca cardiaca coronariana (CHD), cuja representacdo é dada pela sigla DIS. Se
DIS = 1 corresponde a presenca de CHD no paciente e se DI1.S = 0 o paciente
ndo possui CHD. Além da resposta, existem trés variaveis de natureza bindria, que
sdo as varidveis independentes SEX, SUG e EXE. A varidvel SEX diz respeito ao
sexo da pessoa (0: feminino; 1: masculino), a varidvel SUG estd relacionada ao
nivel da glicemia no sangue da pessoa (0: < 120 mg/dL; 1: > 120 mg/dL) e a
varidvel EXE esta relacionada com a situacdo de angina induzida, que € a condi-
cdo de que a pessoa pode sentir dor no peito mesmo quando em repouso (0: nio;

1: sim). Existem trés varidveis explicativas de natureza nominal, sdo elas: PAIN
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Tabela3 Relacdo das varidveis presentes no problema do diagndstico de doenga

cardiaca coronariana (CHD).

Variavel Natureza Descricao
AGE continua em anos
SEX bindria 0: feminino
1: masculino
PAIN nominal; 4 niveis | 1: angina tipica
2: angina atipica
3: sem dor anginosa
4: assintomadtico
PRESS continua em mm/Hg
COL continua em mg/dl
SUG bindria 0: < 120mg/dL
1: > 120mg/dL
ELE nominal; 3 niveis | 1: normal
2: com onda ST-T anormal
3: mostrando provavel hipertrofia do ventri-
culo esquerdo
HEART continua em bpm
EXE bindria 0: nao
1: sim
ST continua em milimetros
SLOPE | ordindria; 3 niveis | 1: inclinacdo Ascendente
2: inclinagdo horizontal
3: inclinag¢do Descendente
VES discreta 0,1,2,0u3
THAL nominal; 3 niveis | 3: normal
6: defeito
7 : defeito reversivel
DIS bindria 0: ausente para CHD

1: presente para CHD
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refere-se ao tipo de dor no peito que pode ser classificada em quatro formas dife-
rentes (1: angina tipica; 2: angina atipica; 3: sem dor anginosa; 4: assintomético);
a varidvel ELFE esta relacionada com o comportamento do segmento ST no ele-
trocardiograma, em que seus niveis 2 e 3 acusam anormalidade no resultado e o
nivel 3 € um indicativo de CHD (1: normal; 2: com onda ST-T anormal; 3: mos-
trando provavel hipertrofia do ventriculo esquerdo); a varidvel THAL representa
a Talassemia, que € uma doenca hereditdria que afeta o sangue da pessoa (3: nor-
mal; 6: defeito; 7: defeito reversivel). A varidvel SLOPE esta relacionada com a
inclinacdo do segmento ST, que é o segmento do eletrocardiograma utilizado para
diagnosticar eventos isquémicos agudos e, por ser uma variavel ordindria, seus trés
niveis levam a condi¢do mais provavel de isquemia (1: inclinacdo ascendente; 2:
inclinacdo horizontal; 3: inclinagcdo descendente). A varidvel VES, cuja natureza
¢ discreta, representa o niimero de grandes vasos coloridos por fluoroscopia (0, 1,
2 ou 3). As outras varidveis sdo de natureza continua e representam a idade do
paciente (AGE) em anos, a pressdo arterial em repouso (PRESS) em mm/Hg, o ni-
vel de colesterol sérico no sangue (COL) em mg/dL, a frequéncia cardiaca maxima
atingida (HEART) em batimentos por minuto (bpm) e o comprimento do segmento

ST do eletrocardiograma em milimetros (S7T).

3.2 Ajuste do Modelo de Regressao Logistica via Algoritmo Boosting

De acordo com a Tabela 3, ao todo sdo 13 varidveis independentes para
serem ajustadas. Para estimar os pardmetros do modelo de regressdo logistica via
algoritmo Boosting serd utilizado o algoritmo Binomial Boosting (MRLBB). Para
executar o algoritmo Binomial Boosting € necessdrio que sejam definidas duas
componentes, sendo uma fung¢ao perda (definido na se¢do 2.2.1.2.1) e um procedi-

mento base (definido na secdo 2.2.1.2.2). O algoritmo Binomial Boosting utiliza
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a fungdo perda binomial e o procedimento base minimos quadrados componente a
componente, uma vez que a resposta DIS configura uma situacdo bindria e estamos
interessados em ajustar um modelo linear generalizado.

O algoritmo Binomial Boosting, durante o processo de estimacdo para-
métrica, ji realiza selecdo de varidveis, retornando, portanto, aquelas varidveis
independentes que minimizam a funcdo perda utilizada, levando ao modelo com

as varidveis independentes que contribuem significativamente no modelo.

3.3 Ajuste do Modelo de Regressao Logistica via Maxima Verossimilhanca

De acordo com a Tabela 3, ao todo sdo 13 varidveis independentes para
serem ajustadas. Para estimar os parAmetros do modelo de regressao logistica
via mdxima verossimilhanca (MRLMYV), foi utilizado o método descrito na se¢io
2.3.2. Em seguida, foi utilizado o método stepwise de selecdo de varidveis via
AIC, com o objetivo de eliminar as varidveis independentes que ndo contribuem
de forma significativa para a probabilidade de ocorréncia de doenga cardiaca co-

ronariana em pacientes.

3.4 Comparacio dos Modelos MRLBB e MRLMV

Para avaliar o desempenho dos modelos obtidos pelos dois métodos, o
conjunto de dados foi separado em duas partes, sendo uma parte de treinamento,
que serd destinada a estimagdo dos parametros dos modelos MRLBB e MRLMYV, e
a parte de teste, que serd destinada a validacdo dos modelos MRLBB e MRLMV. O
conjunto de treinamento serd constituido pelas parti¢des de 30%, 40%, 50%, 60%,
70%, 80% e 90% da amostra original, que é de 270 pacientes. O complementar

das parti¢des constituird o conjunto de teste. A validacdo serd feita comparando-
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se os critérios de informacdo de Akaike (AIC) e Bayesiano (BIC) dos modelos
obtidos apds processo de selecdo de varidveis e o modelo preferido serd aquele
cujos critérios sdo menores.

Sera utilizado o Teste de Hosmer-Lemeshow para verficar a existéncia de
problemas de ajuste dos modelos MRLBB e MRLMV. A escolha da particao ideal
(conjunto de treinamento e teste) serd feita para a particao cujo resultado do Teste
de Hosmer-Lemeshow, for ndo significativa para os modelos MRLBB e MRLMV.

Para determinar o limiar adequado a fim de classificar um paciente quanto
a presenca ou ndo de CHD, ser4 utilizada a curva ROC em ambos modelos MRLB
e MRLMV.

Em seguida, para os modelos MRLBB e MRLMYV estimados com a parti-
cdo ideal serdo calculados a sensibilidade, especificidade, acuricia, taxa de falsos
negativos, taxa de falsos positivos e AUC. Sera julgado o modelo que apresentar
os melhores valores para essas quantidades.

Serdo calculadas as razdes de chances de ocorréncia de CHD para todas
as variaveis independentes ajustadas pelos modelos MRLBB e MRLMYV.

Finalizando a metodologia proposta, para obtengcdo dos resultados serdo
utilizados os pacotes estatisticos mboost, ROCR e MKmisc do Sistema Computa-
cional Estatistico R (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2011), para realizacio

das analises.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

Inicilamente serdo apresentados os resultados de treinamento e teste, a fim
de obter a melhor particdo para o conjunto de treinamento e teste para a situacio
presenga/auséncia de CHD. Na sequéncia, uma vez determinado o melhor corte no
conjunto de dados, serd proposto o modelo logistico estimado via algoritmo Boos-
ting (MRLBB) e via mixima verossimilhangca (MRLMYV). Frente aos critérios de
adequabilidade de ajuste, serd selecionado o melhor modelo para explicar a ocor-
réncia de CHD em pacientes. Por fim, serdo apresentados os resultados das razdes
de chances estimadas, a fim de verificar as relagdes existentes entre as diversas
varidveis independentes selecionadas para o modelo proposto e a ocorréncia de

doenca cardiaca coronariana em pacientes.

4.1 Treinamento e Teste

A varidvel DIS representa uma situacdo de sucesso ou fracasso de um
evento, logo pode ser associada a uma variavel aleatéria Bernoulli. O modelo

completo para essa situacdo € dado por

eg(x)

P(DIS=1|X =a) =7 (2) =

4.1)

em que
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g(x) =00 + 1 AGE + P21 SEX1 + B22SE X
+031 PAINy + B33 PAINy + B33 PAIN3 + 834 PAINy
+B84 PRESS + 85 COL + Bg1 SUG1 + Bg2 SUGo
+8nELE + froELEs + fr3sELEs + fsHEART
+B01 EX Ey + Boa EX Eg + B105T
+B8111SLOPEy + B112SLOPE; + B113SLOPE3

+512VES + BisitTHALy + 130T HALo + B133THAL3

em que as varidveis independentes categéricas SEX, PAIN, SUG, ELE, EXE, SLOPE
e THAL sao do tipo dummy (assumem niveis de fatores) e assume-se que os pri-
meiros niveis de cada um dessas varidveis independentes € zero, reportando, por-
tanto, ao modelo condizente com o primeiro nivel de cada fator.

A Tabela 4 apresenta os resultados dos critérios de informacao de Akaike
e Bayesiano para diversos cortes no conjunto de dados, bem como a quantidade de
dados resultantes de cada corte para o conjunto de treinamento e teste. Observa-se
que, para todos os cortes, 0 modelo MRLBB apresentou menores valores de AIC
e BIC, sendo, portanto, o mais adequado.

Para avaliar o ajuste do modelo obtido por cada método, foi utilizado tam-
bém o teste de Hosmer-Lemeshow e seus resultados (valor-p) sdo apresentados
na Tabela 5. Observa-se que, considerando-se 5% como nivel de significancia, o
modelo MRLBB para cada corte, em todos os casos, foi maior do que o nivel de
significancia adotado, indicando que o ajuste do modelo é adequado. O mesmo

ndo ocorre para 0 modelo MRLMYV nos cortes de 30%, 40%, 50 % e 60% para os
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Tabela4 Resultados dos critérios de Informagdo de Akaike (AIC) e Bayesiano
(BIC) em diversos conjuntos de treinamento e teste.

corte
trein. (%) teste (%)
30,00 70,00
40,00 60,00
50,00 50,00
60,00 40,00
70,00 30,00
80,00 20,00
90,00 10,00

AIC
MRLBB MRLMV
62,4032 76,7070
77,8526 90,2510
98,1087  107,7300
123,3942  130,7300
144,1786  154,4300
160,2569 171,7100
174,1674  189,1100

BIC

MRLBB MRLMV
73,6052 96,1570

91,2616  118,0397
113,2539  139,6903
137,8766  160,2329
160,4283  180,7688
177,5306  195,5802
193,1337 203,3674

conjuntos de treinamento, em que a hipétese nula de adequabilidade de ajuste é

rejeitada ao nivel de 5% de significincia.

Tabela 5 Resultados do teste de Hosmer-Lemeshow (valor-p) em diversos con-
juntos de treinamento e teste.

corte N Hosmer-Lemeshow
treinamento (%) teste (%) treinamento teste MRLBB MRLMYV
30,00 70,00 81 189 0,4326 0,0030
40,00 60,00 108 162 0,5758 0,0001
50,00 50,00 135 135 0,5101 0,0001
60,00 40,00 162 108 0,5574 0,0265
70,00 30,00 189 81 0,1596 0,0506
80,00 20,00 216 54 0,2341 0,6549
90,00 10,00 243 27 0,7017 0,3996

4.2 Modelo Proposto

Tomando-se como referéncia os resultados encontrados nas Tabelas 4 e

5, vamos especificar agora o modelo proposto via algoritmo Binomial Boosting

e 0 mesmo obtido via mdxima verossimilhanga, cujas estimativas dos parimetros
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sdo apresentadas na Tabela 6. Como visto nas Tabelas 4 e 5, foi feito um estudo
do comportamento do modelo estimado por ambos métodos em diferentes cor-
tes no conjunto de dados, no entanto, € aconselhdvel que o corte determine uma
quantidade maior de dados no conjunto de treinamento e ficando o restante para
o conjunto de teste, a fim de diminuir o viés proveniente desse processo. A li-
teratura recomenda ainda que o conjunto de teste tenha observagdes o suficiente
para representar o conjunto de treinamento. Sendo assim, um corte de 70% para o
conjunto de treinamento, ficando 30% para oconjunto de teste, parece razoavel e
serd o escolhido daqui em diante.

O modelo MRLBB € o que minimiza a funcdo perda como mostrado na
secdo 2.2.1.2. Como trata-se de um método iterativo, a cada iteracio do algoritmo
¢ estimado um modelo e desse modelo é calculado o seu critério de informacao
de Akaike, logo, o modelo que minimiza a funcdo perda nesse caso é também o
que fornece o menor valor de AIC (da mesma forma o BIC). A Figura 6 mostra a
evolugdo do AIC conforme aumenta-se o nimero de iteracdes do algoritmo.

Dessa forma, a Figura 6 ilustra que o nimero 6timo de iteracdes do al-
goritmo Binomial Boosting € 146 iteragdes, cujo AIC é de 144,1786 (Tabela 4).
Observa-se ainda na Figura 6 a necessidade de que o algoritmo ndo seja execu-
tado indefinidamente, pois isso, além de aumentar o AIC, forcaria a inclusdo de
vdaridveis ndo importantes no modelo. Logo, a probabilidade via MRLBB de um
individuo @; ter uma doenga coronariana € estimada pela expressao 7 poost (€;)

em 4.2.

egBoost(a:i)
P(DISZ =1 ’XZ = :E’L) = T Boost (:I:Z) = m (42)

em que
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GBoost (@) = — 4,6268 + 0,7979 SEX5; + 1,5284 PAIN,; + 0,0107 PRESS;
40,0028 COL; + 0,2730 ELE5; — 0,0053 HEART; + 0, 5502 EX Fo;

40,3762 ST; 40,6459 SLOPEq; + 0,922 VES; + 0,325 TH ALs;

Observe que o algoritmo Binomial Boosting selecionou 11 das 13 vari-
veis independentes para o modelo final. Portanto, a probabilidade de ocorréncia
de CHD ndo ¢ influenciada pela idade (AGE) das pessoas nem pelo nivel de sua
glicemia (SUG). Esse modelo explica ainda que, se a pessoa for do sexo mascu-

lino, a probabilidade de doenga cardiaca coronariana é aumentada e essa ideia de

AlC
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180
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|

T
T T T T T T

0 50 100 150 200 250

MNumero de iteragies boosting

Figura 6 Gréfico da evolucdo do Critério de Informacdo de Akaike ao longo do
nimero de iteracdes do algoritmo Binomial Boosting
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aumento serd melhor explicada pela razao de chances, cujos resultados estdo reser-
vados para a sec¢do seguinte. O modelo explica ainda que a probabilidade de uma
pessoa ter CHD sofre incremento se a pessoa apresentar dor no peito assintoma-
tica (PAINy), o resultado do eletrocardiograma em repouso ser classificado como
alto (E'LE3), se o paciente tiver resultado positivo para angina induzida (EXE), a
inclinacdo do segmento ST ao pico de exercicio apresentar inclina¢do horizontal
(SLOPE>) e defeito reversivel para a Talassemia (1T'H AL3). Essa probabilidade
¢ incrementada ainda com as varidveis continuas relacionadas a pressao arterial
(PRESS), nivel de colesterol (COL), frequéncia cardiaca (H EART), compri-
mento do segmento ST (ST e ndmero de grandes vasos coloridos por fluoroscopia
(VES).

O modelo proposto via regressao logistica utilizando o método da maxima
verossimilhangca (MRLMYV), com a aplicagdo do método stepwise encontra-se com
as estimativas descritas na Tabela 6.

A probabilidade de um individuo x; ter uma doenga coronariana é esti-
mada pela expressdo gy, (@;) em 4.3.

eIRL(T:)

1 4 e9rL(T:)

em que

grr (x;) = — 10,7509 + 1,5066 SEX; + 2,0030 PAINs; + 3,9293 PAINy;
+0,0336 PRESS; +1,7693 SLOPE; + 1,9773 SLOPE3;

+1,0290 VES; + 1,4205 THALs;
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Tabela 6 Estimativas dos parametros referentes ao modelo logistico ajustado aos
dados sobre doenga coronariana.

Variavel Parametro MRLBB MRLMV
Estimativa Estimativa Erro padrao
Constante Bo -4,6268 -10,7509 2,5400
AGE 51 NA NA NA
SEX Bo1 0 0 -
SEX Ba2 0,7979 1,5066 0,5991
PAIN 531 0 0 -
PAIN B39 NA NA -
PAIN B33 NA 2,0030 1,0524
PAIN B34 1,5284 3,9293 1,0390
PRESS B4 0,0107 0,0336 0,0131
COL 55 0,0028 NA -
SUG Be1 0 0 -
SUG Be2 NA NA .
ELE b1 0 0 -
ELE B2 NA NA -
ELE Br3 0,2730 NA -
HEART Bs -0,0053 NA -
EXE Bo1 0 0 -
EXE Bo2 0,5502 NA -
ST Bio 0,3762 NA -
SLOPE Bi11 0 0 -
SLOPE Bi12 0,6459 1,7693 0,4991
SLOPE B113 NA 1,9773 1,0305
VES B12 0,6967 1,0290 0,3270
THAL B131 NA NA -
THAL P32 NA NA -
THAL 5133 1,1746 1,4205 0,4984

NA: Nio Ajustado.
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Observe que o método stepwise selecionou 6 das 13 varidveis indepen-
dentes para o modelo final. Logo, a probabilidade de ocorréncia de CHD néo é
influenciada pelas seguintes varidveis independentes: idade (AGE), nivel de sua
glicemia (SUG), nivel de colesterol, resultado do eletrocardiograma, frequéncia
cardiaca, ocorréncia de angina induzida e comprimento do segmento ST, uma vez
que essas varidveis independentes ndo foram selecionadas para o modelo final (ex-
pressao 4.3) apds procedimento stepwise. Esse modelo explica ainda que, se a pes-
soa for do sexo masculino, a probabilidade de doenca coronariana é aumentada.
O modelo explica ainda que a probabilidade de ocorréncia de CHD sofre incre-
mento se a pessoa apresentar dor no peito provavelmente ndo anginosa (PAIN3)
ou assintomatica (PAIN,), a inclinagdo do segmento ST ao pico de exercicio
apresentar inclinacio horizontal (S LO P E5) ou descendente (SLO P Es) e defeito
reversivel para a Talassemia (T"H ALs). Essa probabilidade é incrementada ainda
com as varidveis continuas relacionadas a pressao arterial (PRFES'S) e niimero de
grandes vasos coloridos por fluoroscopia (V ES).

A Figura 7 apresenta quatro graficos de diagnéstico do modelo MRLMV.
Na Figura 7 (a) temos o grafico de fbn’ contra os valores ajustados e notamos dois
pontos com maior destaque, #265 (indice 55) e #88 (indice 129). No grafico dos
residuos tp,, Figura 7 (c), a maioria dos pontos cai dentro do intervalo [—2, 2],
com exce¢do das observacdes #235, #4 e #188 (indices 50, 73 e 44, respectiva-
mente) e algumas outras que estdo préoximas dos limites do intervalo. O grafico
de influéncia, Figura (b), destaca novamente as observagdes #265, #88, #235 e
#188. O paciente #88 tem 59 anos, é do sexo masculino, pressdo arterial de 178
mm/Hg, nivel de colesterol igual 270 mg/dL, frequéncia cardfaca de 145 bpm,
comprimento do segmento ST igual a 4.2 mm e ndo apresenta doenga cardiaca

coronariana (Tabela 7). Na pratica, pacientes com perfil semelhante a esse € espe-
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rado que tenha CHD, como foi predito pelo modelo MRLBB e MRLMV. Situacao

semelhante ocorreu com o paciente #235, mas esse apresenta ainda inclinagdo

horizontal do segmento ST, trés grandes vasos coloridos por fluoroscopia e néo
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Grificos de diagnéstico referente ao modelo MRLMYV ajustado aos da-
dos sobre doenca cardiaca coronariana
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possui CHD, mas o modelo o classificou como positivo para a presenca de CHD
pelo dois métodos. O mesmo ocorreu para o paciente #188. O paciente #265 tem
48 anos, pressdo arterial 110 mm/Hg, nivel de colesterol de 229 mg/dL, frequén-
cia cardiaca de 168 bpm, segmento ST de 1 mm com inclinagdo ascendente, ndo
possui grandes vasos coloridos por fluoroscopia e possui CHD, porém os modelos
MRLBB ¢ MRLMYV os classificaram como ausente e presente, respectivamente.
Apesar da presenca dessas observacdes, no grafico normal de probabilidades para
o residuo tp,, Figura (d), também chamada de envelope simulado, ndo se observa
nenhum indicio de que a distribui¢do utilizada seja inadequada, uma vez que todos

os pontos estdo dentro das bandas de confianca.

Tabela 7 Relagdo e Predicdo pelos modelos MRLBB e MRLMYV das observacdes
consideradas discrepantes pelo grafico de diagndstico.

Variavel Paciente
88 235 265 133
linha 129 50 55 v
AGE 59 62 48 5
SEX 1 1 1 |
PAIN 1 3 ) 4
PRESS 178 130 110 108
COL 270 231 229 233
SUG 0 0 0 ]
ELE 3 1 ) |
HEART 145 146 168 147
EXE 0 0 0 0
ST 4.2 1.8 1 0.1
SLOPE 3 o) 3 1
VES 0 3 0 3
THAL 7 7 7 .
DIS 0 0 1 0
MRLBB 1| 1 0 1
MRLMYV 1 1 1 :

*“linha” ndo é varidvel e corresponde a i-ésima linha do conjunto de treinamento.



71

Uma vez obtido o modelo para explicar a ocorréncia de doenca cardiaca
coronariana, pode-se verificar o poder de discriminagcdo desse modelo, ou seja,
a capacidade do modelo em classificar corretamente individuos que tém CHD e
os que ndo tém. As Figuras 8 e 9 mostram a curva ROC do modelo MRLBB e
MRLMYV e observa-se que os dois modelos apresentam alto poder de discrimina-
¢do, uma vez que a drea abaixo de cada curva ROC € de 0,947u.a. e 0,905u.a.,

respectivamente.
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Figura 8 Curva ROC do modelo MRLBB

Diante do exposto na sec¢do 2.4.1, uma outra vantagem da curva ROC ¢é
a possibilidade de escolher um limiar adequado para a classificacdo de pacientes
quanto a presenga ou ndo de CHD. As Figuras 8 e 9 evidenciam que um limiar
adequado seria 0,5 em ambos modelos. Portanto, para avaliar a sensibilidade
e especificidade do modelo, serd utilizado o seguinte critério para classificar um

paciente como positivo para presenca de CHD (Y = 1): se a probabilidade de
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ocorréncia de CHD for maior do que 0,5 (50%). Caso contrério, serd classificado

como ausente para CHD (Y = 0). A predi¢do dos modelos MRLBB e MRLMV

mostrada na Tabela 7 refere-se a esse limiar de 0,5.

Sensibilidade
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0.z
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0.0 02 0.4 0.6 0.8 10

1-Especificidade

Figura9 Curva ROC do modelo MRLMV

As Tabelas 8 e 9 resumem o poder de discriminagdo de cada modelo ob-

tido. Na Tabela 8 observa-se que a sensibilidade do modelo MRLBB ¢ de 82%,

ou seja, 82% dos pacientes que tém CHD o modelo os classificaram como positivo

para essa caracteristica. A taxa de falsos negativos do modelo foi de 18%, ou seja,

18% das pessoas que tém CHD o modelo acusou como falso para essa caracteris-

tica. A taxa de falsos positivos foi de 0%, logo, dos pacientes que nao t€m CHD

o modelo ndo classificou nenhum paciente como positivo para CHD e, como con-

sequéncia, a especificidade do modelo foi de 100%. A acurdcia do modelo foi de

92,59%.
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Tabela 8 Tabela de confusdo do modelo MRLBB ajustado aos dados sobre do-
enca arterial coronariana.

Observado Modelo —
presenca auséncia
presenga 27 6
auséncia 0 48

De maneira andloga, observa-se que a sensibilidade do modelo MRLMV
foi de 79%. A taxa de falsos negativos e de falsos positivos do modelo foram 21%
e 10%, respectivamente. A especificidade do modelo foi de 90%, ou seja, dos
pacientes que ndo tém CHD, 90% foram classificados nessa condi¢do. A acuricia

do modelo foi de 85,18%. (Tabela 9).

Tabela 9 Tabela de confus@o do modelo MRLMYV ajustado aos dados sobre do-
enca arterial coronariana.

Observado Modelo —
presenca auséncia
presenca 26 7
auséncia 5 43

4.3 Razao de Chances

Uma das vantagens de se utilizar um modelo de regressao logistica é a de
se obter a relagdo entre probabilidades de ocorréncia de CHD com a uma deter-
minada varidvel independente. Essa relacdo é chamada de razdo de chances e a
Tabela 10 sintetiza esses valores para cada estimativa dos pardmetros dos modelos
MRLBB e MRLMYV finais (entenda como modelos finais os que contém apenas as

varidveis independentes selecionadas apresentadas na Tabela 6).
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Denote por ORsEx Boost € ORsEx, rr, arazdo de chances de doenga co-
ronariana cardiaca com relagdo ao sexo dos pacientes, obtida via modelos MRLBB
e MRLMYV, respectivamente. Logo, a razdo de chances de CHD positivo entre pa-

ciente do sexo masculino e feminino ¢é estimada por

ORSEX.Boost = €XP {B22.Boost} = exp {0, 7979} = 2,2210

ORspx.rr =exp {Boz.rr} = exp {1,5066} = 4,5112

Assim, OARS EX,Boost indica que um paciente do sexo masculino tem uma
chance de 122,1% maior em ter doenga cardiaca coronariana em relagdo ao pa-
ciente do sexo feminino via modelo MRLBB, ao passo que esse mesmo evento
ocorre com chance de 351,12% maior via modelo MRLMV.

Denote por ORpArN4,Boost € ORparna,ri as razdes de chances de um
paciente ter CHD positivo e dor no peito do tipo 4 em relacdo a um paciente ter
CHD positivo e ter dor no peito do tipo 1 obtidas via modelos MRLBB e MRLMYV,
respectivamente. Entdo, via algoritmo Binomial Boosting, a chance do paciente
que tem dor no peito do tipo 4 ter CHD € de 361,09% (quase 4 vezes) maior do
que um paciente que apresentar dor do tipo 1. De forma andloga, via MRLMYV,

essa chance € de 4987,01% (quase 50 vezes!) maior.

ORPAINA.Boost = €XD {834 Boost } = exp {1,5284} = 4,6109

ORparna,rL =exp {Bs4, L} = exp {3,9293} = 50,8701
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Tabela 10 Razdes de chance (OR) estimados para as varidveis independentes se-
lecionadas pelos modelos MRLBB ¢ MRLMYV e intervalos de con-
fianga assint6tico de OR para MRLMY, referentes aos dados sobre
doenca cardiaca coronariana.

Variavel Parametro MRLEB MRLMV
OR OR  LI(95%) LS (95%)
SEX B22 22210 45112 1,4481 15,5089
PAIN B33 NA 74111 1,0977 75,8004
B34 46109 50,8701  8,1312  524,6194
PRESS B4 1,1133 % 1,3986*  1,0818 1,8082
COL Bs 1,0280 * NA - -
ELE B3 1,3139 NA - -
HEART Bs 0,9480 * NA - -
EXE Bo2 1,7336 NA - -
ST B1o 1,4568 NA - -
SLOPE B112 1,9076  5,8667 2,2765 16,3721
P13 1,9692  7,2230 1,0572 63,3568
VES B12 2,0071  2,7982 1,5475 5,6173
THAL7 B2 3,2369  4,1393 1,5755 11,2750

* Razao de Chances correspondente ao incremento de 10 unidades.
NA: Nao Ajustado.

No caso das varidveis continuas, existe uma ligeira diferenca na interpreta-
cdo das razdes das chances, desse modo, a cada incremento de uma unidade nesse
tipo de varidvel acarreta um aumento correspondente na chance de um paciente
ser diagnosticado com CHD. No caso da varidvel associada ao comprimento do
segmento ST, mantendo as outras varidveis independentes fixas, um aumento de 1
mm nesse segmento implicard um aumento de 45,68% na chance de um paciente
ser classificado com doenga coronariana cardiaca.

No entanto, o aumento de uma unidade em algumas varidveis indepen-
dentes ndo tem muito sentido pritico, como € o caso da covaridvel associada a

pressdo arterial do paciente (PRES'S). Logo, via MRLBB, para um incremento
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de 10 mm/Hg dessa covaridvel implica um aumento de 11,33% na chance do pa-
ciente ser diagnosticado com CHD. Da mesma forma, via MRLMYV, essa chance
aumenta para 39,86%.

Para a covaridvel associada a frequéncia cardiaca maxima atingida (HE-
ART), um aumento de 10 bpm acarreta um decréscimo de 5,2% na chance do
paciente ter CHD, via MRLBB.

Foi apresentado também na Tabela 10 o intervalo de 95% de confianca as-
sintético para cada razdo de chances estimada para o modelo MRLMYV e observa-
se que, como cada intervalo nfo contém a estimativa pontual 1 de razdo de chan-
ces, a estimativa da razdo de chances € significativa e valem as consideracdes feitas

anteriormente.

4.4 Discussao

O presente trabalho apresentou uma comparacdo do modelo de regressao
logistica estimado via algoritmo Binomial Boosting (MRLBB) e pelo método da
méxima verossimilhanca (MRLMYV). Na literatura, ndo foram encontrados traba-
lhos que fizeram esse tipo de comparacdo, entdo serdo dicutidos nesta se¢do alguns
trabalhos que utilizaram algum tipo de algoritmo Boosting e compararam seu de-
sempenho com outros tipos de classificadores.

Cai et al. (2006) utilizaram o algoritmo LogitBoost para classificar di-
versas estruturas de proteinas em biologia molecular. Os autores compararam a
eficiéncia do algoritmo LogitBoost com um outro método bastante conhecido na
comunidade de aprendizado de maquinas, o método de Maquinas de Vetor Suporte
(Support Vector Machines), observando um desempenho superior de quase 9% do
algoritmo Boosting na predi¢do de classes estruturais para um dado conjunto de

dados.
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Cao et al. (2010) compararam o algoritmo Gradiente Boosting de Fried-
man Estocdstico, que é uma versdo do algoritmo Boosting - FGD com &rvores
de decisdo e bagging, com dois métodos comumente usados em quimiometria, o
método de andlise discriminante parcial minimos quadrados (PLS-DA) e bagging.
Utilizaram o conjunto de dados de CHD (o mesmo utilizado nessa dissertagdo)
obtido no grupo UCI Machine Learning. A taxa de erro obtida pelos métodos
gradiente Boosting estocdéstico, bagging e PLS-DA foi de 14,7%, 18,6% e 16,2%,
respectivamente, mostrando superioridade do algoritmo Boosting.

Em um estudo com dados simulados de expressdo génica, Dettling e Buhl-
mann (2003) mostraram que o algoritmo LogitBoost apresentou resultados mais
acurados quando comparados com os métodos Vizinhos mais Préximos e Arvore
de Classificacdo, da ordem de 12,37% e 10,21%, respectivamente. Além disso,
comparou os resultados obtidos via algoritmo LogitBoost e com o algoritmo Ada-
Boost em seis conjuntos de dados publicos relacionados a tipos de cancer e mos-
trou uma ligeira melhora nos resultados obtidos pelo LogitBoost.

Estudando a situag@o de presenca/auséncia de doenga cardiaca coronariana
em um conjunto de 297 pacientes, Rodrigues, Macrini e Monteiro (2008) ajusta-
ram uma rede neural a esse conjunto de dados e obtiveram uma taxa de acerto de
91%. Compararam ainda esse reultado com os métodos de Andlise Discriminante
e algoritmo C4.5, que apresentaram taxa de acerto de 87,1% e 82,3%, respectiva-
mente. Embora sejam conjuntos de dados um pouco diferentes, mas de mesma na-
tureza, a taxa de acerto (acurdcia) obtida pelo algoritmo Binomial Boosting nesta
dissertacdo foi de 92,59%.

Schonlau (2005) apresenta a implementagdo de Boosting no software Stata
e faz uma aplicacdo de Boosting em duas situa¢cdes no contexto de regressio,

uma com dados simulados de um modelo normal € uma outra com dados simu-
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lados de um modelo logistico. Na primeira situacdo, o modelo ajustado obteve
R? = 21, 3% e aplicando Boosting obteve-se R? = 93,8%. A taxa de acerto do

modelo logistico ajustado foi de 54,1% e com Boosting foi de 76,0%.
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5 CONCLUSOES

Os modelos de regressao logistica estimados via algoritmo Binomial Bo-
osting (MRLBB) e pelo método da médxima verossimilhanca (MRLMYV) apresen-
taram ajuste satisfatério ao problema presenca/auséncia de doencga cardiaca coro-
nariana (CHD).

O método de Boosting, mais especificamente o algoritmo Binomial Boos-
ting, ajustou um modelo com melhor adequabilidade na situacio presenga/auséncia
de CHD, uma vez que a acurécia, sensibilidade, especificidade, taxa de falsos po-
sitivos e taxa de falsos negativos desse modelo foram melhores.

O modelo estimado via algoritmo Binomial Boosting (MRLBB) apresentou-
se mais adequado com relacdo as razdes de chances estimadas (OR), ou seja, seus
valores sdo menores quando comparados com as razdes de chances obtidas via
método de mixima verossimilhanca (MRLMYV).

O algoritmo Binomial Boosting constitui-se, portanto, numa alternativa

poderosa para a andlise de situacdes cuja resposta € bindria.



80

REFERENCIAS

AKAIKE, H. A new look at the statistical model identification, IEEE
Transactions on Automatic Control, Boston, v. 19, n. 6, p. 716-723, 1974.

ATKINSON, A. C. Plots, Transformations and Regression, Oxford University
Press, Oxford, 1985.

BARTLETT, P.; TRASKIN, M. AdaBoost is consistent, Journal of Machine
Learning Resources, v. 8, p. 2347 - 2368, 2007.

BERK, R. A. Statistical Learning from a Regression Perspective, Springer
Series in Statistics, 373 p., 2008.

BISHOP, C. M. Neural Networks for Pattern Recognition, Oxford University
Press, 504 p., 1995.

BREIMAN, L. et al. Classification and regression Trees, Chapman and
Hall/CRC, 368 p., 1° ed., 1984.

BREIMAN, L. Arcing classifiers (with discussion), The Annals of Statistics, v.
26, n.3, p. 801 - 849, 1998.

BREIMAN, L. Prediction games and arcing algorithms, Neural Computation, v.
11, p. 1463 - 1517, 1999.

BUHLMANN, P.; HOTHORN, T. Boosting Algorithms: Regularization,
Prediction and Model Fitting, Statistical Science, v. 22, n. 4, p. 477-505, 2007.

CAL Y. D. et al. Using LogitBoost classifier to predict protein structural classes,
Journal of Theoretical Biology, v. 238, p. 172-176, 2006.

CAO, D. S. et al. The Boosting: A new idea of building models, Chemometrics
and Intelligent Laboratory Systems, v. 100, p. 1-11, 2010.



DETTLING, M.; BUHLMANN, P. Boosting for tumor classification with gene
expression data, Bioinformatics, v. 19, n. 9, p. 1061-1069, 2003.

FAVERO, L. P. et al. Anélise de Dados: modelagem multivariada para
tomada de decisoe, Rio de Janeiro: Elsevier, 646 p., 2009.

FRANK, A.; ASUNCION, A. Machine Learning Repository, Irvine, CA:
University of California, School of Information and Computer Science,
[http://archive.ics.uci.edu/ml], 2010.

FREUND, Y.; SCHAPIRE, R. E. Experiments with a new Boosting algorithm,
In: International Conference on Machine Learning., p. 148-156, 1996.

FRIEDMAN, J. Greedy function aproximation: A gradient boosting machine,
The Annals of Statistics, v. 29, p. 1189 - 1232, 2001.

FRIEDMAN, J. H.; HASTIE, T. J.; TIBSHIRANI, R. J. The Elements of
Statistical Learning, Basel: Springer Verlag, 2001.

FRIEDMAN, J. H.; HASTIE, T. J.; TIBSHIRANI, R. J. Additive logistic
regression: A statistical view of Boosting (with discussion), The Annals of
Statistics, v. 28, p. 337 - 407, 2000.

HANLEY, J. A. Receiver operating characteristic (ROC) methodology: the state
of the art, Critical Reviews in Diagnostic Imaging, v. 29(3), p. 307 - 335, 1989.

HOSMER, D. W.; LEMESHOW, S. Applied Logistic Regression, 2° ed., John
Wiley, New York, 1989.

JIANG, L. Process consistency for adaboost, Technical Report 05, Department
of Statistics, Northwestern University, 2000.

KEARNS, M.; VALIANT, L. Crystographic limitations on learning Boolean
formulae and finite automata, Journal Assoc. Comput. Machinery, v. 41, p. 67
- 95, 1994.



82

MICHIE, D.; SPIEGELHALTER, D. J.; TAYLOR, C. C. Machine Learning:
Neural and Statistical Classification, Ellis Horwood Series in Artificial
Intelligence, 290 p., 1994.

PAULA, G. A. Influence and residuals in restricted generalized linear models,
Journal of Statistical Computation and Simulation, v. 51, p. 315 - 352, 1995.

PAULA, G. A.; TUDER, R. M. Utilizago da regressdo logistica para aperfeicoar
o diagnéstico de processo infeccioso pulmonar, Revista Ciéncia e Cultura, v.
40, p. 1046-1050, 1986.

R DEVELOPMENT CORE TEAM (2011). R: A language and environment
for statistical computing, R Foundation for Statistical Computing, Vienna,
Austria. ISBN 3-900051-07-0, URL http://www.R-project.org/.

RIPLEY, B. D. Pattern Recognittion and Neural Networks, Cambridge
University Press, ISBN 0 521 46086 7, 416 p., 1996.

RODRIGUES, T. B.; MACRINI, J. L. R.; MONTEIRO, E. C. Selecdo de
Varidveis e Classificagdo de Padrdes por Redes Neurais como auxilio ao
diagnéstico de Cardiopatia Isquémica, Pesquisa Operacional, v. 28, n. 2, p.
285-302, 2008.

RUBESAM, A. Estimac¢io Nao Paramétrica Aplicada a Problemas de
Classificaciao via Bagging e Boosting, Dissertacdo de mestrado do Instituto de
Matematica, Estatistica e Computag@o Cientifica da Universidade Estadual de
Campinas, Campinas, 127 p., 2004.

SCHAPIRE, R. E. The strength of weak learnability, Machine learning, v. 5, p.
197-227, 1990.

SCHAPIRE, R. E.; FREUND, Y. Boosting: Foundations and Algorithms,
Massachusetts Institute of Technology, 526p., 2012.

SCHWARZ, G. Estimating the dimensional of a model, The Annals of Statistics,



83

Hayward, v. 6, n. 2, p. 461-464, 1978.

SCHONLAU, M. Boosted regression (Boosting): An introductory tutorial and a
Stata plugin, The Stata Journal, v. 5, n. 3, p. 330-354, 2005.

WEDDERBURN, R. W. M. On the existence and uniqueness of the maximum
likelihood estimates for certain generalized linear models, Biometrika, v. 68, p.
27-32, 1976.

WILLIAMS, D. A. Residuals in generalized linear models, In: Proceedings of
the 12th. International Biometrics Conference, Tokyo, p. 59-68, 1984.



84

ANEXOS

ANEXO A - Por que e ¥/ (®)

ANEXO B - Exemplo do célculo da estatistica C' de Hosmer-Lemeshow

ANEXO A - Por que e ¥¥(T)

Considere o seguinte critério para ajuste de um modelo:

C(F)=E [e*y”w)} 5.1)

Esse critério, que pode ser pensado como uma medida de bondade de

ajuste, ¢ minimizado em

1 Ply=1|z
T2 P(;y: —1||m)) G-
que ¢ a transformacdo logistica simétrica.

Para minimizar o critério acima iterativamente, considere que temos uma
estimativa F' (), e queremos uma atualizacdo F' (x) + c¢f («), onde ¢ é um esca-
lar e f € uma atualizagdo fornecida por um algoritmo. A atualizacdo é baseada na

versdo populacional do critério. Para c e x fixos, a expansao de Taylor até segunda

ordem de C (F (x) + ¢f (x)) aoredor de f (x) =06
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C (F (z) + cf (z)) =E _e—y(F(iB)JrCf(w))}

c2 y2

~F -e_yF('T) —cyf (x) e VI @) 4
2

e Ured f2 (w)]

r 02 y2
—p [evr@-ai@) L p (w)}

=F -e_yF(w) <1 —cyf (x) + C;)]

Acima foram usadas as derivadas

0

9 F@) @) _ P (@)

62
o7 o~ u(F(E@)+cf ()

02y2€*yF(iB)

Na equagiio acima, usamos o fato de que ¥ = f2 (x) = 1.
Minimizando essa expansio pontulamente comrespeitoa f () € {—1,1},
escrevemos:
2
f(x) = argmfin Ey,|1—cyf(x)+ 5 |z (5.3)
A notagdo E,, [|x] refere-se a esperanca condicional ponderada (quando

populacional) ou média ponderada, numa amostra. Denotando por w = w (x,y) =

e YF(®) define-se:

Ey[w(z,y) g (z,y) |z]

Eylg(z,y)|z] = Ey [w (2, y) |x]

(5.4)

Assim, a esperanca em 5.4 € igual a expansao de Taylor acima.

Para ¢ > 0, minimizar a expansao de Taylor acima € equivalente a maxi-
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mizar

Eylyf (@) =f (@) Py (y =1|z) - f (@) Py (y = —1|x)

=f(@)[Pu(y=1lx) - Py (y=—1[z)]
H dois casos:
o Py(y=1lz)—Py(y=—1|z)>0
o Py(y=1lz)—Py(y=—1|z)<0

Como f (x) s6 assume os valores {—1, 1}, o mdximo da equacdo acima é
em f (x) = 1, no primeiro caso, e em f (x) = —1, no segundo caso.

Usando novamente que ¥2 = f2 (x) = 1, note que

Ey [y — f (93)]2 _

1 (5.5)

ou seja, partindo de uma aproximacio quadratica (expansdo de 2° ordem) do cri-
tério, chegamos ao problema equivalente de maximizar a aquagao acima.

Agora, dada f () € {—1, 1}, podemos minimizar diretamente

C(F(z) +cf (2))

para determinar c:

c=argminC (F (x) + cf (x)) = argmin F,, {e—cyf(fﬂ)]

(a igualdade acima ¢ vilida, pois C (F (z) + cf (z)) = E [e V(@) +e/(@)] =
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E [e7¥F@) ¢=¢/(@)] = B [e~¥f()]). Para fazer essa minimizagdo, considere a

variavel aleatéria

yf (z) = Lsey=rl=) (5.6)
~1sey # f(x)

Temos

E [e—cyf(x)] :e_CPw (y = f (m)) + €CPw (y 7& f (x))

= °[1— P, (y# f(x) + Py (y # f ()]

B [ W] = e[ Puly £ 7 @) + € Pay # ()] =0

ole
=Py (y# f(®) =e (1= Py, (y # f (X))

e =P AL @)
Puly # [ (@)

g Lo Pl £ 1 (@)

2% P f (@)

Como P, (y # f (z)) = Ew [I (y # f (x))], temos

1 1-BE,[I(y#f(x)] 1, 1-¢

c= =log = ~log

2 Ey[I(y # f(2))] 2 €
onde e = Ey, [I (y # f (x))].

Combinando os passos acima, a atualizacdo de F' (x) é
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f(x) « F(z)+ %log 1= f(x) (5.7)

3

Na préxima iteracio, os pesos sdo aumentados, pois o algoritmo é adapta-

tivo:

w(z,y) + w(z,y) e @ (5.8)

Como —yf (x) =21 (y # f (x)) — 1, a atualizagéo é equivalente a

1—¢
€

w(x,y) < w(x,y) exp {log I(y#f (w))} (5.9)

As atualizagdes e a fungdo obtida pelo desenvolvimento apresentado acima
s@o idénticas as usadas no algoritmo AdaBoost discreto.

Uma questio que surge naturalmente é por que usar [e_yF (a:)} ? Note
que o termo Y, exp (—y;F (x;)) € um limite superior para a probabilidade de
erro no conjunto de treinamento. Friedman, Hastie e Tibshirani (2000) usaram o
seguinte modelo para explicar alguns fatos sobre essa escolha. Considere

y+1

~_J T 1

e a parametrizacdo das probabilidades binomiais dada por

()

P®) = @) @ (510

Essa parametriza¢do é dada pelo minimizador F' (x) da equagdo 5.2. A

log-verossimilhang¢a da binomial € entao
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O modelo dado acima € equivalente a um modelo logistico, a menos de um

fator 2. Para notar isso, basta multiplicar a equacdo 5.10 por e*'(®)_ obtendo-se
o2F ()
P(@) =T ar@) (5.11)

No modelo logistico usual, temos

F(T)
p(ac) = 1 —|—6F($)

Os seguintes fatos podem ser notados:

e yF (x) é negativo se e somente se a classificacdo dada por F' é errada, ou

seja, I (yF (x) < 0) indica um erro.

e em expansio de Taylor até 2° ordem ao redor de F' = 0, o critério exponen-

cial e (menos) a log-verossimilhanca da binomial sdo equivalentes.

e o minimo populacional de —E [ (§,p (z))] e E [e ¥F(®)] coincidem. A
log-verossimilhanca é maximizada em p(x) = P (§ = 1|x), a probabi-
lidade a posteriori verdadeira, que define a fun¢do logito, € o minimo de

E [e7¥F(®)] ¢ 0 dado na equagdo 5.2.

Assim, e~¥¥(®) § uma aproximacio da log-verossimilhanca da binomial

para ajustar um modelo aditivo logistico.
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ANEXO B - Exemplo do célculo da estatistica C de Hosmer-Lemeshow
Para o cdlculo da estatistica C' de Hosmer-Lemeshow, considere as seguin-
tes quantidades resumidas na Tabela 11. Nesssa tabela, os valores de O; indicam a

quantidade de eventos Y = 1 no grupo k, n; indica a quantidade de elementos no
grupo k e 7; e calculado por 7, = Jci 1 z—i

Tabela 11 Quantidades usadas para o cdlculo da estatistica C' de Hosmer-
Lemeshow referente ao modelo logistico.

Grupo O; n; T

1 0 5 0,0024

2 2 5 00459
3 0 5 02737
4 1 5 05113
5 35 06728
6 5 5 07956
7 5 5 08974
8 4 4 09766

Foram considerados sete grupos com cinco observag¢des cada e um grupo

com quatro observacdes. Os termos para o célculo de C sdo dados abaixo

C =0,0120 + 14, 3157 + 1, 8842 + 1,9391
+0,1203 + 1, 2846 + 0,5716 + 0, 0958

=20, 2233

cuja estatistica do teste qui-quadrado com g — 2 = 6 graus de liberdade é dado por



valor p=0,0025, indicando que o ajuste nao € adequado.

91



92

APENDICES

APENDICE A - Tlustracio Didatica do Algoritmo AdaBoost

APENDICE B - Tlustracdo Didatica do Algoritmo Gradiente Boosting de Fried-
man

APENDICE C - Demonstragao 1

APENDICE D - Demonstracio 2

APENDICE A - Tlustracio Didatica do Algoritmo AdaBoost

Para ajudar a fixar a ideia do algoritmo, vamos apresentar um exemplo
numérico com um conjunto de dados muito simples. Considere cinco observagdes
com valores para a varidvel resposta para+ = 1,2,3,4,5de 1, 1, 1, -1, -1, res-
pectivamente. Considere conhecido o classificador f,,, () e estamos interessados

apenas nos seus resultados. Para esse exemplo, temos o seguinte algoritmo.
1. Inicie as observagdes com peso w; = 1/5.

2. Para a primeira iteracao use os pesos iguais, suponha que os valores ajusta-
dos para as observacdes 1 = 1,2,3,4,5sd0 1, 1, 1, 1, 1 (valores retornados
pelo classificador f,, (x)). As primeiras trés respostas estdo corretas e as

ultimas duas estdo incorretas. O erro para essa iteracdo é:

. (0,20X0)+ (0,20 x0)+ (0,20 x 0) + (0,20 x ) + (0,20 x 1) _
1= =Y,
1

3. Os pesos que serdo dados a essa iteracdo sdo

1. /1-0,40\ 1. [0,60\ 1
“a=5 n< 0,40 ) 2 n<0,40> 5 n(1,50) = 0,20
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4. Para as observacdes que foram classificadas de forma correta e errada, res-

pectivamente, 0s NOVOS pesos Serdo

Y= f1 (7)) = w?=0,20x e 0% =0,16

Y # f1 (7)) = w? =0,20 x "2 = 0,24

e renormalizando para que a soma nao passe de 1
2t = (0,16 x 3) + (0,24 x 2) = 0,96

Logo, os pesos para a segunda iteracéio serdo

w%:&;g =0,17
wgzgég =0,17
wgzgzég =0,17
wizgzgé =0,25
w?,:g:;g =0,25

5. Agora comegamos a segunda iteracdo. Ajustamos o classificador f,, (x) no-
vamente e parat = 1,2,3,4,5, obtemos 1, 1, 1, 1, -1. Somente a pentltima

resposta estd incorreta. O erro para a segunda iteracdo é
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(0,17 x 0) + (0,17 x 0) + (0,17 x 0) + (0,25 x 1) + (0,25 x 0)
(0,17 x 3) + (0,25 x 2)

€9 = 20725

6. O peso para ser dado a essa iteracio é

1. /1-0,25\ 1. (0,75 1
_71 I S _71 71 —
“ 2“( 0,25 ) 2 <0 25) 5 n(3)=0,5

7. N6s normalmente manteriamos o processo de iteragdo, comecando com o
célculo de um terceiro conjunto de pesos. Mas suponha que o processo de

iteracdo termine agora. As classes estimadas sdo:

71 =sign (1 x 0,20 1x0,55)] >0=1

72 =sign [(1 x 0,20 1x0,55)] >0=1

—1x0,55)] < 0= —1

( )+ (
( )+ (
g3 =sign [(1 x 0,20) + (1 x 0,55)] >0 =1
g4 =sign [(1 x 0,20) + (
( )+ (

U5 =sign[(1 x 0,20 1x0,55)]>0=1

Como pode-se ver nesse exemplo, as observacdes mal classificadas rece-
beram relativamente maior peso. A classe estimada € apenas uma média ponderada
das classes estimadas em cada iteragdo. A segunda iterag¢do tinha menos observa-
coes mal classificadas e entdo foi dado maior peso nessa iteracdo. Essa ideia é
aplicada até mesmo em conjunto de dados muito grandes e para milhares de itera-

coes.
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O exemplo ilustra também a ideia de que o algoritmo “tenta” minimizar o
valor de € a cada iteragdo e, como descrito na se¢@o 2.2, o erro na amostra de trei-
namento cai exponencialmente. Uma forma de determinar o nimero de iteragoes
para que o algoritmo ndo seja executado indefinidamente é observar o decréscimo
do erro na amostra de teste (erro de generalizagdo) e quando esse estabilizar ou

aumentar, fica ai definido o nimero ideal de iteracdes.

APENDICE B - Tlustracio Didatica do Algoritmo Gradiente Boosting de Fri-
edman

Para exemplificar a ideia do algoritmo Gradiente Boosting de Friedman,
considere o seguinte exemplo com varidvel resposta assumida como cotinua, trés
variaveis preditoras x;, &2, x3, trés bases aprendizes lineares com coeficientes

B](.m), j = 1,2,3. Considere o seguinte conjunto de dados:

Y X Xo Xz

8 2 1 4
10 -1 2 1

9 1 -3 4
6 2 1 2
12 1 4 6

1. Como primeiro passo do algoritmo, um valor inicial f ©) (+) considerando a
funcdo perda erro quadratico (2.9) é a média da resposta Y. Essa derivacdo

serd feita depois desse exemplo. Logo

A~ —

fO=y=9

2. Aumentamos m em 1 e calculamos o vetor gradiente negativo referente a
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perda 2.9, cuja derivacdo serd feita também ao final do exemplo. Assim,

S /AT DI VR ) B S S

of
=2=10—9=1

= 23=9-9=0
= 2,=6-9=-3

= 25=12-9=3

3. No caso de ajuste de modelos lineares generalizados, o procedimento base

adequado é o da equacdo 2.13 com pardmetros estimados por 2.14. Logo

2x(-1)+ (1) x14+1x0+2x(=3)+1x3

3. = — —0,5454
Pu= 22 4 (—1)2 412422 4 12

X 1% (1) +2x1+(=3)x0+1x(=3)+4x3

By — X(=1)+2x1+(=3)x0+1x(=3)+4x 0,326

12 422 4 (—3)% + 12 4 42

A 4x(-1)+1x14+4x0+2x(-3)4+6x3
Bli=s) = 42 412+ 42+ 22 + 62 =0,1233

queremos o 3 que retorna a menor soma de quadrados do residuo, que €
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dado resolvendo-se a expressdo 2.15, dai

A= = [(=1) — (—0,5454) x 2]* + [1 — (—0,5454) x (—1)]?
+ 1[0 — (—0,5454) x 1]* 4+ [-3 — (=0, 5454) x 2]?
+[3 = (—0,5454) x 1]* = 16,7273
AU=2) = [(=1) — 0,3226 x 1) + [1 — 0,3226 x 2> + [0 — 0, 3226 x (—3)]?

+[—3—0,3226 x 1] +[3 — 0,3226 x 4]* = 16, 7742
AU=3) = [(=1) —0,1233 x 4]* + [1 — 0,1233 x 1]*> + [0 — 0, 1233 x 4]

+[-3-10,1233 x 2]* + [3 — 0,1233 x 6]* = 18,8904

Portanto, a variavel escolhida nessa iteragdo é X;, uma vez que produziu

menor valor para .

4. Entdo a atualizacdo é dada por

P (2) =0 40 30 (2
:f(O) + v X /3(5‘1):5(5‘1)
=9+40,1 x (—0,5454) x X

FU (z) =9 —0,0545 x X,

Agora procedemos a segunda iteracdo. Retornemos ao passo dois do al-

goritmo.
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1. o vetor gradiente negativo é dado por

zi=Y; —(9—0,0545 x X1) = 21 =8 — 9+ 0,0545 x 2 = —0, 8909

F
= 29 =10 — 94 0,0545 x (—1) = 0,9454
= 23 =9 —9+0,0545 x 1 = 0,0545
= 24 =6—9+0,0545 x 2 = —2,8909

= 25 =12 —9+0,0545 x 1 = 3,0545

2. Ajustando o vetor gradiente ao procedimento base, a fim de obter §(?) (x),

dai

B(j:U :2><Zl+(—1)XZQ—;lXZ3+2XZ4+1XZ5:_0’4909
224+ (-1)"+124+22+12
1><2:1—|—2><22+(—3)><2’3+1><Z4—|—4><Z5
12 422 + (=3)% + 12 4 42
4Xz21+1X2z204+4X23+2X24+6 X 25
42+12+42+22+62

Bi=2) = =0, 3279

Blj=3) = —0,1390



queremos o [3 que retorna menor A

AU=D = [-0,8909 + 0,4909 x 2] + [0, 9454 + 0,4909 x (—1)]?
+[0,0545 + 0,4909 x 1]* + [—2,8909 + 0, 4909 x 2]
+[3,0545 + 0,4909 x 1]* = 16,7273

AU=2) = [-0,8909 — 0, 3279 x 1]? + [0,9454 — 0, 3279 x 2]
+10,0545 — 0,3279 x (—3)]* + [—2,8909 — 0, 3279 x 1]?
+[3,0545 — 0, 3279 x 4]* = 16,0460

AU=3) = [—0,8909 — 0, 1390 x 4]* + [0,9454 — 0, 1390 x 1]

+ 10,0545 — 0, 1390 x 4]? + [—2,8909 — 0, 1390 x 2]?

+[3,0545 — 0,1390 x 6]% = 17,9682

3. A atualizagdo de 2 (z) é dada por

N

f(2) (z) :f(l) (z) +v X §(2) (z)
Z 70 () 4 v x f0) 5 (32)
=9 — 10,0545 x X1 +0,1 x 0,3279 x Xo
V(@)
F® (x) =9 — 0,0545 x X1 +0,0328 x X;

A terceira iteracao € feita de forma andloga 4s iteragdes anteriores.
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1. voltando para o passo 2 do algoritmo, calculamos o vetor gradiente negativo

7 =—0,9237
29 =0,8799
23 =0, 1529
24 = — 2,9237

25 =2,9234

2. Obtendo ¢ (z)

BU=D = _0,4998  \U=D =15 9967

BU=2 =0,2951  AU=D = 159967

BU=3) =0,1299  AU=3) =19,5007

3. Logo, a atualizagao ¢ dada por

7 (2) =F () +0 x4 @)
:f(z) () +vx ﬁ(/\é)x(%)
=9—0,0545 x X7 +0,0328 x X5+0,1 x (—0,4998) x X;

F® (@)
=9 — (0,0545 + 0,0500) x X1 + 0,0328 x X>

F®) (2) =9 — 0,1045 x X; 40,0328 x X,
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O algoritmo poderia continuar a ser executado por vdrias iteragdes e até
mesmo por um nimero muito grande de iteracdes. Como dito anteriormente, exe-
cutar o algoritmo de forma indefinida pode acarretar problemas no modelo, como
por exemplo, forcar a escolha de uma varidvel ndo significativa ao modelo. Uma
forma de determinar o nimero ideal de iteracdes é plotar em um gréfico o AIC
resultante do modelo a cada iteragdo e quando o AIC atingir seu valor minimo,
este representard o nimero 6timo de iteragdes do algoritmo.

Como visto no exemplo, uma mesma varidvel pode ser escolhida ndo ape-
nas em uma iteracdo, mas em vdrias iteracdes, aumentando sua contribui¢do indi-
vidual no modelo final. Desse processo pode ocorrer também de alguma varidvel
ndo estar no modelo final, caracterizando portanto, o sistema de selecdo de varia-

veis, que estd embutido no algoritmo.

APENDICE C - Demonstracio 1
Vamos fazer agora a derivacdo do valor inicial f ©) (+) do passo um do al-
goritmo Gradiente Boosting de Friedman considerando a perda quadrética. De-

vemos obter o valor de ¢ que minimiza a perda média, ou seja

A~

N
1
©) () = in— ;
0 argcmlnng p(Y;, ¢

=1
N
1l )
=argmin -~ > 5 (i — ©)
=1
N

em seguida derivamos essa expressdo em relacdo a c e igualamos a zero
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dp(y,c) o 1 al

Portanto, o valor de ¢ que minimiza a perda quadratica é a média da varié-
vel resposta Y, ou seja, um valor inicial adequado do primeiro passo do algoritmo
seria Y. Note que a perda quadritica assume valores positivos para quaisquer
valores de y e f, logo ¢ é realmente um valor de minimo.

Com um simples célculo, pode-se obter o vetor gradiente negativo z; para

a perda quadratica

e af af
=—[y—f)(=1)]
.. Op(y. f) _ gy
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APENDICE D - Demonstraciio 2

De forma anéloga ao feito no APENDICE C, pode-se fazer a derivacio do
valor inicial f 0) () do passo um do algoritmo Gradiente Boosting de Friedman
considerando a perda binomial (2.5). Primeiramente, devemos obter o valor de c,

logo

N
FO () =argmin 2 37,0
i=1
L
:argcmmniz;—{yi Inc+(1—y)In(l—c¢)}
N

=Y e LY wma o

:_h%c 11%_%Zil[ln(l_c)_yiln(l_cﬂ
:_l%c ilyi_iZLln(l—ch(l{@ZL%
:_l%c jilyi—ln(l—C)—i-ln(ln_C)Zjilyz‘

em seguida derivamos essa expressdo em relacdo a c e igualamos a zero
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—=0= —— Yi + =0

Oc ne “—~i=1 1—c n(l—c¢)
N 1 1 1
= — = =—
Zi_1y1<nc+n—nc> 1—-c¢
N n —nc—+nc 1
= — ) =
Zilyl(nc(n—nc)) 1—c
N

1 nc(n—ne)
= Zi:l Yi =

1-c n

Ip(y, ) I N 1 1 ZN
Y
i=1

N 1 nc—nc?
jzizly"_l—c 1
N 2
:(1—0)2, | Yi =nc—nc
1=
N
dim1 Yi 2

=(1l-¢)====c—c
n

=(1-c)Y =c(l-c)

=c=Y

Portanto, o valor de ¢ que minimiza a perda 2.5 é a frequéncia relativa
de Y = 1. Note que essa perda assume valores estritamente positivos, logo c é
realmente um valor de minimo.

Vamos obter agora o vetor gradiente negativo z; para a perda 2.5. O cél-

culo € feito de forma andloga ao feito para a perda quadratica.
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