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RESUMO

A adequacidade do ajuste de um modelo de mistura em funcdo dos dados experi-
mentais é comumente verificada por meio do teste de falta de ajuste. Porém, em
se tratando de modelos de misturas heterocedasticos, a obtengdo de um teste ana-
litico para verificar a adequacidade de ajuste se depara com a complexidade algé-
brica envolvida. Assim, este artigo tem por objetivo propor testes de falta de ajuste
na abordagem bootstrap, diferenciados por diferentes estruturas heterocedasticas e
métodos de reamostragem, considerando um estudo de caso real referente a um ex-
perimento, no qual, a modelagem de mistura foi utilizada para otimizagao dos com-
ponentes de uma dieta energética de abelhas adultas confinadas em laboratério. Pa-
ra estudo da precisao das estimativas foi utilizado o bootstrap duplo. Concluiu-se
que o método bootstrap ponderado proporcionou resultados promissores para as di-

ferentes estruturas heterocedasticas avaliadas neste trabalho.
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INTRODUGAO

Os modelos de misturas séo utilizados em pesquisas, cuja finalidade é otimi-
zar as proporcoes de cada componente, envolvido na formulacdo de um determi-
nado produto. A determinagao da melhor combinacgio dos componentes podera
conduzir a um resultado que diferencia a qualidade de um produto em relacéo
aos demais concorrentes. Além do mais, a modelagem adequada destes experi-
mentos podera agregar resultados que permitam também a otimizacao do tempo
e do custo de realizacdo dos experimentos industriais.

Nesses experimentos, as proporgdes que determinam uma combinacéo, sdo
dependentes entre si, uma vez que a manipulacdo de qualquer uma delas impli-
cara no desbalanceamento das demais.

Mediante ao exposto, para considerar um modelo que possa representar essa
dependéncia, com o propdsito de determinar a combinacao dos componentes, que
otimize a resposta de interesse, utiliza-se técnicas de modelagem de superficie
de resposta que por sua vez, esta fundamentada na teoria classica dos modelos
de regressao (Myers e Montgomery, 1995). A validacdo dos modelos de mistu-
ras segue as suposi¢oes, normalidade dos residuos e homocedasticidade das ob-
servagoes, tal como no modelo linear geral. Quando os residuos ndo sdo homoce-
dasticos, uma alternativa para contornar esse problema, dar-se-4 na estimacao da
estrutura heterocedastica que explica a heterogeneidade das observacoes e poste-
riormente fazer a sua incorporacdo no ajuste do modelo (Weisberg, 1985).

A questao é determinar gual tipo de heterocedastia est4 presente nas obser-
vacoes. Rodrigues e Diniz (2006) mencionaram que a heterocedastia aditiva, é
detectada quando a varidncia das observacdes é proporcional a uma das variveis
regressoras elevada ao quadrado. A heterocedastia multiplicativa é caracteriza-
da pelo fato da varidncia ser proporcional a uma poténcia desconhecida de uma
das variaveis regressoras. Nota-se que, devido as diferentes estruturas heteroce-
dasticas que possam contemplar estas informacoes, torna-se dificil construir tes-
tes estatisticos que verifiguem a adequacidade do ajuste do modelo de mistura,
na presenca de heterogeneidade das observacoes.

Em consequéncia desse problema, tem-se uma motivacao para a pesquisa de
métodos de computacao intensiva, com destaque para o método bootstrap (Efron,
1979). Uma das aplicacoes deste método na selecdo destes modelos dar-se-a jus-
tamente na formulagdo de testes de falta de ajuste, obtidos da distribuicdo em-
pirica da estatistica proposta no teste, da qual, obtém-se o (valor-p) como medi-
da de evidéncia.

Em virtude do que foi mencionado, o objetivo deste trabalho é propor testes de
significancia para selecdo de modelos de misturas considerando diferentes estru-
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turas de heterocedastia entre as observacoes, através da abordagem bootstrap.
Dada a finalidade de validar a metodologia proposta, consideraram-se dados de
um caso real de estudo, provenientes de um experimento utilizado para formular
uma dieta energética para operarias de abelhas A. mellifera mantidas em labora-
tério, que caracterizam uma situacao na qual a modelagem de misturas foi utili-
zada para formulagéo da dieta. Nesse experimento, a variavel resposta observada
mostrou-se heterogénea ao longo do tempo, sugerindo que o modelo de mistura
ajustado para este experimento contemplasse uma estrutura de heterogeneidade
na obtencéo das estimativas dos pardmetros.

2. METODOLOGIA

2.1. DESCRICAD DO EXPERIMENTO

0Os dados experimentais utilizados para construgio dos testes bootstrap pro-
postos neste trabalho, foram obtidos em um experimento realizado no Laboratdrio
de Biologia de Insetos do Departamento de Entomologia da Universidade Federal
de Lavras sob condigoes laboratoriais controladas. O objetivo deste experimento
foi estudar a melhor a combinagdo dos componentes a serem utilizados para a
formulacdo de uma dieta energética que proporcionasse maior tempo de vida en-
tre as operarias de abelhas A. mellifera. _

O delineamento experimental adotado foi extreme-vértice (Piepel e Cornell,
1987} pelo fato de que as proporgoes referentes aos componentes utilizados
para a formacgao da mistura, no experimento foram submetidas a restrigées, de-
scritas na Tabela 1.

Tabela 1. Restricoes dos componentes utilizados na formulagao da dieta ener-
gélica, onde xi refere-se ao i-ésimo componente (i = 1,2,3).

Componentes Valor minimo (L) VaI;r maximo (U) .
Aclicar (x“) 0,40 0,50 72
“,ﬁg.,_.la o - 045 — R 050__ — E )
e “ma;%;_______! o o T __0_10 — — g %

Os limites de cada compenente x (i = 1,2,3) foram descritos pelo intervalo
L = x = U, representando respectivamente, os valores do limite inferior e su-
perior. No processo de otimizacao, a regido experimental a ser explorada deve-
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ra obrigatoriamente respeitar esses limites, e a mistura das propargbes dos trés
componentes (Tabela 1) seguira a relagdo em (01).
q

ZXr- =1 com a restricao Li = x=<Uie
=1

(01

q definido como o nimero de componentes.

Cada unidade experimental continha um recipiente plastico de 2,5 cm de dia-
metro por 1,2 cm de profundidade. Cada recipiente possufa capacidade para 5 mL
da dieta formulada (Tabela 2). Apés a instalacdo do experimento, o acompan-
hamento comportamental das abelhas mantidas em confinamento, bem como,
a avaliagao do tempo de vida, até a morte dos individuos foi monitorada em um
periodo de 504 horas, sendo que, a primeira avaliacao foi feita nas primeiras 12
horas iniciais. O periodo de observagao (x,) foi tratado no processo de modela-
gem como uma variavel de processoc*

Tabela 2. Componentes (q) utilizados na modelagem de misturas consideran-
do trés repeticoes e uma covariavel de processo.

Varidvel de processo Componentes

Tempo (h) x, X, X, X,

12 | 0,50 0,00_
“ig 0,50 0,08-“
__12 o'l'5o 510
12 oae 002
. lé 049 0,48 .0,03
..12 i 647 S 0?4? __006 .

12 oas 045 oo
504 0,50 050 10,00

504 0,50 0,45 0,05

504 0,50 0,42 0,08
504 0,50 0,40 0,10
504 ~ loa9 foaa 002

* A definigao de varidvel de processo em um modelo corresponde 2 um ouiro efeito que afeta a qualidade ou caracteristica do
produts. Neste trabalho, o efeito do tempo (perfodo de execucdo do experimento) foi incluido no modslo em virude da cristalizagdo
da selugio o que certamente afeta a qualidade da dieta formulada.
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- -—

Varidvel de processo Componentes

Tempo (h) x, X, X, X,
L poas  Toss joos
oo — o4 TO,E"S _____ %07
504 | 0,47 0.47 | 0,06

_5_04_ e S 1015_ —— |045 i, |U1o R

Ressaltamos gue no tempo inicial, o niimero de abelhas mortas era muito D&
queno e que nos tempas subsequentes este nimero foi aumentando, assim per-
cebeu-se que as observacées apresentavam uma heterogeneidade considerével,
sugerindo o0 uso de modelos heterocedasticos na mistura (Secédo 2.2).

Par fim, a variavel resposta foi caracterizada pelo nlimero de individuos vives,
observado na gaiola em cada periodo de observacio (Tabela 2), o que sugere g
uso de um modelo linear generalizado com erros binomiais. Mediante esta si-
tuacdo, a pressuposicao de normalidade dos erros seria violada, entretanto, dadz
Que as estimativas dos parametros foram obtidas na abordagem bootstrap, este
problema foi corrigido.

2.2. MODELAGEM DE MISTURAS COM ESTRUTU RAS HETEROCEDASTICAS
Em concordancia com o objetivo e com base nos resultados experimentais con-
siderou-se 0 modelo linear geral na forma matricial definido em (2)

y=XB+e em que, (2)

Y corresponde a um vetor nx1 de observacdes da varigvel resposta; B um vetor
qx1 de pardmetros desconhecidos: e um vetor dos erros aleatérios. Por fim, X
representou a matriz de delineamento especificada de acordo com o planejamen-
to experimental, tendo como referéncia os componentes descritos na Tabela 2.

De acordo com o modelo (2), sob heterogeneidade das observacgées, o estima-
dor de minimos quadrados generalizados (3), resulta ne modelo linear ajustado
(7). Ampliando a matriz de delineamento X com os termos quadréticos foi pos-
sivel ajustar o modelo quadrético (8).

B=(x2"x)" X0y em que, (3)
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€2 representou a estrutura de heterocedasticidade desconhecida, assim sen-
do, assumiu-se os seguintes estimadores: (4) White (1980); (5) MacKinnon e
White (1985) e (6) Cribari-Neto e Soares (2003).

n é?. a2

Q= diag{ 2 (4)
(1-h)) (1-h,)* |

R Az ~2

O, =diag{ S S l (5)
(I-h) (-hy)]

éczdiag{ & — ¢, . } em que, g, zfﬁ, sendo (6)
(1-h)* " T (1-hy)* P

e, o erro aleatério, h. o elemento diagonal da matriz H=X(XX)!X! para (i=1,...,n)
e p o seu posto.

q+1
E(y)=) bx, (7)
i=1

g+l g+l

-+
E{y)= qur.'xl +> > bixx, sendo, (8)
i=1 i=1 i<

q+1 o nGmero de componentes e mais a covaridvel de processo e b’ corres-
ponde as estimativas do modelo de mistura na forma canénica, isto &, conside-
rando a restricao x, +x,+x,=1. Desta forma, substituindo o intercepto b,x1 por
b,x(x,+x,+x,) e agrupando os termos em X, resultou nos coeficientes b”, man-
tendo as especificacdes mencionadas anteriormente.

Com os modelos ajustados, foi possivel estimar a estatistica do teste de fal-
ta de ajuste (Like of Fit) convencional (Neto, Scarminio e Bruns, 2003), confor-
me expressao (9).

Com os modelos ajustados, foi possivel estimar a estatistica do teste de falta
de ajuste (Like of Fit) convencional (Neto, Scarminio e Bruns, 2003), conforme
expressao (9).

[SQR; —SQRqW
fo=—— 7 emque, (%)
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SQR, e SQR | referirem-se respectivamente, a soma quadratica do modelo de
regressao linear e quadratico. Manteve-se d=3 em funcéo da diferenca dos para-
metros dos modelos (8) e (7) e QMR o quadrado médio residual.

A partir desta estatistica os testes bootstrap (secao 2.3) foram construidos,
no entanto, ressaltamos que ndo foram utilizados valores criticos provenientes da
distribuicdo normal, portanto, a suposicdo de normalidade das observacoes nao
tem interesse para construcdo destes testes, uma vez que, os valores-p foram de-
terminados a partir da distribuicdo empirica gerada em cada método bootstrap
implementado.

2.3. CONSTRUGAOQ DOS TESTES BOOTSTRAP

Aimplementacao dos testes bootstrap destinados a estimar o valor-p da estatis-
tica (9) foi realizada no software R versdo 2.7.0 conforme as seguintes etapas:

1. Selecionou-se uma amostra aleatoria e;,e;,...,e: de ¢ com reposicao.

2. Formou-se uma amostra bootstrap da variavel dependente y. Nesta etapa,

dois critérios foram estabelecidos, o bootstrap simples e ponderado. O boot-

strap simples considerou gue cada unidade amostral foi obtida por

y; = XB+e, para(i=1,..,n). (10)

O bootstrap ponderado (Wu, 1986), assumiu para cada observacao reamostra-
da, aleatoriamente, um valor I: (i=1,...,n) proveniente de uma distribuicdo uni-
forme com média zero e variancia unitaria. Desta forma, cada unidade amostral
que comp0s a amostra bootstrap foi definida por (11)

yi=X,p+t (1—e—ihl.) para (i=1,...,n) onde (11)
X, referiu-se a i-ésima linha da matriz X.

3. Obteve-se as estimativas de minimos quadrados generalizado (3) da amostra
bootstrap, obtida nos dois critérios mencionados na etapa 2.

4. Para cada amostra bootstrap, obteve-se a estatistica do teste da falta de
ajuste conforme a expressao (9), denominada por 7,.

5. Os passos de (1)-(4) foram repetidos 1000 vezes, de forma que, para cada
reamostragem, o valor-p, representado por p, foi obtido como a proporgao do
nimero de vezes em que o valor da estatistica'fb foi superior a estatistica f_(9),
calculado sobre os dados experimentais. Assim, p, foi computado por
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_HA> £
1000

o

y 22 (12)

Com a finalidade de obter um valor-p mais preciso, utilizou-se o bootstrap du-
plo (Davison e Hinkley, 1997), no qual, para cada reamostragem feita no boot-
strap de 1° nivel, foi realizada outra reamostragem, definida esta, como bootstrap
de 2° nivel. Assim sendo, foi possivel computar um valor auxiliar para o valor-p
(13), porém, realizando 500 reamostragens.

o s _HA 25
py =L (13)

Posteriormente, o valor-p corrigido foi estimado por

#Hpy < )
0 - 14
cor 1000 (14

Em todo este processo o ntimero de operagoes realizadas foi de 500.000 rea-
mostragens, para cada método de bootstrap: simples e ponderado. Com isso, no-
ta-se que a precisdo do valor-p requer um esforco computacional expressivo.

RESULTADOS E DISCUSSAQ

Comumente em diversas aplicagdes que abordam o uso de métodos de rea-
mostragem na modelagem de dados, mais especificamente, na estimacao de para-
metros e construcdo de testes de hipéteses, a técnica do bootstrap paramétrico
simples tem sido amplamente utilizada. Porém, se centralizarmos a discussao na
heterocedasticidade das observacdes, esta técnica nao contempla a heterogenei-
dade das mesmas (Cribari-Neto e Soares, 2003).

Além do mais, ao utilizar esta técnica na qual, sob a pressuposicao de que
cada observacao é reamostrada com probabilidade uniforme, para que inferéncia
seja realizada com precisdo, é necessario dispor de um nimero elevado de rea-
mostragens. Nesse caso, o processo computacional torna-se dispendiose, assim
sendo, torna-se conveniente propor métodos que contribuam na reducao deste es-
forco computacional. Uma alternativa, j conhecida para este problema, consis-
te na realizacdo de uma reamostragem por importéncia. No contexto do método
bootstrap, esta técnica foi introduzida por Johns (1988) e Davison (1988), em
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sintese, esta forma de reamostragem das observacoes altera deliberadamente as
probabilidades de reamostragem, atribuindo maior importancia a determinadas
observaces amostrais em relagae as demais. Tal alteracéo provoca um aumento
na precisdo do estimador, proporcionado uma demanda menor no nimero total
de reamostragens a serem realizadas. Uma outra questdo que favorece esta re-
ducdo envolve o uso de métodos robustos. Como por exemplo, o bootstrap pon-
derado, proposto por Wu (1986) utilizado neste trabalho, sendo este, robusto a
presenca de heterocedasticidade.

Em funcao desta discussao, os resultados encontrados na Tabela 1 referiram-
se as probabilidades empiricas do teste da falta de ajuste aplicado na modelagem
de mistura, conforme especificado na metodologia (Segao 2.3).

Pelo fato de que a varidvel resposta apresentou alta heterogeneidade em funcao
da observacao da mortalidade das abelhas no decorrer do tempo e por nédo se
conhecer a estruiura que explica esta heterocedasticidade, julgou-se adequado
comparar o desempenho de trés estimadores da matriz de covariancia dos para-
metros. Com a finalidade de melhor inferir sobre a precisao das probabilidades
obtidas para este teste, os resultados referentes ao bootstrap duplo sao apresen-
tados. Neste aspecto, procede-se com a apresentacao e discussao dos resulta-
dos descritos na Tabela 3.

Tabela 3. Resultados das probabilidades empiricas referente a estatistica do
teste da falta de ajuste de um modelo de mistura com diferentes estimadores
de estruturas heterocedasticas para a matriz de covariancia dos parametros do
modelo, considerando o método de bootstrap simples e ponderado.

Método bootstrap

Estrutura de heterocedasticidade Nivel Simples Ponderado
- 1°(p,) 0,002 0,748
O, >
i 2°(p) | 0,001 0,774
2 1°(p,} 0,006 0,745
Q- b
2°(p_) 0,006 0,736
~ 1°(p,} 0,010 0,712
Q,, :
2°(p,,} 0,014 0,686
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Para ambos os métodos de reamostragem simples e ponderado, avaliado nes-
te trabalho, os valores-p do teste de falta de ajuste, foram computados em dois
niveis de aleatorizacdo (Segao 2.3), sendo que, no primeiro nivel o valor-p co-
rrespondente foi representado por p, a0 passo que, no 2° nivel esta probabili-
dade é indicada pelo p_. Mantendo esta nomenclatura, os resultados encontra-
dos na Tabela 3, evidenciaram para todos os estimadores heterocedasticos que
0 uso do bootstrap paramétrico simples, podera proporcionar resultado engano-
so em relacao a decisao de rejeitar o modelo, que de fato é adequado aos dados
experimentais. Esta afirmagéo é feita, com base baixas probabilidades observa-
das para este método e confirmadas pela precisdo verificada nos resultados do
bootstrap duplo.

Outra caracteristica ressaltada por Cribari-Neto e Soares (2003) é o fato de que,
guando os dados sdo provenientes de um mecanismo gerador heterocedéstico as
estimativas boolstrap nao sao consistentes e nem assintoticamente viesadas.

Em se tratando do bootstrap ponderado, as probabilidades obtidas para cada
estimador resultaram em valores expressivos, permitindo ao pesquisar que decida
individualmente se a evidéncia é suficientemente forte a favor da hipétese nula.
Brighenti (2007) menciona que valores-p elevados fornecem evidéncia de que a
hipétese nula é verdadeira, enquanto um valor-p relativamente pequeno indica que
existe evidéncia dos dados contra esta hipdtese. Reportando esta interpretacao
para os resultados encontrados neste trabalho, podemos constatar que de fato, o
bootstrap ponderado, para todos os estimadores em questao, resultou probabili-
dades a favor da hipétese nula, assim sendo, ha evidéncias estatisticas para afir-
mar que o modelo de mistura quadratico ajustou-se adequadamente aos dados
experimentais, nao requerendo a pesquisa de um modelo de ordem superior.

Um resultado especifico ao desempenho dos estimadores observados neste
estudo, se deu em relagéo & precis@o da probabilidade obtida por meio do boots-
trap duplo. Neste contexto, verifica-se que o estimador proposto por Cribari-Neto
e Soares (2003) resultou em uma melhor precisao, quando comparado com os
demais estimadores. Supostamente uma explicagdo para esta pequena diferenca
de precisdo em relacao aos estimadores de White (1980) e MacKinnon e White
(1985) € o fato de que o estimador de White (1980) podera apresentar um viés
expressivo em amostras de tamanho finito, mesmo incluindo os termos de co-
Irecao, o que originou o estimador de Mackinnon e White (1985). Neste trabal-
ho, ambos os estimadores por meio do bootstrap duplo, revelaram praticamente
a mesma diferenca na precisao,
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CONCLUSOES

Recomenda-se o uso do bootstrap ponderado para verificar a adequacidade
de ajuste de modelos heterocedastico, independente da estrutura de heteroce-
dastia assumida.

Em relagao a precisdo do valor-p do teste de falta de ajuste o estimador da ma-
triz de covariéncia dos pardmetros do modelo proposto por Cribari-Neto e Soares
(2003) foi mais preciso em relacdo aos demais estimadores comparados.
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