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RESUMO

Cirillo, Marcelo Angelo. Propostas de testes multivariados para
comparar matrizes de covaridncias de populacbées normais
dependentes. 2006. 111p. Tese (Doutorado em Estatistica e
Exp*erimentagéo Agropecudria) Universidade Federal de Lavras, Lavras
MG .

Na literatura encontram-se diversos testes para comparar
k-matrizes de covariancias populacionais; contudo, a principal suposi¢cdo
¢ de que as amostras sejam provenientes de populacdes normais
multivariadas independentes. Na auséncia dessa suposi¢do, o nimero de
testes relatados na literatura ¢ bastante reduzido e limitado a situa¢des em
que o numero de populagdes ¢ relativamente pequeno. A motivagdo para
realizacdo desse trabalho ¢ justamente propor testes baseados na razao de
variancias generalizadas para comparar tais matrizes oriundas de
populagdes normais dependentes. As matrizes de covariancias foram
geradas por meio das teorias freqiientista (bootstrap) e bayesiana.
Concluiu-se que os testes, cujas matrizes de covariancias foram geradas
via bootstrap foram mais poderosos do que os testes em que estas
matrizes foram geradas por meio da inferéncia bayesiana.

" Comité Orientador: Daniel Furtado Ferreira (Orientador) Coorientador: Thelma Safadi
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ABSTRACT

Cirillo, Marcelo Angelo. Proposed of multivariate tests for comparing
covariance matrices of dependent normal populations. 2006. 111p.
Thesis (Doctorate in Experimental Statistics and Agricultural
Experiglentation) — Federal University of Lavras, Lavras, Minas Gerais,
Brazil.

A number of tests may be found in the literature to compare k-covariance
matrices, assuming independent multivariate normal populations. For the
cases that this assumption is violated there is a reduced number of such
tests in the literature mainly with a small number of populations. The
motivation of this work is to propose new tests based on generalized
variances ratios for comparing covariance matrices of dependent normal
multivariate populations. The covariance matrices were generated using
frequentist (bootstrap) and bayesian theory. The tests that used bootstrap
for generating the covariance matrices were more powerful than the
bayesian approach for obtaining the covariance matrices.

" Guidance Committe: Daniel Furtado Ferreira — UFLA (Major Professor), Thelma
Safadi.
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1 INTRODUCAO

Dentre as suposi¢des exigidas para a realizagdo de inferéncia
estatistica paramétrica, supostamente, a mais importante ¢ a suposicao de
que as amostras sejam independentes e provenientes de populagdes, cujas
distribuicdes sdo conhecidas. Dentre essas distribui¢des, a distribuig¢ao
normal ¢ preponderante no sentido de que varias distribui¢des amostrais
(Ex. t-student, Qui-quadrado, Cacuchy etc...) sdo originadas. A
importancia da distribuicao normal implica diretamente na construcao de
testes de hipoteses e intervalos de confianga que sdo utilizados para
comparagdo de parametros populacionais como: média, varidncias e
quantis, etc.

Ha situagdes em que a independéncia ¢ verificada nos residuos,
haja visto que as observagdes poderdo apresentar alguma forma de
dependéncia. Um exemplo classico ¢ dado na modelagem de séries
temporais, mais especificamente, os modelos autorregressivos
(Box & Pierce, 1970) utilizados em séries temporais, cujas observacdes
apresentam-se dependentes no tempo, com uma estrutura de correlacao
geralmente conhecida. Todavia, a validagdo do modelo ¢ feita mediante a
verificagdo da independéncia dos residuos, denominado no contexto
como ruido branco.

Embora na maioria das técnicas estatisticas paramétricas exije-se
que as amostras sejam independentes das amostras, ndo se pode excluir
situagdes praticas, das quais a independéncia entre as observacdes ¢

ausente. Uma situagao tipica sdo os ensaios de bioequivaléncia, nos quais;



em sintese, tem-se o objetivo de verificar se uma nova droga apresenta
uma efic4cia similar a outra droga “padrao”. O delineamento consiste em
aplicar ambas as drogas nas mesmas unidades amostrais classificadas em
dois grupos distintos, diferenciando apenas a ordem de recebimento.
Neste caso, o individuo apresenta-se como o proprio controle. Este
delineamento ¢ conhecido como crossover (Wang et al., 1999). Para as
analises provenientes destas respostas que sdo correlacionadas, deve-se
considerar esta estrutura de correlagao.

Uma hipoétese que surge naturalmente diante deste tipo de
experimento refere-se a igualdade das matrizes de covaridncia das
populagdes tratada e controle (Wang et al., 1999). Entretanto, os testes
comumente utilizados como os de Bartlett (O’Brien, 1992) e Levene
(Levene, 1960), nao poderdao ser utilizados, pois em sua construcao
considera-se a independéncia das amostras. Isto posto, tem-se como
principal motiva¢do a pesquisa de um teste multivariado para igualdade
de covariancias em situagdes que consideram a dependéncia das
observagdes multivariadas entre as populagdes.

E evidente que este problema ndo ¢ atual; portanto, alguns
resultados encontram-se na literatura. Entretanto, de um modo geral, os
testes propostos por diversos autores sao definidos sob a teoria da
verossimilhanca. Assim, far-se-4 na seqiiéncia um breve historico. Para
um melhor entendimento, sera assumido o numero de variaveis seja igual
a p e o numero de populagdes igual a k.

Finney (1938) foi o primeiro a estudar esse problema
considerando apenas o caso univariado (p = 1) e duas populacdes (k = 2),

com correlagdo conhecida entre a mesma variadvel das duas populacdes.



Posteriormente, Pitman (1939) e Morgan (1939) propuseram um teste de
razdo de verossimilhangas, porém com a matriz de correlagdo
desconhecida. Desde entdo, muitos autores exploraram estes resultados,
mas, considerando apenas o caso univariado (p = 1) e diferentes nimeros
de populagdes.

Em relacdo ao nimero de populagdes a ser considerado, Roy &
Potthoff (1958) concentraram-se em resolver o problema para o caso
bidimensional, isto ¢, k =2 e o nimero de variaveis p > 2. Todavia, ndo
obtiveram sucesso na construgdo do teste. Jiang et al. (1999) constataram
que o teste proposto por Roy & Potthoff (1958) apresentava deficiéncias
nas pressuposicoes impostas. Smith & Kshisagar (1985) apresentaram um
teste de razdo de verossimilhancas para testar matrizes de covaridncias
provenientes de duas populagdes normais dependentes, no entanto, os
autores nao conseguiram definir uma expressao analitica do estimador de
maxima verossimilhanca sob a hipdtese nula. Em decorréncia desse
problema numérico de maximiza¢do das fung¢des de verossimilhanga, os
autores conduziram a resolucdo deste problema utilizando certos valores
iniciais, que resultassem em uma estimativa da matriz de covariancia
positiva definida.

Em uma situacdo mais ampla, representada pelo nimero de
populagdes k> 2 e pelo nimero de varidveis p =2, Krishnaiah (1975)
propds um teste para comparar duas ou mais matrizes de covaridncia
provenientes de populagdes normais dependentes. Tal teste foi
formalizado sob a suposicdo de que a diagonal das matrizes de

covariancia fossem iguais; porém, a principal critica dada a esse teste ¢



que o mesmo foi construido sem qualquer restri¢do ou suposicao referente
a estrutura de dependéncia entre essas matrizes.

Jiang et al. (1999) avaliaram, por meio de simulagdo Monte
Carlo, alguns testes baseados em razao de verossimilhancas, utilizados na
comparagdo de matrizes de covaridncias de populagdes normais
dependentes. A diferenciacdo entre cada teste se deu por diferentes
corregdes no numero de graus de liberdade, propostas por diferentes
autores, de tal forma, que para cada correcdo originaram-se novas
estatisticas. Por se tratarem de testes provenientes da razdo de
verossimilhancgas, e considerando a hipotese Hy, assintoticamente essas
estatisticas sdo distribuidas segundo uma distribuicdo qui-quadrado. Os
resultados encontrados por esses autores foram restritos apenas ao caso
bidimensional, uma vez que a extensdao desses testes para p-dimensdes
tornou-se invidvel face ao problema numérico de maximizagdo de
verossimilhanga.

Uma segunda motivagdo, ndo menos importante, para se
enfatizar a necessidade de apresentar um teste geral para a igualdade de
matrizes de covariancias na presenca de dados correlacionados no tempo
ou no espaco, refere-se a checagem do atendimento dos pressupostos na
analise de varidncia e nos testes T> de Hotelling. Exige-se que os dados
submetidos a uma andlise de variancia multivariada tenham residuos
normais p-variados, com média nula e matriz de covaridncia constante.
Para checar a suposicdo de covariancias constantes, quando ha k
populagdes ou tratamentos, é necessario que exista a disponibilidade de
um teste mais geral. Como foi relatado anteriormente, estes testes nao

existem ou sdo limitados para a situagdo de dependéncia.



Quando existem dificuldades devidas aos métodos numéricos ou
ao desenvolvimento de testes utilizando a teoria exata ou assintoOtica, €
possivel utilizar métodos de computagdo intensiva. A estes métodos sdo
atribuidas solucdes simples, nas mais variadas situagdes reais (Manly,
1997). Em geral, quando s@o propostos novos testes desta natureza ou
baseados em aproximagdes e distribuicdes assintoticas, deve-se avaliar
seus desempenhos por meio de simulacdo Monte Carlo. Basicamente,
utiliza-se checagem do tamanho real dos testes e da magnitude de seu
poder para varias configuragdes de seus parametros.

A necessidade de novas propostas de testes estatisticos torna-se
mais atrativa se for considerada a incorporacdo de informacgdes
resultantes de experimentos anteriores; portanto, evidencia-se a
necessidade de realizar inferéncia bayesiana associada a andlise
multivariada.

Em virtude do que foi mencionado, este trabalho objetivou
propor testes multivariados para comparar matrizes de covaridncias
provenientes de k populagdes normais multivariadas dependentes, em que
as matrizes de covaridncias foram geradas via os métodos bootstrap e
bayesiano, bem como, estudar suas propriedades relativas as taxas de erro

tipo I e ao poder.



2 REFERENCIAL TEORICO

Em conformidade com a metodologia estatistica utilizada neste
trabalho, dividiu-se o referencial tedrico nos seguintes topicos:
distribuicdes multivariadas e varidncia generalizada (Secao 2.1);
introducdo a inferéncia cléssica e freqiientista (Sec¢do 2.2); fundamentos
da teoria da decisdo (Sec¢do 2.3); introdugdo a inferéncia bayesiana (Sec¢do
2.4) e teoria da decisdo (Secdo 2.4); e teoria bayesiana e freqiientista na
tomada da decisdo (Secao 2.5). Posteriormente, procedeu-se a descrigao

de cada secao.
2.1 Distribuicoes Multivariadas e Varidncia Generalizada.

As distribuigdes apresentadas nessa secdo essencialmente
referem-se a distribuicdo Normal Multivariada, Wishart e suas
propriedades. O conceito de variancia generalizada ¢ adicionado a esta
secdo por se tratar de uma importante medida utilizada nas mais diversas

areas da analise multivariada.
2.1.1 Distribuicio Normal Multivariada.

. L, . , . t
Considerando o vetor de varidveis aleatorias X = (Xl,...,Xp) tal

que cada componente X; (i=1,...,p) € distribuida por uma normal com

média p e varifincia o, tem-se que a distribuicio conjunta destes
componentes ¢ a distribuicdo normal multivariada; entdo, estes

parametros podem ser representados matricialmente. Assim, representa-se



. . . t .
o vetor de médias populacionais por u=(u1,..., ;,tp) e a matriz de

covariancia, por Xy, Em geral utiliza-se a notagdo N, (u,Z) para definir

tal distribuicdo, sendo que a fung¢do de densidade ¢ definida pela

expressao (1).

L b))

o (1)
(2)2 |2

£ (X) =

Com base nesta fun¢ao, Giri (1995) demonstrou um importante
teorema cuja utilizagdo ¢ dada na combinacdo de diversas populacdes
normais multivariadas, representada unicamente por uma matriz de

particao.
t
Teorema 1: Seja X:(XEI);X&)) , em que cada componente
representa um vetor de observacdes multivariada com as seguintes

t t
dimensoes: X(l):(Xl,...,Xq) e X(Z)z(X X ), referindo-se,

q ' CREET) p
respectivamente, a primeira e segunda populagdo. Analogamente, o vetor

de médias populacional p e a matriz de covariincia 2, seguem a seguinte

parti¢ao:

H= (HEI), M) )t )

_ 2 Zp
2= 3)
221 222



Dado que X tem uma distribuicdo normal multivariada com os
parametros definidos nas expressdes (2) e (3) e, fazendo X, =0,
implicara que X, ¢ X(,, sdo normais independentes com os parametros

dados por cada componente das expressoes (2) e (3).
Por conseqiiéncia, a forma quadratica expressa na fungdo de

densidade (1) ¢ resumida por:

(’S'l:l)t ! (x-p)= (’S(l)'k}(l))t Y ()5(1)'H(1))+(§(2)'H(2))t 5 X@) M) (4)

Desta forma, tem-se que f, (X) podera ser escrita como produto

de duas distribui¢des marginais (expressao 5).

1 {%(&1)*&(1))121_11(’5“)*‘3“))}
o X
a1
2m)2 [z, 2

£ () =

)

1 e{;(&z)l:l(z) )t2521(75(2)7}f(2) )}
—-q

a1
(2m) 2 |2y,

De acordo com o Teorema 1 e assumindo X, #0 como

conseqiiéncia deste teorema, Giri (1995) demonstrou as seguintes

propriedades:

a) A marginal de X;) ¢ uma N, (p:t(l),Zn) ;



b) A condicional de X dado X

@ Aaqy =X

@
Np (Hz +22121711 ()5(1) - Ell )) .

Em relagdo as transformacdes lineares e quadraticas de variaveis

aleatérias independentes com distribuicdo normal multivariada,

representada por X ~ N (Q, In), ¢ assumindo uma transformacao linear

Y =BXe Z=AX, tal que B,,, e A, sdo matrizes de constantes, Giri

(1995) provou que:

[¥]NNk+m (Qja BBt BAt , (6)
Z 0/ AB' AA'

implicando na afirmacdo de que Ye Z s3o ndo correlacionados se

somente se AB'=0.

Considerando a matriz de particdo, também se pode construir a
funcdo de verossimilhanga de uma distribuigdo normal multivariada com
os parametros citados pelas expressoes (2) e (3). Para isso, basta fazer o
produtério das densidades dos Xji) com i=1,...,n considerando o modelo
probabilistico dado na expressdo (1). A expressao analitica da funcio de

verossimilhanga ¢

1 e{—;trz—l(s+n(g—g)(§_g)tj} Rl

2

L(w2[X)= (2n) > |2

em que s representou a realizagdo amostral da varidvel aleatéria S

definida como matriz de soma de quadrados e produtos.



A importancia da funcdo de verossimilhanca ¢ facilmente
verificada em diversos estudos, principalmente nos que envolvam
estimacao de parametros; contudo, da-se maior destaque a realizagdo da

inferéncia bayesiana, que sera apresentada na se¢ao 2.4.
2.1.2 Distribuicao Wishart.

O estimador da matriz de covariancia 2, é dado pela matriz S. A
obtencdo desta matriz pode ser feita mediante uma matriz de soma de
quadrados e produtos multiplicada por 1/(n-1), em que n corresponde ao
numero total de observagdes. (Johnson & Wichern, 1998).

A distribui¢do deste estimador, em amostragens da normal
multivariada, foi apresentada por Giri (1995) como distribuicdo de
Wishart com a notagdo dada por W(v,X), em que v=n-1 corresponde aos

graus de liberdade. A funcdo densidade desta distribuicao ¢ dada por:

||(V_§_1) {—%trz_ls}
S €

2?7-["(]1_1) |2|% ﬁr((n _ l)j
1

fw(s|v,2)= ®)

2

i=

A distribuigdo de Wishart (8) tem importantes propriedades, que
facilitam sua aplicagdo na analise multivariada. Uma delas foi

demonstrada por Giri (1995), originando o seguinte teorema.

Teorema 2: Seja a matriz de particdo da matriz de somas de

quadrados e produtos S definida por:
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S S
an - =a2)
] 5 9)

S =
(q+p)x(q+p)
q+p)x(q+p (8(21) 8(22)

em que S(i1) € uma matriz qxq; S22y € uma matriz pxp S(i2) € uma matriz
de dimensao (q<p). Analogamente, tem-se a matriz de particdo X definida

da seguinte forma:

_[Zan Zay (10)
ququ - ’
Zon @)

Com base nesse teorema, t€ém-se as seguintes propriedades:

a) San —Sa2Sz2Saen tem  distribuigdo  de

_1 .
Wq(0-(p-), 211y = Z(12)Z(22)Z 21y )5

b) S(2,) tem distribui¢do Wyq(n, % ,, );

¢) A distribuig¢do condicional de S(lz)S(_zlz) dado S5y =85 ¢
P -1 -1 .
normal multivariada Npq (2(12)2(22) s 2(22) —2(21)2(11)2(12) ®s(22)),
d) Si1) —Sa2 S22 S ¢ independente de (S(12,S0).

Note que a distribuicdo de Wishart nada mais ¢ do que uma
generalizacdo da  distribuicdo qui-quadrado para p dimensdes.

Analogamente, tem-se essa generalizagdo em relacdo a distribuicao

11



inversa qui-quadrado, denominada por Wishart Inversa. A funcdo

densidade ¢ dada pelo seguinte teorema.

Teorema 3: Seja W uma matriz aleatdria distribuida por uma
Wishart representada por W(v,2) entdo a distribuicio de S"'=W™' ¢ dada

pela funcdo densidade.

v (v+p+1)

2_1 2 |S|_ 2 {—%tr(Zflsfl)}
vp pp-) P v—i+l © (11)
(")
1

fy(s|v,2)=

22 4
2

i=

2.1.3 Variancia Generalizada.

Considerando p variaveis observadas em cada unidade amostral,
conforme mencionado na se¢do anterior, sabe-se que toda a variancia
amostral ¢ descrita pela matriz de covariancia C (12). Entretanto, em
muitas situacdes torna-se desejavel expressar toda esta informag¢do em um
unico numero. Sendo assim, Johnson & Wichern (1998) apresentaram o

conceito de variancia generalizada.

€1 Sz ot Cpp
Cip Cpp =+ &

C= : . :p ‘ (12)
[Cp C2p 7 Cpp |
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Dada a matriz C, Johnson & Wichern (1998) definiram a
variancia generalizada pelo seu respectivo determinante ou trago, de
forma equivalentemente, o produto e soma dos seus autovalores
(Ai1=1,...,p). A justificativa para representacdo desta medida ¢ verificada
pela interpretagdo geométrica, mais especificamente explicada pela area
de um trapezoéide (no caso bidimensional, por exemplo) gerada dentro de

um plano, por dois vetores de desvios representados por ¢, =y, —X;1 e

€, =Yy, —X,1. Desta forma, considerando estas duas dimensdes, Johnson

& Wichern (1998) demonstram que o | C | pode ser escrito por:

(zirea)2

(n-1)"

C|= (13)

Expandindo esse resultado para p-dimensdes, a expressao (13) ¢
andloga, porém, a darea ¢ substituida por um volume gerado em um
hiperplano por p-1 vetores €, €,...,6,. Assim, a varidncia generalizada ¢é

definida por

2
|C|= (Volume) . (14)

(n-1y

Fixado um conjunto de dados, nota-se que na expressao (14) a
variancia generalizada é proporcional a raiz quadrada do volume gerado
por p vetores de desvios. Portanto, o volume ou | C | serd pequeno, se as

variancias c;j forem relativamente pequenas, ou grande, se as variancias
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forem grandes. E evidente, que este volume esta associado ao angulo
entre os vetores, de tal forma que, o volume serd pequeno caso o valor do
angulo seja proximo de 0° ou de 180° e grande quando o valor do angulo
for proximo a 90°.

Agora, hé situagdes em que o valor da varidncia generalizada
pode ser nulo; diante disto, supostamente pode-se inferir que ha alguma
degeneracdo no sentido de que, pelo menos uma das linhas da matriz de
desvios (15) é uma combinagdo linear de uma ou mais linhas. Isso deve
ocorrer sempre que o tamanho amostral for inferior ao numero de

variaveis.

X=X Xpp—=Xp o Xp—X,
X1 =X Xp—Xp o Xy —Xp
. (15)
_an —Xp XppTXp ot Xpp _Xp_

Embora neste referencial os fundamentos da variancia
generalizada tenham sido ilustrados considerando apenas a matriz de
covariancia amostral C, convém salientar que esses mesmos conceitos sao
validos para a matriz de covaridncia populacional > e matriz de
covariancia amostral padronizada R (matriz de correlacdo amostral). Para

maiores detalhes, veja Johnson & Wichern (1998).
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2.2 Introduciao a Inferéncia Classica e Freqiientista.

Segundo Paulino et al. (2003), a motivacao para a realizagdo da
inferéncia cléssica ¢ a generalizacdo dos resultados obtidos a partir de
uma amostra de n unidades para uma determinada populagdo.
Exemplificando estas situagdes, tem-se uma populagao X e uma possivel
amostra obtida pode ser representada pelo vetor (x;,Xz,...,Xn). O conjunto
dessas amostras ¢ definido em um espaco amostral .

Uma caracteristica importante da inferéncia estatistica classica
consiste em reconhecer a variabilidade existente de amostra para amostra.
Por existir esta variabilidade, a populagdo X pode ser encarada como uma
varidvel aleatoria. Analogamente, essa variabilidade também ¢ presente

em populacdes multivariadas em que as variaveis aleatorias sao vetores

dados por X = (Xl,Xz,...,X )t, em que cada componente X; também ¢

p
uma variavel aleatéria unidimensional.

Seja no contexto univariado ou multivariado, toda informacdo
populacional ¢ sumariada por uma fungdo de distribuicdo (F).
Usualmente, esta fun¢do ¢ conhecida por meio da existéncia de algum
conhecimento inicial sobre a natureza do fendmeno aleatorio em estudo,
ou sobre o mecanismo gerador de dados, ocasionando, assim, uma familia
de distribui¢des I, da qual F ¢ pertencente (Paulino et.al., 2003).

As distribuigdes de I sdo representadas pelas respectivas
fungdes de densidade (37), em que cada fungdo é identificada pelos
parametros, os quais podem ser uni ou multidimensionais. Considerando

o parametro O com dominio num conjunto ®, denominado espago
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paramétrico, tem-se que o modelo estatistico associado a uma amostra

pode ser escrito por:

~*

R ={n(x]9):ee®},xex. (16)

No caso multivariado, para o qual se tem a varidvel
.. . t , .
multidimensional X = (Xl,Xz’...,Xp) , em que cada X; ¢ independente, o

modelo estatistico, além de ser condicionado ao parametro 0, pode ser
representado por meio das densidades marginais das variaveis Xj, 1 = 1,

2,0, P-

i=1

S:{n(ye):ﬁni(xi|6):6€®},xex. (17)

ApOs a determinagao de um modelo estatistico, um dos objetivos
do modelo ¢ o céalculo de probabilidades. A partir deste ponto, t€ém-se
diferentes interpretagdes. Paulino et al., (2003) exemplificam a
interpretagdo da probabilidade da seguinte forma:

- Interpretacao Classica: Considera os resultados igualmente
possiveis ou provaveis nas aplicacdes. Nesta interpretacdo, define-se a
probabilidade de um acontecimento como o quociente entre o niimero de
casos favoraveis e o numero de casos possiveis. Um exemplo bem
didatico dessa interpretacao ¢ afirmar que a probabilidade de obter cara
ao langar uma moeda nao viciada ¢ 0,5.

- Interpretacio Freqiientista: Baseia-se na regularidade

estatistica das freqii€ncias relativas e sustenta que a probabilidade de um
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dado acontecimento pode ser medida observando a freqiiéncia relativa do
mesmo acontecimento, em uma sucessdo numerosa de experiéncias
idénticas e independentes. Para exemplificar a interpretacao freqiientista,
considera-se uma moeda irregular (viciada) langada 1000 vezes, e
observam-se a face cara 540 vezes. Portanto, a probabilidade estimada de

sair cara € 0,54.

2.3 Fundamentos da Teoria da Decisao.

Nesta se¢do, os principios bésicos da teoria de decisdo serdo
apresentados. Essencialmente, Berger (1985) definiu 6 como uma
quantidade que afeta o processo de decisdo; a esta quantidade denominou-
se estado da natureza no sentido de realizar ou ndo uma tomada de
decisdo. Em conseqiiéncia, assumiu-se ® como um conjunto ndo vazio de
possiveis estados da natureza, ou seja, o espago paramétrico, a partir do
qual decisdes devem ser tomadas.

Uma outra caracteristica importante, mencionada por Berger
(1985) dentro de um processo de tomada de decisdo e um elemento
principal a ser considerado, ¢ a fungdo perda, representada por 1(.), em
que, dada uma particular a¢do a;, a ela se associa o estado 0;. assim
1(0;, a;), serda bem especificada. Generalizando, para todo o dominio tem-
se 1(6, a) para todo (0, a) € O.

Na terminologia da estatistica classica, na formalizagdo das
hipoteses estatisticas considera-se Hy (hipotese nula) como a hipotese de

interesse; caso Hy seja rejeitada, aceita-se como verdadeira a hipdtese
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alternativa H;. Com base nessas hipoteses, Berger (1985) descreveu as
hipoteses nula e alternativa em fung¢do de um parametro 0; assim, em Hy
afirma-se que 6 € ®, ¢ em Hj, 06 € ©;. No caso em que ®y={0o},
classificou-se Hyp como uma hipdtese simples. Caso contrario, diz-se que
Hy ¢ composta; semelhantemente, essa classificacdo ¢ valida para a
hipotese alternativa H;.

Seguindo essa definicdo, Bolfarine & Sandoval (2001)
resumiram o teste de uma hipdtese estatistica a fungdo de decisdo
d:x—{ao, a1}, em que a, corresponde a acdo de considerar a hipdtese Hy
como verdadeira e a; corresponde a acdo de considerar a hipotese H;
como verdadeira. Nesta defini¢do,  denota o espaco amostral associado a
amostra xj,...X,. A funcao de decisdo d divide o espagco amostral y em

dois subconjuntos dados por:

A, ={(x1,...,xn) €y ;d(xl,...,xn)zao} , (18)

A ={(x1,...,xn) e ;d(xl,...,xn):al} , (19)

em que AgUA =y ¢ ApnA=d. Como em A, tém-se os pontos amostrais
x=(X1,...,Xn) que levam a aceitacdo de Hy, nomeou-se Ay por regido de
aceitagdo e, por analogia, A; por regido de rejeicao ou critica de Hy, uma
vez que os pontos pertencentes a essa regido conduzem a regido de
rejeicao.

Considerando um teste de hipdtese Hy versus H;, sendo ambas as
hipdteses simples, Bolfarine & Sandoval (2001) descreveram os possiveis

riscos ao fazer alguma afirmacao sobre aceitacao ou rejei¢ao de Hy Para
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1ss0, associou-se uma fun¢dao denominada como fung¢do perda 1(0,d) as
acoes de aceitar ou rejeitar Hy. Esta funcdo assume apenas os valores 0 e
1, respectivamente, correspondendo as acdes de a decisdo estar correta ou
incorreta. Este tipo de fun¢do perda ¢ definido por Berger (1985) como
funcdo perda “0-1”, sendo apropriada para estudos dos erros de decisdo,
de tal forma que o valor esperado desta funcao ¢ conhecido como funcao

Risco, representadas por R(0y,d) e R(0;,d):

R(6),d)=0p[XeA|0,]+1.p[Xe€A,|6,]=p[XeA|0,]=a (20)

R(Ol,d)=O.p[XeA1|61]+1.p[Xer|91]:p[XeAO|61]:B 1)

Os riscos a e 3 sdo conhecidos como probabilidades dos erros
classificados como do tipo I e II, respectivamente. Mais precisamente, o
erro tipo I ocorre quando se rejeita Hy, sendo Hy verdadeira, enquanto o
erro tipo II ocorre quando se aceita Hy, sendo Hy falsa. A situagdo descrita
nas expressoes dos riscos, pode ser resumida na Tabela 1.

Tabela 1 - Tipos dos erros em testes de hipoteses.

Deciséo H, é verdadeira H, é falsa
Aceitar Hy Decisdo Correta Erro do Tipo 11
Rejeitar Hy Erro do Tipo I Decisao Correta

Em conseqiiéncia da probabilidade do erro tipo II, o poder de um

teste com regido critica A; para testar Hy: 6=0, contra H;: 6=0, é:
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n(91)=p[XeA1|91]=1—B. (22)

2.3.1 Testes da Razao de Verossimilhancas.

Nesta secdo serdo abordados os testes da razdo de
verossimilhangas utilizados para comparar a igualdade entre k-matrizes
de covaridncias. Inicialmente, seguindo a notagdo proposta por Giri
(1995) sera apresentado o caso para populagdes normais multivariadas
independentes. Posteriormente, novas versdes do teste da razdo de
verossimilhangas proveniente de diferentes autores, incluindo a situagdo
de populagdes dependentes, serdo apresentadas.

Seja a  observagdo  multivariada  representada  por

X;=(x

i Xiip )t , com i=1,..n; e j=1,..., k, em que o valor de k ¢ igual

ijl,...,
ao numero de populagdes, n; ¢ nimero de observagdes da j-ésima
populagdo e p ¢ o nimero de varidveis proveniente de uma distribuicdo

normal multivariada N (;:lj,ij), em que ;= (uﬂ,..., ;,tjp) representou o

vetor de médias populacional desconhecido ¢ X, j=1,....k, a j-ésima

i?
matriz de covariancia populacional. Desta forma, a matriz de covariancia

particionada (23) ¢ dada abaixo.

S| e e | 23)
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Considerando que a hipdtese de interesse ¢ definida por

Ho:X11=...=Zk, e de acordo com as especificagdes mencionadas acima, o

k
vetor de médias p i» j=1, ...,k é desconhecido ¢ Zn i= N. O estimador
j=1

da matriz de somas de quadrados e produtos (S;), a soma dos estimadores

S; indicado por S; e o vetor de médias amostrais()_( j) sdo definidos por:

Seja ® o espago paramétrico {pl,...,pk;ZH,...,Zkk}, do qual,
obtém-se um subconjunto denominado por espaco reduzido, definido sob

Hy e representado por = {pl,...,uk,Z} . As fungdes de verossimilhanga

sdo dadas por:

L(®|)~():(2n)_7H‘ZJ‘ 2 xe =1 i=1 i

il

. {—;trz_l[éé(’fij_ﬁ )(xij—u; )t” (26)
L((D|75)=(275)_7 |Z|7><e J=h= .

Os valores maximos das func¢des de verossimilhangas no espaco

paramétrico completo e reduzido sao dados por:

21



2 1
nmXGL(®):(2ny§Iﬁ[éij er{zN}; 27)
=\
Ny
maxmL(co):(zn)‘j % 2 xe{ QN}' -

A rejei¢do da hipodtese nula ¢ dada quando A<c, em que ¢ ¢ uma
constante requerida de acordo com o tamanho do teste, mormente

conhecida como valor critico, € A é denominado como estatistica do teste.

k n;
N TS |2
R T L.
maxg L(©) | ‘;ﬁ( )pnj—
S n.|?2
i

Sob a hipdtese nula, a estatistica do teste da razdo de

verossimilhangas (LRT) pode ser reescrita por

LRT=-2InA=—NInA. (30)

p(p+D(k-1)

e possui distribui¢do assintoticamente qui-quadrado com 5

graus de liberdade.
A estatistica do teste da razao de verossimilhangas descrita na
expressdo (30) pode ser modificada, tal que sua distribui¢do assintdtica

possa ser mais bem aproximada da distribuicdo qui-quadrado. Estas

22



modificacdes propostas por diferentes autores implicam em uma
melhoria, principalmente para o caso de amostras pequenas. Assim sendo,
apresentam-se algumas melhorias na aproximagdo assintdtica da
distribuicao qui-quadrado.

Bartlett (1937) propds a primeira aproximacgdo nos graus de
liberdade dada simplesmente por n=N-1; em conseqiiéncia desta

modificacdo, o teste da razao de verossimilhancas ficou definido por:

LRTl =-nlnA. (31)

Box (1949) mostrou que o fator de corre¢ao denominado m;
conduziu a uma melhor aproximacdo para a distribuicdo qui-quadrado
para pequenas amostras. Essa corre¢do consistiu em calcular a seguinte
expressao:

Q2p*+3p-D(k+1)

m, =1 , €m que,
! 6kn(p+1) a (32)

em que, k ¢ igual ao nimero de populagdes.

Vale ressaltar que na modificacdo proposta pelo autor manteve-
se n=N-1.

Uma observagdo importante ¢ que o valor m; estdentre 0 e 1 e

também considerando a situagdo de independéncia, isto ¢, ;=0 para

i#] = 1,...,k. Com essas consideragdes, definiu-se o seguinte teste da razao

de verossimilhanga:
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(2p* +3p-D(k+1)
LRT, :—mlnlnA:—{n— InA. (33)

ok(p+1)

Krishnaiah (1975) reformulou o teste assumindo uma matriz de

covariancia ndo nula X; para i # j = 1,...k; porém, o problema de testar

Hy transformou-se em teste de independéncia de um vetor de p varidveis
aleatorias para um vetor p(k-1) de variaveis aleatorias. Desta forma, o

fator de corre¢do m, foi introduzido como:

k+1
m2:1—p2n . (34)

Aplicando m; na expressao (30), a estatistica do teste da razdo de

verossimilhancgas apresentou a seguinte forma:

LRT3=—m2nlnA=—{n—pk2+l}lnA. (35)
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2.4 Introducio a Inferéncia Bayesiana.

Seja uma quantidade de interesse 6. A informacdo de que
dispomos sobre 0 ¢ referenciada por uma distribuigdo probabilistica p(0),
a qual pode ser incrementada observando um valor aleatério X=x
relacionado com o parametro 0. A distribuicdo amostral n(x|0) representa
essa relacdo. Conforme os valores de X sdo observados, a quantidade de

informacdo sobre O ¢ atualizada por meio do Teorema de Bayes

(Gelman et al., 2003), definido por:

n(x | )m(6)

(0 |x) = 00 . (36)

Fixado um valor x, a fungdo L(0;x) = 7 (x|0) ¢ denominada por
funcdo de verossimilhanga, que fornece a plausibilidade de cada um dos
possiveis valores de 6, ao passo que 7(0) ¢ denominada por distribui¢do a
priori de 0. Essas duas fontes de variagdo, priori e verossimilhanga, sdo
combinadas, originando a distribui¢do a posteriori de 0, (0 | x). Portanto,
tem-se a forma wusual do teorema de Bayes, dado por
(0[x) oc L(0;x) x m(0). Observa-se que na formula (36), o termo 1/m(x)
ndo depende de O, caracterizando essa razio como uma constante

normalizadora.
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2.4.1 Informaciao a Priori e Probabilidade Subjetiva.

O conceito freqiientista de probabilidade envolve basicamente
uma seqiiéncia de repeticdes para um determinado evento, tratado como
um subconjunto de ®. A idéia da repeticdo justifica a denominagdo
“teoria freqlientista”. Todavia, hé situacdes, como, por exemplo, dados
observacionais, em que ndo ¢ possivel a realizacdo destas repeti¢des, as
quais s3o, a esséncia da probabilidade freqiientista. Neste caso, surge a
teoria da probabilidade subjetiva.

A idéia principal da teoria da probabilidade subjetiva ¢ que a
probabilidade de um dado evento conduz a uma crenca pessoal da
“chance” da ocorréncia do mesmo. Em relacdo ao calculo de
probabilidades, ha uma diferenga muito clara entre as duas abordagens.
Na teoria freqiientista ¢ suficiente uma freqiiéncia relativa do evento de
interesse. J4 no caso da probabilidade subjetiva, esta ¢ obtida
simplesmente por meio de uma inspecdo. Kahneman et al. (1982)
ressaltaram uma deficiéncia nessa teoria quando seu uso ¢ feito por
pessoas leigas, com grande risco da realizagdo de uma dedugdo ndo
consistente.

A relagdo entre a probabilidade subjetiva e a inferéncia
bayesiana ¢ facilmente compreendida quando se consideram um
parametro 0 e a informagao do pesquisador sobre ele, baseada em algum
conhecimento a priori. Esta informagao ¢ representada por uma fungado de
distribuicao m(6), denominada por distribuicdo a priori. A importancia
desta distribui¢do esté relacionada ao fato de se considerar o parametro 6

como fixo ou aleatdrio, pois em situagdes em que 0 ¢ fixo predomina a
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teoria freqiientista. No caso de O ser aleatério, € razoavel inferir de um
ponto de vista subjetivo.

Para que a distribui¢cdo n(0) seja completamente obtida de forma
subjetiva, deve-se considerar o espaco paramétrico ® discreto, sendo que
a probabilidade subjetiva é determinada para cada elemento de ®. Porém,
se o espaco paramétrico for continuo, a constru¢do de m(0) ¢ mais
complexa (Berger, 1985). Entretanto, na “auséncia”, ou no pouco
conhecimento do pesquisador em relagdao ao parametro 0, isto ndo impede
a realizacdo de uma analise bayesiana. Um exemplo tipico ¢ dado por
Berger (1985) por meio de um simples teste de duas hipdteses, em que a
informagao a priori pode ser especificada pela probabilidade 0,5. Nota-se
que, neste exemplo, nenhuma informagao sobre o pardmetro foi inserida;
porém algum conhecimento a priori, intuitivamente, foi considerado. Este
tipo de informagdo ¢ denominado por priori nao informativa.

Agora, suponha-se que o interesse seja estimar a média 0 de uma
distribuicdo normal. O espaco paramétrico ¢ definido por ® = (-00,00).
Pode-se considerar uma priori nao informativa, o que ¢ razoavel assumir,

uma vez que todos os possiveis valores de 6 t€ém o mesmo peso. Porém,
se m(0) = ¢ >0, implicard em 7 ter massa infinita, isto &, jn(e) do=00,

ou seja, a integral ndo constitui uma fun¢do densidade. Todavia, a escolha
da constante ¢ ndo ¢ importante e, assim, pode-se fazer m(0)=1. Desta
forma, 7(0) é denominado como priori uniforme em R', sendo um tipo
particular de uma priori ndo informativa.

Um grupo especial de prioris ndo informativas, cuja aplicagdo ¢é

mais ampla, face a diversos problemas, foi construido por Jeffreys (1961).
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Este grupo de prioris é conhecido na literatura como priori de Jeffreys e

sua expressao geral ¢ dada por:

1
n(0)=[1®)]?, (37)
em que, [(0) ¢ matriz de informacao de Fisher (38), dada por:
o logf(x |0)
1(0)=-E, {—892 : (38)

Se 0 = (0y,..., 6,)" for um vetor, Jeffreys (1961) sugere que
1
n(@):‘l(e)‘z. Considerando a matriz de covariancia Y, Bernardo e

_p+D)
Smith (1994) definiram a priori de Jeffreys como |Z| 2, lembrando

que, no contexto desse trabalho, p’=pk, em que p representou o niimero
de variaveis e k, o nimero de populagdes.

Uma importante classe de distribui¢ao a priori ¢ denominada por
priori hierarquica (Good, 1983). A idéia do uso dessas prioris se da em
determinados problemas para os quais a informagdo do pesquisador possa
apresentar uma forma estrutural e subjetiva. Este tipo de priori ¢
freqiientemente utilizado em modelos com r estagios ou que apresentem
uma hierarquia, tal que o conhecimento estrutural de 6; i.i.d (i=1, 2, ..., p)

conduz a primeira descri¢cao de uma priori em estagios dada por.

T (6):1:1[ T (61), (39)

em que T € a priori inicial.
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O indice subscrito 1 em 7; indica uma priori de primeiro estagio.
A aproximag¢do hierarquica para uma priori de segundo estagio m, seria
dada pela mesma expressao, porém sendo 7y substituido por ;.

Por fim, mencionam-se as prioris conjugadas
(Gelman et al., 2003). A idéia ¢ de que as distribuigdes a priori ¢ a
posteriori (vide Se¢do 2.4.2) pertencam a mesma classe de distribuigdes.
Assim, a atualizacdo do conhecimento que se tem em relacdo ao
pardmetro 0 envolve apenas uma mudanga nos hiperparametros, sendo
estes utilizados como indexadores da familia de distribuigdes e diferentes

do parametro de interesse.

2.4.2 Distribuicao a Posteriori.

A analise bayesiana ¢ conduzida combinando uma informagao a
priori (0) com a informagao amostral m(x|0). A distribuicao resultante
dessa combinagdo ¢ denominada distribuicao a posteriori de 6 dado x. A
notagdo utilizada ¢ m(0[x); assim, a expressdo para a distribuicdo a

posteriori ¢ dada por:
n(0]x)ocm(0)n(x]0). (40)

Note que n(x,0) forma uma distribui¢do conjunta;, portanto, se o

interesse € a obtencdo da distribuicdo de X, entdo a funcdo densidade

marginal m) € obtida por
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n(x,0)

m, = jn(x |6)7(6) 28, tal que my# 0, pois (0] x)= o

(]

x) (41

Em outras palavras, a distribuicdo a posteriori pode ser vista
como uma regra de atualiza¢do de m(0 | x) pelo fato de que a distribuicao
a priori m(0) contém pouca informagdo sobre o parametro. Porém, a
informagdo relativa a situacdo experimental ¢ observada na amostra.
Assim, acredita-se que combinando essas ‘“‘informacdes” havera
inferéncias mais precisas, principalmente se estas informacdes forem
atualizadas a cada realizagdo amostral e/ou experimental. Convém
salientar que nesta regra de atualizacdo estd implicito o principio da
verossimilhanga, pois toda informacao sobre o parametro estd contida na

distribuicdo amostral n(x | 0).

2.4.3 Intervalos de Confianca Bayesiano.

Sejam x;,..,x, uma amostra aleatoria de tamanho n da varidvel
aleatéria X com fun¢do densidade de probabilidade (ou fungdo de
probabilidade) m(x|0). Considerando para 0 a funcdo densidade a priori
7(0), conforme j& mencionado, a fun¢do densidade a posteriori escrita por

meio do teorema de Bayes é:

[Tx(x0)(6)

7(8]X) = —=1 42)

j]‘[n(xiw)n(e)dd

® i=1
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Diz-se que [t;;t2] € um intervalo de confianca bayesiano para 0,

com coeficiente de confiancay =1 - a, se:

t

jn(e|x)de=y. (43)

t

Como na inferéncia classica existem em geral infinitos intervalos
[t;t2] satisfazendo (43), sempre que possivel o comprimento do intervalo
[ti;t2] deve ser minimo. Nos casos em que a fun¢do densidade a posteriori
¢ simétrica, os intervalos simétricos sdo, em geral, os de menor
comprimento.

O intervalo bayesiano de menor comprimento ¢ usualmente
conhecido como o intervalo de densidade posteriori maxima, citado por
Gelman et al. (2003) como “Highest Posterior Density (HPD) Interval”.
A obtengdo destes intervalos geralmente ¢ feita via implementacdo de

métodos computacionais.

244 Uma Breve Abordagem Sobre os Métodos Numéricos

Utilizados na Inferéncia Classica e Bayesiana.

Diversos algoritmos sdo utilizados para analisar a funcdo de
verossimilhanga (freqiientista) ou distribuicdo a posteriori (bayesiana).
Tanner (1996) classificou esses algoritmos como métodos ndo Monte
Carlo (MNMC), métodos iterativos Monte Carlo (MIMC) e nao iterativos
Monte Carlo (MNIMC).
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Os métodos MNMC caracterizam-se por ndo exigirem a entrada
de numeros pseudos-aleatorios. A aplicacdao destes métodos, em geral, se
da na estimacdo de parametros de locag¢ao, como, por exemplo, a moda de
uma fung¢do de verossimilhanca ou de uma distribui¢dao posteriori. Dentre
estes métodos pode-se citar o método de Newton-Raphson, EM
(Esperanga e Maximizacdo) e aproximagdo de Laplace, sendo este ultimo
utilizado para calcular aproximagdes de alta ordem de precisdo para a
funcdo de interesse.

A implementacdo dos métodos MIMC envolve um processo
iterativo; portanto, requer a entrada de nimeros pseudo-aleatorios no
contexto bayesiano. Os exemplos cldssicos sdo Gibs Sampler e
Metrépolis-Hastings apresentados por Gelman et al., (2003). A utilizagdo
destes métodos ¢ feita em funcdo da forma com que a distribuicao a
posteriori € apresentada. Se a distribuigdo a posteriori € escrita em fungado
de distribuigdes condicionais fechadas ¢ conhecida, deve-se utilizar o
método Gibs Sampler. J& diante de distribui¢des condicionais incompletas
ou desconhecidas, utiliza-se o0 método de Metropolis-Hastings.

Vale ressaltar que esses métodos tém o mesmo objetivo de
aproximar a distribui¢@o a posteriori da distribui¢do exata do pardmetro a
ser estimado, representada pela distribuicdo marginal. Além disso, devido
ao processo de iteracdo existente nesses métodos, a precisao de seus
resultados ¢ verificada por meio de varios critérios de convergéncia,
podendo propiciar conclusdes diferenciadas.

Os métodos MNIMC também requerem a entrada de numeros
aleatorios, os quais, nao constituem um processo iterativo. O fato ¢ que

esses numeros representam amostras da funcdo de interesse, seja a
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verossimilhanga ou a posteriori. Os principais métodos representativos
dessa classe sdo o de amostragem por importancia conhecido como
importance sampling (Tanner, 1996) e o método de aceitacdo/rejeicao,
sendo que este ultimo utiliza uma densidade auxiliar para gerar amostras
aleatorias para as densidades de interesse, que possuem dificil tratamento
analitico.

Uma outra técnica computacional comumente utilizada na
inferéncia freqilientista ¢ a técnica bootstrap. Esta técnica foi introduzida
por Efron (1979) com o intuito de estimar a distribui¢ao de um estimador
ou a estatistica de um teste em que a expressao analitica da distribuigdo ¢é
complexa ou desconhecida. Para isso, utiliza-se de um processo de
reamostragem cujos dados amostrais sdo tratados como se fosse uma
populagdo.

Sob certas condi¢cdes de regularidade, o método bootstrap se
aproxima da distribuicdo amostral do estimador ou da estatistica de um
teste. Segundo Shao & Tu (1995) e Horowitz (2001), essa aproximagao
assintdtica apresenta uma precisao pelo menos de primeira ordem. Chou
(2004) afirma que, no caso multivariado, essa aproximagao pode ser ainda
de maior ordem por causa de os testes serem assintoticos, principalmente

os testes baseados em razdo de verossimilhangas.
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2.5 Teoria Bayesiana e Freqiientista na Tomada da Deciso.

Segundo Lindsey (1996), apds a observagao dos dados, a fungao
de verossimilhanca pode assumir uma determinada forma, tal que a priori
pode ter pouco efeito sob o pardmetro pertencente a algum espago
paramétrico. Desta forma, o autor ressalta uma discussdao de que a
distribuicao a priori so6 deveria ser considerada ap6s examinar a fungao de
probabilidade.

Berger & Berliner (1986) ressaltaram que no caso de a
distribuicdo a posteriori concentrar-se especificamente sobre a funcao de
verossimilhanga, poderdo ocorrer estimativas imprecisas, além de as
abordagens freqiientista ou bayesiana serem praticamente analogas em
relacdo a hipotese avaliada sob a amostra.

Blyth (1970), do ponto de vista freqiientista, tendo em vista que
as amostras sdo consideradas aleatorias, questionou 0 mecanismo de um
modelo utilizado em um processo de tomada de decisdo que tem como
base a média de amostras repetidas, dado que o verdadeiro valor do
parametro ¢ fixo e desconhecido. Do ponto de vista bayesiano, essa
repeticdo ¢ feita sempre com a mesma amostra, mas o pardmetro ¢
aleatorio e geralmente desconhecido. Assim, ¢ perceptivel o contraste
entre essas duas teorias. Todavia, varios autores relatam a existéncia de
uma conexao as teorias freqiientista e bayesiana.

Ambas as teorias, freqilientista e bayesiana t€ém como objetivo
comparar modelos. Entretanto, em alguns casos, a fun¢do de
verossimilhanca pode ndo ser unica. Neste caso, a teoria freqiientista

tende a enfocar a estimativa de maxima verossimilhanga proxima a
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valores extremos do espaco paramétrico. J& a teoria bayesiana se baseia
em uma média dos valores que o parametro possa assumir dentro do
espaco paramétrico. Contudo, essa teoria apresenta uma dificuldade em
especificar modelos cujas hipoteses sdo exatas, pois 0s parametros nao
sdo valores pontuais, mas sim uma medida de Lebesgue; esta contradigao
¢ caracteriza na literatura como paradoxo de Lindley (Lindley, 1957).

Samaniego & Reneau (1994) apontaram que a estimacao pontual
baseada na regra de Bayes, com pouca informagao sobre os parametros,
pode apresentar um menor desempenho se comparada com a regra
freqiientista. Este fato foi verificado por Howard (1998) ao comparar duas
proporcdes (Ho: pi<p» versus H;: p;>p2), em que, p; e p2 se referiram as
propor¢des populacionais, referentes a primeira e segunda populagdo.
Neste trabalho, o autor considerou uma priori independente Beta (aj,b;)
para p; e pz, tal que (a;,b;)=(1,0) e (az,bz)=(0,1). Desta forma, os
resultados provenientes da distribuicdo a posteriori permitiram verificar
que a probabilidade a posteriori de p;<p ¢ igual a probabilidade unilateral
do teste exato de Fisher.

Recentemente, Agresti & Min (2005) utilizaram argumentos
comuns a teoria freqiientista, tais como probabilidades de cobertura e
regido de confianca, para avaliar a performance da inferéncia bayesiana
realizada em tabelas de contingéncias. Esses autores se basearam em
relatos feitos por Good (1956) e Althan (1969), os quais afirmaram que a
inferéncia bayesiana em tabelas de contingéncia se relaciona com a
estimagdo pontual ou testes de significancia; portanto, os resultados
bayesianos sdo aproximados aos resultados freqiientistas. Seguindo, essa

motivacdo, Agresti & Min (2005) analisaram a probabilidade de cobertura
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de intervalos de confianca para o risco relativo, diferenca entre duas
proporcdes e razdo de chances de tabelas de contingéncia 2x2 nas
abordagens freqiientista e bayesiana, sendo quem nesta ultima, os autores
utilizaram as prioris dadas pelas distribuicdes Beta, logit-normal e prioris
correlacionadas para os dois parametros da distribui¢do binomial.
Analisando as possiveis configuragdes que essas priori poderiam assumir
através dos valores dos hiperparametros, os autores recomendaram os
intervalos HPD para o risco relativo e para a razdo de chances. Todavia,
em situagdes em que as amostras eram pequenas, verificaram que os
intervalos de credibilidade, usando uma priori informativa apresentaram
uma performance inferior em relacdo aos intervalos de confianca obtidos

na abordagem freqiientista.
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3 MATERIAL E METODOS

A descri¢ao da metodologia utilizada neste trabalho foi feita em

varias etapas e apresentada nas subsegdes seguintes.

3.1 Propostas de Testes Multivariados para Comparar k-Matrizes de

Covariancias de Popula¢oes Normais Dependentes.

Os testes multivariados propostos neste trabalho para comparar k-
matrizes de covaridncias provenientes de populacdes normais
multivariadas dependentes foram construidos com base na observagdo

multivariada, representada pelo vetor de varidveis aleatorias X, em que
cada componente, X,...,X,, indicou vetores de varidveis aleatorias,
sendo estes definidos por X, :(XJ.I,...,XJ.p)t com j=1,..,k em que k

correspondeu ao nimero de populagdes € p ao nimero de varidveis. Em

funcdo da propria formalizagdo dos testes, X foi obtido por meio de uma
distribuicdo normal multivariada, N (;:L, Z), cujos parametros foram

especificados por:

_B] _
" e Xy
2 . . .
Moo = ~: e Zpkxpk =| : S (44)
‘ z"kl 2kk
Rl

Os elementos localizados “fora” da diagonal indicaram as

covariancias ndo nulas entre as populacdes, uma vez que a suposi¢ao de
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independéncia nao foi assumida, ao passo que, cada elemento na diagonal
de X representou a matriz de covariancia da k-ésima populacdo. A
hipotese de interesse foi descrita como: Hp: Zi1=Zp..= Zik versus
H;: pelos menos uma matriz de covaridncia %;; difere das demais.

Os critérios propostos neste trabalho e utilizados como regra de
decisdao foram determinados em funcdo da razdo de varidncias
generalizadas, definidas pela razdo dos determinantes A;( ) e pela razao
dos tracos Ay(). Os estimadores das matrizes de covaridncias populacionais
foram gerados via os métodos bootstrap e bayesiano, considerando as
amostras provenientes da distribuicdo Wishart Invertida, cujas
especificagdes serdo dadas na Seg¢do 3.4, denominaram-se,

respectivamente, tais critérios por por Ajw), Aaw) € Aip): A2 (45 € 46).

My = m?X (—‘ij‘) ou Ay, = m?X(TraGO [ZJJ:I) (45)
mjm(‘zjj‘) mjm(Tra@O [ij])

T :M ou yy = m? x(Tragols, ) (46)
mjln(‘Sij mjln(Trago[SjJ)

em que S; representou a matriz de somas de quadrados e produtos

amostrais da j-ésima populacao (j =1, 2, ..., k).
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3.2 Fatores Utilizados na Avaliacao dos Testes.

Apbs a construgdo dos testes, conforme descri¢des feitas na Se¢do
3.1, em que cada teste diferenciou basicamente na razao de variancias
generalizadas e a gera¢do das matrizes de covariancias feita por meio da
inferéncia freqiiéntista, mais especificamente pelo método bootstrap
(Secdo 3.4). A secdo 3.5, referiu-se a geragdo das matrizes via o método
bayesiano. Posteriormente, avaliou-se o controle do erro tipo I e o poder
em diferentes configuragdes resultantes das seguintes combinagdes:

- Numero de varidveis (p) fixado em 2, 3 e §;

- Numero de populagdes (k) fixado em 2, 8 e 12;

- Tamanho amostral (n) fixado em 20, 50 e 100;

- Valores nominais fixados em 1% e 5%;

- Valor médio paramétrico das correlagdes, denominado por
correlacdo global e definido por p, cujos valores foram aproximadamente
iguais a 0,20 e 0,80, caracterizando uma estrutura de alta e baixa
correlacdo. O célculo desse valor foi realizado pela média dos elementos
nao nulos na matriz de covariancia excluindo-se os blocos diagonais.

- Grau de heterogeneidade entre as matrizes de covariancias
populacionais denominado por 0, cujos valores foram 1, 2, 4, 8 ¢ 16. O
valor 6=1 indica a situag¢ao sob a hipotese nula de igualdade das matrizes
de covariancias, na qual se pode avaliar o erro tipo I. Para os demais
valores de O ocorreram situacdes sob a hipotese alternativa de
heterogeneidade das matrizes de covaridncias, nas quais se permitiu

avaliar o poder dos testes. As interpretacdes desses valores
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corresponderam as situagdes que representaram baixa, média e alta

heterogeneidade das matrizes de covariancias.

3.3 Simulacao das Populagoes.

A geracdo das amostras multivariadas provenientes de k-
populacdes normais dependentes multivariadas foi feita considerando a
estrutura de correlagdo AR (1) para matriz de correlagio Ry (47),
denominada como matriz de correlagdo global. Cada elemento na
diagonal representou uma estrutura de correlagdo referente a k-ésima

populacao, conforme ¢ apresentado a seguir.

i 1 P pp—l i pp-%—l pp+2 pp+3 ppk—l
i p 1 : . . . ) ppk_2
i : i ppk—3
It?li?_________________l_j . phk
Rb = pp"'l . ppk—S
p+2 - . . .
:____'____'____'____'___: (47)
P+3 : 1 p .. pp*l :
Lop 1 P
I ppk—l ppk—Z ppk—3 ppk—4 ppk—S i pp—l 1 i

___________________

A matriz de covariancia global foi obtida por meio da relagdo

(expressao 48)
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" =(D)'R, (D)}, (48)
1

em que, D? ¢ uma matriz diagonal com os desvios padrdo que foram

iguais a 1 para cada variavel.

Definida a matriz de variancias e covariancias (48), adotou-se o

modelo normal multivariado N (0,%") utilizado para a geragio das

amostras via o método Monte Carlo, inicialmente feita sob a hipotese nula
(0=1). Contudo, na situagdo de heterogeneidade dessas matrizes (6>1),
houve uma dificuldade de construir uma matriz de covariancia
populacional que fosse positiva definida e que obedecesse a
heterogeneidade (8) pretendida. Além disso, essas matrizes deveriam ser
avaliadas em situacdes em que os testes fossem submetidos a baixas e
altas covariancias, originadas de estruturas de correlagdes representadas
pelos valores paramétricos p definidos na Secdo 3.2. Em decorréncia
dessa dificuldade utilizou-se um artificio, que consistiu em simular o
parametro referente a matriz de covaridncia global que atendesse tais
especificagdes. Esse procedimento foi feito conforme os seguintes passos:

1°) Simulou-se uma amostra de tamanho g=5000 da

distribuigdo normal multivariada N, (0, ¥"), obtendo-se uma matriz

Y oxpk, representada pelo layout da Tabela 2 e com ° (48). Cada bloco de
p colunas correspondeu a k-ésima populagdo associada a p varidveis,

caracterizando a unidade amostral multivariada disposta nas g linhas.
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Tabela 2 - Layout da matriz Y.k utilizada na determinacdo do parametro
da matriz de covaridncia sob a situa¢do de heterogeneidade (6>1).

Populacdes
1 2 k
1 Vil e Ypil Y121 e Yp21 o YOIk e Ypki
5000 Yiug .- Ypig  Yizg .- Yp2g Yikg - Ypke

2°) Para a 1% populacdo (j=1) as observagdes nao foram
alteradas. As p variaveis da j-ésima populagdo foram multiplicadas por

d;, (j>1) definido por:
d; ={1+(-Dd, (49)

em que, d=(3-1)/(k—1) e o referiu-se ao grau de heterogeneidade entre
as matrizes de covariancias, conforme descri¢do na se¢do 3.2. Assim, a
razdo das varidncias generalizadas paramétricas da primeira populagdo e

da k-ésima foi fixada em 9.

3°) Finalizando este procedimento, adotou-se como parametro

da matriz de covariancia global 2., definida por:

Zg = (YJ N

v

g
=1

)(v,-) =2 [vev], (50

0 | —

sendo Q uma matriz de proje¢ao.
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ApoOs a definicdo dos parametros da matriz de covariancia e
2. utilizados, respectivamente, nas situagdes de homogeneidade (5=1) e
heterogeneidade entre as matrizes de covaridncias (6>1), foram feitas as
simulagdes das observagdes amostrais multivariadas utilizadas na
avaliacdo dos testes propostos; portanto, consideraram-se populagdes

normais multivariadas com vetor de médiasp =0 e as referidas matrizes

de covariancias. A matriz dos dados amostrais (51) foi composta dos N

vetores gerados.

Xt

Xt

~ N
A construcao dessa matriz foi determinada a partir do vetor de
observagdes da distribui¢do conjunta das k populagdes, gerado segundo a

distribui¢do normal multivariada, em que X ,=FZ +n (I=1, 2,..., N), sendo

F o fator de Cholesky (Bock, 1975) da matriz de covariancias
populacionais ¢ Z, um vetor kp x 1 de variaveis normais padronizadas
independentes, geradas uma a uma pela inversdo da funcdo de
distribuicdo da normal univariada padrio em um ponto aleatdrio
U,U~UJ[0,1].

Apds a obten¢do das amostras normais multivariadas, estimou-
se o vetor de médias amostral das kp varidveis, dado por
X=(Xl,)_~(2,---,)_~(k)t, em que Xj =()_( )_(jz,-'-,)_(jp)t Gg=1,2, ..,k).

i
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Na seqiiéncia foram computados os desvios das observacdes e o resultado

foi armazenado em uma matriz de dimensdes (N x kp) representada por

X,=X-1X', em que a matriz X (51) ¢ 1 é um vetor formado de

elementos iguais a 1, de dimensao N x 1.

O uso da matriz dos desvios X, foi necessario, para que ndo
houvesse a influéncia de possiveis médias diferentes entre as k
populagdes nos estimadores das matriz de covariancias obtidos via os
métodos de bootstrap e bayesiano. Assim, para evitar que a matriz de
covariancias das p-variaveis de uma determinada populacao fosse afetada
por esse efeito, optou-se por fazer toda a inferéncia considerando as

observagdes X,. Com base nessas observagdes, estimou-se a matriz de

somas de quadrados e produtos por

S:(Xd )t QX4 (52)

em que a matriz de projecdo é dada por Q=I-(11')/N .

No caso da inferéncia bayesiana a matriz S foi estimada
considerando a distribuigdo a posteriori dada pela distribuigdo Wishart
Inversa (WI) com os hiperparametros definidos por v e W,
correspondendo, respectivamente, aos graus de liberdade e a matriz de

covariancia, conforme serd mostrado na Se¢ao (3.5).
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3.4 Inferéncia Freqiientista Via o Método Bootstrap.

Definida a amostra aleatoria X4, da qual se estimou S (52),
realizaram-se 1000 reamostragens. Em cada reamostragem se obteve uma
nova amostra, denominada por Xg,, da qual se estimou-se a matriz de

. * , .
somas de quadrados e produtos denominada por S,, em que, o indice b

representou a b-ésima (b=1,...,1000) reamostragem . Esta reamostragem

foi feita com reposicao, caracterizando um procedimento de bootstrap. Os

elementos dos blocos diagonais é;(jj) (=1, 2, ..., k) de dimensdes (p x p)

representaram os estimadores das matrizes de somas de quadrados e
produtos populacionais, sendo utilizados para determinar as estatisticas
baseadas na razdo de varidncias generalizadas, denominadas por Ajg) €
A2y (46). Em cada simulagdo foram computados os valores Aip) € Aaw), os
quais foram confrontados com os valores de A; e A, obtidos na amostra
original da simulacdo Monte Carlo. A regido critica para os critérios (46)
representados pela abordagem freqiientista foi construida sobre a
distribuicdo empirica dos valores das estatisticas A € Ayp). Optou-se por
computar os p-valores determinando as propor¢des de valores da
distribuicdo bootstrap que superaram os respectivos valores da estatistica
proveniente da amostra original da simulagao Monte Carlo.

Neste procedimento se encontra a etapa critica do teste que ¢ a
imposi¢do da hipoétese nula de igualdade das matrizes de covariancias
populacionais, evitando-se todas as restrigoes dos métodos numéricos de

maximizacdo da funcdo de verossimilhanga. O processo de bootstrap
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utilizado nesse trabalho, considerando uma amostra oriunda da simulagao
Monte Carlo, ¢ esquematizado na Figura 1. Nota-se que a aleatorizagdo
da unidade amostral multivariada (UA) contemplou a observagdo
multivariada de uma mesma populagdo considerando as p variaveis,
caracterizando, assim, a imposicdo de Hp, sem desconsiderar a
dependéncia entre as variaveis de cada uma das k-populacdes.

A matriz de somas de quadrados e produtos geradas via bootstrap

(S, ) foi obtida em cada reamostragem a partir da matriz Xg, utilizando a

expressao (52) devidamente adaptada para acomodar a matriz Xg no

lugar de Xg. l
1° Sorteio Reamostra (1)
~ (o)
(Populacio) 1° Pop.
AL 2°U.A.
/12l Pop. 2% Pop. k* Pop. N
r A N\ r A N\ f_H )
- - N
XX X2 X2p 0 Xk Xk =
[l > 2
o117 Xo1p 1 X001 Xoppy 0 Kok Kok a g,
Xd = e e e e e m (=]
_anl anp Xn2t ”Xn2p Xkl ”'Xnkp_ /
X017 Xp 7 Xip Xkp
Xap =
Xnkp """ Xnkp Xnkp """ Xnkp

Figura 1 — Processo do bootstrap utilizado para estimar as matrizes de
somas de quadrados e produtos provenientes de
populacdes normais multivariadas dependentes.
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3.5 Inferéncia Bayesiana.

A partir do fato de cada amostra de Monte Carlo ter sido
proveniente de uma populagdo normal multivariada N (;,L,Z) , em que,

¥=3" para (6=1) e 2=%, (6>1), tem-se que a funcdo densidade definida

por:

IR )

(2n)* e

£(X|1.3) = (53)

A fungdo de verossimilhanca, dada uma amostra aleatéria de

tamanho n, foi obtida. Sua especificacao ¢ dada por

{_lTr[z‘lst_l (g—g)(é—g)t }} (54)

L(X | X)=cxe , em que

-X) (55)

e=(2n) F [ e s= R (X-X)

<

No caso do parametro p, foi utilizado como priori a distribui¢ao
ormal multivariada, isto é, Z)=N a,z . Os valores para os
n P pk p

hiperparametros foram assumidos por ayx1=[2, 2, ...,2]'e b=0,9. A
escolha desses valores para os hiperparametros a e b foi feita supondo a
falta de conhecimento sobre a média, de modo que, fixado o valor de b

inferior ao tamanho amostral, este representou um matriz de covariancia
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inflacionada, o que, conseqiientemente, revelou uma fraca influéncia
dessa priori sobre a amostra. Em rela¢do ao pardmetro 2., utilizou-se uma
priori dada pela Wishart Inversa, ou seja, com fungdo
densidadep(X)=WI(v,H), em que o hiperpardmetro H foi dado por
(56). Convém salientar que foi adotada a estrutura eco-correlacionada, de
modo que cada matriz de covariancia populacional representada pelas
diagonais fosse iguais e o efeito dessas covaridncias fosse constante para

todas as populagdes na priori utilizada.

3,6 0,9 --- 09
i 3,6 :
He| 20 (56)

0,9 - - 36

pkxpk

Desta forma, a priori conjunta hierarquica p(u,Z) foi constituida

pelo produto:

(vi1) {_%[(H—a)t271(&“@)'”*“(2711{”}

p(uIZ)xp(Z)=ck[z] > e emque O
(v—p-1)
H > :
k= S ~ ,comp’=pkev=1 (58)
2 2 p(lz‘*l)H vfg i

A distribui¢cdo a posteriori obtida do produto da verossimilhanga e
da priori conjunta ¢ dada por p(H,Z | X) oc L(X |, %) xp(H,Z) e resultou

na seguinte expressao:
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1 nx+ab ! 1 ( n§+abj
—Tr|| p—2= 7 (N+b)| p—=
2 {(H n+b j (N+b) u—

B {‘%Trz_l[S+H+£(X—a)(i—g)‘}}

|Z| 7 e n+b

X

p(w2]X)e = e{ (59)

Com base na distribuicdo a posteriori (59) e devido ao interesse

estar focado na inferéncia estatistica sobre o pardmetro X, obteve-se a
distribuicdo marginal de X integrando Ip(u,2|)§)6u que esta

apresentada na expressdo (60). Desta forma, verificou-se que a
distribuicdo deste parametro foi identificada como sendo uma Wishart
Inversa (v*,W). O processo de integracio para obtengdo desta

distribui¢@o posteriori encontra-se demonstrado no Anexo 1.

: {—%Trz*‘ [W]}

p(E]x) = [pE ] x)dn =[5] e (60)

, em que

W=s+H+
n+b

Foram simuladas 1000 observa¢des desta posteriori pelo método

Monte Carlo, sendo cada realizagdo da varidvel aleatoria definida por
. -1
\4

Y= (Z X JX;J , em que X; ¢ proveniente de uma normal multivariada
=1

Nk (Q,W). A imposi¢ao da hipdtese nula de igualdade das matrizes de
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covariancia foi feita da mesma forma como no procedimento de
bootstrap. Assim, reamostragens foram feitas na matriz X4 obtendo em

cada caso as matrizes Xgp. A partir desta matriz foi estimada a matriz de

£ * o~
somas de quadrados e produtos S,, conforme descricdo apresentada

(x-a)(x-a)

Definido este parametro, obteve-se uma nova realizacdo X da Wishart

nb
n+b

. , . *
anteriormente, e construida a matriz W =S5, + H+

invertida.

Em cada simulagdo foram computados os valores Ajw) € Aaw), que
foram confrontados com os valores de A; € A, obtidos na amostra original
da simulacdo Monte Carlo. Desta forma, a regido critica para as essas
estatisticas A; ¢ A, foi construida sobre a distribuicdo dos valores das
estatisticas Ajw) € Aaw). Optou-se por calcular os p-valores determinado-
se as proporcdes de valores da distribui¢ao a posteriori que superaram os
respectivos valores da estatistica proveniente da amostra original da

simulagdo Monte Carlo.
3.6 Calculo das Probabilidades do Erro Tipo I e Poder.

As probabilidades do erro tipo I (6=1) e poder (6>1), obtidas em
relagdo aos critérios definidos sobre a razdo dos determinantes Ajw) €
M), foram computadas por meio da propor¢do de vezes em que os
valores desses critérios fossem superiores ou iguais ao valor A; obtido na
amostra original de Monte Carlo em relagdo ao numero total de

simulagdes. Para os critérios Ay € Aoy definidos em fungdo da razdo dos
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tragos, aplicou-se o mesmo procedimento, porém seus valores foram
confrontados com o valor da amostra original A,. Assim, obtiveram as
devidas probabilidades de erro tipo I e poder para cada avaliacdo em que
os testes foram submetidos.

Para realizacdo deste trabalho, foi feito um programa escrito e
compilado no Proc IML do programa SAS (Anexo 2). Finalmente, para
titulo de ilustragdo, os critérios propostos nesses trabalhos foram
aplicados em um conjunto de dados reais referentes a avaliacdo do efeito
do exercicio de forga sobre o estresse oxidativo no plasma de mulheres na
terceira idade, coletados em 16 mulheres voluntarias antes e apds a
realizagdo em 4 semanas de exercicios fisicos cedido pela Universidade

Federal de Alfenas.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

4.1 Consideracdes Sobre as Probabilidades de Rejeicado dos Testes
Multivariados Propostos para Comparar k-Matrizes de

Covariancias de Populacdes Normais Dependentes.

Pelo fato de as estatisticas A; e A, em ambas as abordagens,
bootstrap e bayesiana, serem baseadas na razdo de variancias
generalizadas, teoricamente, pela propria constru¢do do teste, espera-se
que sob Hy: X1;=25,...= Xk 0s valores dessas estatisticas sejam iguais a 1.
No entanto, ao estimar um intervalo de confianca na abordagem
freqilientista ou de credibilidade no contexto bayesiano, tem-se que limite
inferior sera sempre superior a 1, de modo que o valor esperado por
ambas as estatisticas ndo seria contemplado pelas estimativas intervalares,
0 que proporcionaria resultados sempre significativos.

Avaliando a hipdtese alternativa H, essa situagdo seria mais
agravante, pois além do problema detectado nas estimativas intervalares,
ter-se-ia o problema de determinar um valor critico (8.) que pudesse
fornecer uma regido de rejeicdo de nivel a. Utilizando o método de
Monte Carlo, seria possivel determinar este valor o que seria dificil pelo
fato de que muitas situacdes descritas na Secdo 3.2 deveriam ser
contempladas. Além disso, em uma situagdo real, torna-se impossivel a
identificacdo, mediante uma amostra, a igualdade ou ndo da

heterogeneidade das matrizes de covariancias populacionais.
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Em face deste problema, as probabilidades dos testes propostos,
resultantes dos critérios estabelecidos, sendo estes, utilizados como regra
de decisdo, permitiram determinar de forma empirica a probabilidade da
ocorréncia do controle do erro tipo I e do poder dos testes em questdo.

Desta forma, procederam-se com os seguintes resultados.

4.2 Probabilidades do Erro Tipo I.

Os resultados descritos nessa secdo corresponderam as
probabilidades empiricas, obtidas via simulagdao Monte Carlo, referentes a
ocorréncia do erro tipo L.

Na constru¢do dos testes propostos, em sintese, utilizou-se a
razdo de variancias generalizadas, ora razdo dos determinantes, ora razao
dos tragos. Os resultados encontrados nas Figuras 2-7 referiram-se as
probabilidades de ocorréncia do erro tipo I considerando os critérios
dados pela razdo dos determinantes. Analogamente, t€ém-se os resultados
descritos na Tabela 3 referente a razdo dos tracos. Com o intuito de
comparar esses critérios, os resultados sao apresentados na Tabela 4, dado
um nivel de significancia fixado em 1%. Todos os critérios foram
avaliados em diferentes combinagdes de tamanho amostral (n), nimero de
populagdes (k), nimero de variaveis (p) e grau de heterogeneidade das
matrizes de covariancia (8). Além disso, para todas essas situagoes,
considerou-se a estrutura autorregressiva de primeira ordem com alta e
baixa correlagdo, respectivamente, sintetizadas pelas correlagdes globais
p=0,80¢e p=0,20.

Para todos os testes em que as matrizes de covaridncias foram

geradas por meio do método bootstrap, constatou-se que esses testes
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foram eficientes no controle do erro tipo I devido ao fato de que os
valores das probabilidades observadas encontravam-se contidos no
intervalo de confianga de 95% para o nivel nominal de significancia
adotado em 5%. Os valores que estiveram abaixo do limite inferior
indicaram que os testes foram conservativos. Para tal conclusdo, estimou-
se o intervalo de 95% de confianca para a taxa nominal de 0,05, cujos
valores foram (0,037; 0,065). Em se tratando dos testes em que as
matrizes de covariancias foram geradas via o método bayesiano,
procedeu-se com o mesmo raciocinio, porém, vale salientar que quando
esses testes foram submetidos a um nimero k=8 populagdes considerando
amostras pequenas, o teste ndo controlou o erro tipo I. A discussdo do
suposto efeito que ocasionou essa ocorréncia ¢ descrita analisando os
resultados doravante encontrados na Figura 3.

Considerando essas ressalvas, a discussdao em relagdo aos testes
propostos, de um modo geral foi feita analisando suas performances,
assumindo que as covaridncias foram determinadas a partir de uma
estrutura de correlacao, cujos valores das correlagdes foram classificados
em alto e baixo, respectivamente, j4 mencionados por meio das
correlacdes globais p = 0,20 e p = 0,80. Essa discussdo também ¢
comentada, sem desprezar o fato de que as matrizes de covariancias
utilizadas nos critérios foram estimadas por métodos diferentes, ou seja,
bootstrap e bayesiano. Nesse sentido, considerando k = 2 populagdes, em
situacdes bivariadas (Figura 2) observou-se que o efeito da correlacdo
global dado pelo valor de p=0,80, os testes em que as matrizes de
covariancias foram geradas via o método bayesiano foram conservativos

para todos os tamanhos amostrais. O mesmo fato ocorreu para os testes
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em que as matrizes de covaridncias foram geradas via bootstrap
considerando n=100. Reduzindo o valor dessa correlagdao para p = 0,20,
essa propriedade conservativa foi confirmada para todos os testes,
independentemente do tamanho amostral e da inferéncia realizada.

Confrontando os resultados mencionados anteriormente com o0s
resultados obtidos dos testes da razdo de verossimilhangas, dados em
fungdo de diferentes corre¢des no grau de liberdade e analisados por Jiang
et al. (1999), constatou-se que os testes apresentados neste trabalho foram
adequados, porém poucos poderosos. Isto pode ser constatado, uma vez
que os resultados obtidos por esses autores, em relacdo aos testes
propostos por Bartlett (1937), Box (1949) e Krishnaiah (1975),
mostraram, de um modo geral, que ndo controlaram o erro tipo 1. Isto se
deu, para todas as amostras definidas em n=10, 15, 20, 25, 50, 75 ¢ 100,
incluindo diversas estruturas de correlacgao.

Ja os testes assintoticos, propostos por Jiang, et. al. (1999),
controlaram o erro tipo I para amostras superiores a 50 (n>50) com
probabilidades proximas do nivel nominal adotado. No caso, dos testes
discutidos neste trabalho, foi observado que, para amostras de tamanhos
inferiores a 50 (n<50), os mesmos foram conservativos, dado um
p = 0,80, independentemente do tipo de inferéncia realizada na estimacao
das matrizes de covaridncias. Importante ressaltar que os resultados
obtidos por esses autores, se limitaram a apenas duas populacdes
bivariadas. Esta limitacdo decorreu do problema de maximizacdo das
fungdes de verossimilhanga. Portanto, para um numero maior de
populagdes e varidveis, ndo se tém resultados na literatura, por meio da

teoria de verossimilhanca, que possam ser comparados com os resultados
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do presente trabalho. Assim, enfatiza-se o carater inédito e a importancia
deste trabalho.

Em consondncia com os resultados encontrados na Figura 2,
verificou-se que o incremento no numero de variaveis de p=2 parap =3
(Figura 3) repercutiu uma igualdade nas probabilidades de ocorréncia do
erro tipo I nos testes em que as matrizes de covariancia foram geradas via
bootstrap. Isto se deu para todos os tamanhos amostrais, quando estes
testes foram submetidos a baixa estrutura de correlagao global (p=0,20) o
que na situacdo anterior (Figura 2) ndo tinha ocorrido, quando se assumiu
n=100. Em se tratando do teste em que as matrizes de covariancias foram
geradas via o método bayesiano, o aumento do niimero de variaveis
praticamente ndo surtiu efeito, pois para todos os tamanhos amostrais,
independentemente do valor da correlagdo global, o teste sofreu apenas
uma leve reducao ao se compararem as correlagdes globais. Note que esta
diferenca ndo influenciou a propriedade conservativa demonstrada por

esse teste, ja revelada na situacdo anterior (p=2).
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Figura 2 - Gréafico das probabilidades do erro tipo I
considerando como critério a razdo dos determinantes para a
configuracdo p=2 e k=2.
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Figura 3 - Gréafico das probabilidades do erro tipo I
considerando como critério a razdo dos determinantes para a
configuragdo p=3 e k=2.

A propriedade conservativa do teste em que as matrizes de

covariancias foram geradas via o método bayesiano, ja ressaltada nos
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resultados anteriores (Figuras 2 e 3), novamente foi confirmada ao
assumir p = 8 variaveis (Figura 4); assim, observou-se que em todos os
tamanhos amostrais avaliados e nas correlagdes globais pré-determinadas,
houve valores nulos para as probabilidades do erro tipo I. Em relacao ao
teste em que as matrizes de covariancias foram geradas via bootstrap,
novamente confirmou-se uma sensibilidade relativa aos valores da
correlacdo global, ja observada nos casos anteriores (k=2). Esta
sensibilidade referiu-se a diferenca das probabilidades do erro tipo I
observadas em relacdo ao tamanho amostral, pois para este teste com
valor de p = 0,80, o teste foi conservativo. Porém, fixando p = 0,20 este
efeito ndo foi detectado para n = 50, no entanto, a probabilidade do

ocorréncia do erro tipo I se aproximou mais ao valor nominal de 5%.

0,07 4

0,06 | V. 74p=0,20
L__Jp=0,80

0,05+

0,04

)

0,03

0,02

Probabilidades do Erro Tipo I

0,014

0,00

T T T T T T T T T ]
Boot.(n=20) Bayes(n=20) Boot.(n=50) Bayes(n=50) Boot.(n=100) Bayes(n=100)

Métodos utilizados para a geragdo das matrizes de covariancias

Figura 4 - Grafico das probabilidades do erro tipo I
considerando como critério a razdo dos determinantes para a
configuracio p=8 e k =2.
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Aumentando o numero de populagdes (k=8), na situagdo
bivariada (p = 2) retratada na Figura 5, constatou-se que para ambos o0s
valores da correlagdo global pré-determinados, de modo geral os teste em
que as matrizes de covariancias foram geradas pelo método bayesiano,
novamente mostrou-se conservativo. No entanto, ao se considerar a
geracdo das matrizes de covariancias via bootstrap, os resultados foram
bem discrepantes em relacdo ao valor da correlagdo global. Essa
discrepancia pode ser evidenciada ao se analisarem os resultados em que
o teste foi submetido a uma baixa correlacdo global (p=0,20), de modo
que as probabilidades referentes ao erro tipo I foram estatisticamente
iguais ao nivel nominal adotado. J& aumentando essa correlagdo para
p=0,80, o teste manteve-se conservativo, vindo apenas corroborar com o0s
resultados anteriores, em que foi considerado um numero de populacdo
pouco expressivo (k=2) - (Figura 2-4).

Desejando verificar o efeito do incremento do numero de
variaveis, inicialmente em uma unidade, ou seja, definindo p=3
(Figura 6), verificou-se que diante de amostras pequenas (n =20), o teste
em que as matrizes de covaridncias foram geradas via o método
bayesiano em ambas as correlagdes globais ndo controlou o erro tipo I,
passando a apresentar probabilidades bem superiores ao nivel nominal
fixado em 5%. Assim, este teste foi considerado liberal nesta situagio. E
conveniente salientar que houve, neste caso, uma alteragdo no valor do
hiperparametro v da priori relacionada com a matriz de covariancia . O
valor de v foi elevado de 1 para 80. A razdo disso ¢ que a distribuicao a

posteriori cuja distribuicdo ¢ a Wishart invertida tem N+v como
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parametro (graus de liberdade) e possui dimensdo kp. Para que amostras
validas sejam geradas, ¢ necessario satisfazer a condicdo N-+v>kp. A
escolha de v = 80 se deveu a necessidade de atender a todos os valores de
k e p doravante considerados.

A escolha do valor do hiperpardmetro v permitiu inferir que o
desempenho do teste que considera a geracdo das matrizes de
covariancias realizadas por meio do método bayesiano em relacdo ao erro
tipo I pode ser influenciado pelo conhecimento do pesquisador. A escolha
de v = 80 resultou, conforme anteriormente discutido, em um teste liberal.
No caso especifico p =3 e k = 8, com n = 20 foram simuladas situagdes
com v = 5 (resultados ndo apresentados) para identificar o efeito deste
hiperparametro. Assim, observou-se que os resultados das probabilidades
da ocorréncia do erro tipo I foram inferiores ou iguais ao valor nominal
de significancia adotado de 5%, portanto, da condi¢do de um teste liberal
quando v=80, o teste passou a ser conservativo ou de mesmo tamanho
(0,05) considerando v = 5.

Confrontando os resultados observados na Figura 5 com os
resultados encontrados na Figura 6, pode-se deduzir que um pequeno
aumento no numero de varidveis apresentou efeito diferenciado em
funcdo das correlagdes globais avaliadas. Para exemplificar podem ser
consideradas as situacdes em que se assumiu p=2 (Figura 5) ou p=3
varidveis (Figura 6) fixado n=20. Nesta situacdo amostral, considerando
p=0,20, notou-se que o teste no qual as matrizes de covariancias foram

geradas via o método bootstrap foi conservativo quando p=3
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(Figura 6), porém, reduzindo o nimero de varidveis em p=2 (Figura 5), o

teste ndo apresentou essa caracteristica.
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Numa situagdo mais extrema, definindo o niimero de populagdes
em k=12 e p =8 (Figura 7), observou-se que, de um modo geral, todos
os testes controlaram o erro tipo I com probabilidades igual ou inferior ao
nivel nominal, fixado em 5%. Alguns resultados permitiram verificar que
a propriedade conservativa do teste no qual as matrizes de covariancias
foram geradas via o método bayesiano foi revelada apenas para amostras
superiores a n = 50. Em amostras menores, este fato foi detectado para o
teste em que as matrizes de covaridncias foram geradas via bootstrap.
Vale ressaltar que esta propriedade se deu em ambas as correlagdes

globais avaliadas, conforme se encontra ilustrado na Figura 7.
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Figura 7 - Grafico das probabilidades do erro tipo I
considerando como critério a razdo dos determinantes para a
configuragao p=8 e k=12.

Os resultados apresentados na Tabela 3 referem-se as

probabilidade da ocorréncia do erro tipo I dos testes mencionados
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seguindo os mesmos métodos utilizados na geracdo das matrizes de
covariancias e configuracdes avaliadas. Entretanto, o que diferiu foi o fato
de que os testes discutidos anteriormente foram fundamentados na razio
dos determinantes, ao passo que os testes discutidos doravante foram
fundamentados na razdo de variancias totais, representada por meio da
razdo do traco das matrizes de covariancias.

Considerando o valor nominal de significancia fixado em 5%,
de um modo geral foram observados os mesmos padrdes de resposta
anteriores para baixa correlacdo, exceto no caso do teste em que as
matrizes de covariancias geradas via o método bayesiano, dada a situagdo
(k=8 e p=3) cujos resultados revelaram um teste liberal quando
submetido a baixas correlagdes (p=0,20) para n <50 e conservativo em
altas correlagcdes (p=0,80). Nesse aspecto, a razdo de variancias
generalizadas, dada por meio dos determinantes, revelou que o teste ndo
controlou o erro tipo I, ao passo que, considerando o trago, o teste passou
a ser conservativo apenas para alta correlacdo global. No entanto, em
situacdes de alta correlagdo, assumindo-se k =2, observou-se um padrao
mais conservativo dos testes baseados na razdo dos tracos do que os
construidos sobre a razdo dos determinantes; portanto, espera-se que haja
um menor poder para os testes em que a razao dos tragos ¢ considerada.

Discussdes mais especificas sdo apresentadas na seqiiéncia.
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Tabela 3 — Probabilidades do erro tipo I para as situacdes de baixa e alta
correlagdo avaliadas nas combinagdes de numero de populagdes (k),
nimero de variaveis (p) considerando o critério definido pela razdo do
trago.

p=20%
k=2 k=8 k=12
Métodos n p=2 p=3 p=8 p=2 p=3 p=8
20 | 0,042 0,044 0,032 | 0,037 0,031 0,035
Boot. 50 | 0,039 0,035 0,032 | 0,046 0,045 | 0,031

100 | 0,040 0,036 0,031 | 0,037 0,026 | 0,043
20 | 0,009 0,003 0,000 | 0,000 0,113 | 0,000

Bayes 50 | 0,005 0,002 0,000 | 0,000 0,133 | 0,000
100 | 0,000 0,007 0,001 | 0,001 0,001 | 0,000
p=80%
20 | 0,000 0,000 0,000 | 0,001 0,006 0,001
Boot. 50 | 0,000 0,000 0,000 | 0,001 0,006 0,001

100 | 0,000 0,000 0,000 | 0,001 0,000 | 0,000
20 | 0,000 0,000 0,000 | 0,000 0,016 | 0,000
Bayes 50 | 0,000 0,000 0,000 | 0,000 0,032 | 0,000
100 | 0,000 0,000 0,000 | 0,000 0,000 | 0,000

Confrontando os resultados encontrados na Tabela 3 com os
resultados ilustrados nas figuras anteriores, dado o valor da correlacdo
global (p=0,20), verificou-se que o teste cujas matrizes de covariancias
foram estimadas via o método de bootstrap apresentou 0 mesmo
comportamento em relacdo ao controle do erro tipo I. Tal afirmagao foi

baseada na proximidade destes resultados (Tabela 3) com aqueles obtidos
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quando o seu critério foi baseado na razdo de determinantes (Figuras 2-7).
Entretanto, aumentando o valor da correlagdo global para p=0,80 e
substituindo, no seu critério, a razdo dos determinantes pela razdo dos
tracos, observou-se que os valores das probabilidades da ocorréncia do
erro tipo I propiciadas por esse teste foram bem discrepantes. Essa
discrepancia foi notoria, também, no teste em que as matrizes de
covariancias foram geradas via inferéncia bayesiana. O caso mais
evidente foi observado quando se considerou uma amostra de tamanho
n =20 submetida a altas e baixas correlagdes, a qual nao controlou o erro
tipo I, passando a apresentar probabilidades bem superiores ao nivel
nominal (Figura 6). Dada essa mesma situagdo, os resultados encontrados
na Tabela 3 continuaram a ndo controlar o erro tipo I, porém incluindo o
tamanho amostral n = 50.

Na Tabela 4 estdo apresentadas as probabilidades da ocorréncia do
erro tipo I nos dois testes (razdo de determinantes e tracos), nos quais, as
matrizes de covariancias foram geradas via os métodos bootstrap e
bayesiano. Tais resultados foram obtidos nas mesmas configuragdes
avaliadas anteriormente. Todavia, particularizou-se apenas o caso k=28
populagdes e p = 12 varidveis por se caracterizar um caso extremo e
supostamente o mais atrativo no sentido de que testes considerando um
numero k>2 sdo inexistentes na literatura. Uma outra questdo ¢ que a
probabilidade de ocorréncia do erro tipo I destes testes foi comparada
considerando o valor nominal de significincia de 1%. Assim, as
probabilidades do erro tipo I que estiveram alocadas dentro do intervalo

de confianga de 95% para este nivel nominal podem ser consideradas ndo
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significativas a este nivel nominal (1%). Para tal conclusdo, o intervalo de
confianga estimado foi 0,0048 ¢ 0,0183.

Preliminarmente, as analises dos resultados encontrados na
Tabela 4 permitiram avaliar que o padrdo de resposta para os resultados
observados no nivel de significdncia nominal de 1% foi semelhante com
os resultados comparados ao nivel nominal fixado em 5%. Assim sendo,
constatou-se que os testes em que as matrizes de covaridncias foram
geradas via o método bootstrap apresentaram resultados conservativos ou
com probabilidades nao diferentes do nivel nominal. O mesmo fato foi
detectado quando as matrizes de covariancias foram geradas via o método
bayesiano, de modo que em nenhuma configuragdo simulada foram
observados resultados liberais. Em virtude desta similaridade nas
probabilidades do erro tipo I, espera-se que o poder seja semelhante e
coerentes com o nivel nominal especificado em 1 ou 5%; portanto, optou-
se por ndo apresentar nenhum outro resultado referente as outras
configuracdes de k e p para o nivel de significancia fixado em 1%, haja
vista que os resultados anteriores foram descritos de forma detalhada

considerando o nivel nominal fixado em 5%.
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Tabela 4 - Probabilidades do erro tipo I considerando a varidncia
generalizada dada pela razdo dos determinantes e pela razdo dos tragos
nos testes em que as matrizes de covariancias foram geradas pelos
métodos bootstrap e bayesiano nas duas correlagdes globais avaliadas
por diferentes tamanhos amostrais com o nivel de significancia fixado em
1%, k=8 e p=12.

Razao dos Determinantes

Métodos n p=0,20 p=0,80
Boot. 20 0,0116 0,0033
50 0,0050 0,0066

100 0,0150 0,0133

Bayes 20 0,0133 0,0100
50 0,0000 0,0050

100 0,0000 0,0033

Razao dos Tracos

N p=0,20 p=0,80
Boot. 20 0,0100 0,0000
50 0,0016 0,0000
100 0,0083 0,0000
Bayes 20 0,0000 0,0000
50 0,0000 0,0000
100 0,0000 0,0000
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4.3 Poder dos Testes Multivariados para Comparar Matrizes de

Covariancias de k Popula¢cées Normais Dependentes.

Conforme foi observado (Figuras 2-7), em geral, considerando
amostras maiores (n=50 e 100), os testes propostos em que as
covariancias foram geradas via o método bootstrap controlaram o erro
tipo I, seja para o nivel nominal fixado em 1 ou 5%. Em relagdo ao fato
de que as covariancias foram geradas pelo método bayesiano, os testes
baseados propostos neste trabalho foram conservativos, incluindo o caso
de amostras pequenas (n=20), evidentemente feitas as ressalvas em
relacdo ao valor do hiperparametro v conhecido.

Diante desses resultados, pode-se inferir que os testes em que as
matrizes de covariancias foram geradas pelo método bayesiano seria
menos poderoso, justamente por ser conservativo; obviamente, os testes
em que as matrizes de covariancias fossem geradas utilizando-se a técnica
bootstrap apresentariam valores de poder maiores. Entretanto, a eficiéncia
no controle do erro tipo I propiciada por esses testes foi afetada pelo
nimero de varidveis (p), pelos valores de correlagdes globais e, em
algumas situacdes, pelo nimero de populagdes (k). Em virtude da
interferéncia desses fatores, foi necessario avaliar de forma mais
detalhada o poder dos referidos testes. Dessa forma, justificou-se a
importancia da obten¢do dos resultados apresentados nas Figuras 8-25 e
nas Tabelas 5-7. Ressalta-se que esses resultados referem-se aos critérios
definidos pela razdo dos determinantes, uma vez que os testes baseados

na razdo dos tragos apresentaram probabilidades semelhantes aos testes
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definidos pela razdo dos determinantes, portanto, espera-se que o poder
entre esses testes seja aproximado. Todavia, no exemplo ilustrativo dado
na Secdo 4.4 os testes utilizando como critério a razdo dos tragos sdo
abordados em breve comparagdo, quando nesses testes ¢ utilizada a razao
dos determinantes.

As probabilidades referentes ao poder (Figuras 8) foram obtidas
mediante a situagdo de baixa correlacdo global (p=0,20); em consonéncia
com os resultados das taxas de erro tipo I (Figura 2) constatou-se que para
o tamanho amostral n =20, o teste em que as matrizes de covariancias
foram geradas via bootstrap foi mais poderoso em relacao ao teste cujas
matrizes foram geradas via o método bayesiano. Este resultado foi
persistente em todos os graus de heterogeneidade em que as matrizes de
covariancias foram submetidas. Esta superioridade do poder observada
nesse teste foi também detectada sob correlagdo global alta (p = 0,80). E
relevante enfatizar que para uma alta heterogeneidade, retratada pelo
valor de 8=16, o teste em que as matrizes de covariancias foram geradas
por meio do método bayesiano apresentou um valor de poder satisfatério
e bastante proximo ao seu competidor (Figura 9). Para menores valores de
heterogeneidade (8<8) houve grandes diferengas nos valores de poder.
Pode-se ilustrar uma situagao dessa tomando-se o valor de 6 = 8 e¢ dada a
correlagdo global em p = 0,8. Neste caso, o poder do teste no qual as
matrizes de covariancias foram geradas via bootstrap foi de
aproximadamente 50%, ao passo que quando essas matrizes sdo geradas

pelo método bayesiano, o teste revelou valores de poder proximos a 10%.
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Métodos
—#— Boot.
--@---Bayes

Meétodos
—=&— Boot.
--®- Bayes.

Grau de heterogeneidade (8) Grau de heterogeneidade (5)

Figura 8 - Poder do teste considerando o Figura 9 - Poder do teste considerando o

nimero de populagdes (k=2) numero de numero de populagdes (k=2) numero de
varidveis (p=2) tamanho amostral variaveis (p=2) tamanho amostral (n=20)
(n=20) e p=0,20. e p=0,80.

Nas mesmas condigdes definidas anteriormente, porém
redefinindo o tamanho da amostra para n=50, os resultados encontrados
nas Figuras 10-11 evidenciaram que os testes baseados na razdo de
determinantes, diferenciando-se apenas no método utilizado para a
geracdo das matrizes de covariancias, apresentaram valores similares de
poder para grandes heterogeneidades (0>8) diante das correlagdes globais
avaliadas. Para pequenas heterogeneidades (0<8), o teste no qual, as
matrizes de covaridncia foram geradas via bootstrap foi notoriamente
superior. Além disso, para uma amostra menor (n = 20) (Figura 8 ¢ 9), o
poder destes testes foi bem mais discrepante. Em amostras menores
(n = 20), os valores de poder inerentes a esses testes se aproximaram
somente para grandes heterogeneidades (6 = 16), e com maior intensidade

para maior correlacdo global (p = 0,80).
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Poder

T T T T
2 4 8 16

Grau de heterogeneidade (5)
Figura 10 — Poder do teste considerando
o nimero de populagdes (k=2) numero
de varidveis (p=2) tamanho amostral
(n=50) e p=0,20.

Métodos
—&— Boot.
--@--Bayes.

Poder

044

024

00 T T T T
2 4 8 16

Grau de heterogeneidade (8)

Figura 11 — Poder do teste
considerando o numero de populagdes
(k=2) ntmero de varidveis (p=2)
tamanho amostral (n=50) e p=0,80.

Aumentando ainda mais o tamanho da amostra para n= 100,

verificou-se que a igualdade dos valores de poder destes testes ocorreu

para menores valores de 6 (Figuras 12 e 13). Tal igualdade ocorreu para

um grau de heterogeneidade dado por 6 =4 para ambos valores das

correlagdes globais p=0,20 ¢ p=0,80. E oportuno salientar que de

forma geral a correlagdo afetou pouco o padrdo de resposta dos referidos

testes, como pode ser observado nesta situagdo (Figuras 12 e 13), como

nas situagdes discutidas anteriormente.
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Métodos 08+ /’ Métodos
/ —=&— Boot. —=&— Boot.

- @ - Bayes. / - ® - Bayes.
06 ’
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Poder
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Grau de heterogeneidade (5) Grau de heterogeneidade (8)

Figura 12 — Poder do teste considerando Figura 13 — Poder do teste considerando

o nimero de popula¢des (k=2) numero o mumero de populagdes (k=2) niimero
de variaveis (p=2) tamanho amostral de variaveis (p=2) tamanho amostral
(n=100) e p=0,20. (n=100) e p=0,80.

Aumentado o numero de varidveis para p =3, mantendo o
nimero de populagdes em k=2 e considerando pequenas amostras
(n=20), pode-se observar (Figuras 14 e 15) que novamente o poder do
teste foi superior quando as matrizes de covaridncias foram geradas via
bootstrap. Convém salientar que a diferenga entre os valores de poder, em
relacdo ao método utilizado para a geracdo dessas matrizes submetidas a
baixa correlagdo global (Figura 15), salvo a situagdo de &=2,
permaneceu constante. No caso de alta correlagdo global (p = 0,80) e de
valores intermedidrios de J, essa diferenca foi mais pronunciada. Outro
fato que merece ser destacado é que as curvas de poder estimadas no teste
em ambos os métodos (bootstrap / bayesiano) se comportam como
esperado pela teoria, ou seja, crescem para a unidade com o afastamento
do valor de & do valor hipotético (& =1). Esse resultado ¢ importante se
forem consideradas situagdes ndo contempladas nesse trabalho, como, por

exemplo, graus de heterogeneidade superiores a 16.
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Métodos
—=a&— Boot.
- @ - Bayes.

Grau de heterogencidade (5)

Figura 14 - Poder do teste
considerando o nimero de populagdes
(k=2) numero de varidveis (p=3)
tamanho amostral (n=20) e p=0,20.

Métodos
—=&— Boot
- @ - Bayes

Grau de heterogencidade (5)

Figura 15 - Poder do teste considerando
o numero de populagdes (k=2) niimero
de varidveis (p=3) tamanho amostral
(n=20) e p=0,80.

Tomando especificagdes similares as apresentadas nas Figuras
14 e 15, porém diferindo no tamanho amostral (n = 50) foram obtidos os
resultados encontrados nas Figuras 16 e 17. Assim constatou-se que o
poder do teste quando as matrizes de covariancias foram geradas via
bootstrap novamente foi superior, se considerarmos a geracdo das

matrizes de

feita pelo método bayesiano, exceto para graus
heterogeneidade maiores (& = 16). Este fato foi facilmente observado para
os dois valores de correlagdo global estudados, quais sejam, p = 0,20

(Figura 16) e p = 0,80 (Figura 17).
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Métodos
—&— Boot.
, - @ - Bayes.

Grau de heterogeneidade (3)

Figura 16 - Poder do teste considerando
o numero de populagdes (k=2) niimero
de variaveis (p=3) tamanho amostral
(n=50) e p=0,20.

Métodos
/ —&— Boot.
/7 - ® - Bayes.

Grau de heterogencidade (5)

Figura 17 - Poder do teste considerando
o numero de populagdes (k=2) nimero
de variaveis (p=3) tamanho amostral
(n=50) e p=0,80.

No caso de amostras maiores, n = 100 (Figuras 18 e 19), notou-
se que a igualdade dos valores de poder propiciada pela consideracao das
matrizes de covariancias geradas via bootstrap ou bayesiano no teste em
questdo foi observada para valores de heterogeneidade iguais a 6 =8. A
vantagem de se considerar, no teste, as matrizes geradas por meio da
técnica bootstrap ¢ evidenciada principalmente nos casos de pequena
heterogeneidade das matrizes de covariancias (8 = 2). Esta é uma situagdo
adversa, pois existe pequena diferenga entre as matrizes de covariancias.
Assim, o teste ¢ evidentemente superior quando estas matrizes sdo
18).

de alta correlagdo

geradas via o método bayesiano (Figura Com grande

heterogeneidade, principalmente em situacdes
(p = 0,80), essa superioridade deixa de existir. No entanto, o teste em que
as matrizes foram geradas via bootstrap nao foi superado em relagdo ao

poder em nenhuma configuragdo estudada.
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Em relagdo a esse tamanho amostral, uma particularidade foi
detectada em relagcdo ao niimero de varidveis. Quando se assumiu p =2
(Figuras 12 e 13), os métodos dos quais as matrizes de covariancia foram
geradas, ndo interferiu na performance do teste, o que foi confirmado pela
similaridade dos valores de poder observados & =4. Nota-se que essa
similaridade se deu para ambas as correlacdes globais avaliadas.
Aumentando o numero de varidveis para p=3 (Figuras 18 e 19),
verificou-se que para este valor de 6 a igualdade ndo se manteve, apesar
de, na situagdo de alta correlacao global (p = 0,80) os valores de poder

terem se aproximados.

Métodos
7 —=— Boot. ’ / Métodos

’ - @ - Bayes. / —=— Boot.
/ - @ - Bayes.

084

0,6

Poder
~
Poder

044 ’ 044

024 024 .

00 T T T T 00 T T T T

Grau de heterogencidade (5) Grau de heterogencidade (5)

Figura 18 - Poder do teste Figura 19 - Poder do teste
considerando o  numero de considerando o nimero de populacdes
populagdes  (k=2), nUmero de (k=2), niimero de variaveis (p=3),
variaveis (p=3), tamanho amostral tamanho amostral (n=100) e p=0,80.

(n=100) e p=0,20.

Considerando o numero de populagdes dado por k=2 e
aumentando o nimero de variaveis para p = 8, verificou-se que para as
amostras menores (n=20), de um modo geral os valores de poder sofreram

reducdo, independentemente do método de geracdo (bootstrap ou
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bayesiano). Portanto, verificou-se que para um grande aumento do
numero de variaveis afeta o seu desempenho, reduzindo as probabilidades
de detec¢do de diferencas em diferentes niveis de heterogeneidade de
covariancias 8. Nota-se que nas diferentes correlacdes globais, p = 0,20
(Figura 20) e p=0,80 (Figura 21), o desempenho destes testes, com
elevado numero de varidveis (p = 8), ndo foi influenciado pelos valores

destas correlagdes.

Métodos
—&— Boot.
- @ - Bayes.

Métodos 104
—#— Boot.
- ® - Bayes.

084

08+

06 064

Poder
Poder

04+ 04+

02+ 02

00 ! T T T 00

Grau de heterogeneidade (8)

Figura 20 — Poder do teste
considerando o nimero de populagdes
(k=2) numero de variaveis (p=8)
tamanho amostral (n=20) e p=0,20.

Grau de heterogeneidade (5)

Figura 21 - Poder do teste
considerando o nimero de populagdes
(k=2) nGmero de wvariaveis (p=8)
tamanho amostral (n=20) e p=0,80.

Os resultados ilustrados nas Figuras 22 e 23 foram determinados em
funcdo do tamanho amostral definido por n = 50. Assim, verificou-se que
novamente o teste em que as matrizes de covariancias foram geradas via
bootstrap apresentou maior poder quando as matrizes que foram geradas
pelo método bayesiano. Essa superioridade foi mais relevante para o valor
0=4. No entanto, notou-se que a medida que o valor de & foi
incrementado, os valores de poder do teste em ambos os métodos

(bootstrap e bayesiano) as matrizes de covaridncia tenderam a se
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aproximar. Este comportamento

refletiu  exatamente o resultado

observado para as situagdes com poucas variaveis.

Métodos
» —#— Boot.
/ - @ - Bayes.

08+

0,6

Poder

04

02 "

00 4 T T T

Grau de heterogencidade (5)

Figura 22 — Poder do teste considerando
o numero de populagdes (k=2), nlimero
de variaveis (p=8), tamanho amostral
(n=50) e p=0,20.

Métodos
—=— Boot.
Vi - @ — Bayes.

Grau de heterogencidade (5)

Figura 23 — Poder do teste
considerando o niimero de populagdes
(k=2), nimero de variaveis (p=8),
tamanho amostral (n=50) e p=0,80.

Os resultados apresentados nas Figuras 24 e 25 sdo relativos ao
tamanho amostral dado por n = 100. Destaca-se o fato de que em ambas
as correlacdes globais consideradas, a igualdade do poder do teste em
relagio ao método (bootstrap ¢ bayesiana) se deu a partir de 5=28. A
medida que os valores do grau de heterogeneidade (8) foram reduzidos,
os valores de poder do teste em ambas as inferéncias foram mais
discrepantes, principalmente para correlacdo global fixada em p = 0,80
(Figura 25).

Analisando o aumento do numero de varidveis em apenas uma
unidade (Figuras 18 e 19) com o caso do aumento mais expressivo de
p =2 para p = 8, verificaram-se padroes de comportamento bem similares

para o poder. O que se constata ¢ que este aumento do nimero de
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variaveis provocou maiores reducdes nos valores correspondentes de
poder nos casos de menor heterogeneidade de variancia (Figura 24 e 25).
Novamente, destacou-se o melhor desempenho do teste quando as

matrizes de covariancias foram geradas via o método de bootstrap.

1,04 104
08 /, Me’todgsom. 084 Métodos
’ - @ - Bayes. // —=— Boot.
064 , 064 ; — @ - Bayes.
o) o)
8 g
o 8
04 / 044
’
/ ’
/ ’
02 / 024 ’
/ ’
/ ’
oo—¥ : : : 00d—o : : :
2 4 8 16 2 4 8 16
Grau de heterogeneidade (5) Grau de heterogeneidade (5)
Figura 24 — Poder do teste considerando Figura 25 - Poder do teste considerando
o numero de populagdes (k=2), nlimero o numero de populagdes (k=2), nimero
de variaveis (p=8), tamanho amostral de variaveis (p=8), tamanho amostral
(n=100) e p=0,20. (n=100) e p=0,80.

Na Tabela 5 estdo apresentados os valores de poder considerando
as mesmas configuragdes discutidas anteriormente, relativas ao tamanho
amostral (n) e ao grau de heterogeneidade entre as matrizes de
covariancias (J), sendo modificado apenas o numero de populagdes para

k = 8 e numero de variaveis fixado em p = 2.
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Tabela 5- Poder do teste multivariado baseado na razdo dos
determinantes para comparar k-matrizes de covariancias de populagdes
normais dependentes em que as matrizes foram geradas pelos métodos
bootstrap e bayesiano com diversos tamanhos amostrais, considerando o
numero de populagdes (k = 8) e o nimero de variaveis (p = 2).

Métodos n 0,20 0,80 020 08 0,20 0,80 020 0,80

Boot. 20 0,081 0,033 0,304 0,164 0,712 0,595 0,951 0,935
50 0,205 0,171 0,842 0,805 0,997 0,997 1,000 1,000
100 0,442 0,438 0,995 0,993 1,000 1,000 1,000 1,000

Bayes 20 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,005 0,000
50 0,001 0,001 0,144 0,076 0,740 0,742 0,995 0,998
100 0,041 0,023 0,791 0,771 0,998 1,000 1,000 1,000

Com base nos resultados encontrados na Tabela 5, analisando o
tamanho amostral, definido por n =20, verificou-se que, de um modo
geral, o teste em que as matrizes de covariancias foram geradas pelo
método bayesiano apresentou valores nulos para o poder. Esse resultado
critico ficou evidente, inclusive para uma alta heterogeneidade,
representada por & =16. No caso em que as matrizes de covaridncias
foram geradas por meio do método bootstrap, os valores mais relevantes
foram dados apenas em situagdes de alta heterogeneidade (6 =8 e 16).

Um outro importante resultado referiu-se a reducdo no poder
verificada nesse teste mediante ao método (bootstrap / bayesiana), sendo

esta supostamente explicada, pelo aumento expressivo do numero de
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populagdes, tanto ¢ que nos casos anteriores o valor de k considerado foi
igual a 2.

Aumentando o tamanho da amostra para n=50, o teste em que as
matrizes de covariancias foram geradas via o método bayesiano,
submetido a baixos valores de 9, apresentou baixo poder. No entanto, a
medida que aumentou o grau de heterogeneidade, verificou-se que a partir
de 0=8 esse teste apresentou poder mais expressivo € pouca variacao
entre as correlagdes globais. Para as amostras maiores, representadas por
n =100, as mesmas caracteristicas em relagdo a performance desse teste
foram observadas, em relagdo as amostras anteriores. No entanto, esse
aumento apenas favoreceu seus valores de poder, considerando as
matrizes de covariancias geradas pelo método bayesiano em ambas as
correlacdes globais, no sentido de igualar seu poder quando essas
matrizes foram geradas via o método bootstrap, dado um menor grau de
heterogeneidade (6=4).

As probabilidades de poder descritas na Tabela 6 permitiram
avaliar o método de geragdo (bootstrap / bayesiana); assim verificou-se,
para as o caso de amostras (n=20), em ambos os métodos, que o teste
baseado na razdo dos determinantes apresentou valores de poder
relativamente baixos para um valor de 6 < 8. Porém, dada a situagdo de
alta heterogeneidade (6=16), os valores de poder foram razoavelmente
altos em ambas as correlagcdes globais. Embora tenha sido notdria a
superioridade do poder do teste quando as matrizes de covariancias foram
geradas via bootstrap com diferenca de dez pontos percentuais em relacao

ao teste no qual essas matrizes foram geradas pelo método bayesiano.
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Tabela 6- Poder do teste multivariado baseado na razdo dos determinantes
para comparar k-matrizes de covariancias de populagdes normais
dependentes, em que as matrizes foram geradas pelos métodos bootstrap
e bayesiano com diversos tamanhos amostrais, considerando o nimero de
populagdes (k = 8) e nlimero de variaveis (p = 3).

6=2 5=4 5=8 5=16

p p p p
Mét. n 020 080 020 0,80 020 080 020 080
Boot. 20 0,085 0,048 0200 0,150 0,448 0390 0,773 0,755
50 0,178 0,008 0,561 0,018 0,956 0,965 0,996 1,000
100 0,271 0,258 0,953 0,951 1,000 1,000 1,000 1,000
Bayes 20 0,043 0,030 0,118 0,083 0310 0273 0,673 0,650
50 0,058 0,053 0313 0,070 0,833 0,835 0,995 0,991
100 0,060 0,056 0,765 0,736 0,996 0,996 1,000 1,000

Em consonancia com os resultados referentes ao erro tipo I
(Figura 6) o teste baseado na razdo dos determinantes, no qual, as
matrizes de covariancias foram geradas via o método bayesiano para o
poder, n3o deve ser considerado para esta situacdo com
n = 20, em virtude de ndo ter ocorrido o controle do erro tipo I. Devido
aos valores das probabilidades terem sido superiores a 20%, o que ¢
inaceitavel numa situacdo real ao se compararem estes valores com o
nivel nominal fixado em 5%.

Aumentando o tamanho da amostra para n = 50, esta deficiéncia
no controle do erro tipo I foi corrigida. Entretanto, como se pdde observar

por meio da Tabela 6, os valores de poder continuaram sendo baixos. Este
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fato foi perceptivel ao se analisarem os valores de 0 =2 e 4, em ambas as
inferéncias realizadas. Porém, aumentando o valor para § = 8, verificou-
se que o teste passou a apresentar valores razoaveis de poder, incluindo a
situagdo extrema 0=16, na qual a geracdo das matrizes de covariancias,
dada pelos métodos bootstrap e bayesiano, proporcionaram valores
satisfatorios em relacdo ao poder do teste. No caso de amostras maiores
(n=100), constatou-se apenas uma melhoria nos valores deste teste,
independentemente dos métodos utilizados na geracdo das matrizes de
covariancias. Contudo, essa melhoria destacou-se a partir do valor 6=4.
Além disso, neste grau de heterogeneidade, o teste em que as matrizes de
covariancias foram geradas via bootstrap foi altamente superior, com
diferenca de aproximadamente de vinte pontos percentuais.

Os resultados especificados na Tabela 7 permitiram apenas
corroborar com os resultados pertinentes as situagcdes em que 0s nimeros
de varidveis (p) e populacdes (k) sdo relativamente altos. Conforme ja
ressaltado estas sdo as situacdes mais atrativas, pelo fato de os testes
existentes na literatura serem baseados em aproximacdes assintéticas e

limitados a um pequeno nimero de populagdes e variaveis.
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Tabela 7- Poder do teste multivariado baseado na razdo de determinantes
para comparar k-matrizes de covariancias de popula¢des normais
dependentes em que as matrizes foram geradas pelos métodos bootstrap
e bayesiano, com diversos tamanhos amostrais considerando o numero de
populagdes (k = 12) e nlimero de variaveis (p = 8).

0=2 o=4 6=8 o=16
Mét. n 0,20 0,80 0,20 0,80 0,20 0,80 0,20 0,80
Boot. 20 0,053 0,043 0,088 0,066 0,111 0,128 0,201 0,180
50 0,076 0,058 0,201 0,241 0,478 0,470 0,748 0,843
100 0,125 0,103 0,523 0,510 0,915 0,928 0,995 0,996
Bayes 20 0,001 0,003 0,005 0,005 0,013 0,008 0,035 0,025
50 0,003 0,003 0,011 0,015 0,075 0,05 0,266 0,300
100 0,001 0,000 0,068 0,063 0,360 0,468 0,836 0,855

Analisando os valores de poder encontrados na Tabela 7 em
conjunto com as probabilidades do erro tipo I (Figura 7), resumidamente
pode-se destacar que, de um modo geral, esse teste apresentou pequenos
valores de poder. Entretanto, particularmente para as situagdes de grandes
amostras (n=100), considerando que as matrizes de covariancias sao
altamente heterogéneas (0=16) e geradas via o método bayesiano, o teste
baseado na razdo dos determinantes apresentou valores de poder
superiores a 80% em ambas as correlagdes globais (p =0,20 ¢ 0,80),
revelando-se, assim, um teste satisfatorio, tendo em vista, que o controle
do erro tipo I para tais correlagdes ocorreu de forma conservativa
(Figura 7). Os testes em que se assumiram as matrizes de covariancias
geradas via bootstrap em todas as situagdes simuladas apresentou

controle do erro tipo I para os niveis nominais de 1% e 5%, sendo as
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probabilidades do erro tipo I iguais ou inferiores aos niveis nominais
adotados, além disso, os valores de poder de um modo geral foram
superiores quando as matrizes de covariancias utilizadas na constru¢ao do
teste foram geradas via o método bayesiano. Assim recomenda-se a sua
aplicagdo, dado que as matrizes de covaridncias foram geradass via
bootstrap em situagdes reais para comparar matrizes de covariancias
multinormais na presenca de correlacdo. Pode-se antever, nesse caso, que
esse teste teria 0 mesmo desempenho em situagdes ndo normais, uma vez
que nenhuma pressuposicao a respeito da distribuicao dos dados ¢ exigida
quando essas matrizes sdo geradas via bootstrap. No entanto, serdo
restringidas a discussdo e as conclusdes para o caso normal, uma vez que
as simulagdes foram realizadas apenas para esta distribui¢do, incluindo o
fato de as matrizes de covariancias terem sido geradas via o método
bayesiano, para a qual se considerou apenas a distribuicdo normal

multivariada na sua construgao.
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4.4 Aplicacdo dos Testes Baseados na Razdo dos Determinantes e
Tracos Considerando as Matrizes de Covariancias Geradas via

os Métodos Bootstrap e Bayesiano.

O conjunto de dados apresentados na Tabela 8, gentilmente
cedido pela UNIFAL - Universidade Federal de Alfenas refere-se ao
efeito do exercicio de forga sobre o estresse oxidativo no plasma de
mulheres na terceira idade. Este estudo foi realizado no periodo de 01/09
a 31/10/2004, no laboratério de Bioquimica Clinica do Departamento de
Andlises Clinicas e Toxicologicas da UNIFAL.

Convém salientar que a realizacdo dos testes estatisticos,
conforme mencionado nesse trabalho, pressupdem a existéncia da
dependéncia entre as populacdes. Estes dados supostamente possuem esta
caracteristica, pois se trata de uma aplicacdo para a qual as observacdes
multivariadas (p = 3) sdo dadas de forma pareada e o individuo atua como
seu proprio controle. As amostras foram avaliadas antes e apds a
realizagdo de um exercicio fisico, em quatro semanas, definindo-se,
portanto, amostras de duas populagdes (k=2). Preliminarmente, foi
realizado o teste de normalidade multivariada de Royston (1983) das
kp = 6 varidveis. O valor da estatistica do teste foi W = 0,925, com p-
valor associado de 0,6615, sendo a hipotese de normalidade multivariada

ndo rejeitada em um nivel de significancia de 5%.
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Tabela 8 — Dados referentes a avaliacao do efeito do exercicio de
forca sobre o estresse oxidativo no plasma de mulheres na
terceira idade, coletados em 16 mulheres voluntérias antes e apos
a realizagdo de exercicios durante 4 semanas.

Antes Apés (Exercicios em 4 semanas)
Proteinas Albumina Perlc/)x. d Proteinas  Albumin Perl(;x. d
T(gd)  (e/dl) (g‘r‘;‘t’eirgla)e T(gd) a(gdl) (grrré(t)eﬁgla)e
6,00 3,70 53,00 6,60 3,80 72,30
6,00 3,50 79,00 6,50 3,70 77,00
6,90 3,00 62,00 6,90 3,30 56,90
5,90 4,50 74,70 6,60 3,70 67,40
7,00 5,00 85,00 7,00 4,30 59,10
6,30 4,80 62,90 6,50 3,90 72,00
6,50 3,70 65,10 6,70 3,60 55,00
5,90 4,00 80,30 6,00 3,40 68,10
6,80 3,60 56,00 7,00 3,60 58,30
6,80 4,10 47,00 7,00 4,00 72,40
7,10 4,10 73,00 7,50 4,20 59,20
6,80 4,50 23,00 7,00 4,10 62,10
6,80 4,00 52,40 6,60 3,50 66,80
6,50 3,60 87,00 6,40 3,90 88,70
6,60 3,70 63,00 7,30 3,60 48,30
6,60 4,10 64,22 6,20 3,70 65,57

Antes da realizagdo dos testes de homogeneidade das
covariancias, fixou-se o nivel de significancia em 5%. As hipdteses foram

definidas por:

antes ~ ““depois ( 6 O)
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Seguindo uma analise exploratéria dos dados amostrais, estimou-

se a matriz de correlacdo para cada populagdo.

1 1
R, =| 0,046 1 SR, =] 0,420 1
-0,271 —0,032 1 ~0,581 0,148 1

Considerando X a matriz dos dados, tem-se o vetor de médias X

[6,53125]]
3,99375
64,2262 61)
6,7375
3,76875

| 65,5731 |

U<
I

Para cada observagdo, os desvios em relagdo a média de cada

varidvel foram estimados, originando-se, assim, a matriz dos desvios X,

dada por:
6,0-6,53125 3,7-3,99375 .-+ 72,3-65,5731
6,0-6,53125 3,5-3,99375 .-- 77,0-65,5731
4= : : : : (62)
6,6—-6,53125 4,1-3,99375 --- 65,57-65,5731
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Com base na matriz X, calculou-se entdo a matriz de somas de

quadrados e produtos, determinada por S. Os valores obtidos foram:

[ 2,394 0,143 26,351
0,143 4,009 4,015
S -26,351 -4,015 3952,389
1,611 0,053 27,445
0,605 1,436 2,348
| 26,039 0,844 582,980

1,611
0,053
—24,445
2,317
0,698
-33,568

0,605
1,436
2,348
0,698
1,194
6,149

~26,039 |
0,844

582,980

-33,568
6,149

1442,669 |

(63)

As matrizes indicadas pelos blocos diagonais de S (3 x 3)
representam os estimadores das matrizes de somas de quadrados e

produtos de cada populagdo, cujas estimativas foram:

2,394 0,143 26,351

S,=| 0,143 4,009 -4,015 |; (64)
-26,351 —4,015 3952,389%4
2,317 0,698 —33,568

Sp,=| 0,698 1,194 6,149 (65)
33,568 6,149 1442,669

Dividindo por n, tém-se os estimadores das matrizes de

covariancias (66) e (67)
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0,149 0,008 -1,646
2, =| 0,008 0,250 -0,250 |; (66)
-1,646 0,250 247,024

0,144 0,043 -2,098
2, =] 0,043 0,074 0,384 |. (67)
-2,098 0,384 90,166

Calculando os critérios (A1) e (A,) definidos, respectivamente,
pela razdo dos determinantes e pela razdo dos tragos, os valores obtidos

foram:

- S, 35069,412 3%
YIS, 1566,8342 7

o _Traco(%,) 247,424 (68)

, = =2,737.
Traco(Z,) 90,386

Preliminarmente verificou-se, por meio do resultado obtido para
os critérios A; € Ay, que as matrizes de covariancias populacionais
possivelmente sejam heterogéneas, pois se os valores destes critérios
estivessem proximos de 1 ter-se-ia um forte indicativo de que essas
matrizes seriam homogéneas.

Com o objetivo foi de ilustrar o teste baseado nesses critérios
em que as matrizes de covaridncias foram geradas pelos métodos

bootstrap e bayesiano, procedeu-se a realizagdo dos testes e da
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confirmagdo desta evidéncia por meio da obtencdo dos valores da

probabilidade p.

4.4.1 Determinacio dos p-valores dos Testes Baseados na Razio dos
Determinantes e Tracos Considerando a Geraciao das Matrizes

de Covariancias foi dada pelos Métodos Bootstrap e Bayesiano.

O algoritmo utilizado para impor a hipotese Hy foi aplicado a

matriz X, . Para cada reamostragem, calculou-se novamente a matriz de
somas de quadrados e produtos S,, com b=1,..,B=1000.

Conseqiientemente, foram obtidos 1000 valores para os critérios baseados
na razdo dos determinantes Aip) € Ayp) (expressdo 46) e na razdo dos
tragos Aiw) € Aow) (expressdo 47). Vale ressaltar que nesses critérios
considerando a estimagdo das matrizes de covariancias o procedimento
foi andlogo, uma vez que a matriz de somas de quadrados e produtos S foi
utilizada como parte integrante na imposicdo da hipdtese nula e da
determinagdo do pardmetro relacionado a posteriori. Portanto,
determinou-se a distribui¢do posteriori da quantidade Aiw) € Ayw). Para
todos os testes, a determinacdo do p-valor para a tomada de decisdo em
relagdo a rejeigdo ou nao da hipdtese Hy foi realizada
computacionalmente. Para isso, inicialmente definiu-se uma varidvel
indicadora Z por:

1 se 4, >4 1 se4,;, >4,
Z~ = (& Z =
' {0 c.C. ' 0 c.c. (69)

parai=1,2, .., B.
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Assim, obtiveram-se a probabilidade dada por:

! (70)

As probabilidades resultantes deste procedimento considerando
em cada critério, as matrizes de covariancias foram geradas por meio dos

métodos bootstrap e bayesiano sdo encontradas na tabela abaixo.

Tabela 9 - Probabilidades p dos testes baseados na razao de determinantes
e tracos em que as matrizes de covariancias foram geradas pelos os
métodos bootstrap e bayesiano.

Critérios
Métodos Razdo dos Determinantes ~ Razdo dos Tragos
Bootstrap 0,014 0,152
Bayesiano 0,000 0,000

Conforme os resultados encontrados na Tabela 2, observou-se
que o teste de razdo de varidncias generalizada dada pela razdo dos
determinantes foi altamente significativo (p<0,05), no entanto, o teste da
razdo dos tragos cuja probabilidade foi 0,152. Esse resultado se deveu ao
fato de o teste baseado em trago ser considerado conservativo. Na
situagdo em que as matrizes de covariancias foram geradas via inferéncia

bayesiana os dois testes foram concordantes.
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Concluiu-se que ha evidéncias estatisticas (p<0,05) de que a
covariancia do efeito do exercicio de forga sobre o estresse oxidativo no
plasma de mulheres na terceira idade obtidos ap6s quatro semanas de
exercicios seja diferente da covariancia da populacdo inicialmente

avaliada, ou sejam antes do prazo de quatro semanas.
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5 CONCLUSOES

O teste baseado na razdo dos determinantes, considerando as
matrizes de covariancias geradas via bootstrap, foi mais poderoso em
relacdo aos demais testes propostos.

Os testes cujas matrizes de covariancias foram geradas via o
método bayesiano foram mais conservativos no controle do erro tipo I.

Em alta heterogeneidade (0) das matrizes de covariancias,
independentemente do valor da correlagdo global, os testes tenderam a se
igualar em poder.

As matrizes de covariancias independentes do método
(bootstrap | bayesiano) no qual foram obtidas considerando uma alta
correlacdo (p=0,80) apresentaram poder inferior, quando as mesmas
foram submetidas a baixa correlagdo global.

Considerando o controle do erro tipo I ¢ o poder em todas as
situagdes estudadas, recomenda-se o uso regular do teste baseado na
razdo de determinantes em que as matrizes foram geradas via bootstrap.

Para amostras menores (n=20) os testes apresentaram baixo
poder em todas as correlagdes globais.

A aplicacdo dos testes em que as matrizes de covariancias foram
geradas via inferéncia bayesiana ¢ possivel desde que, o pesquisador

tenha um conhecimento a priori bem especificado.
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ANEXO 1 Obtencao da distribuicao a posteriori.

Seja X* = (X ,...,Xap) ; o=1,...,n uma amostra aleatoria de tamanho n

de uma distribui¢do N, ( u,Z) . Considere as seguintes prioris:

o) rofe-esre 0T

, em que,

p(Z)~W ' (v,H)=p(2)= k‘Z*IF e{_zTr(2 IH)} em que,

p*=pk;v=n—1 e

e Priori Conjunta
[l = ] e ; fmeof

(m) {—%{(;}-@)tZ_I(B-g)b}Tr(Z_lH)}

p(H]Z) occ|2|

oc Ck|2|

e Funcao de Verossimilhanca

{ lTr[Z s+nz (X P(X-p) }}

L(X|u,2) d><|2| e , em que,

-2(3-%)(x-%): %= g%aed:(zn)-“‘z’]zr;‘
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e Distribuicao a Posteriori

L(EL,Z|)~()ocL()~(|p~L,Z)><p(H|Z)><p(Z)

(n+v+l) {—iTr(2715+271H+271[nXXI—nXpt—nuXt+n].1;,lt+putb—ugtb+gutb+e~@tb})}
oc|2| 2 2¢l 2

(n+v+) {—1Tr(2*‘s+2*‘H+2*1[nXXt—(nX+@b)ut—u(n8t+gtb)+u(n+b)ut+aa‘b})}
2 ~ ~ ~ ~
<z 2 e

L nX+ab nX+ab) nb o 3
(vl 6{2Trz I[HH{E'??j(Mb)[E- h }Mb(gg)(gg)tj} logo

=

! nX+ab | -1 nX+ab B b e e
—Tr | y-—=—== 7" (n+b)| p——=-= 1 nb o B
L(],l Z|X)=|2|7% e{ 2 [(E n+b j (n+ )[El n+b H}XG{TrZ {s+H+n+b()~( a)(X-a)
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e Distribuicio Marginal de X.

nb
n+b

Definindo W =s+H +

(X - g)(X - g)t tem-se uma

distribui¢io Wishart-Inversa (n+v,W™).
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ANEXO 2 Programa para simular o parimetro referente as matrizes

de covariancia e variancias particionadas.

[k kkkkkkkkkkkkkkhkkkkhkkkhkkhhkkkkkkkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkk /
/* ** Simular Matrizes de Cov. e Var. particionadas Cl* */

/* khkkhkkkhkkkhkhkkhkhkkhkhkkhkhkhkkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkkhkhkkhkhkkhkhkkhkhkkkhkkkxkk */

proc iml;

/* ***xkx**x Alterar parametros do programa **xkkkkxkk %/

p=8; /* ***%* Num. de Variaveis *****x %/
k=12; /* **kkkkkk* Num. de Pop. ****kx* */
pho=0.9; /* *x***x Grau de Correlagao ***x */
delta=2; /* *%%%* Razao entre os Det **** %/
n=100;

J* kkkkkkkkk Fim da Alteracao **kxkkkkkkkkkkkkkkkkkkk */

pk=p*k;
sigarl=i (pk); [* Kkkkkk AR (1) *kkkkkkkkkk %/
eco=1 (pk) ; /* ***x**x* Matriz Eco ***** */

do i=1 to pk;
do j=1 to pk;

[* *kkkkkkkkkkkxx Estrutura AR(1) **xkkkkkkkkkkkkkkx x/

if i=j then sigarl[i,jl=1 ;
else sigarl[i,j]l=pho** (abs (i-3j));

/* % % Kk k Kk kkkkk Estrutura ECO kkhkhkkkhkhkkhkhkkhkhkkhkkkhkkkkk */
/*
if i=j then ecoli,jl=1 ;
else ecol[i, j]l=pho;
*
/
end;
end;

/* **%kkkxk* Geragao da Normal Multivariada *****x** *x/
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if (delta>1l) then
do;

mi=j (nrow(sigarl),1,0); /* * Vetor de medias * */
gn=5000;

paux=nrow (sigarl) ;
ml=repeat (mi ,gn,1);

g=root (sigarl);
z=normal (repeat (0, gn,paux));
y=z*g+ml;

d=(delta-1)/(k-1);
bl=y[l:gn,1l:p];

conti=p+1;
contf=conti+p-1;

do u=2 to k;

mc=y[l:gn,conti:contf];

*print mc;
dest=sqrt ((1+d* (u-1))**(1/p));
yaux=mc*dest;
conti=conti+p;
contf=contf+p;
yi=yf||yaux;

end;

yf=bl||yf;

g=1i (nrow (yf))-1/nrow (yf) *j (nrow (yf) ,nrow (yf),1);
ms=t (yf) *q*yf;

end;

if delta=1 then ms=sigarl;

rho = inv (root (diag(ms))) *ms*inv (root (diag(ms)));
rhomed= (sum (abs (rho) ) -p*k) / ( (p*k-1) *p*k) ;

print rho;
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Print "**kkkkkkkk*k Configuracoes (138) hkhkkhkkkhkkkkkk ;

print "Numero de variaveils .................: " p;
print "Numero de Populacoes ........ccce....: " k;
print "delta (Razao entre os det.)..........: " delta;
print "Tamanho da amostra...........cecee...: " n;
print "media das covaridncias...............: " rhomed;

Print " *** Matriz de covaridncia (Parametro) ****xx ",
print ms;

create mpd from ms;
append from ms;

run;
quit;

/* khkkhkkkhkhkkhkhkkhkhkkhkhkkkhkkkhkkkhkkhkkhkkkhkkhkkhkkkhkhkkhkhkkhkhkkkkkx */

/* * Inicio do da Sim. da Dist. da Matriz de Cov.****x x/
/* khkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhkhk */

proc iml;
use mpd;
read all into sigma;

n=100; /* ** Tamanho da Amostra ***x*x *x/
k=12; /* * % % % Numero de Pop‘ % % %k %k % k% */
p:8; /* * % % % Numero de Var' %* % %k %k %k k% */
nsim=1000; /* *** Num.Sim.-Dist.Sigma-*** */

prmclb5=0; prmc3b5=0; prmclwb=0; prmc3wb5=0;
prmclbl=0; prmc3bl=0; prmclwl=0; prmc3wl=0;

mi=7j (nrow(sigma),1,0); /* * Vetor de medias ***x**x *x/
do exp=1 to nsim;

problb=0; prob3b=0; probwl=0; probw3=0;

paux=nrow (sigma) ;

ml=repeat (mi ,n,1);

g=root (sigma) ;
z=normal (repeat (0,n,paux));
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y=z*g+ml;
vm=j (ncol(y),1,0);
id:j (1’1, l/ 1);

/* * Def. do vetor de medias Vm e Matriz S - SQP ***x x/

vm=t (y)*J(n,1,1)/n;
dif=id*t (vm) ;
yest=y-dif;

g=1i (nrow (yest))-1/nrow (yest) *J (nrow (yest) ,nrow (yest), 1) ;
s=(t (yest) *g*yest) ;

detmc=7j (k,1,0); trmc=7j (k,1,0);
detboot=7 (k,1,0); trboot=7j (k,1,0);
detw=j(k,1,0); trw=j (k,1,0);

do i5=1 to k;
nlin=(i5-1) *p+1;
blocsmc=s[nlin:nlin+p-1,nlin:nlin+tp-1];
detmc[1i5]=det (blocsmc) ;
trmc[i5]=trace (blocsmc) ;

end;

/* **kxkkxxk*x Est.do Teste MC **kkkkkkkkkkkkkkkkk %/

deltamcl=max (detmc) /min (detmc); /* * Det. * */
deltamc3=max (trmc) /min (trmc) ; /* * Traco * */

/* *kkkkkk* Def. dos Hlperparametros hkhkkkkkkkkkk */

ni=1;
j(ncol(s),1,2);
0.9;
=j (ncol (s),ncol(s),b);
do hO=1 to nrow(h);
do hl=1 to ncol (h);
if h[hO,hO0]=h[hl,hl] then h[hO,h0]=4*h[h0,hO0];
end;
end;

a
b
h

/* ** Fim da Definicao dos Hiperparametros ****x *x/
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nb=n*b;

v=ni+n; /* *** Graus de Liberdade **** *x/
auxw= (vm-a) *t (vm-a) ;

nwisboot=1000;

do 14=1 to nwisboot;
/* *kkkxkk** Reamostrar Para impor HO - kkhkkkkkkkkkkk */

mboot=7 (n,p*k,0);
do bl=1 to n;
do b2=1 to k;
al=int (ranuni (0) *n)+1;
kl=int (ranuni (0) *k)+1;
kb= (b2-1) *p+1;
auxb=(kl1l-1) *p+1;
mboot [bl, kb:kb+p-1]=yest[al, auxb:auxb+p-1];
end;
end;

qwb=1i (nrow (mboot) ) -1/nrow (mboot) *
j (nrow (mboot) ,nrow (mboot) , 1) ;

sstar=(t (mboot) *qwb*mboot) ;

w=sstar+h+ ( (nb*auxw) / (n+b) ) ;

wi=inv (w) ;

ch=root (wi) ;

pw=ncol (wi) ;

t=normal (repeat (0,v,pw));

x=t*ch;

wis=inv (t (x) *x) ;

SWI=wis/v; /* **** Amostras Wishart ****x*x*x *x/

do i5=1 to k;
nlin=(i5-1) *p+1;
blocswi=SWI[nlin:nlin+p-1,nlin:nlin+p-17];
blocsboot=sstar[nlin:nlin+p-1,nlin:nlin+p-1];
detw[15]=det (blocswi) ;
trw[i5]=trace(blocswi) ;
detboot[i5]=det (blocsboot) ;
trboot[i5]=trace (blocsboot);

end;
deltawl=max (detw) /min (detw) ;
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end;

end;

deltaw3=max (trw) /min (trw) ;
deltabl=max (detboot) /min (detboot) ;
deltab3=max (trboot) /min (trboot) ;

if deltawl>deltamcl
if deltaw3>deltamc3

if deltabl>deltamcl
if deltab3>deltamc3

pvlw=probwl/nwisboot;
pv3w=probw3/nwisboot;
pvlboot=problb/nwisboot;
pv3boot=prob3b/nwisboot;

if pvliw<=0.05 then
if pvlw<=0.01 then

then probwl=probwl+l;
then probw3=probw3+1;

then problb=problb+1l;
then prob3b=prob3b+1l;

prmclwS=prmclw5+1/nsim;
prmclwl=prmclwl+l/nsim;

if pv3w<=0.05 then prmc3wb=prmc3w5+1/nsim;
if pv3w<=0.01 then prmc3wl=prmc3wl+l/nsim;

if pvlboot<=0.
if pvlboot<=0.

if pv3boot<=0.
if pv3boot<=0.

05 then prmclb5=prmclb5+1/nsim;
01 then prmclbl=prmclbl+l/nsim;

05 then prmc3b5=prmc3b5+1/nsim;
01 then prmc3bl=prmc3bl+l/nsim;

Print "hkkkkkkkkkkkkkkkk* Prob. 5% **kkkkkkkkkkkkkkkk ";

print
print
print
print

"Razao
"Razao
"Razao
"Razao

dos
dos
dos
dos

Determinantes ... (FREQ)
Determinantes.. (BAYES) .
TracoS «eueeeo.. (FREQ) ..
Tracos ........ (BAYES) .

prmclb5;
prmclw5;
prmc3b5;
prmc3wb;

print "kkkkkkkkkkkkkkkk Prob. 1% kkkkkkkkkkkkkkkkkk 1

print
print
print
print

quit;

"Razao
"Razao
"Razao
"Razao

dos
dos
dos
dos

Determinantes
Determinantes
Tracos .........
Tragcos .........
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ANEXO 3 Dados referente a avaliacao do efeito do exercicio de forca
sobre o estresse oxidativo no plasma de mulheres na terceira idade,
coletadas em 16 mulheres voluntarias antes e apos a realizacdo de
exercicio dada em 4 semanas

y={ 6.00 3.70 53.00 6.60 3.80 72.30,
6.00 3.50 79.00 6.50 3.70 77.00,
6.90 3.00 62.00 6.90 3.30 56.90,
5.90 4.50 74.70 6.60 3.70 67.40,
7.00 5.00 85.00 7.00 4.30 59.10,
6.30 4.80 62.90 6.50 3.90 72.00,
6.50 3.70 65.10 6.70 3.60 55.00,
5.90 4.00 80.30 6.00 3.40 68.10,
6.80 3.60 56.00 7.00 3.60 58.30,
6.80 4.10 47.00 7.00 4.00 72.40,
7.10 4.10 73.00 7.50 4.20 59.20,
6.80 4.50 23.00 7.00 4.10 62.10,
6.80 4.00 52.40 6.60 3.50 66.80,
6.50 3.60 87.00 6.40 3.90 88.70,
6.60 3.70 63.00 7.30 3.60 48.30,
6.60 4.10 64.22 6.20 3.70 65.57};

n=16; /* ** Tamanho da Amostra *****x *x/

k=2; /* **x** Numero de Pop. kkkkkkk * /[

p:3; /* *k*k* Numero de Var. **kkkkx*x */

/* **x* Def. do vetor de medias Vm e Matriz S — SQP ***x */

vm=7 (ncol (y),1,0);
id=3(n,1,1);

vm=t (y)*J(n,1,1)/n;
dif=id*t (vm) ;
yest=y-dif;

print " matriz dos dados " y;
print " vetor de medias " vm;
print " yest " yest;

g=1i(nrow (yest))-1/nrow(yest) *j (nrow (yest) ,nrow (yest),1);

s=(t (yest) *g*yest);
cov=(1/16)*s;
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print "matriz soma e produto" s;
print "matriz de covariédncia" cov;

detmc=j (k,1,0); trmc=7(k,1,0);
detboot=j (k,1,0); trboot=7j(k,1,0);
detw=7j(k,1,0); trw=j (k,1,0);

do 15=1 to k;
nlin=(i5-1) *p+1;
blocsmc=s[nlin:nlin+p-1,nlin:nlin+p-1];
print blocsmc;
detmc[i5]=det (blocsmc) ;
trmc[i5]=trace (blocsmc) ;
print trmc;

end;

print "Estatistica do teste - razao dos determinantes";
print detmc;

print "Estatistica do teste - razao dos tragos";
print trmc;

deltamcl=max (detmc) /min (detmc); /* * Razao dos Det. * */
deltamc3=max (trmc) /min (trmc); /* * Razao dos Det. ** */

print "Valores dos criterios";
print deltamcl deltamc3;

print " ***** Def. dos Hiperparametros *****xkkkkkkk*x ",

ni=>5;
a=j (ncol(s),1,2); b=0.9;
h=7j (ncol(s),ncol(s),b);
do hO=1 to nrow(h);
do hl=1 to ncol (h);
if h[hO,h0]=h[hl,hl] then h[hO,h0]=4*h[hO0,hO0];
end;
end;
nb=n*b;
v=ni+n; /* *** Graus de Liberdade **** *x/
auxw= (vm-a) *t (vm-a) ;

print " **%%%* Tnicio do Processo Bootstrap *****xkkkkk%x ",
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nwisboot=1000;
problb=0; probwl=0; prob3b=0; probw3=0;

do 14=1 to nwisboot;
/* *kkkkkk* Reamostrar Para impor HO - kkhkkkkkkkhkkkkkkx */

mboot=7 (n,p*k,0);
do bl=1 to n;
do b2=1 to k;
al=int (ranuni (0) *n) +1;
kl=int (ranuni (0) *k) +1;
kb= (b2-1) *p+1;
auxb=(kl-1) *p+1;
mboot [bl, kb:kb+p-1]=yest[al, auxb:auxb+p-1];
end;
end;

qwb=1 (nrow (mboot) ) -1/nrow (mboot)
*j (nrow (mboot) ,nrow (mboot), 1) ;

sstar=(t (mboot) *qwb*mboot) ;
w=sstar+h+ ( (nb*auxw) / (n+b) ) ;
wi=inv (w) ;

do i5=1 to k;
nlin=(i5-1) *p+1;
blocswi=WI[nlin:nlin+p-1,nlin:nlin+p-17];
blocsboot=sstar[nlin:nlin+p-1,nlin:nlin+p-17];
detw[15]=det (blocswi) ;
trw[i5]=trace (blocswi) ;
detboot[i5]=det (blocsboot) ;
trboot[i5]=trace (blocsboot) ;

end;

*print blocswi; *print detw;
*print blocsboot; *print etboot;

deltawl=max (detw) /min (detw) ;
deltabl=max (detboot) /min (detboot) ;
deltaw3=max (trw) /min (trw) ;
deltab3=max (trboot) /min (trboot) ;

if deltawl>deltamcl then probwl=probwl+l;

if deltabl>deltamcl then problb=problb+1l;
if deltaw3>deltamc3 then probw3=probw3+1;
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if deltab3>deltamc3 then prob3b=prob3b+1l;
end;

print 'Prob. Teste Det. (1) Mat. Bootstap
(2) Mat. Inf. Bayes.';

pvlboot=problb/nwisboot;

pvlw=probwl/nwisboot;
print pvlboot pvlw;

print 'Prob. Teste Tracos (1) Mat. Bootstap

(2) Mat. Inf. Bayes.';

pv3boot=prob3b/nwisboot;
pv3w=probw3/nwisboot;
print pv3boot pv3w;

run;
quit;
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