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“Por vezes sentimos que aquilo que fazemos ndo € sendo uma gota de

dgua no mar. Mas o mar seria menor se lhe faltasse uma gota.”

Santa Madre Teresa de Calcuta
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RESUMO

Os métodos de estimagdo e selecdo de varidveis em modelos lineares,
LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator), LARS (Least Angle
Regression) e Elastic Net, sdo abordados utilizando énfase em aspectos geométri-
cos. O texto se propde a ser uma leitura auxiliar aos artigos cldssicos de Tibshirani,
Hastie, Efron, Zou e Johnstone, apresentando de forma mais detalhada alguns dos
resultados citados nos referidos artigos. Tal ponto de vista ndo ocorre na literatura
bésica relativa a estes métodos, e neste sentido o trabalho representa uma contri-
buicdo original ao assunto. Simulagdes utilizando a linguagem R (pacote glmnet)
sdo desenvolvidas para se estudar o comportamento dos estimadores. Para um
conjunto de dados de suinos Sus scrofa, sdo analisados 237 marcadores genéti-
cos(SNPs) pelo método Elastic Net, para a resposta relativa ao pH da carne e peso
de carcaca.

Palavras-chave: Selecdo de covaridveis. Geometria de modelos lineares. Mar-
cadores genéticos. Algoritmo LARS.



ABSTRACT

The methods of estimation and variable selection in linear models, LASSO
(Least Absolute Shrinkage and Selection Operator), LARS (Least Angle Regres-
sion) and Elastic Net, are addressed using emphasis in terms of a geometric appro-
ach. The present work proposes to be an auxiliary reading to the classic articles of
Tibshirani, Hastie, Efron, Zou and Johnstone, presenting in more detail some of
the results cited in such articles. Such a point of view does not occur in the basic li-
terature regarding these methods, and in this sense the work represents an original
contribution to the subject. Simulations using R code (glmnet package) are deve-
loped to study the behavior of the estimators. For a data set of Sus scrofa pork,
237 genetic markers (SNPs) are analyzed using the Elastic Net method, using as
response the pork pH and carcass weight.

Keywords: Covariates selection. Linear models geometry. Genetic markers. LARS
Algorithm.

Dr. Lucas Monteiro Chaves
Orientador
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1 INTRODUCAO

Com o advento de um niimero cada vez maior de dados é colocado o pro-
blema de se obter novos e mais eficientes métodos estatisticos. Em particular, para
a teoria da regressdo linear o ndimero elevado de covaridveis demanda, além de
um robusto método de estimacdo dos pardmetros, também um método de selecdo
de covaridveis. O método de estimacdo utilizando quadrados minimos apresenta
problemas quando se tem, por exemplo, quasi-colinearidade, isto €, presenga de
covaridveis altamente correlacionadas. Os dois métodos cldssicos mais utilizados
para se sanar tal defici€ncia s@o a estimacdo Ridge e o método denominado Sub-
set Selection. No entanto, ambos os métodos apresentam problemas. O método
Subset Selection é excessivamente varidvel, pois € um processo discreto. A re-
gressdo Ridge € muito mais estavel, mas raramente gera estimativas nulas para os
parametros. Em razio destes fatos, foi proposto Tibshirani (1996) um novo mé-
todo denominado LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator). A
principal caracteristica deste método é que no processo de encolhimento, a estima-
tiva de muitas covaridveis se anulam, e portanto o método ¢ também um método
automatico de sele¢c@o de covaridveis. Definida em termos de quadrados minimos
penalizados, apresenta um desenvolvimento analitico bastante complexo. Um dos
objetivos deste trabalho € apresentar a teoria do método de forma mais geométrica
possivel. Além disso, vérias detalhadas demonstragdes, ndo apresentadas na litera-
tura, sdo desenvolvidas no sentido de tornar o texto uma referéncia para os artigos
basicos da teoria.

O método LASSO também apresenta problemas, por exemplo, no caso em
que se tem mais covaridveis do que observagdes, o0 método seleciona no miximo
o nimero de covaridveis igual ao niimero de observagdes. Tem-se também que se

duas covariaveis sdo altamente correlacionadas, o método LASSO tem tendéncia
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a selecionar apenas uma delas. No sentido de se obter um método que possua as
propriedades do LASSO, mas que consiga minimizar suas deficiéncias, um novo
método denominado Elastic Net é proposto (ZOU; HASTIE, 2005). E também um
método baseado na penalizacdo da soma de quadrados. Esta penalizacdo € obtida
como uma combinacdo ponderada entre as penaliza¢des do LASSO e do método
Ridge. Este novo método, além das propriedades de sele¢do de covaridveis, tem
a vantagem de fazer selecdo por grupo, isto €, possui a tendéncia de que covarid-
veis altamente correlacionadas serem simultaneamente selecionadas. Ambos 0s
métodos Lasso e Elastic Net ndo possuem forma explicita para se determinar suas
estimativas. Estas sdo obtidas através de procedimentos algoritmicos. Nesse sen-
tido foi feito também um estudo bastante aprofundado do algoritmo LARS (Least
Angle Regressio) proposto por Efron et al. (2004). Este algoritmo de sele¢do de
modelos é uma evolucdo dos algoritmos cldssicos Forward Stepwise e Forward
Stagewise. Possui importincia em si mesmo e com pequenas alteracdes, calcula
tanto a estimativa LASSO quanto a estimativa Elastic Net, sendo a base funda-
mental do pacote glmnet na linguagem R.

Sobre a notacdo utilizada, matrizes serdo denotadas por letras maitsculas
(A, B, X), vetores coluna por letras mintdsculas em negrito (a, b, v, ), escalares
por letras mindsculas em itélico (a, b, ) e a transposta de uma matriz representada
por um apéstrofo junto a esta, isto é, Xt = X'. Ser4 utilizada também a notagio
Y = (Yy,...,Y,,) para representagio de vetores aleatérios e y = (y1,...,yn)’
para valores observados do vetor aleatério Y. Para ser coerente com a notacdo de
alguns artigos, o vetor y podera significar também um vetor aleatério. A imagem
de uma transformagdo linear X serd representada por Im(X), a dimenséo do su-
bespago gerado por uma transformacao linear X € denotado por Dim (X), o nicleo

(ou Kernel) de uma transformagio é denotado por Ker (X) e o trago de uma matriz
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quadrada X é representado por tr (X).

Geometricamente, um vetor linha ou coluna com p elementos pode ser
associado com um ponto num espaco p-dimensional. Os elementos no vetor sdo
as coordenadas do ponto. Nesse sentido, um conjunto de n observagdes pode ser
geometricamente interpretado como um vetory = (yq, ..., yn)/, de dimensdonx1,
em que cada coordenada deste corresponde a uma observacdo. A Figura 1 ilustra

este tipo de representacgao.

AYL Y LY

n

(0.0.35....¥)}

Y,

Figural Representacdo geométrica de um vetor n-dimensional.

Com esta linguagem geométrica, o presente trabalho pretende apresentar
em detalhes a teoria dos estimadores LASSO e Elastic Net. Algumas simula-
coes sdo desenvolvidas para se estudar o comportamento destes estimadores na
presencga de varios niveis de correlacdo entre as covaridveis. Uma aplicacdo em

selecdo gendmica é desenvolvida e analisada.
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2 Uma abordagem geométrica a regressao linear miltipla

A regressdo linear multipla admite uma abordagem geométrica que per-
mite um tratamento similar para trés teorias importantes: a regressio ridge, o
LASSO e o Elasticnet. Tal abordagem ndo € usual, sendo que cada uma das teorias
anteriormente citadas aparentam demandar resultados tedricos diferentes.

Primeiramente serd analisado o caso de regressdo linear simples.

AY

Figura2 Reta ajustada por quadrados minimos.

Sejam (x1,y1), (X2,¥2), ..., (Xn,yn) 0s valores observados. Deseja-se
entdo ajustar uma reta y = bx + a de tal forma que a equacdo (2.1) seja mini-

mizada.

Z (vi —5:1)° = Z (vi — (a+bx;))? (2.1

A Figura 2 ilustra tal contexto.
O método usual para se obter a e b € derivar (2.1) em relacdo a estes,
igualar as equagdes derivadas a 0 e resolver o sistema. Uma abordagem geométrica

€ obtida da seguinte forma:
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Se yux1 = (Y1, ¥n)s Bax1 = (a,0), €nx1 = (€1, ...,en) €

1 X1
1 xo
Xox2 = o , entdo
_1 Xn |

y1 I x; €1
. . . a/

y=XB+e= : = : : +

b

Yn 1 xp €n

isto é,|y; = a + bx; + €; |, i = 1, ..., n. Portanto, reescrevendo (2.1) tem-se

n

S (i = (a+5%))” = [|ynx1 — XnwaBaa ||
i=1

Em termos de transformagdes lineares em que a matriz X,,x2 atua como
uma transformacao do espago de parametros para o espaco dos dados, o conceito

pode ser representado pela Figura 3.

Assim,
n

D (vi—(a+bxi))* = |y — X8|,
i=1
Logo, minimizar i (vi — (a + bx;))? equivale a minimizar ||y — X3]|* que, cla-
ramente, ocorre qlu:alndo X3 € a projecdo ortogonal do vetor de dados y no subes-
paco Im(X). Este vetor proje¢do serd denominado Plm(x)y, também denotado por
¥, vetor de dados ajustados. Note que, como o posto (coluna) de X € 2, a dimensdo
da imagem de X é Dim(Im(X)) = 2.
Na regressao linear multipla, se tem vdrias covaridveis, isto &, (x1, ..., Xp),

que foram observadas n vezes. Deseja-se entdo ajustar o modelo

vi = Bo + Bixit + Poxio+ - + Bpxiptei [ 1=1,...,n
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Espago
das
observagdes
¥
Espaco
dos
parametros 1
R2 b‘\ X, R" Im(X)
//—__‘-_‘
B

Xp

\a ~

Figura3 Geometria da regressao linear simples.

o que matricialmente equivale a

y1 1 x11 x12 -+ Xyp Bo €1
y2 1 xo1 X920 -+ Xgp B1 €9
= -
1 x X -ee X €
In nx1 nl n2 np nxp+1 Bp p+1x1 " nx1
2.2)
2
e n p 2 -
e se quer minimizar ) (yi — S0 — >_x38i | = |y —XB||°. Observe entdo
i=1 i=1

que, geometricamente, o modelo para o vetor de médias do vetor y é simples-
mente a defini¢do do subespaco vetorial Im(X). O valor minimo é obtido pela
projecdo ortogonal do vetor de dados y no subespago Im(X), que possui nesse
caso dimensdo p + 1. A Figura 4 ilustra esta situagao.

Geometricamente a representacdo € similar a Figura 3, diferindo apenas
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Espaco
Espago das
Ados observacdes Y
parametros

Prvebp RN
. B Xt R" n(X)

/fﬁ

P, ¥ = XB
‘80 In(X) B
—> Vi
By~

b

Figura4 Geometria da regressao linear multipla.

na dimensao do espago dos pardmetros que agora passa a ser o RP (ver Figura 4).
Considerando o posto de X igual a p (posto completo), tem-se que
Dim (Im (X)) = p. Para se obter uma expressdo para Py, x)y € necessdrio a

teoria das matrizes de projegdo.

Definicio 1. Uma matriz quadrada é dita matriz de projecdo ou projetor se é

idempotente, isto é, A2 = A,

Pela defini¢do 1, tem-se que um projetor A restrito a Im (A) é a identidade,
ou seja,
A(Az) = A’z
= Az.

Observe que, se | € a matriz identidade, I — A também é um projetor pois

(I—A) = I—2A+A?
= I-2A+A

= I-A.
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= A(z—Az)
= Az— A’z
= Az - Az
= 0,

segue que Im (I — A) C Ker (A). Além do mais, se z € Ker (A) entdo

I-A)z

= z— Az

= z—0.

Logo, z € Im (I — A) e, portanto, Im (I — A) = Ker (A). Assim, segue entdo

que Im (A) = Ker (I— A).

Definicao 2. Uma matriz de projecdo A é dita um projetor ortogonal se, para um

dado vetor w, Aw — w é perpendicular ao subespago Im (A).

Proposicao 1. Uma matriz de projecdo é simétrica se, e somente se, é um projetor

ortogonal.

Demonstra¢do. Suponha A simétrica e v e w vetores quaisquer. Utilizando as

propriedades de produto interno e sendo A% = A, tem-se que

(v—Av,Aw) =

(v, AW) — (Av, Aw)
(v, Aw) — (v, A'Aw)
(v, AW) — (v, AAw)
(v,Aw) — (v,A’w)
(v, Aw) — (v, Aw)
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= 0,Vv,w.

Portanto, v — Av € perpendicular a Im (A). Seja agora Av — v perpendicular a

Im (A). Tem-se entéo que, para w qualquer,

0 = (Av—v,Aw)
= (Av,Aw) — (v, Aw),

ou seja,
(Av,Aw) = (v,Aw). (2.3)
Também, para (Aw) — w perpendicular a Av,

0 = (Aw—w,Av)

— (Aw,AV) — (w,AV),
ou seja, (Aw, Av) = (w, Av) e portanto
(Av,Aw) = (Av,w). (2.4)
Consequentemente, das equacdes (2.3) e (2.4)
(Av,w) = (v,Aw).
O

Uma interpretagdo geométrica relativa 2 matriz transposta A’ (operador
adjunto) pode ser visualizada na Figura 5.
Para se obter uma express@o para a proje¢ao P, (x)y, serd apresentada na

Proposi¢ao 2 uma dedugdo baseada apenas em argumentos geométricos.
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RP A

a
v

r
A,

‘-\______/

Figura 5 Interpretagdo geométrica das matrizes A e A’

Proposicio 2. A projecdo ortogonal do vetor de dados y no subespago Im (X) é
—1
PIm(X)y = X(X/X) X/y

Demonstragdo. Sejay = (yi1,...,yn). Em razdo dos erros, tem-se que a proba-
bilidade P [y € Im (X)] = 0. Como queremos minimizar L (8) = |ly — X8|
e o vetor X3 pertence a imagem de X, segue que L (3) é minimo quando X3 é
a proje¢do ortogonal de y na Im (X), com notagdo Py, (x) (¥), €, consequente-
mente, existe um vetor ,@ de parametros tal que X,@ = Plm(x) (y) jé que a matriz
X € de posto completo. Considere ainda o vetor de parametros 5’ =X P (y)-
Observe que, como y — Py (x) (y) € ortogonal a qualquer vetor na imagem de
X,y — Pmx) (¥) estd no espago nulo de X, isto ¢, Ker (X). Segue entdo que

X/ (y — Prn(x) (y)) = 0. Portanto, pode-se escrever que
B = XPux )

= XPrx) ) + X' (¥ = P (v))

_ XYy 2.5)
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Como X3 = Prn(x) (¥), pode-se também escrever que

B =XXp. (2.6)
Assim, de (2.7) e (2.6) segue que
B = XXB
= Xy

5 -1
B = (XX)'Xly,
conforme representado na Figura 4. 0

Segue da Proposi¢do 2 que a estimativa do vetor de pardmetros 3, que nos

da o ajuste de quadrados minimos, é
B=(XX) XYy,
pois
X8 = X(X'X) Xy
= Pmxy-

O modelo ajustado fica entdo da forma

§ = Bo + Bix1 + fPaxa + - + Bpxp |

2.1 O triangulo fundamental

A geometria dos modelos de regressdo linear miltipla € definida por um
triangulo retdngulo conforme destacado na Figura 6, em que SST, SSR e SSE sao,
respectivamente, abreviagdes do inglés para Total Sum of Square, Regression Sum

of Square e Explained Sum of Square, conforme Rencher (2008). Portanto, segue



que

SsT
>

»

Figura 6 O tridngulo fundamental.

ly =91+ 19 = 91I* = Iy -5/

e entao
n
SST = |ly - }_’H2 = Z (yi — }7)2 = (hipotenusa)2
i=1
n
SSR=y — 5’”2 = Z (yi — }7)2 = (cateto adjacente)2
i=1
n
SSE = |y - 5’”2 = Z (yi — 5/1)2 = (cateto oposto)2.
i=1
Logo,

SST = SSR + SSE.
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As somas de quadrados podem ser descritas em termos das projecdes em

seus respectivos subespagos, conforme se segue:

SR = |y -3l°
= -9'F-9
!/
- <X(X’X) X'y - rllJy> (X(X’X)lX’y - IllJy>
’ I~ — 1~ 1 ! I\ —1l~rs 1
y (x(x X)X - J) <x(x X)X - J> y
n n
/ eyl L ?
y (x(xx) X —HJ) y

2
=y (X(X’X)lX’ - X(X’X)*lx’%J - %JX(X’X)“X’Jr (iJ) ) y.

1

Assume-se aqui que T e Im(X). Esta € a hipétese do modelo linear com
intercepto, a qual é mais utilizada nos livros texto. Neste caso, como X(X'X) “Ix
¢ a projecdo em Im(X) e %J a projecdo no subespaco gerado por ? entio
X(X'X)"'X'LJy = LJy paratodo y, ie. , X(X'X)"'X'1J = 1J. Em contra
partida, %JX(X’X)le’y = 1J§ = §. Tem-se entdo que

Proposicao 3. Sel = (1,1,---,1) € Im(X) entdo a média do vetor ajustado é

igual a média do vetor observado, i.e., ¥ =75.

Demonstracdo. Considere a seguinte decomposicdo em soma direta ortogonal (Fi-
%

gura 7). Se VT € o subespaco gerado pelo vetor 1, VY ={(a,a,---,a), a € R},

entdo

R'=V_ @ {Votnim(X)} @ (m (X))

Assim, tem-se que v = Vv + Vo + V3 com Vi, Vg e Vg pertencendo

respectivamente a VY’ <VTL N Im (X)) e Im(X)*. Também, Py, (v) = vy e
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L ImX

/

(ImX)"

Figura7 Projec¢des em termos de somas direta.

Prmx) (V) = vi + va. Portanto,

Py, (PIm(X) (V)) = Pv, (v).

Se y € o vetor observado, Pry,x)(y) = ¥ € Pv,(y) = ¥. Desta forma,

y= PV1 (y) = PV1 (PIm(X) (y)) = PV1 (5’) =Yy
L]

Uma outra demonstracdo mais geométrica pode ser baseada nos dois tri-
angulos representados na Figura 8, conforme se segue.

Suponha que a projecao ortogonal de ¥ na direcio de ? ndo seja y. Tem-
se entdo os dois triangulos retangulos ¢ = b% + a? e e?=d? + a%. Comoc < ee
d < b uma vez que as projegdes sdo ortogonais, tem-se c? < e? e d? < b2, Entio,

b? 4 a? < e?=a? + d? = b? < d?, o que é uma contradigio.
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Figura 8 Demonstra¢do geométrica da Proposi¢ao 3

Segue agora um exemplo em que

v #
1
Para X = 1

-2

— |

, se tem 1 ¢ Im(X). y =

0 |.eentioy=0#£2=7

Pela Proposicio 3, %JX(X’X)le’y = %Jy =y=y= iJy.

Portanto, a SSR resulta em

- 1
SSR =y’ (X(X’X) X - J> y
n
Para aqueles que preferem uma abordagem mais algébrica, um bom desa-
fio é provar algebricamente que %JX(X’X)_IX’ = X(X’X)_IX’%J = 1] ASSE
¢ calculada entdo por

SSE = |y -3l

~

= y-9' (-9
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= ¥ (1-X(x%)'X)y.
Novamente, a identidade fundamental pode ser demonstrada:

SSE+SSR = y' (I - X(X’X)_lx’) y+y <X(X’X)_1x’ - iJ) y

1
=y (I — X(X'X) T+ X(X'X)TIX — nJ> y

= y(y-9
= -9 y-9
— SST

2.2 Reparametrizacio em sistemas lineares

Em problemas de regressao linear, € usual que por exemplo se altere a uni-
dade de medida de covaridveis. Neste caso é necessario uma reparametriza¢io do
modelo. Formalmente, a reparametrizagao pode ser descrita como se segue. Con-
siderando o modelo y = X3 +¢ em que E [¢] = 0 e cov [e, €] = oI, o estimador
de quadrados minimos é dado por 3 = (X’X)”'X'y. Uma reparametrizacio li-
near é aquela em que os novos parametros sdao fungdes lineares dos pardmetros
originais. Suponha que os componentes do vetor 3 sejam combinacdes lineares

dos componentes de um vetor vy, 1, expressas por 3 = Apxp,y. Desta forma,

y=XB+e=XAv+e=(XA)v +e¢,
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conforme representacdo na Figura 9. Supondo as matrizes A e X injetivas entdo
Rn

Yz,, P A BZ, 0 XB;, n

Yl | B1 X’)/‘ Xl

Figura9 Reparametrizagdo em regressao linear.

Im (XA) = Im (X). Em relagdo aos parAmetros dados pelas coordenadas do vetor
~, a nova matriz da regressao é XA e o estimador de quadrados minimos para ~y é

dado por

5}
I

[(XA)'XA] '(XA)y
[

AX'XA] T AXy

- ATHXN) () Ay
= A~ ( )_1X'y
= A8

Denominando as novas covaridveis pelo vetor z e XA =7,,,,, entdo

Z11 7212 ' Zlp X11 X122 - Xip aj]p alz2 -+ alp

Zo1 Z22 ccc Z2p X21 X22 - X2p ag] agy -+ ayky

Znl Zn2 ' Znp Xnl Xn2 - Xnp anl an2 - anp
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Observe que os elementos da j-ésima coluna de Z siao dados por

alj
aQJ
Zij = | X1 X2 o Xip ) = Xj1a1j+Xj2a2j+ - - - +Xjpap;j
L 2pj |
e toda uma coluna de Z é entdo
Z1j X1181j+X1282j+...+X1papj
Z9; X2181j+X22aj+...+X2papj
| Znj | L Xn181j+Xn282j+...+Xnpapj ]
X11 X12 Xi1p
X21 X22 X2p
= ) a1+ ) agj+ -+ ] apj-
_an_ _Xn2_ _an_

Em outras palavras, a j-ésima coluna de Z é uma combinac¢do linear das colunas
de X. As constantes da combinacdo linear sdo os elementos da j-ésima coluna de

A. Logo, uma linha de Z é da forma

Zi1 a11Xi1 + a21Xj2 + -+ - + ap1Xip
, Zi2 ar2Xi1 + ageXj2 + - - - + ap2Xip ,
zZ = = = A'x;,
| Zip | | a1pXil + agpXi2 + - -+ + appXip ]

isto é, no novo modelo linear y = (XA)v+¢& = Z~y+e, as colunas de Z sdo novas
covaridveis, dadas por combinacdes lineares das covaridveis X originais. Segue

entdo um resultado bastante importante: o valor predito nao se altera quando se faz
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essa mudanca linear nas covaridveis, ou seja, nas covaridveis originais, a equacio
de predi¢do é y = 3’x, enquanto que nas novas covariaveis a equagdo de predi¢do

¢ dada por

2.3 Reparametrizacio na presenca de covariaveis categéricas

Quando se tem covaridveis qualitativas, é necessdrio atribuir valores arbi-
trérios as categorias definidas. Por exemplo, para a covaridvel estado civil, pode-se
atribuir O para solteiro e 1 para casado, ou -1 para solteiro e 1 para casado. Como
essa arbitrariedade afetard a equacdo de predi¢do? Suponha por simplicidade que a
dltima coluna da matriz do delineamento seja definida por uma covaridvel bindria
assumindo os valores a e b. Fazendo uma reparametrizacio apenas desta covaria-
vel, para uma outra covariavel que assuma os valores c e d, respectivamente aos

valores a e b, tem-se que se obter uma matriz de forma que

100 --- 0 =x

1 x12 -+ X1p—2 a Oo10 --- 00

1 X29 ¢ Xgp_g b o0 1 -- 0 0

1 Xn2 *°° Xpp-2 @ 000 -- 1 0
nxp

0 0 0 0 y

pXp
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1 x12 -+ Xi1p2 ¢ 1 x12 +++ X1p—2 X+ay
1 X99 - X2p_2 d 1 X9 9 X2p—2 X+by
1 Xn2 °° Xnp-2 c 1 Xn2 ' Xnp-2 X+G/y
nxp nxp
Portanto, se tem o sistema xtya=c cuia solucio é v —<¢=d ¢ x —ad=cb
’ - cy ¢ Y =a-b ~ a—b -
x+yb=d

O novo vetor de estimativa dos parimetros, relativo as novas covaridveis,
é entio 4 = K~!3. De forma a se determinar a inversa K—! serd utilizado a

férmula Sherman-Morrison-Woodbury (RENCHER, 2008, p.23): Dada a matriz

. A A . )
particionada A = , sua inversa é dada por
Ao A
_ -1 _ _ -1
Al (A1 — A12A5) Agy) —A A (A2 — Ao AT Ar)
_ _ -1 _ -1
—A% Ao (A1 — ApAS) Agy) (Ags — Ag1 A Ar)
ParaamatrizK, A;; =1, Ay; éo vetornulo, A’jo = [ x 0 --- 0 } eAyp =1y,
e portanto
b—ad
1 00 0 % 1 00 0 <=5
010 0 0 010 0 0
. 0 01 0 0 0 01 0 0
K™ = =
000 -+ 10 000 -+ 1 0
1 a—b
000 - 0 ¢ e 000 - 0 2=

Segue entdo que o vetor estimado 4 para o sistema com a nova covaridvel difere
de 3 apenas no intercepto e na componente relativa a covaridvel original. Neste

trabalho a aplicacdo a dados reais utiliza uma covaridvel categérica codificada da
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forma homozigoto recessivo (0), heterozigoto (1) e homozigoto dominante (2).
Neste caso, pode-se recodificar a covaridvel por a e b quaisquer, porém o terceiro

valor deve obedecer a relagdo linear expressa no sistema anterior.
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3 Teoria geral da estimacao

O processo de estimagdo serd abordado em um contexto bastante geral e
com forte énfase na geometria, conforme em Kato (2009) . Seja y um vetor aleat6-
rio n-dimensional com distribuicdo n-variada qualquer. Considere também g um
vetor n-dimensional de parametros desta distribui¢do. No caso mais relevante, este
tltimo é o vetor de médias p = E(y). A estimagdo de p serd obtida pelo processo
descrito a seguir. Seja K um subconjunto de R™ onde, por hipétese, serd suposto
estar o vetor p. Portanto, nesse sentido o subconjunto K é o modelo estatistico.
Uma vez observado o vetor y, a estimativa de p serd obtida simplesmente proje-
tando y no subconjunto K. Tal projecdo serd denominada 1 = u(y), e portanto
p o R" — K C R". Este esquema, em sua generalidade, certamente apresentard
problemas na obtencdo das propriedades da fungdo u. Serdo supostas entdo algu-
mas hipdteses matematicas. Serd exigido que o subconjunto K seja fechado e que
a projecdo seja obtida pela minimizacao da distancia

p(y) = argmin {d(y, k), k € K},
keK
em que a distincia d, em geral, € a distancia euclideana. Um dos problemas que
a funcdo p pode apresentar é ndo estar bem definida no sentido de que pode haver
mais de um vetor k € K que minimiza a distancia, ou simplesmente nfo existir
um ponto que minimize a distincia. Faz-se necessdrio entdo considerar uma maior
restricdo do subconjunto K para que a fungdo u seja bem definida.

Para que se possa garantir a existéncia de elementos no subconjunto K
que minimizem a distincia, supde-se K um subconjunto fechado e convexo. Lem-
brando que K é convexo se, dados ki, ko € K, entdo o vetor t k; + (1 — t)ks, com

0 <t < 1, também pertence a K. Portanto, a menos que se diga o contrério, serd
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suposto K como sendo fechado e convexo.

Proposicao 4. Se K ¢ convexo e fechado, entdo a projecdo p : R* — K, em que

p(y) = argmin {d(y, k), k € K}, estd bem definida.
K

Demonstracdo. Sejam k; e ko pontos de K que minimizam a distancia ao vetor

y. Logo, d(y, ki) = d(y,ks). Observando que o tridngulo ABC da Figura 10 é

y

Figura 10 Demonstracao da unicidade da projecdo em convexos.

isésceles e portanto d(tk; + (1 — t)ka,y) < d(ke,y), tem-se um absurdo, pois
pela convexidade de K, tk; + (1 — t)ko € K.
A existéncia do vetor em K que minimiza a distancia segue do fato de K

ser fechado e ndo serd aqui demonstrada. 0

Uma observagdo interessante é que em algumas situagdes o problema de
se minimizar a distancia do vetor de dados y ao modelo K pode ser resolvido como
um problema de minimizacao no espaco paramétrico. Suponha o caso de regressao
y = XB+e€ com X :RP — R" injetiva e que K C Im(X) (Figura 11). Parak € K
e Prmx) (y) considere o tridngulo da Figura 12. Minimizar a norma da hipotenusa
y — k é equivalente & minimizar a norma do cateto (le(X) (y)) —k, pois a norma

do outro cateto ndo depende do convexo K mas apenas da distancia da projecdo
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r(y)

Figura 11 Proje¢do do vetor y no convexo K.

Im(X)

9 N

le(X) )

Figura 12 Relagdo entre d (y, k) e d (y, Prm(x) (y))

ortogonal e ndo do ponto k. Como por hipétese X :RP — Im(X) C R" é injetivae
K C Im(X), tomando a pré-imagem K;, = X~ *(K) e observando que se o produto
interno de RP ¢ definido por < 34, B,>, = B3/, X'X3,, entdo a transformagio X é
uma isometria sobre a imagem, isto é, < X3;,X3, >= B, X'XB,=<08, B2>p.
Desta forma, X preserva distancias. Se x € Im(X) e Xz = x, entdo a distancia de
z a K, € igual a distancia de x a K. Segue entdo que o problema de se encontrar

u(y) € K mais préximo de y é equivalente a se encontrar B em K, o mais perto
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possivel de 3, e X8 = u(y) (Figura 13).

Figura 13 Isometria entre o espago de dados e o espaco de pardmetros.

Desta forma, 3 é a estimativa do vetor de parametros obtida pelo processo.
As propriedades deste estimador estdo claramente vinculadas as propriedades ge-

ométricas do conjunto convexo K.
3.1 Estimador de quadrados minimos

Considere o modelo de regressdo linear y = X3 + € em que X é uma
matriz definida pelos valores das covariaveis e 3 um vetor p-dimensional de para-
metros. A matriz X pode ser vista como uma transformacio linear do espaco de
pardmetros RP no espago de dados R™, X : RP — R". Como p = E[y] = E[X3+
e] = X3, o vetor de médias estd contido no subespago imagem de X, Im(X), e
portanto o modelo K € justamente este subespaco. Observe que este € o caso mais
simples possivel uma vez que K é fechado e convexo. Mais simples ainda, se tem
que a projecdo p : R" — Im(X) C R" € a projecdo linear ortogonal. Desta forma,
a expressdo de u(y) pode ser obtida de forma explicita, para o caso de X ser in-
jetiva, como a férmula matricial u(y) = X(X'X) X'y e B, = (X'X) X'y

(ols - ordinary least square). Os estimadores p(y) e Elols possuem propriedades
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6timas. Este dltimo € ndo viesado uma vez que
B [Bus] = BIXX)"'Xy] = (X'X) "' XEly] = (X'X)"'X'X3 = 8.

A matriz de covaridncias de 3., pela propriedade cov(Ay) = Acov(y)A/,

¢ dada por

cov(By) = cov((X'X)X'y)
= [(x%) "X cov(y) {(X’X)‘lx’}'
= (XX)'X'yy' [X(X’X) ’1]
= (X'X)T'XIX(XX)
= XX)TXIX(X'X) !

= 2Xx)"
Nesse contexto, a variancia total é
. ) SN
vatior (Boie) = 0% (X'X) ) = 02"
i=1 "

em que ); sdo os autovalores de (X'X). Pelo teorema de Gauss-Markov, ,@Ols
possui varidncia total minima dentre todos os estimadores lineares ndo viesados.
A geometria de estimagdo de quadrados minimos esta descrita na Figura 14.

O estimador de quadrados minimos obtido acima, a partir de uma consi-
deragdo puramente geométrica, € obtido a partir da menor distdncia de um vetor
y a um subespaco, que é a projecdo ortogonal. E possivel também se deduzir
analiticamente a expressdo do estimador, minimizando a distincia de y a Im(X)

por

wly) = argminHy—X,BH2
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¥
R? "
o X tn(x)
P AP
B=XX)"Xy

/ 5 n(y)=Xp
‘Bl N

>

»
Figura 14 O Estimador de quadrados minimos.
= argmin<y— X3,y — X3 >
= argmin{<y,y>-2<y,X8>+<X3,X3>}
que em termos matriciais pode ser expresso por
p(y) = argmin {y'y — 2y'X8 + B’X'X8} .

Derivando esta equagdo e igualando a zero obtém-se as equagdes normais X’ XB =
X'y. No caso em que a matriz X é de posto completo, 3 = (X'X) 'X'y. E
adequado, como tem-se o termo 3’X’X3, considerar no espago paramétrico um

produto interno modificado, definido por
< B,8>, = F/X'X3.

Este produto interno introduz em RP uma geometria (métrica) modificada. Por
exemplo, os vetores 3 com || ,BHp = ¢, isto é, a esfera de raio c centrada na origem,

¢ de fato um elipsoide pois

18] =c=|8|I° =c* = B'X'XB =
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Para uma melhor descri¢io desse elipsoide, como X’X € simétrica e suposta de
posto completo, seja {vi,...,v,} uma base ortonormal formada de autovetores
de X'X, ou seja, X’Xv; = \;v;. Defina a transformagao ortogonal A(e;) =vi, em
que {eq,...,ep} é abase candnica de RP. Fica entdo definida a reparametrizacdo

B = A3, o qual implica que

c = <B,B>,
= BX'Xp
= (AB)(X'X)AB
= BA(X'X)AB.

Como

A(X'X)A(e) = A'(X'X)(vi)
= A'(\w)
= MNA'(vy)
= MNANw)

= Aigj

e a matriz A’(X'X)A é da forma diagonal (A, ..., \;), entdo com estes novos

parametros se tem

<B,B>, = <AB,AB>,
= A(A)(X'X)AB
= PB'ANXX)AB

k
= > M@ =c
=1
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Esta equacgdo define um elipsoide com eixos nos eixos coordenados e tamanhos
Ai. Uma vez que A € uma transformacao ortogonal e portanto uma isometria em
relacdo a métrica usual, esta preserva a forma (Figura 15) e segue que

c = < B, 8>, é um elipsoide com eixos definidos pelos vetores v; e tamanho ;.

h

By
/_\ X ‘
N / 3

Figura 15 Transformacdes ortogonais preservam elipsoides.

Uma questdo natural é como é a imagem deste elipsoide no subespaco

Im(X). Se ¢ =<3, B>}, entdo sua norma em R" é
IXB|* =< XB,X8 >= F'X'XB = c,

em que < , > € o produto usual no espaco R". Portanto, a imagem do elipsoide
¢ uma esfera p-dimensional no subespago Im(X) (Figura 16). Prova-se, através do
Teorema de Decomposi¢do Espectral para matrizes, que também vale o resultado
inverso. A imagem de uma esfera em RP é um elipsoide em Im(X) (Figura 17).
Esta construcio geométrica serd fundamental para a abordagem que sera feita para
os demais estimadores tratados mais adiante neste trabalho.

Apesar do estimador de quadrados minimos ser o estimador linear nio

viesado de varidncia minima (BLUE), a estima¢do de quadrados minimos apre-
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BZ’-"’BPA €3,---,€,
p X
/——~\
Im (X))
l’}l 7e1
(4

2

Figura 16 Transformacdes de elipsoides em esferas.

Yar---5¥n

B, Y

Y,

Figura 17 Transformacao de esferas em elipsoides.

senta problemas em pelo menos duas situacdes. Uma delas é quando ocorre quasi-
colinearidade, que pode ocorrer quando se tem, por exemplo, pelo menos duas
covaridveis altamente correlacionados. Nesse caso, com alta probabilidade, pode-
se ter que as duas colunas relativas a estas covaridveis na matriz de delineamento X
sejam muito proximas. Tal fato acarreta que pelo menos um dos autovalores da ma-
triz X'X é préximo de zero. Como a variincia total do estimador de quadrados mi-

nimos Bols, dada pelo traco da matriz de covariancias, cov (BOIS) = o2(X' X)fl,



44

depende dos inversos dos autovalores, esta poderd ser excessiva, inviabilizando
seu uso. A outra situagdo ocorre quando p > n, isto é, o nimero de covaridveis
€ maior do que o nimero de dados, situacdo comum em estudos genéticos. Neste
caso, a matriz X'X € singular, o que leva a necessidade da utiliza¢do de inversas
generalizadas.

Qual seria uma alternativa ao método de estimacdo de quadrados mini-
mos? Ora, tal método € baseado na distancia minima. Outra possibilidade é per-
mitir a utilizacdo de uma distdncia que ndo seja a minima. Esse procedimento
recebe 0 nome genérico de método de quadrados minimos penalizado. No sentido
de explicitar as varias penalizacdes usualmente utilizadas, serd entdo abordada em
mais detalhes a geometria da regressao linear.

Uma vez observado o vetor de dados y, considere no subespago Im (X)
todos os vetores X3 que estdo a uma distancia d do vetor y. Para visualizar os

vetores com essa propriedade, recorre-se ao tridngulo fundamental.
& = |y X8|
N A 2
= Hy - Xﬁols+X18015 - XBH

N 2 n 2
= Hy_Xﬁols + HXBOIS_XIB’ )

em que a segunda igualdade se justifica pelo fato do vetor y — XBOIS ser perpen-

2

€ um valor fixo, tem-se que os

dicular ao subespaco Im (X). Como Hy — XA,
vetores X3 satisfazem a equag@o HXBOIS — X,@H = 1, com r constante, isto &,
forma uma hiperesfera de raio r no subespago Im (X) , como descrito na Figura
18.

Os vetores nesta hiperesfera, do ponto de vista de distincia aos dados,
sdo indistintos. Portanto, o processo de estimacdo, isto é, escolha de um vetor de

parimetros (3 particular deve seguir algum tipo de restricio. Novamente, a chave
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=
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Figura 18 Vetores equidistantes a XBOIS

para se entender os processos de estimagdo das teorias acima citadas € a geometria.
Que propriedades possuem os vetores 3 que sdo levados pela transformagao linear
X nessa hiperesfera?

Observando que ||v|* = v'v, tem-se
) A112
# = sl
A\ A
= (x9-%8) (x0-3)
A/ N
- (x(s-8)) (x(s-9)
A\ A
= (8-8)xx(s-4)
Portanto, os vetores 3 que sdo levados na hiperesfera formam um elipsoide
centrado em BOIS, conforme representado na Figura 19.
Variando-se o raio r, varia-se de forma equivalente o elipsoide sem no

entanto alterar as dire¢des de seus eixos principais e sua excentricidade (Figura

20). Nesse sentido, o raio r pode ser considerado como um parametro de ajuste
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v

B,
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Figura 19 Relacdo entre a hiperesfera e o elipsoide.

para o processo de estimacao.

Figura 20 Variacgdo do raio da hiperesfera.

4 A regressao Ridge

Um procedimento usual na estatistica é a abordagem conservadora de, en-
tre duas estimativas igualmente plausiveis, se optar pela de menor tamanho ou de
menor norma. Utilizando essa filosofia, fixado o valor de r, deve-se escolher na
elipse centrada em BOIS o vetor 8 de menor norma, que serd denominado Jé; r(r)
(Figura 21). Esse procedimento de estimag¢do ¢ denominado estimacgado Ridge (HO-
ERL; KENNARD 1970),

Dessa forma, o estimador Ridge 3 r(r) é um estimador de encolhimento

no sentido que H B R(T)H < H BOLSH e também, evidentemente, um estimador
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Figura 21 O estimador ridge.

viesado.

Uma das grandes vantagens do método de estimagao Ridge € que, variando-
se o parametro r obtém-se uma curva 5’ r(r) no espaco de pardmetros. Tomando-se
as coordenadas <[3' R)i(r) de B(r), é possivel uma descri¢do bidimensional do
comportamento multidimensional do estimador, tragando-se simultaneamente os
gréficos de (,[; R) (7) em fung@o do pardmetro r. Tais graficos sdo denominados

i
ridgetrace, e permitem uma anélise grafica bastante 1til do processo de estimacao.
A Figura 22 apresenta um destes ridgetraces.

A questdo de se determinar um valor 6timo para o parametro 7, isto é, o
quanto se dever ter de encolhimento para que seja minimo o erro quadratico médio
E J&; [HBR(r) — BHQ} , ¢ uma das questdes mais estudadas na teoria, envolvendo
problemas analiticos complexos. Tal valor depende do vetor de pardmetro popu-
lacional 3, que deve ser estimado obtendo-se estimadores do valor 6timo para r
bastante complexos. Uma forma gréfica de se estimar uma regido para o valor

6timo de r € o intervalo em que as curvas de ridgetrace se tornam aproximada-

mente paralelas ao eixo das abscissas.



48

Ridge Trace
100 T T T T

Standardized Coefficient

-100 i i | i

Ridge Parameter -3

Figura22 Exemplo de ridgetrace em R,

4.1 O estimador Ridge

Nesta subsecio serd explicitada a obtengdo do estimador Jé; r(r).

O estimador de minimos quadrados, pelo teorema de Gauss-Markov, € o
melhor estimador linear ndo viesado (BLUE). Uma pergunta natural que se pode
fazer é, existe algum estimador viesado com erro quadritico menor? Neste sentido,
a regressdo de encolhimento trata de estimadores que, ao se permitir viés, forne-
cem estimativas melhores no sentido de se diminuir o erro quadritico médio. Para
tratarem o problema de quasi-colinearidade, Hoerl; Kennard (1970) definiram um
estimador denominado Estimador Ridge utilizando uma penaliza¢do no método de
quadrados minimos. Considere o problema de regressdo linear y = X3 + . No-
vamente, o modelo K € o subespago Im(X). O estimador de quadrados minimos
¢ obtido ao se projetar ortogonalmente o vetor y em Im(X). Introduz-se entdo
uma penalizacdo afirmando que as estimativas possiveis estdo a uma distancia r da

projecdo ortogonal, isto é, estdo em uma esfera de raio r contida em Im(X), esfera
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esta centrada na estimativa de quadrados minimos (Figura 23). Esta penalizacio
gera uma problema, uma vez que em razdo da projecdo ser ortogonal, todos os
pontos desta esfera estdo a mesma distancia de y. Como escolher entdo uma esti-
mativa? A ideia € a seguinte: os vetores z que pertencem a esta esfera satisfazem
a condi¢do < z — Py (x)(¥), 2 — Pimx) (y) >= r2. Considere entdio os vetores

3 no espago paramétrico tais que X3 = z. Logo,

r° = <z—-Ppxy:z2— Pmxy >
= < XB —XBs XB — XByy, >
= <X(8-8u).X(8-8u) >
= [x(8-8u)] X (8- Ba)
= (B~ Boss) X'X(B — Bos).
de onde segue que a pré-imagem da esfera ¢ um elipsoide centrado em Bols no

espaco paramétrico RP.

b - Tn(X

v

B, M

Y

Figura 23  Penaliza¢@o na defini¢do do estimador Ridge.

Adota-se entdo uma atitude conservadora. Todos os 3 neste elipsoide sdo



50

estimativas vidveis. Opta-se entdo por aquela de menor norma, isto €, toma-se
o (3 obtido como tangente entre o elipsoide e uma esfera centrada na origem. A
deducdo analitica da expressdo deste estimador é como se segue, e é representada

pela Figura 24.

~Im(X
P

R

N

Y,

Figura 24 A geometria do estimador Ridge.

Para cada valor fixo de r, a estimativa 3 r(r) é, como descrito geometrica-
mente, obtida como um problema de minimiza¢do. Analiticamente este problema
pode ser descrito de duas formas equivalentes. Primeiramente no espago de para-
metros.

Se quer minimizar a fungéo mgn |8]|? sujeito a restrigdo

A\ A
(8-8)xx(8-8) =12
Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange, a Lagrangiana é
2 2\~ 3 2
18I° +x((8-B) XX (8-8) ~r

— B+ ((ﬂ - 8)xx (8- 8) —r2> .

L(B,2)

Derivando em relagdo aos parametros e igualando a 0 tem-se
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ggzzﬂ+x[2x’x(ﬂﬁ>} —0

e (o)) o

Logo,
B+ M\X'X8 = \X'X3 =

(I+XX'X) B = AX'XB.
Portanto a solucdo é dada explicitamente por
. 1 . 1 -
Br(r) = (I+AX'X) "AX'X8 = </\I—|—X’X> X'X3.
Uma vez que 3 = (X'X) ' X'y, entiio

. 1 -1 _
Br(r) = (AHX’X) X'y = (KI+X'X) X'y,

sendo k = %

O valor de k£ em funcédo de r € obtido substituindo-se B r(r) na restrigao

(Ba(r) —B) XX (Br(r) - B) =2

1

() "xy = (%) Xy ) XX (%) Xy = (X)X ) =7

Como ¢ facil atribuir um valor para k e obter o valor correspondente de 7,

geralmente o estimador Ridge é expresso em func¢éo de k no lugar de r.
Brk) = (KI+X'X) Xy

Tal substituicdo é adequada, porém k ndo tem um significado geométrico

como o tem 7. O problema variacional que define o estimador Ridge admite uma
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outra forma equivalente, no espaco de dados. Considere 3 sobre uma esfera de

2. A imagem desta esfera pela transformacdo X é uma

raio r, isto é, 3’3 = r
elipse.

A ideia agora € obter 3 tal que X3 esteja o mais préximo possivel de y,
isto é, mgn |y — XB||? restrito a elipse imagem da esfera ||3|* = r2.

A Lagrangeana desse problema é

L8N = |y -XBI*+ (88~
= (y—XB8)'(y—-XB)+A(8B-17)
= Yy -yXB-(XB)y+ (XB)XB+ (BB -1%
= y'y-28Xy+8'XXB+ (BB -1?)

e entao,

gg = 2y'X+2X'XB+ X (28) =0

—y'X+ (X'X+AI)'B=0
Br(r) = (XX +AI)"'Xly.

No espago de dados, tem-se a interpretacdo

2 N 2 N 2
+ |[XB-XBu|| = cte + |XBu—x8| "

ly — Xg|*> = Hy — XBoss

O que se quer entdo € a minimizacao
NIt A\ N
a5 35" =i (3-8 x (3 )

sujeito a restricdo 3’3 = r2, isto &, para os vetores 3 sobre a esfera obter aquele
na elipse centrada em Bols de menor tamanho pela métrica de Mahalanobis (Figura

25).
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B,

Figura 25 Projegdo definida pela métrica de Mahalanobis.

4.2 LASSO

Em regressdo linear além do problema de estimagdo do vetor de para-
metros também se coloca o problema de selecdo de covaridveis. Na presenca de
muitas covaridveis € razoavel que o pesquisador queira selecionar apenas algu-
mas delas que mais afetam a varidvel resposta, isto é, um modelo mais parcimo-
nioso. Uma possibilidade é se obter ,éols e eliminar as covaridveis relativas as

coordenadas de 3, de valores relativamente muito menores que as outras. Se

ols
o estimador de quadrados minimos apresentar alta variabilidade (quasi multicoli-
nearidade), este procedimento evidentemente apresenta problemas e é conhecido
que nio € estavel, ou seja, se um novo vetor de respostas y € observado, com alta
probabilidade, covaridveis diferentes serdo selecionadas.

Uma alternativa seria a de se obter um processo de estimagdo que além de
apresentar pouca variabilidade, geralmente obtida por algum processo de encolhi-
mento, gere com alta probabilidade estimativas B em que vérias de suas compo-

nentes sejam nulas. Desta forma teria-se um processo automético de selecdo de

covaridveis. Esta é de fato a proposta de um processo de estimagdo denominado
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LASSO, acronimo de Least Absolute Shrinkage and Selection Operator, proposto
por Tibshirani (1996). Tal processo ¢ discutido em detalhes neste texto.

Como um dos objetivos deste trabalho € facilitar a leitura do artigo origi-
nal, serd utilizada a mesma notacdo do artigo. Em particular, BOIS serd denotado
por ,@lo.

Sejam entdo os dados (xj,yi), comi=1,...,nparax; = (zi1,...,Zip)
sendo x; o vetor linha da matriz de delineamento, dado pelos valores das varidveis
preditoras (covaridveis) e y; as respostas observadas. Se 3 = (f1,...,[3,) € RP,
o estimador LASSO ¢ definido por

. 2
(d,,@) = arg min Z Vi — a — Zﬁjxij ,
J

i=1

P
sujeito a restri¢do » |G| < t.
j=1
E ficil ver que & =y. E adequado por uma transformacio de dados co-
n n
. 1 TN | 2 _
locar o problema na forma normalizada supondo = 21 xij = 0, ¢ 21 x5=1e¢e
1= 1=

n
% > yi =¥ = 0. Desta forma, o estimador pode ser escrito como
i=1

2
n

p

~lasso .

B =argmin E Yi— E Bixij ;
=1

i=1

ou também pode ser interpretado como arg min ||y — X,@H2 sujeito a restri¢do
p

2. 1B <t
=1
Esta dltima forma fica representada na forma Lagrangeana por

~lasso .
B = argmin (|ly — X8I + X8I, ) -

€RP

Em termos de modelo geométrico, o subconjunto fechado e convexo K,
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P

definido por ) |3;| < t, € um hipercubo cujas diagonais estdo sobre os eixos co-
j=1

ordenados, € o centro sobre a origem. O valor t > 0 pode ser considerado como

um pardmetro de ajuste. Para o caso bidimensional e tridimensional, K}, é como

se segue na Figura26.

B3I\

“31|+|l32‘+|[33‘5t

“31‘+|l32|5t B,

=
)

—t
(a) Caso bidimensional.

(b) Caso tridimensional.

Figura 26  Restri¢do K, LASSO.

No espago de dados R", o convexo K = X(K,,) é semelhante a K, subs-
tituindo os eixos coordenados por eixos definidos pelos vetores das covaridveis
x;. O estimador LASSO Blasso € entdo obtido da forma anteriormente descrita.
Obtém-se sobre o convexo K o ponto mais préximo do vetor de dados y, o qual
serd denominado Pk (y). Desta forma, X (,@lasso) = Px(y). O ponto Px(y)
também pode ser obtido, conforme descrito anteriormente em termos do tridngulo
fundamental, como o ponto de K mais préximo de X (BO> = X(X'X) ' Xy.

A obtengdo de Blasso também pode ser descrita no espaco paramétrico,

uma vez que minimizar a distdncia do vetor y ao convexo K é, como também

descrito anteriormente, equivalente a se minimizar a distancia da estimativa de
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7 50 . A . ’, .
minimos quadrados 3 ao convexo K,,. Entretanto como esta distancia é definida
pela métrica < vy, vo>, = v/1X'Xvy, vi, vy € RP, a obtencdo do ponto de K,

. P 50 . . . .
mais proximo de 3 pode ser descrita como o primeiro ponto de K, que tangencia

uma elipse centrada em BO, conforme Figura 27.

ﬁz:---:ﬁpl

N

Figura 27 Obtencdo do estimador LASSO.

O conjunto convexo K, impde duas restricdes que possuem uma justifi-
cativa estatistica. A primeira delas € manter os valores das estimativas <Blasso).
1
limitadas. Esta é uma posi¢do conservadora, para evitar estimativas excessivas.
A segunda justificativa € bem mais sofisticada. O convexo K, tem como borda
uma hipersuperficie formada de planos tais que estas se intersectam em superficies
formadas de planos de dimensdes menores, que podemos pensar como ‘“arestas”.
Como as dimensdes das arestas variam, ocorre que 0s pontos nas arestas possuem
algumas coordenadas nulas. E intuitivo pensar que estas arestas tém uma maior
probabilidade de conterem o ponto mais préximo de ,30. Portanto, o estimador
,élasso tem uma maior probabilidade de possuir algumas coordenadas nulas. Neste
sentido o estimador funciona também como um processo de selecdo de covaridveis
e € esta propriedade que mais impulsionou seu estudo e utilizacao.

Para exemplificar o método, segue um caso particular em que se tem orto-
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gonalidade, isto é, X'X = 1.

Passando entdo a discutir o caso ortogonal, como exemplo mais simples,
serdo explicitados os calculos para a situagdo de 2 covaridveis. Observe que, como
por hipétese X'X = I, o produto interno < , >, é o produto usual e portanto no
lugar de elipses centradas em Bo tem-se circulos. O estimador LASSO ¢ obtido
pela projecdo do estimador de quadrados minimos BO = (BT, ,3(2)) no retangulo
81| + |82 < t. Vamos supor 8] > 0, 85 > 0e 3] + 85 > t. Uma vez
que a projecdo ortogonal é a usual, tem-se que os vetores na faixa hachurada,
representados na Figura 28, se projetam sobre a aresta, enquanto os vetores fora

da faixa hachurada projetam-se no vértice (0,t) ou (t,0).

0.9

v

(t,0)
Figura 28 O método de estimacdo LASSO.

Suponha entdo que BO esteja na faixa hachurada. A reta parametrizada
que passa por 3 e é ortogonal 2 aresta do quadrado é 7(s) = (8] + s, 35 + s),

com s < 0 e 7(0) = (8], 35). Esta reta toca a aresta quando

Bi+s+PBy+s=t
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A interseccdo da reta com a aresta € entdo

(B+5-5 (B +8) B 55 (B +53)).

,51 Bs E_B(I)_BS
2 2 "2 2 '

Portanto, o estimador LASSO € dado por

g _ (L, BI=By v BI-B
- 2 2 "2 2 ’

isto é,

Os vetores que se projetam em (0, t) satisfazem a propriedade de que a reta s =
,30 + ST) intersecta a reta definida pela aresta 3; + 35 = t no segundo ou quarto
quadrante. Para os vetores ,@ do primeiro quadrante que nao estdo na faixa hachu-
rada da Figura 28 ocorre que para algum valor 5 uma das coordenadas se anula,
pois a reta intersecta os eixos coordenados (Figura 29). Esta condi¢do implica que
o ponto de K, mais préximo de B° 6 o ponto (t,0) ou (0, ), isto &, 3" se projeta
em (t,0) ou (0,t).

Para 3° como na Figura 29, tem-se que para algum § a reta m(s) = (8] —
s, Bg — s) é tal que

3‘2’—520:3825.
Como neste caso BO estd na regido definida pelas retas (t + s, $) e o eixo positivo,
entdo ) )
B -sms<B-fg= <A

Desta forma, o estimador LASSO pode ser dado por uma unica relagio
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(tao)“\/ -
Figura 29 Estimador LASSO no caso bidimensional.

(TIBSHIRANI, 1996, p.272),

~ ~ + ~ ~ +
55:<t+ﬂ1—ﬁg> e@g:(t_ﬁl—ﬂz»

2 2 2 2

em que (z)7" significa que ()t =zsex >0e ()T =0sexz <O0.

Nas situagdes em que BO estd em outros quadrantes, a andlise segue de
forma anéloga.

Para o caso ortogonal em uma dimensao qualquer, o estimador de quadra-

dos minimos € da forma

B =XX) Xy =Xy =D zuy- -, > Ty
j=1 =1

~l ~ ~ ~

asso:ﬁo. Entretanto, se ,6’0 ¢ K, a projegao de BO ocorrera
p

no bordo de K, (0K,,), definido por ) |3;| = t. O vetor normal a 0K, nas faces
i=1

. —-
regulares (de dimensdo p — 1) é o vetor 1 = (+1,...,+1), em que o niimero de

Se B° e K, entdo

sinais negativos depende da face. Para as faces singulares (intersec¢do de hiperfa-
ces), o vetor normal é formado por nimeros +1 e 0. Para fixar a ideia, suponha

que <BO> ~#0,Vi=1,...,p. Aretaque passa por BO e é ortogonal a 0K, é dada
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por T'(s) =8° + sT (ver Figura 30).

4

v

Figura 30 Estimador LASSO para o caso ortogonal.

O estimador ocorre para o primeiro valor s tal que

(s) € 01, = 32| (%) = o[ = 0
i=1

1

Se (BO) > 0 entdo ‘(,@O> — s‘ = (BO> — s, para um s pequeno. Por outro

1 1

lado, se (BO) < 0 tem-se que ‘(ﬁo) - s[ = — (BO> + s, e entdo

1 1

(87), o = [smmt (&) |(8), |

A reta BO — ST atinge o bordo 0K, se

> |(8), o]~ = L (8, (4),

—s) =t

1 1

)—ps:t

=y i(@), (),

t— XP: sinal (BO)
i=1

1=

= 5=
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Desta forma, o estimador LASSO ¢é dado por

(Blasso>i = Sinal(,é())i(’(,éo)i—’V’)Jr, 4.1

em que (TIBSHIRANI, 1996, p. 269)

iil sinal (,BO) i

p

Passemos entdo a analisar o caso ndo ortogonal. Para p = 2, o caso ndo
ortogonal € descrito da mesma forma que a situacdo ortogonal. O que ocorre
agora é que a projecdo na aresta do quadrado nao é mais uma projecao ortogonal
em relag@o ao produto interno usual <, >, mas sim em rela¢do ao produto interno
<, >p. Para se obter um vetor ortogonal a face, observando que o vetor ( — 1,1)

pertence a aresta, € necessario se resolver a equagao

< (—=1,1),(1,a)>, = (-1,1)(X'X) ! =0.
a
A regido para a qual B12%° # 0 e 355° =£ ( ndo é mais definida por retas, sendo
entdo definida por curvas mais complexas.

Obtido o valor de a, define-se a reta 7(s) = 3  + s(1,a) e obtém-se o
valor de s para o qual a reta 7°(s) intersecta a aresta e o raciocinio segue como no
caso ortogonal. Representacdo desta ideia é conforme Figura 31.

De forma andloga ao estimador Ridge para o qual se pode tragar o ridge-
trace para as componentes do vetor de estimativas, considerando como parametro
de ajuste o valor t da definicdo do estimador LASSO, € possivel tragar curvas
para as componentes da estimativa LASSO. Um aspecto interessante para estas
curvas € que se obtém a sequéncia ordenada em que as covaridveis deixam de ser

zero. Desta forma, tem-se uma descricdo grafica para a selecdo das covaridveis
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v

Figura 31 Estimador LASSO (caso geral).

(TIBSHIRANI, 1996, p. 271-273).
4.3 Abordagem Bayesiana aos estimadores Ridge e LASSO

O estimador ridge e o estimador LASSO podem ser obtidos facilmente a

partir do paradigma bayesiano. Considere y,x1 um vetor aleatério com densidade

normal multivariada dada por
L -XB) (v-xB),

(Sl

fly) = )

em que X é de dimensdo n X p e 3 é de dimensdo p x 1.
Supondo como priori para o vetor de pardmetros 3 uma normal multivari-

[N}

(N2 31817,

ada da forma
m(B)=
(2m

wo

)

a posteriori é proporcional a
#(ly) o H O -3B8]

Uma estimativa pode entdo ser obtida tomando-se a moda da posteriori que ocorre
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quando o expoente ¢ minimizado, isto €,

B(BayeS) _ Hllain {; [(y - Xﬁ), (y — XB) +)\”,3H2} }
= un {Jly - X8I + A8}
_ Bridge.

Para o LASSO, considere uma priori para o vetor 3 dada pela exponencial dupla

7@ = [[ge ™

Portanto, a posteriori é proporcional a

H(Bly) e HEB 3B K

Tomando-se a moda da posteriori tem-se

~ (Bayes)

82 = i (G- x0) - x) <2 141,
= i {Ily = X8I + 21911}

~lasso

=B
4.4 Estimacao da variancia do estimador LASSO

Como o estimador LASSO ¢ ndo linear e ndo diferenciavel, € dificil obter
estimativas acuradas para sua variincia. De fato dois métodos foram propostos no

artigo original e serdo aqui discutidos em detalhes, sendo o primeiro deles utili-
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zando Bootstrap.

Considere o modelo linear usual y = X3 + e com E [e] = 0 e var [e] =
o?1. Um vetor de dados y,,«1 é observado e uma estimativa ,Bi)aisf ¢ obtida. Como
as componentes y; do vetor y possuem esperancas diferentes, ndo se pode reamos-
trar as componentes de y para se obter uma amostra bootstrap y*. A estratégia
para se obter este novo vetor y* € como se segue. Com a estimativa Blasso obtida a
partir do vetor de dados originais y, obtém-se o vetor ajustado § = XBlaSSO. Note
que ¥ ndo é um estimador ndo viesado de pu = E [y]|. Toma-se entdo os residuos
{ef =§i —yi,i=1,...,n}. Conforme observado, ndo se tem E [e}] = 0 e cer-
tamente E [(yi — yi)Q] # o2, No entanto temos aqui uma analogia com o ajuste
de quadrados minimos pois se § = X3°"® entdo E[§] = u, E[(§i —yi)] =0 e

n

LS (i — yi)2 é um estimador ndo viesado de 0. Neste sentido é razodvel
n—p—1 &
1=

considerar y; — y; como um estimador de £;, apesar de estes residuos nio serem

independentes, isto €, ¥; — yj € ¥ — y; ndo sdo independentes, a0 passo que ¢j € ¢;j
- . - N ~lasso , . .

o sdo. Baseado nestas consideragdes, para y = X3 também serd considerado

v o~ .

€ = ¥i — yi um estimador para o erro ;. Pode-se agora se obter amostras boots-

trap da forma: {e},e5,...,e}} é reamostrado com repeti¢do obtendo-se vetores

€. Com estes vetores constréi-se um vetor de pseudodados y* =y + €*, em

que y é o vetor de dados originais. Com o vetor y* obtém-se entdo uma nova esti-

. ~x(lasso) . .

mativa 3 . Realizando este processo vdrias vezes, tem-se amostras bootstrap
~lasso - . . A .

de B e se pode entdo calcular uma estimativa para sua variancia.

Uma outra abordagem € se obter uma forma fechada para uma aproxima-

¢do de um estimador da variancia do estimador LASSO. A ideia € utilizar uma
(8)?
18]

aproximagdo em termos do estimador Ridge. Como |5;| = tem-se que

p 2
i

p
i=1 i=1 !




65

e entao

p
g = arggnn{uy—XmPHZwi\}

i=1
P g2
argmin{ ||y — XB||> + ¢t it
pinf 22 1Al

~lasso

Obtido o estimador LASSO 8, considere o estimador definido por

3 2 - (IB‘)z
3 :argﬂmin{Hy—XﬁH +t§\(ﬁlab“’)ll}

A% . . .
Ora, 3 ¢é simplesmente o estimador Ridge para o caso em que cada coordenada
sofre um encolhimento diferente. Este caso mais geral de estimador Ridge admite

uma férmula fechada semelhante ao estimador Ridge usual dada por
A" = (X'X+AW") Xy,

em que W™ € da forma da Figura 32. Se (Blasso)i = 0, entdo a entrada correspon-
1
|5%{13&o O
O 1
|ﬁ]l}a:.su

Figura 32 Matriz de pesos do estimador Ridge.

W™ =

dente na diagonal é zero, isto €&, W~ € a inversa generalizada da matriz diagonal.
P .

A quantidade A é escolhida de forma que ) |5;

mador ridge satisfaca a mesma restri¢do do estimador LASSO. Tem-se entido que

i=1
cov (B*) = (X/X—H\W*)_IX’X(X'X+/\W7)_102, e um estimador é entdo

= t, ou seja, que este esti-

cov (B7) = (XX+aW") XX (X'X4AW ) 162,
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em que6? é um estimador para a variancia do modelo, obtido por exemplo pelo

método dos quadrados minimos.
4.5 Erro de predicao e estimacao do parametro t

No artigo original (TIBSHIRANI, 1996) sao apresentados, de forma resu-
mida, trés métodos para a estimacgdo do pardmetro t. No sentido de completude do
texto os trés métodos serdo explicitados, utilizando a notacao do artigo original.

Considerando o modelo linear y = XB+¢ com E [¢] = 0 e var [¢] = 071,

o erro médio (Mean Error) de um estimador ,@ é
A 2
ME =Eg [HXﬁ - Xﬁ“ } .
J4 o erro de predicdo (Prediction Error) serd aqui considerado como
|

com X/ fixo, isto €, 0 modelo ajustado fica fixo, e toma-se a esperanga em rela¢ao

PE =Eg [Hy — X3

a novas observagdes y. Assim,

|

Eg [Hy ~ X8

Eg [Hy—X,BJFXQ—XBHQ]
= Eg[ly - X8I’ +Bg[2 <y - XB,X8 - XA >]
|

= Eg|lel’] + 2Bg[< y — XB,X8 >]

+Eg [HXﬁ — X3

_oR [< y — X3,X0 >} +Eg [HXﬁ - XBH2]
= no’+2<E[y—Xg],X8> —2E [<y—X5,X,é >}

+ ME
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= no24+0-2E [<y—Xﬁ,XB>}+ME
- na2—2[<E[y—Xm,XB >} +ME

= no?+ ME.

O erro de predicao do estimador LASSO pode ser estimado por exemplo
com o método fivefold cross-validation. Neste método os dados sdo divididos ale-
atoriamente em cinco partes iguais. Em quatro delas simultaneamente o modelo é
ajustado e a outra restante € utilizada como conjunto de teste do modelo ajustado.
O processo € entdo repetido cinco vezes e em seguida toma-se a média do erro
de predi¢do. No caso do LASSO o vetor y € particionado em cinco partes iguais.
Uma delas € escolhida. Retira-se entdo da matriz X as linhas correspondentes a
esta parte escolhida. Com esta matriz reduzida e o vetor de dados reduzido € ob-
tida uma estimativa LASSO 5’ 1- O processo € repetido cinco vezes obtendo assim
,C:}l, cey ,(:}5. Observa-se que apesar destes vetores terem sido obtidos pela matriz
X reduzida de um quinto das linhas, os vetores Bi obtidos sdo vetores em RP.
Para o erro de predi¢@o a matriz original X € aplicada nos vetores Bi obtendo-se
vetores ajustados ¥; em R". Calcula-se entdo, para as componentes a0 um quinto
das coordenadas do vetor de dados originais o quadrado da diferenca do valor
ajustado e dos valores observados. O processo € repetido cinco vezes e toma-se
a média destes. A escolha do valor do pardmetro t é obtida fazendo a reparame-

trizagio s =———. Como o valor de t na estimacio LASSO s6 & interessante

P
> |87
i=1

P
para0<t < > ‘5{’15

i=

parti¢do de [0, 1] da forma s = 0

, 0 novo parametro s varia de zero a um. Faz-se entdo uma

,%, %, e €—le 1 para ¢ suficientemente grande e
calcula-se a estimativa do erro de predicdo para os estimadores LASSO para cada
um dos valores de s. Toma-se entdo por estimativa de t o valor de s correspondente

que gera o menor erro de predicdo. Observa-se que como o erro de predicdo PE
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e o erro quadritico médio ME diferem pelo valor da variancia o2

, a computacao
pode ser feita em relagdo a ME. Tem-se entdo uma férmula computacionalmente

mais simples, uma vez que para modelos lineares se tem

ME — E |:HXBIasso B Xﬂ)ﬂ _E [(Blasso B B),X’X <Blasso B 5)} 7

5 . / .
e portanto pode ser estimado por % > (Biasso — ﬂ) X'X <Biasso — ﬂ).
i=1
O segundo método é baseado na aproximacdo do estimador 3° pelo
estimador Ridge 3*(\) = (XX + AW ™) X'y, para W = diag (‘5}%50 ), con-

forme descrito em 4.4. O erro de predi¢do do estimador LASSO Blasso serd aproxi-

mado pelo erro de predi¢ao do estimador 3*(\) que, por ser um estimador linear,
é calculado por um processo de cross-validation tipo leave one out. Seja 819 (\)
o estimador obtido omitindo-se a k-ésima coordenada do vetor de dados y e a li-
nha correspondente na matriz (X'X + )\W_)_IX/ . Obtém-se entdo a estimativa

do erro de predicao
PO)=1 a0 -y =13 ((Xﬁ*(k)(w - yk> |
k=1

denominada na literatura de PRESS, acronimo de The Predicted Residual Sum of
Squares. De forma surpreendente Golub; Heath; Wahba (1979) demonstram que

P()) admite a seguinte expressdo matricial simples

)

P(A):%HD()\) (1 - X(X’X+AW—)‘1X’y) ‘ ’

em que D()) = diag (ﬁ) e ajf = (X(X’XHW*)*X') .
11 li

A utilizacdo desta férmula permite obter para o caso do estimador Ridge o

valor 6timo para o parametro A\ simplesmente obtendo o valor de A\ que minimiza

P(A), isto é, que minimiza o erro de predi¢do. Golub, op. cit., apresentam uma

generalizacdo deste método, que consiste em uma versao invariante por rotacao.
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Aplica-se ao vetor de dados y uma matriz especial obtendo-se uma nova estimativa

para o erro de predi¢do dada por

n

V)= S ((x8 P 0) i) ),

k=1
em que

. 1-— akk(/\)
RG]

A estimativa para o pardmetro t é obtida como um minimizador de V() (t e A
estdo univocamente relacionados). Este procedimento recebeu o nome de GCV
(Generalized Cross Validation). No artigo original do LASSO, é proposta uma

estatistica semelhante da forma

lasso _ 2
GOV (1) = [X6™) —¥]

n {1 ~ 1y (X(X'X + AW*)’IX’) }

PR

O terceiro método é baseado no estimador nao viesado de Stein (SURE)
(ver Se¢do 7.2). Suponha Z ~N,(u,I). Se fi é um estimador de p, fazendo
=z + g(z), entdo

2 = Jg;
le(z)|l _|_22871 ,

i=1

By |18~ pll’] = n+Ep

e pelo método dos momentos tem-se o estimador ndo viesado para o risco

n
Ey [Hﬂ — p||2} do estimador fi, dado por n—H|g(z)H2+2.Z1 gii. Supondo or-
1=

togonalidade, isto é, X’X = I, tem-se uma férmula explicita para o estimador

LASSO,
)

P .
em que y é definido por uma relagdo com t = > | leasso
i=1

n 20

leasso = sinal (Bf) (

B

. Estimando o erro pa-

drio de BJO por 7 :% em que 6% = n%p (vi — yi)Q, entdo ﬁ%, j=1,...,n,

1

[
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sdo aproximadamente independentes e normais padrdo. Em razdo da natureza

geométrica do processo de estimacdo LASSO, pode-se afirmar que o estimador

B}asso = sinal (ﬁf) ( ﬁf

+
— fy) € proximo ao estimador definido por

G0 20 +
fi; = sinal <ﬁ3> ( 5% - ’Y) ;
7 7

conforme Figura 33. Fazendo z; = '87J tem-se

Figura 33 Aproximacdo do estimador LASSO.

5 5 + 3 5 5 5 +
fi; = sina = - vl == < +sinal [ — - vl .
7 T 7 T 7 T
Definindo a fungdo g(z) = (g1(21), - - -, 8p(zp)) por
5 5 5 5 +
30 ge 0 o
gi(z) = g (3 = —— +sinal | =~ S
T T T T
seﬁf <0e ﬁTJ < 7y entdo g; (’6;) :—/B%—O.
SeBJF’<Oe 571 > ry entdo gj (é) :—BTJ'— B% + v =.
SeBJF’>Oe’87j<7entﬁogi 573 :—ﬁ%.
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G0

Finalmente, para BO >0e 6 > v a funcdo g € g; (i‘) = —~. Note

i

Ogi _
oL

que = 1 sempre que <.

Em suma, a fungdo fi = z + g(z) para g(z) = — z + sinal(z)(|z| — )"
z —B— possui coordenadas com grafico dado pela Figura 34. Portanto, o estimador

néo viesado de Stein para o erro quadratico médio, Eu [Hu — | } = p+]lg(2)||*+

2 Z 851 tem sua expressdo dada por

/\

R{BO) |~ 72 {p—24 (j

<7>+Zmax< G

0
e
T
=1

1>
B

_"Y ________

Figura 34  Gréfico das funcdes coordenadas.

A equacdo que relaciona os parametros t e -y pode ser explicitada a partir

A . A +
do fato de que 37 = sinal (,6’;’) ( Bl = ry) ,

entao
((
L -
=2 (5-7)
j=

O artigo apresenta uma justificativa heuristica para a razdo de que o caso ortogo-

~

sinal (BJO) By —

]

J
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nal também pode ser aplicado como uma aproximacdo para o risco do estimador

LASSO no caso geral.
46 Ocasop>n

E usual em problemas de regressdo, principalmente em aplicacdes genéti-
cas, que o ndmero de covaridveis p seja maior do que o nimero de observacdes n.
E observado sem demonstracio em Zou; Hastie (2005) que o método LASSO sele-
ciona no maximo n covaridveis, sendo esta uma limitacdo do método que foi supe-
rada com o método Elasticnet. Na literatura ndo foi encontrada uma demonstragéo
explicita deste fato. Segue portanto uma demonstracdo baseada em argumentos
geométricos que justifica tal fato.

No caso p > n, a matriz X, ndo € injetiva e possui kernel, isto €, o

subespago Ker(X) = {8, X3 = 0}. O estimador LASSO ¢ definido entdo por

~lasso

. 2
B =argmin|ly — X8|I" + A8,
€RP
Al ) . . . L.
%% & obtido geometricamente projetando-se o estimador de quadrados mini-
g proj q

mos, pela métrica de Mahalanobis, no convexo definido por ||3]|; < t. Neste
caso, para se obter o estimador de quadrados minimos faz-se necessirio a uti-
lizagdo de uma inversa generalizada de X'X, definindo a estimativa dada por
5015 = (X'X)” X'y. Neste caso, tem-se que se 3 € Ker(X) entdo

Jr-x @+ o)+ [+

7, - ()

ol
B+ 8|,

<l () ol

+ I8l

Tem-se entdo que se deve minimizar ||3||; para 8 € Ker(X). Para a norma || ||;

. . ~ols .
isto ocorre quando o subespaco paralelo ao Ker(X), e que contémo 3, intersec-
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ciona os planos coordenados, conforme Figura 35 . Supondo sem perda de genera-
lidade que a intersec¢do seja transversal, entdo se tem no maximo uma intersec¢ao
com o plano coordenado de dimensdo n, e portanto no maximo n covariaveis sao

selecionadas.

Ly R n<p

Figura 35 Ker (X) e o convexo K,

4.7 GARROTE

O método foi proposto originalmente no artigo classico Better Subset Re-
gression Using the Nonnegative Garrote (BREIMAN, 1995), como uma forma
selecdo de covaridveis em regressao linear. Este método foi que motivou a defini-
¢do do estimador LASSO. Neste trabalho, o0 método GARROTE ser4 discutido de
forma simplificada. No problema de regressdo linear y = X3 + &, com BO sendo

o estimador de quadrados minimos, considere o conjunto

p
Cp=<(c1,...,¢p);¢; >0 echgt
=1
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Parap = 2 e p = 3 estes conjuntos sio, respectivamente, um tridngulo e um tetrae-

dro, conforme Figura 36. A partir do convexo Cp,, € construido um convexo K, no

C

(050! t)
C, 1\
0,1}
0,1,0)
(t0) e, %
(1,0,0)
cl
Figura 36 O convexo C, em R? e R?
espaco paramétrico da forma como se segue. Seja BO = (,5’1, ey Bp> a estimativa

de quadrados minimos. Considere a transformagfo linear A :RP — RP em que A

~0

¢ a matriz diagonal A = diag((3; ). Logo, aimagem de C, por A, K, = A (C,,), é

p
~0 ~0
K, = (clﬁl,...,cpﬁp> ,Cj > O,ch <t
j=1

A forma de K, € similar a de C,,, possuindo entretanto inclinagdes diferentes.
Para p = 2, tem-se a representacio na Figura 37. E possivel observar que se t = p
entdo (1,...,1) € C, e consequentemente a estimativa de quadrados minimos
(Bl, . ,Bp) € K. Set < pentdo ,@0 ¢ K. O método de estimagdo GARROTE
consiste em se projetar ortogonalmente, em relagdo a métrica < , >, BO em K.
No espaco de dados, a projecdo de y € ortogonal em relacdo ao produto usual em

K = X(K,).
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Analiticamente, 0o GARROTE pode ser definido como

2

n P
~garrote . ~0
B = arg min g Vi — g 3¢ B;
i=1 j=1

P

sujeito a restricdo » ¢j < 't, ¢; > 0 (TIBSHIRANI, 1996; BREIMAN, 1995). A
j=1

projecdo no processo GARROTE possui tendéncia a ocorrer nas faces de menor

dimensdo e portanto tende a obter o estimador GARROTE com vérios componen-
tes nulos, o que pode ser visto como um método de selecio de varidveis. Como se
pode observar, 0 método LASSO € semelhante a0 GARROTE, diferindo no fato de
que o convexo K, no GARROTE depende da estimativa de quadrados minimos.

P
Um caso particular é quando se tem t > p. Nesta situacdo, ) ¢j = p <
j=1

t € satisfeito por ¢; = cp = ... = ¢, = 1, implicando que ,éo € K, e entdo o
estimador GARROTE coincide com o estimador de quadrados minimos BO.
Como exemplo seja o caso ortogonal, em que X'X =1 e p = 2 (Figura

37). O vetor normal A reta aresta que passa por (0,t35) e (t 37,0) é

< (tB1,-tB5).(1,a) >=0

A0

t,écl)—atBA;:O:a:ﬁ%}).

2

A reta que passa por BO e tem este vetor como vetor diretor é
~0
30 B

I'(S):IB +S< 7A0> .

A intersecgﬁo desta reta com a reta aresta ocorre para

A0

BCQ) +S'BT(1) ~0
Bz 162

té(; - (5(1) +s) B
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o ~0
B — 264
§= ~ox 2
1+ <@3,
B,
Obtendo os estimadores:
+ +
t—2 ~ t—2 o
1+ T Ne By, |1+ N B3
1+(3) 1+(%)
5 5

A férmula anterior difere da formula apresentada em Tibshirani (1996, p.

269).

(0, 1)
(0,tB2)

v

(t,0) (tB°,0)

Figura 37 Penalizacdo do método GARROTE.

O grande problema relativo ao método GARROTE ¢ que como este utiliza
a estimativa de quadrados minimos na constru¢do do convexo K, se o estimador
de quadrados minimos apresenta grande variabilidade, o0 mesmo ocorrerd com o

estimador GARROTE.
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5 O método de regressao Elastic Net

Este método de regressdo pretende obter o melhor entre os dois métodos
de regressao, Ridge e LASSO, porém com novas propriedades que estes métodos
carecem. A ideia € bastante simples, consistindo em minimizar a soma de quadra-
dos do residuo restrito a uma combinacdo linear das restricdes do método Ridge e
do LASSO.

Para uma regressdo miltipla Y = X3 + €, considerando o modelo cen-

n
trado e as covaridveis na forma de correlacdo, isto &, > y; = 0, > x5 = 0,
i=1

n
> xij2 =1lcomj=1,...,p,apenalizacdo da soma de quadrados serd dada por
i=1

MBI+ 221181,

P P
em que ||3]]* = ,8j2 ellBlly = > ’ﬁj’. Portanto, a fungdo a ser minimizada é
=1 =1
dada por L (8, A1, \2) = |ly — XB|* + M|8]1* + X2||8]|;. O estimador obtido

serd denominado estimador elastic net ingénuo, representado por

~

IBeni - argngnL<BaAl7)\2)

5.1 O estimador elastic net

Em termos de soma de quadrados restrita (penalizada) minimizar a fun¢éo

L (B, A1, \2) é equivalente a minimizar ||y — X/3|| sujeito a restri¢do

A Ao ) ¢
A A 2<t = + <
Bl +lBIE <t = Bl + I8 <
Ay Ao ) ¢
= (1- + <
< )\1 _|_)\2> ||/6||1 )\1 +>\2||BH — )\1 +)\2

= (1-a)|IBl, +allB|* <t
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(1—a)||8|l; + «||B]|* é denominada de penalidade elastic net e é uma combi-
nacdo convexa entre as penalidades que definem a estimagdo Ridge e LASSO.
Pode-se observar que para o = 1 se tem a estimacio Ridge e se & = 0 a estimagao
resultante € a do LASSO.

O conjunto ||3||; < t é convexo, mas ndo estritamente convexo. Ja o
conjunto || BH2 < t € estritamente convexo, e portanto para & # 0, o conjunto
definido por (1 — @) [|B||, 4+ «||B]|” € estritamente convexo. Logo o modelo K, ¢
0 convexo

Kp = {8,(1-a) ||l +al8]* < t}.

Para analisar a forma deste conjunto convexo basta analisar o seu bordo, isto &,
analisar a igualdade (1 — ) ||8]|, + «||8]|*> = t. Como exemplo, para t = 2,
a=0,5ep=2setem (0,5) 3], + (0,5)[|8]|* = 2. Assim, se ||B]|; = 2 ¢

18] = 2, tem-se a representacio conforme Figura3$.

B,

B,

Figura 38 K|, na estimac@o elastic net.

Novamente o processo de estimagdo elastic net consiste em projetar com
A . . . L. A0 .
distancia minima o estimador de quadrados minimos 3 em K,. Geometricamente

a projecdo € obtida como o ponto de tangéncia entre a familia de elipses centrada
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em B° e acurva (1 —a) I8, + ||B]|* = t, conforme representacdo na Figura

39.

Figura 39 Geometria do estimador elastic net.

Observando novamente a Figura 38 tem-se que nos pontos
(£t,0) e (0, £ t) a curva ndo é diferencidvel, isto é, se tem “pontas”. Esta é a
razdo pela qual o método elasticnet mantém as propriedades do LASSO de selecao
de covaridveis.

No espago de dados o método pode ser visualizado conforme descrito a
seguir. A aplicagio X leva o conjunto convexo Ky, (1 — a) ||8]|, + 8] = t,
em um conjunto convexo K C Im(X). O processo é simplesmente obter o vetor
X3 em K que esteja o mais préoximo de y (Figura 40).

O processo do elastic net ingénuo pode ser visto como um processo de
duas etapas: uma regressdo Ridge e uma regressdo tipo LASSO. Este fato serd
fundamental na construcio de algoritmos eficientes para o cdlculo de estimativas
elasticnet. A ideia é que a regressdo Ridge pode ser obtida com o emprego de

estimadores mistos (GRUBER, 1998; COSTA, 2015), isto €, utilizando um modelo
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B......B

/”1
N

Figura40 O método de regressao elastic net.

linear aumentado a partir do modelo original. Este procedimento estd descrito a
seguir.

Primeiramente faz-se uma reparametrizacdo, em que 0s novos parame-
tros sdo da forma 3* = /1 + X\283. A partir do conjunto de dados (ynx1, Xnxp)
define-se um novo conjunto de dados (dados aumentados) que podem por exem-

plo ser provenientes de um outro experimento anteriormente realizado. Com es-

tes dados aumentados a regressdo fica da forma (y’(kn p)x1 Xz‘n +p)xp>, em que
y * 1 Xn><p . -

yzknﬂ))xl = e X(nﬂ))xp = i . Assim, tem-se entdo
0 2\ V2alpxp

uma nova regressdo em relacdo aos novos parametros 3* dada por y* = X*3* +-¢.

O estimador de quadrados minimos desta regressdo é

= (XX 7Tyt

1+)\2 ’
B RN AV w
V14 Ao ( 2) VAol

= I+ XXX+ Al) XYy

-1

(x. )

Logo, como 3~ = vI+ Xaof3, tem-se que 3 = (X'X4+X]) X'y = Br(X2).
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Portanto o estimador de quadrados minimos 3° " satisfaz 3"~ = /1 + A28 (A2),
isto é, é exatamente o valor obtido pela reparametrizacdo da estimativa Ridge da
regressdo originaly = X3 + €.

A estimativa LASSO para a regressdo y* = X*(3* + € € obtida minimi-

zando a Lagrangeana

L(1.8%) = lly = X8I + 718,

isto &, B%%°* = argminL (7,8, em que y = 2L
B*
Como
2
ly* = X8 1> + 181, = - = V1420

0 V1+ A Vg1
+ [ Vi,

2

y 1 XB
= - = + 1+ Xv||B
0 1 3 2’YH H1

= |y = XB)* + 2|8]° + V1 + 28I,
= |ly = XBII> + XlIB]* + A |18l

. ~lasso* . ~ .
tem-se que o estimador LASSO 3 ¢ exatamente o estimador 3,,,; pois sdo de-

finidos pela minimizacdo da mesma funcdo. Em termos dos pardmetros originais,

~ slasso *
_ 1 7 . . N
Beni = mﬂ . Desta forma, o cdlculo do estimador elastic net ingénuo

pode ser obtido como o estimador LASSO de um sistema aumentado.
Para exemplificar, vamos calcular a estimativa elastic net ingénua para

o caso ortogonal X'X = 1. Conforme demonstrado (férmula 4.1), o estimador

_7>f

LASSO para uma regressio ortogonal é dado por

(Blasso)j _ sinal (Bols>j <' (Bols)j
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A regressdo com os dados aumentados satisfaz

1 X
X = =
\/1+)\2 /)\21
1
(XH(X*) = X' v/ Aol
1+>\2( ) Vol
1
= X'X 4+ Aol
1—|—)\2( + 2)
1
= T4+ Aol
1+)\2( +A2l)

= L
Portanto o sistema aumentado também € ortogonal. O LASSO do sistema aumen-

<Blasso *>]. _ (‘ (Bols *>j

Como demonstrado,

g = V1+ X2 Br(Ao)
= V1+ (XX 4 20) Xy
= V14 X((1+ X)) Xy

tado é

+ . ~ols *
— v ) sinal (,8 > j-

= _ X’
V14 )Xo

Mas X'y € o estimador de quadrados minimos da regressdo original e portanto
~ols * ~ols . . A . -

B = \/1i7,\5 . Como o estimador elastic net ingénuo satisfaz 3.,,;, =

2
1 ~lasso * ~
S B , entdao

(Beni>j B V1 i— Ao (Blasso *>j

—7) (3™

1 sols +
N MO@I >j
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~ols +. 50ls
= \/11)\2@\/11-)\2('81)]‘ —’Y> sma1<51>j

(|- vaewn)

= W sinal(,@ )j

sols _/\1>+
= <‘(IB )j i sinal(BOIS)j,

1+ Ao

Zou (2005, p. 305).

A grande vantagem do método elasticnet em relagdo ao método LASSO
¢ que se tem a propriedade de efeito de grupo, isto €, varidveis altamente corre-
lacionadas tém alta probabilidade de gerar estimativas relacionadas a estas cova-
ridveis com valores proximos. Esta propriedade decorre do fato que a penalidade
empregada no método elasticnet define um modelo K, estritamente convexo, ao
contrario do método LASSO que define um modelo K, apenas convexo.

A diferenga entre uma penalizacdo convexa e uma estritamente convexa
¢ explicitada na Proposi¢éo 5. Seja J( - ) uma fungdo positiva e o problema de
minimizagao

N

B = arggin {lly = X81* + 21 (8)
Tem-se
Proposicdo 5. Se x; = x;,1,j € {1,...,p},
1. Se J(-) € estritamente convexa, entdo 3 = Bj’ VA > 0.

2. Se J(B) =||B|l,, portanto convexa mas ndo estritamente convexa, entio
Bka k ?é (]

(& k=i
(B+6) -5, k=j
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¢é uma outra solugdo do problema de minimizagdo para s € [0, 1].

Demonstracdo. 1) Se J é estritamente convexa, entio ||y — X3||> + AJ (8) tam-
bém o é e, portanto, admite um tnico ponto de minimo 3. Seja agora o caso em

que x; = Xj. Definindo um novo vetor B* da forma
~ Bx se k #1,j
L(Bi+B) sek=ij
Como as i-ésima e j-ésima colunas de X sdo iguais, tem-se que XB* = X,@, de
onde segue que ,@* também ¢ um minimo e pela unicidade El* = ,@, 0 que implica
que fi = f.

2) Suponha Bi 3j < 0 e considere novamente o vetor B* Assim,

(1" - (5 =5 - § (e3) 3 3
1

_ Bi+5’j)2 _1 (5}%251 B +/§f) < i (B? +5’j2>-

4 4
Portanto,
- P P . . P .
1871, = D2 18| = o] + JBr | + || = D0 || +2] 8t
s= S#1,] S7L,)

Como Bl* = % (Bl + BJ) se Bi Bj <0, Bi e Bi possuem sinais opostos e

BitBi| < 3 < Bi| + ‘BJD Logo,
A P 1 X A
< 2(3 (3] +[41)) = 4]
p 1 Z + (2 1A p 1
Tal fato ndo pode ocorrer pois 3 e 3 minimizam ||y — X8| + A 8| | € portanto

BiBj > 0.

Observando que se define

Br| =

1
2

Bs Bi

’
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A~

B , k#1,]

Bi=1 (B+5)s Jk=i ,sel01],
(B+B) (1=s) k=]

entao >

HB* 122 Bs| + Bi—i_Bj‘S—i_ Bi—i_Bj‘(l_S)

s#1,]
:zp: Bs| + BHrBj):zp: Bs| + |5 +‘Bj‘=HB‘1,
s#i,j S#1,]

. 5 A . A% z z ~
pois f3; e 3; possuem o mesmo sinal. Portanto 3, também € solucdo do problema

de minimizagao. O

Como 0 caso x; = X; ndo € de interesse pratico, um resultado de maior
aplicabilidade vai garantir uma cota para a diferenca entre as estimativas <,6'em-)
1

N _ e
e <Bem>j em termos da correlagdo amostral p =x';X;.

Teorema 1. Se 3,,;(\1, \2) € 0 vetor de estimativas elasticnet ingénua e se

<Beni)i(/\1,/\2)(Beni>j(>\17)\2) >0,

entdo

1
[yl

1
< —/201= ).
<% (1-p)

(Bem>i(>\17 A2) — (Beni)].()‘lﬂ A2)

Demonstragdo. Observando que a diferenciabilidade da fungdo L (A1, A, 3) € ga-

rantida apenas fora das intersec¢cdes com os eixos coordenados, entdo

0
L<>\1,/\27,3)‘ . =0
9Bk B=0(\1.x2)

faz sentido se Bk (A1, A2) # 0. Com essa suposi¢do, a derivada da Lagrangeana
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em relacdo a (3; é
—ox/ {y ~XB (M, )\2)} g sinal B; (A, A2) + 2008; (A1, A2) = 0.
Subtraindo esta equacdo paraie j, se tem

65 =) {y = XB0u, M) b+ 2 (B (M 20) = B (M, 2a)) =0

= B (A1, X2) — Bj (M, A2) = )\12 (x'i — x) (y — XB) : (5.1)
Como
Ixi —x5]” = (xi —xj,%i — Xj)
= Ixill® + lIx]1* — 2%’ x
= 14+1-2p
= 2(1-p)

e também

L ()\1, AQ,B) <L (A, A2, 8=0) = [y
112 . A2
= Hy—X,@H +)\1H5H1+/\2H,3H < HYHQa

substituindo na equacdo 5.1 e utilizando-se do fato de que 3; (A1, A2) e ﬁj (A1, A2)

~ N

B: (s o) = B (0w Aa)| < 521 = p) iyl e por-

tém o mesmo sinal, tem-se

tanto

Bi (M1, A2) — Bj (A1, >‘2)‘ 1 Iy 1? -

N 1 ylI* .2 =p)
D i,j) = S N2U- =
o (i25) o T T

O]

Segue do Teorema 1 que se x; e x; sdo altamente correlacionados, entdo a

diferenca das estimativas dos pardmetros relativos a estas covaridveis € proxima de
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zero. Esta propriedade € que d4 ao estimador sua propriedade de selecio por grupo,
isto &, grupos de varidveis altamente correlacionadas tendem a ter estimativas cor-
respondentes proximas. Esta propriedade ¢ muito interessante em aplicagdes. O
LASSO, em geral, ndo possui tal propriedade.

Como observado anteriormente, o estimador elastic net ingénuo é obtido
por um procedimento em dois estdgios: uma estimativa RIDGE e em seguida um
encolhimento tipo LASSO. Portanto, se tem um duplo encolhimento e estudos
de simulacdo comprovam que tal fato afeta a performance do estimador. Para
que se possa corrigir tal situacdo, o estimador elastic net é definido como um
reescalonamento do estimador elastic net ingénuo Ben =(1+X2) Bem. O teorema

seguinte fornece a forma explicita para o estimador.

Teorema 2. O estimador elastic net satisfaz

o X' X4 Mo1
Ben = argmin ,8’7( +Aal)

—2y'X A .
- 7w B —2y'XB + M8,

Observe que a estimativa LASSO € dada por

~lasso

_ arggnn ly = XBII> + M8l
= argénin {y'y —y'XB — (XB)'y + (XB)'(X8) + M8, }
= argénin {y'y - B’X'XB - 2y'XB+ X8|, }

= argglin {B'X'’XB —2y'XB+ MBIl } -

Desta forma fica claro que o Teorema 2 nos garante que o estimador elastic net é

uma versdo estabilizada do estimador LASSO.
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Demonstracdo. (y*,X*) é o sistema aumentado descrito anteriormente e

~ A% )\]_
Ben = V(1L +2)B" = V(1 + Ao) argmin||y* — XB°|* + —=——|16"l,,
ﬂ* V(l—l—)\z) !
em que 3" é uma reparametrizagéo dada por 3* = /(1 + A2)3. Portanto,
Ben = argmin y — X*L ’ al p
VAT VI+ | VI+A,
* ﬁ * *
- argmm( y =2/ )X B
= i (00X 2y I8l )
V14 A l—i-)\
(X' X4+N0) 2y’X,6 A1
—_ ’
éﬂﬂ(ﬁ 8- N el
(X' X+M0)
= argmin (52D _opxg a8, ).
ﬂ 14+ X
O

6 Regressio de Angulos Minimos

Métodos de selecdo de modelos, isto é, selecdo de covaridveis, sdo clds-
sicos na teoria dos modelos lineares. Pode-se citar entre eles: Forward selection,
Backward selection, All subset selection, € mais recentemente os métodos LASSO
e Forward stagewise linear regression. Este dltimo deu origem a um método com-
putacionalmente muito mais simples denominado Least Angle Regression. Estes
métodos podem ser vistos como um aprimoramento de um método mais elementar

denominado Forward stepwise regression.
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6.1 Forward Stagewise Regression

O método Forward stepwise consiste em primeiramente se escolher dentre
as covariaveis, isto é, entre os vetores X; (colunas da matriz X) aquele que tem a
maior correlagdo com o vetor de dados y. A Figura 41 representa o vetor y e os

vetores das covaridveis X1, ..., Xp.

X

Figura 41 Vetor de dados e das covaridveis.

De forma a simplificar, é possivel considerar a matriz X normalizada, isto
n n n
é, > xiy =0, xf] = 1l etambém ) y; = 0. Com isso, os vetores das cova-
i=1 i=1 i=1
ridveis estdo representados em uma hiperesfera de raio unitdrio (ver Figura 42).

A correlagéo amostral é dada por x'iy = ||xi||||y|| cosf=||y|| cosb® =
P,y (ver representacdo na Figura 43).

Pode-se supor que o vetor y — P,y € a parte dos dados y ndo explicada
pela covaridvel x;. A ideia entdo € explicar o vetor y — P,y em termos das outras
covaridveis x;j, j # i. Para tanto basta considerar as componentes dos vetores X;

que sdo perpendiculares a x; (ver Figura 44).
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4
P .

y

Figura 44 Normalizagdo das covaridveis.
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O processo agora é repetido considerando como dados o ortogonal do ve-
tor y em relacdo ao vetor x; € como vetores das covaridveis os ortogonais de X;
em relacdo a x;. Novamente se escolhe a covaridvel que apresenta maior corre-
lacdo amostral com y — Py, y. Desta forma se tem uma sequéncia encaixada de
modelos. O vetor de regressdo € obtido da forma: Supondo por simplicidade que

o modelo tenha escolhido na sequéncia as varidveis xi, X2, . . . , X, S€ teria entao

y = Pxuy+(y—Pxy)

= Py +Px, (y = Pxy) + (¥ = Px;y — (Px, (y — Px,¥))) -

O processo € repetido e o vetor de regressdo é obtido desprezando-se o
dltimo residuo.

Duas covaridveis altamente correlacionadas devem fazer parte do modelo
ou pelo principio da parcimonia é razodvel que apenas uma delas esteja presente
no modelo? Posteriormente, por algum critério, um destes modelos € entdo sele-
cionado. Este processo tende a ser agressivo (EFRON et al., 2004) no sentido de
que logo na segunda iteragdo uma covaridvel x;, altamente correlacionada com xj,
ndo seja escolhida e fique excluida do modelo obtido. Geometricamente tal fato
se justifica pois supondo x; altamente correlacionada com x; entdo os dois vetores
estdo proximos. Como x; e X;j estdo proximos, entdo y — Px;y e y — Py tam-
bém estardo proximos, mas X; — Px,;X;j € um vetor tangente a hiperesfera no ponto
Xj, € portanto ndo necessariamente muito correlacionado com y — P,y (Figura
45).

Em razio desta deficiéncia, foi proposto um outro algoritmo de selecio,
mais cauteloso, denominado Forward Stagewise. A descricdo do algoritmo é

como se segue. Seja fi a estimativa de E [y] em um passo do algoritmo. No
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Figura 45 Stepwise e varidveis altamente correlacionadas.

primeiro passo se toma i = 0. Considere o vetor de correlacdes amostrais (de
fato proporcional as correlagdes) € = c(ft) = (¢1,...,¢p) = X'(y — o) =
(X'1(y — fr),...,x'p(y — 1) e seja ] = argmax|¢;j|. O estimador fi é entio
atualizado por

~

P i+ esinal(&)x;,

em que ¢ € um parametro de controle do processo. Observe que nio se estd fa-
zendo distin¢do entre positivamente e negativamente correlacionado. Do ponto de
vista das aplicagdes, se quer selecionar covaridveis que estejam altamente correla-
cionadas, positiva ou negativamente com a variavel resposta.

O indice j escolhido é aquele determinado pelo menor ou maior angulo
entre as covariaveis x; relativo a'y — fi.

No caso em que se toma € = |¢;| ocorre que 0 processo se reduz ao stepwise.

De fato, no primeiro passo do algoritmo 1 = 0 e
o 0+ esinal(¢j)x; = [¢j] sinal(¢))x; = &x;j = xj(y — 0)x; = Pyy,

que € justamente a proje¢do de y no vetor x; a menos do sinal. No passo seguinte,
¢ =x'(y — Px,y) e portanto estd se calculando a correla¢do das covaridveis com

um vetor ortogonal a xj, e o processo se reduz ao Forward Stepwise. Portanto, o
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valor de € deve ser pequeno para que o processo seja capaz de detectar covaridveis
muito correlacionadas. Assim, antes de se escolher uma nova covariavel, varios

passos ocorrem para a mesma covariavel. Ver Figura 46.

Figura 46 Algoritmo stagewise.

6.2 O Algoritmo LARS

O algoritmo LARS segue o mesmo procedimento do método Forward Sta-
gewise, s6 que com uma ideia matemadtica simples, que consiste na escolha ade-
quada para o valor de € que define o passo do algoritmo. O nimero de passos
¢ drasticamente reduzido igualando-se ao nimero de covaridveis. Primeiramente
vamos descrever o algoritmo para o caso simples de 2 covaridveis X = (x1,X2).

O vetor de correlagdes amostrais €
c(fr) = (c1(p),c2(ir)) = X'y — ) = (x'1(y — ), x'2(y — ) -

Inicialmente py, = 0. Para fixar a construg¢@o suponha que o angulo entre y e x;
seja menor do que com x3 (Figura 47), isto é, c1(f1g) > ca2(fig). Logo o algoritmo

aumenta ft, na dire¢do de x; para fi; = fip + y1Xx1. A ideia entdo é escolher
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o valor de 4; de forma adequada, tal que y — fi; seja igualmente correlacionado
com X € Xa. Isto ocorre se y — fi; € equiangular com x; e X3. Observe que pela
ortogonalidade € possivel substituir y por ¥2 = Py, (x)y. Portanto se quer que
Y2 — fi; seja equiangular com x; € Xa, isto &,

(x's —x'1)y

X'1(F2 — 1x1) = x2(¥2 — 1x1) = 1 = .
X'92X1 — X'1X1

Figura 47 Geometria do LARS para a dimensao 2.

Se u2 € o vetor unitdrio na direcdo equiangular, o préximo passo do algo-
ritmo atualiza p da forma fi5 = fi; + 2u2. No caso bidimensional, 42 é esco-
lhido tal que fi, = ¥o.

Se a dimensao fosse maior do que 2, isto €, com uma nova covaridvel x3 e
vetor equiangular us, 92 seria menor e se teria uma outra alteracio de diregdo. O

valor de 45 é obtido pelas igualdades
x'1 (F3 — Aafty) = X2 (§3 — Y2ite) = X3 (F3 — A2fta) ,

e o valor de /3 € dado por fi3 = ¥3 = fi5 +3us, conforme descrito na Figura 48.
O procedimento algébrico para a obtencdo de um vetor u em R" equi-

angular com os vetores colunas x; da matriz X serd descrito com detalhes. Ob-
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Estadiregdo é
equiangular com X, , Xze X3 .

Figura 48 Geometria do LARS para a dimensao 3.

serve que se ||x;||=1¢€ Zn: x; =0, o vetor X'v = (x/1v,...,x',v)" é um ve-
i=1

tor em que as coordenad;s sdo proporcionais as correlagcdes amostrais. O vetor

v serd equiangular se X'v = a = (a,...,a)’ = al. Vamos tomar o vetor

(X X)fll. A norma deste vetor, com o produto interno natural do espaco pa-

ramétrico < vi,ve>, = v/ (X'X) vy é

1

[ o) 71| " =) 7 ) () = ()

1
%,eu = Xw. O vetoru é
(rxx)~'1)

Como se quer vetores unitrios, seja w =
unitario pois
<uu>=Xw) (Xw)=w (X'X)w=1.

O vetor u € um vetor equiangular em relacio a todas as colunas de X pois

(X'X)(X'X)"'1 1

X'u=XXw= — = ——1
1(X'X)"'1 1(X'X)"'1

Portanto, em termos de complexidade computacional, a obtencdo de veto-

res equiangulares € da mesma complexidade da multiplicagdo matricial.
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De forma geral, o algoritmo € descrito algebricamente pela constru¢io
conforme se segue. Seja A C {1,2,...,p} um subconjunto de indices, os quais
indexam as covaridveis. Se |A| é o nimero de elementos de A, seja X 4 a matriz nx
(|A]) obtida de X tomando-se as colunas correspondentes as covaridveis indexadas
por A. Um vetor uy serd equiangular em relagdo as colunas de X4 se vale a
relagdo X' qug= alyg, em que 14 = L(4))x1=(1,...,1)". Sejam G4 = X' X4,

(V4G 141y)

1
2= Ay, wy =A G 1414 e uy=X,wy. Tem-se entdo que

X’Auﬂ = X/AXAWA
= X/AXA (AAGil‘AlA)
—1
- AAX’AXA<(X’AXA) 1A)

= Ayly,

e portanto uy € equiangular com os vetores coluna de X definidos pelo subcon-

junto A. Além disso,

[uall® = <ugug>
= < Xawy,Xgwy >
= WX Xywy
= (AaG{'14) X 4 X (AaGy110)
= Ajl, (X,AXA)_l (X 4Xn) (X,AXA)_llA
= AR14 (X'aXu)1a
_ [(I’A(X’AXA)_Ilf{)_érl’A (X/4X4) 14

= 1.

Tem-se portanto um procedimento algébrico para a obtencdo de um vetor que seja

equiangular & um subconjunto qualquer de colunas da matriz X.
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Pode-se agora construir o algoritmo LARS. No primeiro passo considera-

se f1p = 0. O vetor de correlacdes amostrais é dado por

c(frg) = (c1(frg), - - -, cnlfrg)) = X/(Y — fry)= X'y.

A ideia é se tomar, assim como no Step Forward, a covaridvel que define a coluna

de maior correlagio amostral com o vetor de dados y. Seja C = gnax , {lei ()] }-
JE 17'

.oy

Se j é o indice correspondente a covaridvel de correlacdo amostral mdxima em

mddulo, entdo toma-se inicialmente A = {]}, Xy = XJf, Gy = X’Jv 5 = 1,

_1
AA = <1/(X/37X37)711> ? = (1/]_)7% = p_%, Wy = AA(GA)_l]_A = %1}1,
Uy = XAWA = X}%IA = %x}e ,111 = [LO + ’3/11/[ = ?%X}
O valor de ¥ € escolhido da seguinte forma: considere a curva pu(y) =
yuy = fy\%xj. Tem-se entdo as curvas de correlagdo c;(y) = X/ (y — ’y\%va),

para j=1,...,n. Para o indice j, se a correlagdo ¢ positiva, o valor 65(7) ¢ de-

crescente, pois

1
_ o /_ _ ~ . /. I
i(7) = x7j <y vﬁxj> = x5y — x5y

1 A

Toma-se entdo como 4 o menor valor de v para o qual existe outra covariavel de

indice i tal que c;(7) = ¢;(7). Tal procedimento serd melhor explicado no passo
genérico a seguir.

Suponha agora que se esteja em um passo do algoritmo onde jé se defi-
niu um conjunto A de indices. Tem-se entdo computados fi 4, X4, Ag, G4 €0
vetor equiangular u,. Vale destacar que quando se expressa fi, no estdgio em
que o conjunto de indices ativo é A, o vetor fi, foi obtido no passo anterior e
portanto estd em um subespago de dimensdo |A| — 1. Assim, o vetor uy, que é
0 vetor equiangular com todos os vetores sjX; para j € A, ndo estd no mesmo su-

bespaco que fi,. Neste estdgio do algoritmo, o vetor de correlacdes amostrais é
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c(fr)=X'(y — fa4) e para os indices em A possuiu 0 mesmo valor maximo em
médulo, que foi denominado C, isto é, com C > [¢;(fi )|, ¥Vj=1,...,n.

No préximo passo, um novo indice é acrescentado ao conjunto de indice
A, definindo o conjunto A+ e o0 novo vetor de estimativas ft 4, =ft,+yugy. O

valor % € obtido pela relacdo

Gt Ot
&zmm*{ 9 “J},jw,

Ay — aj’ A g+a;

em que min* é o minimo tomado apenas para valores positivos. Esta escolha do
valor ¥ se justifica da forma como se segue. Se p(7y) =f14 + Yuy, entdo o vetor

de correlagdes é c¢(v) = X'(y — u(7)), 0 que implica em

¢i(y) = xi(y—n0)
= xj(y — iy —yua)

= Xi(y — fra) — X jun.

No caso em que j € A, X';(y — fi5) = C e X'jug = a; = Ay, ou seja,
¢j(7) = C —yaj= C —yA4.
Portanto as correlagdes correspondentes aos indices em A decaem de forma linear.
O valor 4 € obtido quando este valor ¢ — yA 4 se iguala pela primeira vez

acj(y) = ¢ — 7aj, para algum j, com j ¢ A, e portanto,

C—AA4 =& — Aa;
’Ay(AA—aDZC—(AIj
. C-g
V_AA—aj'

E necessdrio também considerar o caso —c;() relativo a —x;. Assim, a; = Xj 4
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troca de sinal e

N

C - ’A}/AA = *(Ajj+’3/aj
C—l-éj
Aﬂ—i—aj'

"AY:

Portanto, 4 € o menor valor tal que um novo indicej éincluidoem A, A+ =AU

{j} de tal forma que a nova correlacio maxima em valor absoluto é C+ =C-

YA 4.

6.3 O algoritmo LARS aplicado a delineamentos ortogonais
Para o caso em que y = X3 + €, com X'X = I, o algoritmo LARS fica
bastante simplificado. Neste caso, as colunas da matriz X formam em R" um

conjunto com p vetores ortonormais (Figura 49).

X,

X LI 2

m
Figura 49 Vetores coluna para X ortonormais.

Por meio de uma transformacdo linear ortogonal A de R", isto é, uma
transformacgdo dos dados, tem-se RP 2 R A R*, A - X:RP — R" tal
que A - X(ej) = e e portanto a imagem de A - X € a inclus@o candnica de RP
em R". Com esta observacdo pode-se supor, sem perda de generalidade, que as
colunas da matriz X sio da forma x; = e;,i=1,...,p. O vetor de dados y' =

(Y1,---,¥n) se projeta em RP como (Prey) = (y1,---,¥p,0,...,0), e portanto
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os valores yp11,Yp+2; - - -, yn N30 afetardo o processo de estimagdo e podem ser
considerados nulos. Em outras palavras, todo o processo de estimacdo ocorre em
RP e a matriz X é a identidade. Desta forma tem-se para um conjunto de indices

A em um passo do algoritmo que G4 = X', X4 = I4. Também se tem que

A

- - - 1
AA = (1/AGA1A) 1z = (1/AIA1A) 1/2 = (llﬂlﬂ) 1/2 =

L

1 1
71/[ ]-A = 71\,41}[ = 71A,
Al VA VIA

Wy = AAGillﬂ =

1

1
—Xuly A
VA VA

O vetor de correlagdes € o proprio vetor y, uma vez que X'y = I'y = y.

uy =X wy =

Como temos que tomar no primeiro passo o indice da covaridvel de maior corre-
lagcdo com y, basta entdo tomar o indice relativo a maior coordenada do vetor y,
a menos do sinal. E conveniente utilizar a notacdo de estatistica de ordem. Con-
sidere entdo as estatisticas de ordem tomadas em relagdo aos valores absolutos
das coordenadas. Para simplificar, serd suposto que empates ndo ocorrem. Assim,
¥l1y > ¥l > > [¥lp) = 0. Portanto no primeiro passo do algoritmo ¢ es-
colhida a covaridvel de indice j(1) relativo a coordenada |y| ;). isto é, A = {j(1)}.
Logo,

" PO .1 .

By = frg+1ug =0+ ’Yﬁlﬂ = 71€j(1)-
O valor de #; € obtido tal que este seja o menor valor de tal forma que a correlagio

entre X;(1) € y — ¥1X;(1) seja igual a correlagdo de outra covariavel xs, isto €,
X/j(l) (y - 'Alej(l)) = |Y|(1) -1 = x's (y - ’A)/lxj(l)) = X/sy =Ys

Logo, \y\(l) - =y = |y|(1) —¥s = Y. O menor valor ocorre para o

maior valor possivel de y que é ]y]@). Portanto 47 = \y\(l) - \y\@) e o indice
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j(2) relativo a |y|,) € adicionado ao conjunto de indices ativos obtendo-se A =
{j(1),j(2)}. Para se evitar o emprego de indugdo um passo a mais no algoritmo
serd desenvolvido deixando claro como € a forma geral.
O vetor unitdrio equiangular em relagdo a e;(1) e €;(2) €
g tq, - b
vt e

com 1 nas j(1) e j(2) coordenadas. A estimativa LARS ¢ atualizada para fi, =

(0,...,1,0,...,1,0,...,0),

fy + ’721—\/%. Novamente o valor de 42 é o menor valor para o qual uma outra
covaridvel x5 tem a mesma correlagdo de x;(1) € X;(2) comy — fiy. Como X;(1) =
ej(l), X_](?) = Ej(g) € Xg = €eq, tem-se

e/j(l)(y —fiy) = e/j(2) (y — f1g) = e/s(y — fi5)

~

= e,j(l)y - e/j(l)HQ = e/j(2)y - e’j(2)ﬂ2 =ey =ys

= |yl — €5 y1€; —|—A1—A = |¥]io) — €2y | Y165 —i—Al—A =
Yy —€j@) | 7€) 72\/5 = ¥l —€j2) | 11€j) Vzﬂ =Ys

~ A~

N Y2 Y2
= |ylgy =% — Vo ¥l — N Vs

Y2 Y2
:wm—wm—w@—ﬁ:m@aﬁzﬁ
5

Y2
= ¥l —¥s = V2

Portanto o menor valor de 42 ocorre quando y, é a coordenada relativa a |y| (3) € e
tem 42 = /2 <\y\ @) — |y|(3)). Desta forma, fica claro como evolui o algoritmo.

Observe que

By = [y +Jour=51€j1) + Y214



1 R N
= <|y|(1) - ‘Y‘(Q)) ej(l) +ﬁ(07'"7'72707"‘772707'”70)

¢ |~ &©

= <\Y\(1) - M(z)) €j1) + %ﬁ + 72 N5

= (|Y|(1) - |Y|(2)) ej1) + <|Y|(2) - |Y|(3)) ej(1) + (|Y|(3) - |Y|(2)) €j(2)

= (!y\(l) - Iyl(3>) ) + (|Y|<2> - |Y|(3>) Ci@):

Como yj1) = |yl(1) € ¥j2) = [¥l(2) entdo

iz = (vi) — ¥l e + (Y320 = Wles)) €500

Portanto, fica demonstrado o lema:
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Lema 1. Para um delineamento ortogonal com X; = e;, j = 1,...,n, a k-ésima

estimativa LARS (0 < k < n) é dada por

Vi — |YI(1<+1) seyi > !}’\(kﬂ)
((y)i=1 0 se |yl < |yl

i+ ¥laqr) s€vi < —=lylgqn-

6.4 Relacio entre LARS e OLS

E possivel se dar uma descri¢do do algoritmo LARS em termos de estima-

dores de quadrados minimos. Suponha que o algoritmo tenha completado o k — 1

passo e portanto com a estimativa fi;_; e iniciando o k-ésimo passo. O conjunto

de indices ativo é Ay (foi acrescentado o indice k para numerar o passo do algo-

ritmo). Calcula-se entdo Xy, Gy, Ay e . (o sub-indice A foi substituido por k).

Seja ¥ a projecdo de y no subespago gerado pelas colunas de X indexadas por

Ak, (£L(Xy)), isto é, ¥ = Xk(X’ka)_lX’ky e portanto ¥y define o estimador

de quadrados minimos quando se considera apenas as covariaveis definidas por

Ay. Observe que fi,_; € L(Xk_1) . Pode-se entdo escrever, observando que



103

XiGy X'y = fie_q pois X Gy ' X'k = Xi(X'iX) "' X' é um projetor no
espaco L(X) e fi,_; € L(Xk-1), que

Yk = fyq Yk~ fxq
= fuy_q + XkG X (y — fuey)

= ﬁ’k—l + XkG;1©1A
1
Ay
- 1 - ~
e I‘l’k—l + ECXkAAlelA

= fuq + —XeAuG C1y

C
f— (1 —
Hx—1 ﬁAkaA

A~

JR— g’ C
- "‘l’kfl + AAuk’
e portanto,
|7k — A1 || = < ug|| = . 7.
Ay Ay

Como fiy, = fi,_y +Yux e §x = fly_; + Yuy, os vetores fiy, — fly_1 € Yk — fi_1
séo colineares. Prova-se que 4 < 7 (Figura 50). Ao se atingir A, = {1,...,n},

pela definicdo do algoritmo fi,, = ¥, = fi-

6.5 Relacio entre o algoritmo LARS e o método LASSO
Uma propriedade surpreendente do algoritmo LARS € que com pequenas
modificacdes o algoritmo € capaz de computar as estimativas obtidas pelo método
LASSO. Observa-se que em relagdo ao parametro t do método LASSO, as estima-
tivas Blasso (t) definem um caminho que se inicia em 3 = 0 e termina no estimador
de quadrados minimos ,@Ols. Tem-se que este caminho no espago de parametros
~lasso

define também um caminho no espago de dados fi(t) = X3 (t). De forma se-

melhante, o algoritmo LARS define um caminho no espaco de dados formado por
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Figura 50 Relacdo LARS e OLS.

segmentos de retas, no k-ésimo passo dado por fiy (v) = f_;+7 (ka - ﬂk_l).
Com as devidas modificagdes, as duas curvas serdo as mesmas. As modificagdes
sdo introduzidas a partir de uma longa sequéncia de lemas. Estes sdo bastante
técnicos e neste trabalho serdo abordados apenas alguns deles. Como referéncia
completa, tem-se o artigo original (EFRON et al., 2004). Os trés primeiros lemas

sdo propriedades gerais do LARS.

Lema 2. Suponha que ao fim do k — 1 passo do algoritmo LARS a covaridvel
definida digamos pela coluna x\ seja adicionada ao conjunto de indices Ay_1
(sem perda de generalidade as covaridveis serdo enumeradas por 1,2,3,... na
ordem em que estas sdo incluidas nos passos consecutivos do algoritmo). O vetor
Wi = Ak(Gk)fllk que define o vetor equiangular wy, = X Wy possui sua k-
ésima componente Wy, com o mesmo sinal da correla¢do ¢y = X'y (y — ﬂk_l).
Além disso, o vetor Bk, com [, = XBk, tem sua k-ésima componente Bkk também

com o mesmo sinal.



Demonstragdo. Como X'y (y — fiy_1) = Cx 1y, entdo

wi = Ap(Gy) 1y

Tem-se que X'k (y — ¥x—1) = X'k (Fx — Fx-1) = (

k
possuem as primeiras k — 1 coordenadas iguais, isto €, X’

k

Considere as curvas ¢;(y) = x; (y —yuk_1), 1 = 1,..., k. Pelo fato de o vetor
uy_1 ser equiangular com as covaridveis x;,i = 1,...,k — 1, tem-se

<¢(7) Y <H-1

(V)] =¢(y) =& =% j<k.

> ¢j(7) -1 <7 < Jk-1

Portanto,
-1 _ _ .
wi = (X%Xk) X% (Fk = Feo1 + Fi—1 — fik—1)

_ 0 _
= (XX + (X1X1) ™ (Frer — fiey)

(=9

0
= (XAXy) ! +0.

(o9

0
(X’ Xy) € positiva definida e portanto (0, 6)(X’ka)_1 5 = a2 > 0, em
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que ayy € a entrada correspondente de (X’ ka)_l = apk > 0. Assim,

_ 0
wi = (X' Xk) ! 5 =

axko

e aikd > 0. Portanto, a k-ésima componente de wy, = Akélz 1wf; tem 0 mesmo

sinal de ¢, 1= Ckk- ]

N

O segundo lema interpreta a quantidade A 4 = (1’A(GA)_11A) 2 Seja

8.4 o simplexo estendido

SA: V:ZSijPj; ZPJ:l s

jeA jeA
em que extendido significa que P; pode ser negativo. O simplexo estendido 84
estd contido em um hiperplano que passa pelos pontos definidos pelos vetores
{sjxj, j € A}. Recordando que s; = +1 definidos de forma que sjx; tenha um
angulo menor do que 90° com o vetor de dados y, tal situagcdo € representada na

Figura 51.

Lema 3. O ponto de 8, mais préximo a origem é definido pelo vetor vy =
AAuA = AAXAWA em que wy, — AA(G‘A)illﬂ e ||VA|| = AA. Se A - B
entdo Ay > Ag, sendo que o maior valor possivel é Ay = 1 para um A com

apenas um ponto.

Demonstragdo. Considere o vetor v = X4P, em que P = (p1,...,pj4|) € por-
tanto

[v]|* = (X4P)' (X4P) = P'X'4X4P = P'G4P.



107

Figura51 Geometria do conjunto 8 4

Tem-se o problema de minimizar P’G 4P sujeito a restricdo ) Pj = 1 que pode
jeA

ser descrito como 1’ 4P =1. Pelo método dos multiplicadores de Lagrange, tem-

se a lagrangiana P'"G4P — X\ (1'4P — 1). Derivando em relagéo & P tem-se que o

minimo ocorre para P4 = A\(G A)fll 4. Como a soma das componentes de P4 €

1, tem-se entdo
1 =1 4P = 1V 4NGn) 1y = A 4(Gy) 1y = A2 = X = A2
0 que implica em
Py =A%(Ga) " 1a = ApAa(Ga) "1 = Agwa.
Logo, como vy = X4P4 = ZASjX’ij, tem-se vy € Sy, €
j€
[vall? = P a(Ga) 'Pa = Anla(Ga) 14 = AZ.

Se A C B = 8§y C 8z, 0 ponto mais proximo a origem de 8¢ deve ser menor do

que o ponto mais préximo de 8 4 implicando entdo que A4 > Ag. O
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Como o algoritmo LARS evolui por segmentos de retas, as alteracdes sdo

realizadas em cada segmento linear.

Considere o caminho 3() = 8 + 7d, em que 3 e d sdo vetores em RP e

Sy)=ly - X,B(W)HZ. Segue entdo o lema

Lemad4. Se c = X' (y — X3) € o vetor de correlagdes no passo em que p = X3,

entdo S(y) —

Demonstragdo.

S(v) = 5(0)

= -2(c'd)y + d'(X’X)dv%

(y = XB() (y —XB(7) — (y - XB)' (y — XB)

(y =X (B8+7d) (y = X(B+1d)) - (y - XB)' (y — XB)
(y = XB—Xyd) (y - X8 - X7d) — (y - XB)' (y — XB)
(y = XB) — (Xyd)') ((y — XB) — (Xrd))

—(y —XB)' (y - XB)

(y —XB) (y —XB) — (v — XB) (X7d)

~(Xyd) (y = XB) + (Xrd) (Xrd) — (y — XB)' (y — XB)
~(y = XB) (Xyd) — (X~d)' (y — XB) + (Xrd)' (X~d)
—(y = XB) (Xrd)' = (X7d)' (y — XB) + (Xrd) (Xvd)
—2(Xyd)’ (y — XB) + (Xyd)' (Xyd)

—2(Xd)' (y — XB) 7 + (Xvd)" (X»d)

—2d'X' (y — XB) 7 + (Xd)' (Xd) +*

—2d'X' (y — XB) vy + d'X'Xdv?

—2d’cy + d'X'Xdv2

O

Com as propriedades do algoritmo LARS expressas nos trés lemas anteri-
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ores e com uma sequéncia longa de lemas técnicos, € possivel demonstrar que pelo
algoritmo LARS se pode obter todas as estimativas LASSO, conforme em Efron

et al. (2004, p. 11).
7 Estimacao do Erro de Predicao

Quando se ajusta a um conjunto de dados y (vetor de dimensdao n x 1)
um modelo x(y) uma pergunta natural é o de se medir o quanto este modelo é
adequado para predizer um novo conjunto de dados. Deseja-se entdo, a0 menos,
se ter um estimador para o erro de predicdo. A medida usual da soma dos qua-
drados dos residuos do modelo ||y — j(y)||* é certamente otimista, uma vez que
o modelo foi justamente ajustado com os dados observados y. Tal questdo pode
ser rigorosamente colocada no sentido em que o que se quer é: Os dados y sdo
aleatérios, o que implica que y(y) também o é. Novos dados y" também sio ale-
atérios. O quadrado do erro de predi¢do Hyo — u(y) H2 também € aleatério. Um
critério para se abordar este erro é tomar a esperanca do quadrado do erro de predi-
cdo. Observa-se que este erro depende de duas varidveis aleatérias independentes

e igualmente distribuidas, e é dado pela esperanca dupla Eg [E [Hyo — u(y) ’ﬂ } .
7.1 Erro de predi¢cao para modelos lineares
O caso mais simples ocorre quando o modelo € linear e o estimador € ndo

viesado, u(y)= My, com pu = E [My] = Mpu. Assim,

c = E[EO [< yO—My,yO—My >H

= E[E [<y%y">-2<y" My >+ < My, My >]]
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= E[E[<y’y">] —2<E[y’] , My >+ < My, My >|
= E[Hu\|2+n02—2<u,1\/{y>+<My,My>}

= [l#? +n0® =2 < p, E [My] > +E [< My, My >]

= |pl?+no? -2 < u,Mp > +E [< My, My >]

= |pl? 4+ no? —2 < p,Mp > +tr(aM'M) + [|[Mp|?.
Mas como

E [Hy - MyHQ] = E[<y-My,y — My >]
= Ely,y > —-2E[<y,My >]+E[< My, My >|
= |ulf® +no® - 2E[< y,My >] + E [y'M'My]
= |pl? +n0® = 2 {*tr(M) + p'Mp}

+o?tr(M'M) + | M|,

entio E {EO [Hyo — MyH2” =E {HY - My]ﬂ + 20%tr (M), de onde segue
que um estimador ndo viesado para a esperanca do quadrado do erro do modelo
fi = My é dado por ||y — My||*> 4+ 20%tr(M). Uma vez que se tem a soma de resi-
duos observada do modelo e uma penalizacio dada por 20tr(M)2, tal penalizacdo

admite uma interpretacdo em termos de covariancia, uma vez que

cov(y,My) = E[(y—p) My - p)]
= E[(y—m) My)]
= E[(y) My)] - E [p'My]
= /My + o*tr(M) — p'Mp

= otr(M).
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Desta forma um estimador ndo viesado para o erro de predicdo é dado por
ly — My||* + 2cov (y, My). Claramente este estimador ndo é operacional pois
depende de um parametro populacional.

Em geral, os modelos lineares sdo dados por matrizes de projecdo em um
subespaco de dimensdo p, que é justamente a dimensdao do modelo. Neste caso,
tr(M) = p e o estimador fica da forma ||y — My]||* + 2po?. O estimador da
esperanca do quadrado do erro de predi¢do evidentemente pode ser usado como
uma ferramenta de selecdo de modelos. De fato, o estimador nio viesado obtido
acima estd intimamente relacionado a famosa férmula do C), de Mallows para
selecio de modelos. Segue entdo uma demonstracido de tal férmula utilizando

argumentos geométricos.
7.2 Estimacao do erro de predicao para o caso geral

No cléssico artigo de Efron (2004), é apresentado um estimador ndo vie-
sado para o erro de predicdo de modelos de regressao.

Considere y um vetor aleatério cujas coordenadas sejam as observagdes
de um dado experimento. Se p = E [y], seja p(yy) um estimador para a média p
do vetor y. Uma questdo fundamental é mensurar a qualidade do estimador p(y)
em medir futuras observacdes y° geradas pelo mesmo mecanismo aleatério que
gerou y. Neste sentido, pode-se definir o erro de predi¢do como o valor esperado
do seguinte procedimento:

Observa-se os dados y = Obtém-se a estimativa da média u(y) = Novos
dados y” do mesmo fendmeno sdo observados = Calcula-se o quadrado do desvio
Iy° = e)]*

Portanto, o erro de predicdo € o parametro populacional (uma vez que é

dado por uma esperancga) definido pela esperanca dupla E [Eo [Hyo — u(y) Hﬂ } ,
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em que E| ] é a esperanca em relagdo ao vetor aleatdrio y e Eg[ | representa
a esperanca em relagio ao novo vetor aleatério y°. Um estimador no viesado
para o erro de predigdo serd obtido a partir da seguinte construcdo. Considere os

triangulos conforme Figura 52.

Figura 52 Geometria do erro de predicao

Na Figura 52, é importante destacar novamente que o vetor y é o vetor
cujas coordenadas sdo os valores observados, o vetor y’ é um vetor cujas coor-
denadas representam os valores de um novo experimento realizado e o vetor p é
o vetor média populacional. Finalmente, p(y) € o vetor ajustado ao modelo, ou
seja, € a projecdo de y no modelo.

Aplicando-se a lei dos cossenos ao tridngulo hachurado da Figura 52 tem-

S€:

C—u)|)F = |y ul’ + ely) - u)?

|y
2|y — p|| | pe(y) — pll cos(B)

= Iy’ —nlP +leG) —pl? -2 <y’ — pply) —p>
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Tomando-se a esperanca da equacio em relacio a y°

Eg [Hyo—u(Y)HQ} Eo [Hyo—quJr lie(y) = wel®
—2<y’ = pply) — p>]
= Eo[[ly° - ulf’] + o [Int) - al?]
—2Eo [<¥" — p,pu(y) — 1 >] (7.1)
como p(y) — p nio depende de y° e uma vez que a esperanga tomada é em rela-

¢do a y¥, pode-se escrever
2B [<y’ —pp(y) —p>] = —2<Eo[y’—p],Eoluly) —pl >
= —2<Eo [y’ —u],p(y) - po >

e sendo Eg [yo — u] = 0, entdo

—2Eo [<y = p,ply) —p>] = -2<0,u(y) — po >=0.

Portanto, a Equacdo 7.1 se escreve

Bo [[[y" = 1)||*] =Fo [[[y° = ull”] +Eo [Insty) - ]

E interessante observar que, em termos de esperanca vale o teorema de
Pitagoras, isto é, em média o tridngulo hachurado ¢ um tridngulo retdngulo. No-
vamente, Eg [Hu(y) — MHQ} = ||u(y) — p|?, pois p(y) — p ndo depende de y°.
Logo, Eo [Hyo - u(y)\\2] =Ko [Hyo - u\ﬂ +luly) — p

de predi¢do é dado por

2
, € portanto o erro

BB Iy~ uI]] = B[Eo [y~ ul’]] +E [lue) - #].

(7.2)
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Eq [Hyo — p”ﬂ ¢ uma grandeza populacional que nio depende de y, e portanto

E [Eo [Hyo — uH2H =Ey [Hyo — ,uHQ]. Logo, a Equacdo 7.2 fica
B[ [5° = e@)IP]] = o [Iy° = ull*] + £ [lesty) = wl?

Como Eg [Hyo — uH2] =E [Hy - u||2} uma vez que y° e y podem ser conside-

rados a mesma varidvel aleatdria, a Equacao 7.2 se escreve

BB ||y~ u)|*)] = Ely —wlP] +E ln) - pl?

(7.3)

Ao se aplicar a lei dos cossenos no tridngulo tracejado da Figura 52 se tem

By - ul’] + B [lo) - ul?] = B[ly - s’

+2E[<y — p,ply) — p>],

e portanto, substituindo na Equacdo 7.3

E[Bo [y - u)|]] = E[ly-n®)I]

+2E[<y —p,puly) —p>].

Note que

El<y—mply) —pu> = Ey—ppuly) —Epy)]+E[py)] —p>]
= El<y—p,uly) —E[uly)] >]
+E[<y - Eu(y)] —p>]
= E[<y—u,pu(y) — Eluly)] >]
+[<Ely - u,E[p(y)] —pn>]

= E[<y—u,uly) —Euly)] >]
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E[Eo [Hyo—u(y)H2H = 1*3[H>'—u(y)H2 + 2cov(y, u(y)) (74)

O erro de predicdo € entdo a esperancga do erro do ajuste do modelo acrescido de

uma penalidade relativa a covariancia entre os dados e o estimador.

Como exemplo, suponha que se quer calcular o erro de predi¢do de um

novo valor na seguinte situagdo: Sejay = (y1,...,Yn) uma amostra iid e § =

n
% Z y;. O erro de predicdo para uma nova observacio y° é dado pela esperanca

=1
dupla

Eo 2 [l 5 IF]]

o [E [y~ By + Boly) — 30 ]
B [[y° = Boly")*] + EoB [ Boly'] - 50

+2(y" = Eo [y°]) (Bo [y"] - 9)
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BB |[[y° ~ Eoly")|[] + EoE2 ||| Eoly") - 5]
+2 (y° — Eo [y°]) (0)
BB |[[y* ~ Eoly")| | + EEs ||| Eoly"] - 5]
Bl |[ly° — Boy"I|*] + B ||| Eoly) - 4]
Eo [[ly° = Byl + B || Eoly®) - 9]’
o’ +22

ntloe

(7.5)

Um outro exemplo € o erro de predicio do estimador de quadrados mini-

mos em regressdo linear. Chamando X (X' X)_IX’ de H, tem-se

B [Bo [llyo - Hy|?]]

E[Ey[< yo — Hy,yo — Hy >]]

E[Eo [< yo,y0 > —2 < yo,Hy >

+ < Hy,Hy >]]

E[Ey[<yo,y0 >] —2Ey [< yo,Hy >]
+Ep [< Hy,Hy >]]

E[Ey[< yo,y0 >]| — 2E [< Ey [yo] , Hy >]
+E [[< Hy,Hy >]|

E[Ey [<yo,y0 >]] = 2[< Eo [yo] , HE [y] >]
+F[[< Hy,Hy >]]

E[E [<yo,y0 >]] - 2[< p, Hp >]
+E[[< Hy,Hy >]]

Ey [y'oIyo] —2 < p,p > +E [y'Hy]|

tr(Io®1) + /Iy — 2p’Tp + tr(Ho?l) + p/'Hp
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no? — p'p+ otr(H) + 1/ p
no? + 02p

a?(n + p).

Para se obter um estimador ndo viesado para o erro de predi¢do, toma-

se como estimador de E |||y — p(y)

) .. .
|”|, utilizando o método dos momentos, a

7 2 > .
soma de quadrados dos residuos ||y — p(y)||°. E necessério agora se obter um

estimador ndo viesado para cov(y, u(y)). Para tanto, utiliza-se o famoso Lema de

Stein (1981 apud GAJO, 2016, p. 62).

Lema 1. (Stein) Seja y ~ N(0,1). Entdo

cov (y,h(y))

Demonstracdo. Observe que

cov (y,h(y))

Efh(y)(y —0)] =

e |30

=Eh(y)(y—0)]=E[W(y)].

[e.e]

\/ﬂ/ h(y) [CZ/ (— exp [—;(y - 9)2D] dy

o0
oo

—00
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+¢;_fw@mn{—;y—mﬂdy
= E[n (y;]oo
O

O lema pode ser facilmente estendido para varidvel aleatéria normal e va-
riincia qualquer. Se y ~ N (6,02), sejaz = - ~ N (0,1). Comoy = oz + 6,
entdo

h(y) =h(oz +0) = g(z)

Assim, 5B [h(y) (y — 0)] = E[W'(y)].

O Lema de Stein admite uma generalizagc@o para varidveis normais multi-
variadas y ~ Ny (u, 0I). No entanto, para esta generalizacio é necessario supor
que a funcdo h :R™ — R admita uma propriedade técnica denominada quasi di-

ferencidvel. As funcdes que t€m esta propriedade possuem derivadas parciais em

Oh Oh
Oy1’" """’ Oyn

Multivariado (STEIN, 1981 apud GAJO, 2016, p. 66).

quase todo ponto. Denominando Vh = ( ) tem-se o Lema de Stein

Lema 2. Sejay ~ Ny(u,021) e h :R® R quasi diferencidvel. Entdo

~E[n(y) (y - w)] = E[Vh(y)].

g
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Como observacio final, o lema de Stein pode ser ainda colocado em ter-
mos mais gerais. Considere novamente y ~ Ny (,u, 021) e f: R" —» R",

f=(fi1,... fn) um campo vetorial. Pelo Lema 2, entdo

%E (v — ) fi(y)] = E[Vfi(y)]-

Portanto, Jrcov (v, fi(y)) = HE[(vi — 1) fi(y)] = B |2 i(y)|. Somando

em ¢ tem-se

%COV(y,f(Y)) = %ZCOV(yufz(Y))
=1
"9
- E ;a%fi(y)]
= El[div f(y)]

Como consequéncia do Lema de Stein, tem-se um estimador ndo viesado para
n

cov (y, u(y)) dado por div u(y) = > a%, ;i (y). Utilizando este estimador obtém-
i=1 "

se a partir da Equacdo 7.4 um estimador nao viesado para o erro de predi¢do
9
ly = p(y)II” + 20°div p(y) = |ly — p(y)lI” + 20> i)
i=1 7"

Defini¢do 3. O Grau de Liberdade, ou degree of freedom (df), de um modelo ji(y)
é a grandeza populacional
45 =Y (};QM(Y)) _ zn: cov (Y;-,Zm(y))'
i=1
Portanto, um estimador ndo viesado para o grau de liberdade é dAf =
f:l (%, 1;(y). Uma outra importante aplicacdo do Lema de Stein é a obtencéo de
i=

um estimador ndo viesado para o risco de estimadores. O risco de um estimador é

a esperanca da funcdo perda. No caso da funcdo perda quadratica, o risco € nada
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mais do que o erro quadratico médio. Aplicando a lei dos cossenos ao tridngulo

tracejado da Figura 52,

2 2 2
ly =W =lly —wll" +llpy) —pl" —2<y—ppuly) —p>

2 2 2
lu(y) =" =lly —o@)I" =y —pll"+2<y —p,puly) —p>

Logo,

R = B [HH(}’) - qu}
= E [Ily - u(y)ﬂ —E [Ily — ulﬂ +2E<y — p,puly) — p >

= |ly — p()[? = no® + 2cov(y, u(y)).

E portanto, um estimador nao viesado para o risco, isto é, para o erro de predi¢ao,
é

) "0
R=—no’ + ||uly) - yI*+ 20> (Ty.“i(Y)'
i=1 7"

Este estimador € denominado na literatura de SURE (Stein’s Unbiased Risk Esti-
mate).

Exemplo 1: Considere y = (y1,...,y,) uma amostra iid com var(y;) =

n
7 e p(y) = (¥.....¥) comy = L 3 y.. Logo.
1=
"0
R = —”024‘”#(}’)—}’”24‘2022@5’
i [
= —no +Z +20228y ( Z%)
= —no +Z +202Z—

= —no +Z 24902
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Observe que E [Z (vi — y)ﬂ = (n—1)02. Logo E [ﬂ — g2
i=1

Exemplo 2: Considere o problema de regressdo linear multiplay = X3+

e em que X é uma matriz n x p de posto completo, y = (y1,...,yn) e var(y;) =

o2. Considerando o subespago Im(X) como o modelo, o estimador p(y) é dado

pela projecéo ortogonal de y em Im(X). Esta projecdo é dada explicitamente pela

matriz de projecio (Hat Matrix) X(X'X)'X' e pu(y) = X(X'X) 'X'y. Logo,

A

Ry =

"9
—no® + |pu(y) —ylI* + 2022 i H)

—no? 4+ [|[X(X'X) X'y -y + 202 Z

(007X w)),

—no? 4 |[X(X'X) X'y —y +2022 Z [( X)7X), 'yj]

—no’ + | X(X'X) X'y —y —1— 202 Z ( lX') .

—no? + <X(X’X)_1X’y —y,X(X X)‘lx’y - y> + 20%tr(X(X'X) " 'X)
—no?+ < X(X'X) X'y, X(X'X) X'y >

2 < X(X'X) ' X'y,y > + <y, y > +20%r(X(X'X) "X

—no? + y'X(X'X) X X(X'X) X'y — 2y’ X(X'X) X'y + y'y + 2po?
—no? 4+ y'X(X'X) X'y - 2y’ X(X'X) X'y + y'y + 2po?

—no? — y’X(X'X)le/y +¥'y + 2po?

(2p — n)o? +y’ (I _ X(X’X)*lx’) y

B ln(y) - pl’]
E [<X(X’X)*1X’y ~ o X(X'X) Xy — u>}
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(X(U%) Xy, X(XX) "Xy ) — 2 (X(XX) Xy, o) + (1, )]
y

1X/X(X,X)71X/ _ 2ylx(x/x)*1x/“ + M,u:|
—lxly_ _ 2E [y/X(X,X)_IX/M} + “/u

Xy | - 2 XXX) X+ i

|
0 5 O &#H O = H
<<\
—~ — ﬁ — —
o T T B B
R T ) ><1

)
)
)
)Xy | = 2B [y] X(XX) T X b+ e
)
)

—1 1
X'y| =201+ p'p
= tr(X(X'X)"'X'e%) + W' X(X'X) ' X'y — ' (Rencher5.2.a)

= po’ +p'p— p'p=po’.

Exemplo 3: O resultado fundamental de que o estimador de James-Stein
para a média de uma normal multivariada domina estritamente a média amostral
pode ser facilmente demonstrado utilizando o SURE. Paray ~ N,, (u,I) o esti-
mador de James-Stein tem a expressdo pujs(y) = (1 iy H2> y. O SURE para

este estimador €

)
R o= —7”L<72+HM(Y)—y||2+20228 -(y)

) Zayz (o
N (o E RD A=
- e () it Z[l‘n_g+n_422(y’ﬂ

i Iyl [yl

n—2)? n—2 n-2 —
= —n+<2)+2<n—n2+422(yi)2>

[yl N2 4 A
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—2)2 -2 -2
- —n+(")+2<n— nooyr 2\yu2>

Iyl "I Iyl
N ) S SR () P
BT +2< 7 20

2 2

= n+(n_22)+2<n(n_22)>

Iyl lyll
_ _(n—2)2

T

Portanto, o risco do estimador de James-Stein é

A n — 2
Eﬁﬂ:Eln_(wé)]:”_““QYEbJW}<”:E“W_“W}

ou seja, o risco do estimador de James-Stein € estritamente menor do que o risco

do estimador natural, isto €, a prépria observagdo y.

7.3 Selecao de modelos

7.3.1 A Estatistica C}, de Mallows

O uso da estatistica C}, de Mallow’s é uma técnica para sele¢do de mo-
delos em regressdo. Define um critério de ajuste para comparagdo de modelos
com diferente ndmero de pardmetros. Para modelo linear M, y = X3 + €, com
Ely] = X8 = 6, se supde que o pardmetro esperanga de y pertenga ao subes-
pago linear Im(X). Se o modelo néo for correto, entdo E[y] = 6 ¢ Im(X)
e pode-se decompor ortogonalmente 8 = Ox + Oy em relagcdo ao subespaco
Im(X). A estimagdo pelo modelo errado é dada pela projecdo ortogonal em
Im(X), Pim(x)y = 0x + ex. Desta forma, a matriz de dispersédo deste estimador

é

E[F-0)(F-0)] = E[Ox+ex— (0x+0x.))
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(6x +ex — (Ox +0x1))]
— E[(ex — 0x:) (ex — 6x)']
= Elexe'x +60x.0'«.]
— Elexex] + 0x.0'x.

= 0Ly + 0516051

O erro quadratico médio do estimador § € dado por

EQM(y) = E[F-6) ([ —0)]
= tr(E[(y-0)(-90)])
= tr (B[ y—0)/])
= tr[o’T+ 6x16'x.]

= po’ + [6x.]*.

Ao se optar entre varios modelos, deve-se escolher aquele que tem menor
EQM(¥). Entretanto, uma vez que EQM(y) depende de pardmetros populacio-

nais, é necessario buscar um estimador ndo viesado para esta grandeza. Primeira-

Hy yll

mente, calcula-se a esperanca da estatistica 52 — por
o2
Bl = 8|l yrr]
n—p
/ [e—
_ E[y (I Px)y}
n—p
1
= i [(6+¢)(I—Px)(0+¢)]
1
= n_pE[tr{(I—Px)(9+s)<9+e)'}]

= 1 E [tr {(0x: +ex.) (0 + 5)/}]
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— - pE [(axL -+ ExL) (OX + {:‘X)/]
1
- iop (0x10'x1 +Elexie’x1])

1 2 2
= ——|6 .
e N1 R

2

Logo, para (n — p) 62 — (n — 2p) 02, tem-se

E[n-p)6®—(m-2p)0’] = [|0x]>+ (- p)o>— (n—2p)0>

= |6x/* + po?

= EQM(y).

Portanto, 62 é um estimador viesado de o2. Se é obtido um estimador nio vie-
sado 6* para o2, por exemplo, considerando um modelo de dimensio muito maior
do que o modelo M considerado, se tem entdo um estimador ndo viesado para

EQM(¥) dado por

EQM(y) = E[(n-p) (6% - &%) +ps?]
= E[ly -3’ - —p) s> +po?.

Desta forma, [ly — §||* — (n — p) 6% +p6** = |ly — 9% +2p6** —ns>*

¢ um estimador ndo viesado de EQM(¥). A estatistica C;, de Mallows ¢ entdo
definida como

2%

112 o N ) ~112
_ly =9l" +2p6* —ns* _ |y - ¥l vop_n= =TI

Cp 52 5o Fora (n—2p).

Assim, a estatistica C}, é um estimador ndo viesado de ﬁ 16| + o2,
isto é, de uma medida ponderada pela dimensdo de quanto o modelo se afasta

do modelo real. No caso de se escolher entre modelos, deve-se optar por aquele
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com menor C,,, pois neste caso é razoavel admitir que este possui 0 menor viés
ponderado pela dimensdo. A constituicdo deste estimador pode ser explicada pela

geometria da construgdo (Figura 53).

Im(X)

Figura 53 Elementos representativos da estrutura Cy,.

7.4 O conceito de grau de liberdade

Grau de liberdade € um dos termos mais utilizados na literatura estatfs-
tica, sendo onipresente nos artigos cientificos da drea. No entanto, a experiéncia
mostra que o conceito é utilizado sem que de fato se tenha consciéncia de seu
verdadeiro significado. Uma razdo para tal fato, talvez, seja que o grau de liber-
dade pode e € utilizado em vérios sentidos. Vejamos alguns deles. Ao se referir a
uma qui-quadrado com n graus de liberdade, ou a uma distribui¢do t com n graus
de liberdade, n significa simplesmente um paradmetro para estas distribuicdes, ou
seja, ambas as distribui¢des sao familias uniparamétricas indexadas pelos nime-
ros naturais, os quais sao denominados Grau de Liberdade. A origem do termo
decorre do fato de que uma varidvel aleatéria obtida como soma de quadrados de
n normais padrdo independentes tem distribui¢do qui-quadrado com n graus de
liberdade. Nesse sentido, pode-se supor que, se € observado um fendmeno que

depende, por exemplo, de n fatores e estes se combinem de forma que nenhum de-
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les restrinja o comportamento dos demais, entdo € razodvel dizer que este sistema
tem n graus de liberdade. Como definir entdo grau de liberdade para métodos de
estimacao mais gerais?

No caso de regressdo linear y,, x1 = anpﬁpxl + €nx1, com X de posto
completo e p < n, o grau de liberdade é a dimensdo da imagem da transformacdo
X, isto €, a dimens@o do modelo. O grau de liberdade, em uma definicao geral,
deve refletir isto, a complexidade do modelo.

O modelo supde que todos os valores das componentes do vetor de para-
metros 3 = (f1,...,[3,) podem assumir qualquer valor real. Isto significa que
a unica suposi¢do sobre o vetor de médias p = (u1,...,un) = Ely] é que este
pertenca ao subespago imagem de X (denotado por Im(X)). A dimensdo deste
subespaco € p. O processo de estimagdo derivado do método dos quadrados mi-
nimos é simplesmente a projecdo ortogonal do vetor observado y no subespaco
Im(X). Observe que todas as amostras da forma y + w, com w pertencendo ao
subespaco ortogonal a Im(X), resultam na mesma estimativa para o vetor de mé-
dias, uma vez que o vetor w € projetado na origem. Desta forma, estas amostras
ndo contém novas informagdes para a estimag@o do vetor de médias. Como, in-
formalmente, o nimero de tais amostras, isto é, o niimero de vetores w, pode ser
medido pela dimensdo do espaco ortogonal, que é n — p, entdo a quantidade de
informag@o da amostra em relagdo a estimagdo da média fica restrita a Im(X) = p.
Logo, o grau de liberdade pode ser explicado também em termos da dimensao do
modelo, isto €, a dimensdo do espago em que se supdes estar o vetor de médias
. No aspecto algébrico, um subespaco de dimensdo k € definido por k£ equagdes
lineares. Escolhendo-se uma base formada por vetores nesse subespago e por ve-
tores no ortogonal, o subespaco € simplesmente definido zerando-se as varidveis

correspondentes ao subespago ortogonal, ficando livres as demais varidveis. Esta
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construcdo leva a definicdo mais utilizada de grau de liberdade, que € a diferenca
entre o nimero total de varidveis e o nimero de vinculos, ou seja, o nimero de
equacdes. Portanto, a interpretacdo geométrica é clara no sentido de que o grau
de liberdade é igual a dimensdo de Im(X) = p, que é o nimero de varidveis li-
vres para determinacio do vetor de médias u, sendo que as varidveis relativas ao
subespaco ortogonal de Im(X) sdo dependentes desta.

Como visto na secdo relativa a estimacdo do erro de predi¢do de um mo-
delo, vé-se que a esperanga do erro de predi¢do € o erro quadritico médio mais
uma penalizagdo dada por (y, u(y)). Como também foi visto para o caso linear
u(y) = My, m(i’fw ¢ exatamente tr(M) e, portanto, o grau de liberdade usual.

Certamente a penaliza¢do cov(y, u(y)) reflete a complexidade do modelo.
A ideia de complexidade e a de graus de liberdade em um sistema fisico estdo in-
tuitivamente relacionadas. Pensando em um sistema fisico a complexidade, e por-
tanto o grau de liberdade, ndo deve depender da amplitude de variagdo do sistema.
Um sistema planetdrio ndo € necessariamente mais complexo do que um sistema
orbital de um dtomo. Portanto, é razodvel que cov(y, (y)) seja dividido por o2 na
penalizagdo do erro de predi¢cdo. Com as consideragdes acima descritas é razodvel
entdo a Defini¢do 3 (EFRON et al., 2004) na Subsecdo 7.2. A partir desta defini-
¢do, df é evidentemente um pardmetro populacional e precisa ser estimado. Neste
sentido tem-se o resultado fundamental dado pelo Lema 1 (Stein). Sob suposi¢ao

de normalidade Ny, (u, 01), tem-se que

COV(Y(;QM(YD = By — ) (4(y) ~ Efu(y)])

= LBy - mu(y)

= E[Vu(y)],

e também Vg(x) = divg(x) =>_ a%‘)((x) ¢ o divergente da fungdo g.
i=1

i
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Pelo lema de Stein tem-se entdo como estimador ndo viesado de df de
um modelo M(y), VM(y) = div p(y). Como mostrado no Exemplo 2 (Subsegao
7.2), se u(y) = My, entdo af = div u(y) = tr(M) = p e neste caso simples o
estimador néo possui variabilidade e é igual ao df.

No lema de Stein, tem-se uma hipdtese matemadtica bastante técnica que
o modelo M :R" — R, em que M;(y) =(u(y));, tem que ser quasidiferencidvel.
Tal fato torna o calculo do divu(y), para os casos em questdo (LASSO, Elas-
tic Net, Ridge) bastante complexos. Neste trabalho apenas alguns aspectos serdo

abordados.

7.5 Grau de liberdade na estimacao por encolhimento
Esta subsecdo estd baseada no artigo de Kato (2009). No contexto geral
do processo de estimagdo, K, € um convexo fechado no espago paramétrico € o

estimador é

com 3’ = Bl X,E:}Kp (v) =ux(y) e p :R* — K é aprojegio de distdncia minima
no convexo K = X K.

O primeiro resultado, conforme em Kato (2009, p. 4), é bastante técnico e
garante que pyc € B sdo fungdes absolutamente continuas e, portanto, satisfazem
a condicdo do lema de Stein. Pelo Lema de Stein, um estimador nao viesado para
o grau de liberdade é o divergente de jix (o divergente é relativo a varidvel y).
Segue agora uma relagdo entre os divergentes das fungdes ux e Sk,, em que o
divergente de BKp € em relacdo a variavel 5.

Seja Pk, : RP — K, a projegdo em K, de distdncia minima em relagdo a
métrica < , >, e B°: R" — RP, com B°(y) = (X'X) "' Xy o estimador de qua-
drados minimos. Logo, B, (v) = P, (8°(y)) e mxc(y) = X (P, (8°(»)))
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e pode-se entdo utilizar a regra da cadeia.

Se f : R" + R" entdo df (x) é uma transformagdo linear df (x) :R* ~—
RP. A defini¢do de divergente independente de coordenadas é div f (x) = tr (df (x)).
Se f é uma transformac@o linear f (y) = My entdo df (y) = Medivf (y) = tr (M).
No caso de composi¢do, 3 : R™ }L) RP % R", a derivada é dada pela com-

posicdo de transformagdes lineares d (gof) (x) = dg(f(x)) - df (x). Tem-se

entao

pi(y) = XBy, (y)
(v)

= XPg, B’
— XPg, (X'X) " 'Xy.

Logo, d uk(y) = X -d Py, (BO (y)) (X’X)_lX’. Segue entdo que

div pg(y) = tr (X dPy, (BO(y)) (X’X)_IX’>
= tr(dPy, (8°)) (X'X)'XX)
= tr (d Pk, (Bo(y))) .
Portanto o divergente de pk no ponto y € igual ao divergente da fungdo Pk, :
RP — K, C RP, em relagdo a varidvel 3, aplicado no ponto B° (y)-
Como exemplo, suponha K, uma bola de raio r centrada na origem. Para

um ponto 3 fora da bola, Pk ,(83) = rﬁ. Logo, ao se derivar em relacdo a [3;

1/%@?—;( ) ﬁf) (28) B
0 | Vi =1

8,31 i ﬂjZ i BJ?

=1

tem-se

N|=
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Como o div (P, (3)) ¢ o somatdrio, em i, de tal derivada, entdo

; m —%(iﬁ) (26)
3] AR

n

> 5

=1

div (Pk,(8)) =

,_g
=
-
™
[N}
|
PR
NgE
R
(&)
~
e
7 N
]
SN
(&)
——

,_g
=
M=
™
[\&}
|
VO
M=
R
[ ]
~
Nl

-

[(n— D, [> ,63?]
=1
S 52
=1
r(n—1)
- 2
jzlﬁj
r(n—1)
18I

7.6 Graus de liberdade e estimativas Cp

Como os métodos de estimagdo LARS, LASSO e Elasticnet sdo também
métodos de selecdo de covaridveis € necessario algum critério de selecdo de mode-
los encaixados para a conclusio do processo de estimac¢ido. Uma das possibilidades

¢ a de se utilizar estatisticas tipo Cp de Mallows.
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Conforme demonstrado anteriormente, se i = g(y) entdo

> cov (i, i)

i=1
—n+2
o2 o2 2 )

~ ~ (12
E[Ilu ull}:Ellly al
g

em que o grau de liberdade do estimador é dado por dfu,a2 = > cov(fi,yi) ea
i=1

v

o2

estatistica Cp fica da forma Cp(f1) = n+2dfy 5.

Como p, o2 e df;, 2 sdo pardmetros populacionais, para que Cp possa
ser utilizada é necessdrio estimar estes parimetros. E sugerido entdo (Eron et al.,
2004) o procedimento que se segue. Obtém-se os estimadores de quadrados mini-
mos de fz e 72 considerando o modelo completo. Para estimar df .02 € utilizado
o método bootstrap. Amostras bootstrap y* sio geradas supondo y* ~ N(fi,72)

e estimativas 2" = g(y*). Repetindo o processo de forma independente por, diga-

mos, B vezes obtém-se estimativas para as covariancias

B
=3 f1: (b) [yi (b) — yi ()]
COVj = 2 B_1 5

M=

b=1

y*(b) ~ n ___
5 obtendo-se entdo df = ) <.

i=1
A suposi¢do de normalidade parece ndo ser essencial nos resultados, con-

em que y* () =

forme indica a simulagdo computacional em Efron et al. (2004). Os resultados ob-
tidos sugerem que o grau de liberdade para o estimador LARS no k-ésimo passo
¢ df (f1,) ~ k, e portanto igual ao grau de liberdade do estimador OLS com k

covaridveis. Neste caso, a estimativa para a selecdo dos modelos fica da forma

~ (12
o _ly-ml?

p = = n + 2k.

O resultado computacional de fato revela uma propriedade verdadeira.
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Teorema 3. Se as covaridveis Xi,...,Xy Sdo ortogonais, entdo o estimador

. (y) dado pelo k-ésimo passo do algoritmo LARS possui df (f1, ) = k.

Demonstragdo. Do Lema 3 do artigo, cuja demonstracio serd omitida, tem-se que

[, € quasi diferencidvel e portanto se pode aplicar o Lema de Stein. Assim,

Ofin i
V=30 5 ) = DT [l > il | =k

i

uma vez que existem k coordenadas em que |yi| > |yil g 1)- O
7.7 Grau de liberdade do estimador Ridge

Uma das formas de se determinar o grau de liberdade do estimador Ridge
¢ como se segue.

Sendo u(y) = X(X'X + kI) !Xy, pode-se escrever

df = cov(y,u(y))

=3 covlyn ()
i=1
_ zn: cov (yi, (X(X’X + KI) _1X’y) i)

i=1
— - . -1
= 12; cov (yl, (X (X’X + kI) X’) iy)

- :(x(X’XJrkI)*lX’)"cov (i ¥1)
11
i=1

= tr (X(X'X 4 k1) 'X') 02
(

= otr [

|
|

XX + kI) X'X}
(X'X) " (XX +K) |

= o’tr

= 02tr

T+ k(X ]71.
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Como o trago € invariante por conjugagdo, isto é, tr (ABA™!) = tr (B), pode-se

considerar X'X na forma diagonal X'X = diag()\;). Logo,

df = o’tr[I + kdiag ( ] -

p ‘
- a; e

Observa se que se k = 0, tem-se o estimador de quadrados minimos e entdo df =

o? Z 10 = = po?. Entretanto, para k — oo, df — 0. Desta forma, se tem o
=

comportamento conforme descrito na Figura 54.

daf A

PO

&

Figura 54 Comportamento do df em relagdo ao pardmetro Ridge.

7.8 O grau de liberdade do estimador LASSO

Diversos autores (KATO, 2009; ZOU, HASTIE, 2005; TIBSHIRANI,
TAYLOR, 2012) demonstram que um estimador nao viesado para o grau de liber-

dade do estimador LASSO é o nimero de variaveis selecionadas. Este resultado,
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como observado pelos autores citados, € surpreendente pois a estimagdo LASSO
se utiliza dos dados para selecionar as varidveis e, aparentemente, o grau de li-
berdade deverd ser maior que a média do ndmero de varidveis selecionadas. As
varias demonstracdes deste resultado sdo bastante tedricas e complicadas. Serd
entdo aqui apresentada uma demonstragdo matematicamente incompleta, porém
intuitivamente interessante.

Como visto anteriormente, um estimador ndo viesado para o grau de liber-
dade € dado pelo divergente da aplicacdo que projeta ﬁols (y) em um convexo K.

p
Na estimag¢do LASSO este convexo é um poliedro da forma »_ |5;| < t. Portanto,
i=1

com alta probabilidade pode-se supor que Blasso(t) pertence ao interior de uma
face 1-dimensional do poliedro K,. Portanto, observando um vetor de dados y a
estimacdo é simplesmente uma projecao linear em um subespacgo afim. Tomando-
se como coordenadas de RP as coordenadas do plano paralelo a face em que se
projeta e as coordenadas restantes em um plano ortogonal, a projecdo é dada por
uma matriz do tipo da representada na Figura 55, e portanto o divergente € o traco
desta matriz, isto é, ¢, que € o nimero de componentes de B (t) diferentes de zero,

isto €, o nimero de covariaveis selecionadas.

=1

Figura 55 Matriz de projecao.
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8 Aspectos computacionais e aplicacoes

Conforme destacado anteriormente, os métodos LASSO e Elastic Net nao
possuem forma fechada para se determinar seus respectivos estimadores. Neste
sentido, faz-se necessario o emprego de métodos computacionais iterativos para se
determinar estimativas de 3. Dentre os varios programas que permitem o célculo
de tais estimativas, optou-se por programas implementados no software R em ra-
zdo de este ser uma linguagem livre (freeware) e por ser amplamente empregado
no meio estatistico devido a sua forma simples de programacao.

Existem dois principais pacotes no R para aplicacdo dos métodos LASSO,
Ridge e Elastic Net: o elasticnet e o glmnet. Criados respectivamente em 2012
e 2016, ambos sdo excelentes ferramentas para a computacdo de estimativas via
LASSO/Elastic Net. Entretanto optou-se por utilizar o segundo pacote em detri-
mento do primeiro, uma vez que nas proprias palavras de um dos autores do pacote
(e também criador do método Elasitc Net), Trevor Hastie, o pacote contém proce-
dimentos extremamente eficientes para o ajuste do LASSO ou Elastic Net. Tal
eficiéncia se d4 em funcdo da metodologia empregada no algoritmo de minimiza-
¢do da penalizacdo, o qual é baseado em uma metodologia conhecida por cyclical
coordinate descent, que por sua vez tem o LARS como fundamento. O glmnet é
um pacote relativamente simples de ser utilizado. Ainda assim, sua grandiosidade
se apresenta principalmente por sua eficiéncia computacional e por sua robustez,
esta ultima no sentido de que o pacote € ideal para aplicacdo em big data, ou seja,
grande quantidade de dados. Segundo Efron et al. (2003), o pacote suportou com
alta eficiéncia conjuntos de dados da ordem de 800 mil covaridveis. Desta forma,
os métodos LASSO e Elastic Net, junto com o pacote glmnet, se apresentam como
uma ferramenta poderosa para andlise de dados genéticos, dada a grande quanti-

dade de dados presentes em amostras genéticas (mesmo com um nimero pequeno
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de observagdes, geralmente se tem uma informacgao genética muito grande em tais
amostras, isto é, p > n). Esta situacdo ¢ exatamente a mesma descrita anterior-
mente neste texto em que se tem p > n. Segue entdo uma descri¢do sobre o
pacote a ser utilizado.

O pacote glmnet foi originalmente criado com o intuito de prover uma
ferramenta de ajuste de modelo generalizado via médxima verossimilhanca penali-
zada. Mais especificamente fornece, em linguagem R, uma forma de se determinar
a estimativa do vetor de parametros pelos métodos Ridge, LASSO e Elastic Net.
Seus autores, a se saber Friedman, F.; Hastie, T.; Simon, N.; Tibshirani, R., sdo
em sua maioria os préprios autores dos artigos originais dos métodos LASSO e
Elastic Net. O comando glmnet (arguments) cria um objeto do tipo glmnet que
possui um vasto conjunto de informacdes referentes ao ajuste realizado. Dois prin-
cipais (e essenciais) argumentos a serem definidos para a aplicagdo do pacote sdo,
respectivamente, a matriz das covaridveis (por exemplo X) e um vetor resposta
(por exemplo y), sendo que o nimero de linhas da matriz X deve coincidir com o
nimero de linhas do vetor y. Portanto, uma simples aplicacdo do pacote seria da

forma
reg=glmnet (X, vy)

E importante frisar que com o comando anterior o ajuste, bem como virios pa-
rdmetros inerentes a este, ¢ armazenado no objeto reg. Varios outros parametros
possiveis de se determinar como argumento do pacote sdo bastante especificos.
Desta forma seguem destacados apenas os mais relevantes a nossa pesquisa.
alpha = ¢, com ¢ € [0, 1], determina se o ajuste a ser feito é do tipo Ridge,
LASSO ou Elastic Net. Se ¢ = 0 o pacote executa um ajuste Ridge. Sec =1, 0
ajuste realizado é pelo método LASSO. J4 para 0 < ¢ < 1, € ajustado um modelo

do tipo Elastic Net, sendo que quanto mais préoximo de 0 o parimetro c estiver,
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mais préximo de uma restricio Ridge serd o formato da penalizacdo, enquanto
que um valor de ¢ mais préximo de 1 resulta em uma penalizacdo com formato

mais proximo a restri¢do de norma || ||,. Portanto, um comando do tipo
reg=glmnet (X, y,alpha=1)

ird realizar um ajuste LASSO com o vetor de respostas y € com a matriz X, cujas

colunas sdo as covaridveis analisadas. J4 um comando do tipo
reg=glmnet (X,y,alpha=0.5)

ird ajustar um modelo no formato Elastic Net. A fung@o plot(arguments) per-
mite que se visualize os tracos grificos das componentes do vetor estimado para
cada valor da norma L1, lembrando que tal norma estd intrinsecamente ligada ao
parametro s da regressdo, que por sua vez representa a distancia da origem até o
extremo do convexo de restricdo no espaco paramétrico. Como exemplo, a Figura

56 representa um gréfico feito com um conjunto de dados de 20 covaridveis. Ao
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Figura 56 Estimacgdo de parAmetros Elastic Net.
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se incluir na fungdo plot o argumento label = TRUE, do lado esquerdo do gra-
fico plotado irdo aparecer legendas representando cada uma das covaridveis. Na
Figura 57 € possivel ver no lado direito da imagem os nimeros que indicam a qual
covaridvel cada uma das linhas tracadas representa. Uma vez realizado o ajuste, é

4 8 9 9 10 19

1.0

0.5

Coefficients
0.0
1

-0.5

-1.0

Figura 57 Exemplo de um plot com legenda.

possivel se determinar uma estimativa especifica dado um valor de s. Assim, ao se

digitar
coef (reg,s=0.1)

temos como resultado uma estimativa pontual do vetor 3, a qual foi extraida do
ajuste reg. Uma pergunta natural é entdo como se determinar qual dentre as vérias
estimativas dadas por um ajuste ¢ a mais indicada para a escolha do modelo ajus-
tado? O pacote fornece tal estimativa baseado no conceito de Generalized Cross
Validation (GCV), indicando qual das estimativas resulta em um modelo com Erro
Quadratico Preditivo menor, no sentido generalizado. Para tanto, é necessdrio a
criacdo de um novo objeto, do tipo cv.glmnet. Tal objeto armazena informagdes

sobre o processo de Cross-Validation executado pelo pacote. Assim, para se de-
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terminar o vetor estimativa com menor erro preditivo, segundo o GCV, deve-se

executar os comandos da forma

cvreg = cv.glmnet (X, y,alpha=0.5)

coef (cvreg, s = "lambda.min")

Este dltimo comando fornece os coeficientes do vetor estimativa B com menor
GCYV, que € entdo utilizado como vetor de coeficientes para o modelo selecionado.

Como aplicagdo em dados reais, foram escolhidos dados genéticos refe-
rentes a mensuracao de pH carne de suinos Sus Scrofa 45 min e 24 h ap6s o abate.
Foram entdo analisadas as covaridveis genéticas em termos de regressao Elastic
Net, de forma a se agrupar covaridveis correlacionadas e se determinar, através do
método, aquelas mais relevantes a varidvel resposta pH. Um estudo semelhante,
porém utilizando Partial Least Squares (PLS), sobre os mesmos dados pode ser
encontrado em Silveira et al. (2017). Mais detalhes referentes aos dados serdo

apresentados nas subsecdes seguintes.

8.1 Simulacgées no R

Foram realizadas simulacOes para se testar a aplicabilidade do pacote.
Como exemplificagdo, uma primeira simulacgio foi feita aos moldes de um exem-
plo idealizado no artigo original (ZOU; HASTIE 2005, p. 313). Neste exemplo, o
objetivo principal é mostrar a diferenca bdsica entre os métodos LASSO e Elastic
Net. Foram entdo criadas duas varidveis aleatdrias independentes Z; e Zo, ambas
com uma distribuigio U(0, 20). A resposta y foi gerada por uma N(Z;+0.1Z2, 1).
E importante destacar que, na resposta y, os pesos das varidveis aleatérias sdo bem
distintos, ja que a varidvel Z9 tem peso dez vezes menor do que a varidvel Z;, ou
seja, Zo contribui bem menos para a resposta. Suponha que foram observadas seis

covaridveis “latentes” X, ...,Xg identicamente distribuidas da forma que, para
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erros €; independentes e identicamente distribuidos por uma N(0, 1/16) se tem a

relacdo
x1 =721 + e, x2 = —7Z1 + €9, x3 =121+ €3

x4 = Lo + €4, x5 = —Z9 + €5, x¢ = Lo + €.

Claramente, as covaridveis X1, X2 € x3 formam um grupo cujo fator subjacente € a
varidvel Z1, enquanto x4, X5 € Xg possuem Zy como fator subjacente. A Figura 58
(ZOU; HASTIE 2005, p. 311) apresenta os tracos do LASSO (a) e do Elastic Net
(b). E possivel ver que, apesar de o LASSO ter o efeito de sele¢io de covaridveis
(pois as linhas do trago surgem de forma sequencial, ao contrario do Ridge em
que estas entram simultaneamente), cada linha (relativa a uma covaridvel) entra
separada das demais. Ja no traco do Elastic Net, é possivel perceber claramente o
efeito de agrupamento. Além de os tragos das covaridveis x;, X3 € X3 surgirem no
mesmo momento, 0 método ainda as apresenta antes das trés tltimas covaridveis,
ou seja, para um valor de s menor. Isso se deve ao fato de que as trés primeiras co-
varidveis estdo relacionadas a varidvel Z;, que possui uma influéncia na resposta
10 vezes maior do que a varidvel Zs. Além do mais, pode-se perceber no Elastic
Net trace que a linha referente a varidvel xo aparece de forma decrescente, bem
como a linha referente a variavel x5. Isto ocorre devido a natureza destas duas
varidveis, a qual € influenciada de forma negativa pelas covaridveis Zj e Zs, res-
pectivamente. Nota-se que o LASSO, para esse exemplo especifico, ndo foi capaz
de perceber esta natureza decrescente referente a varidvel xs.

Em resumo o exemplo anterior, apesar de hipotético, ilustra de forma clara
as caracteristicas do método Elastic Net em relacdo ao LASSO. O efeito de agrupa-
mento, dependendo do tipo de aplicacdo, pode se apresentar como uma ferramenta

crucial e inovadora na andlise de dados em que se tem uma gama muito grande de
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Figura 58 Comparagao entre LASSO Trace e Elastic Net Trace.

covariaveis.

O cédigo em R da simulacdo anterior se encontra no Apéndice na parte
referente ao Cédigo 1.

Uma segunda simulacdo (Cédigo 2 no Apéndice) foi feita no sentido de
verificar os efeitos do Elastic Net ndo em varidveis latentes, mas sim diretamente
nas covaridveis resposta. Foram entdo criadas 5 covaridveis, de forma que a varia-
vel x; tenha distribuicdo N(0, 1). A covaridvel xo também é normal, porém com
média x; e desvio padrdo sd = 0.1, ou seja, € altamente correlacionado com a va-
ridvel x;. x3, independente de x; e X2, também segue uma normal N(0, 1) e x4,
também normal, possui média x3 e desvio padrdo de sd = 0.008. Apenas x; foi
criada de forma a depender de duas das covaridveis anteriores, seguindo entdao uma
normal N(x4+x3,0.005). O vetor resposta y segue uma distribui¢do normal com
desvio padrdo 1, porém duas situacdes foram analisadas: uma em que y possui
média 0.01x; + x9 + 2x3 — x4 + 2X5 € outra em que se altera o peso da varidvel

x4 na média de y de -1 para -10. As Figuras 59 e 60 apresentam, respectivamente,
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o traco do Elastic Net para as duas situacdes. Comparando ambas as situacdes por

Coefficients

0.0

L1 Norm

Figura 59 Elastic Net trace para a situacdo 1.

seus respectivos graficos, ao se aplicar um peso relativamente grande na covaridvel
X4, as outras covaridveis correlacionadas a esta (X3 e x5), mesmo tendo coeficien-
tes positivos, apresentam comportamento similar ao da covaridvel de coeficiente
negativo (x4). Tal fato demonstra como o efeito de agrupamento no Elastic Net é
considerdvel.

No Cédigo 3 (Apéndice), foi reproduzido a plotagem de um exemplo clas-
sico, que primeiro surge em Tibshirani (1996), referente a dados de 8 covaridveis
relacionadas ao cincer de prostata (prostate cancer) e uma varidvel resposta, Ipsa,
acrénimo de log prostate specific antigen. Os dados, presentes no pacote lasso2,
estdo armazenados em um dataframe de nome Prostate. O grifico da varidvel res-
posta em funcdo das 8 covaridveis é apresentado na Figura 61. Conforme se pode
observar, as covaridveis com maior peso na resposta sdo lcavol, svi e lweight.
Posteriormente, Zou; Hastie (2005) utilizaram este mesmo conjunto de dados no

artigo do Elastic Net para se fazer um comparativo entre os dois métodos.
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Elastic Net trace para a situagao 2.
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Elastic Net trace para os dados de cancer de préstata.

Icp

Uma ultima simulacao (Cddigo 4 no Apéndice) foi feita com o intuito de

se analisar o efeito de covaridveis categoricas no processo dos métodos LASSO e

Elastic Net. Tal simulacao se faz de interesse uma vez que, em geral, ao se cole-

tar dados genéticos referentes a marcadores moleculares (SNPs), os resultados sdo
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categdricos (heterozigoto, homozigoto dominante e homozigoto recessivo). Um
grupo de 8 covaridveis categéricas (com niveis 0, 1 e 2) foi criado por meio de
c6pulas, de forma que as trés primeiras covaridveis formem um grupo correlacio-
nado, as trés proximas covaridveis (4, 5 e 6) formem um segundo grupo correlacio-
nado (independente do primeiro) e as duas tltimas covaridveis formam um terceiro
grupo correlacionado entre si. Em seguida, uma varidvel resposta foi produzida da

forma
y= 130x;+120.1x24+150x3 — 15x4+0.2x5 — 0.15x6+60x7 — H9xg+¢€,

em que € ~ N(0,0.1). O gréfico do Elastic Net trace é conforme Figura 62.

100 150
1 1
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I

0 100 200 300 400 500

L1 Norm

Figura 62 Elastic Net trace para covaridveis categoricos.

Alguns pontos sobre esta Gltima simulagdo merecem destaque. Primeira-
mente, € mais importante, € possivel dizer que o método Elastic Net (em particular
o pacote glmnet) opera normalmente com covaridveis categéricas. Portanto, a
aplicacdo do método em dados categdricos € perfeitamente possivel. Novamente,

se pode perceber que pela Figura 62 as covaridveis mais relevantes para o vetor
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resposta y surgem primeiro no Elastic Net trace, ou seja, as covaridveis 1, 2 e
3. Além do mais, o efeito de agrupamento se manteve inalterado em covaridveis
categodricas. Outro ponto que merece destaque € o fato de, no segundo grupo de
covaridveis correlacionadas (4, 5 e 6), apenas a covaridvel 4 aparece no grafico. As
outras duas covaridveis (5 e 6) ndo aparecem uma vez que o valor de seus coefici-
entes (ou pesos) sdo praticamente despreziveis em relacao aos valores dos demais
coeficientes. Fato que corrobora esta tiltima afirmacdo € o valor da estimativa que
resulta no menor erro quadratico, por meios de GCV, ja que as estimativas dos
coeficientes 5 e 6 sdo zeradas por este critério. A Figura 63 apresenta os valores

estimados por GCV para a simulagdo em R.

Console
reg=gImnet(X,y,alpha=0.5) o
plot(reg,label=TRUE)
y=130%x1+120.1#x2+150%x3-15%x4+0. 2%x5-0. 15%x6+60%x7 -59%x8+rnorm(100,sd=
i8]
reg=gImnet(X,y,alpha=0.5)
plot(reg,label=TRUE)
cvreg=cv.glmnet(X,y,alpha=0.5)
coef(cvreg,s="1lambda.min")
x 1 sparse Matrix of class "dgCMatrix"
1
(Intercept) 5.031351

LY VY Y OoOVY Y

x1 127.007181
x2 118.640358
x3 147.005957
x4 -11.391794
x5

xb

x7 49.937114
x8 -49.912216

=

Figura 63 Estimativa do vetor de pardmetros dos dados categdricos.

8.2 Aplicaciao em dados genéticos

Como aplicag¢do em dados reais, optou-se por adotar dados genéticos refe-
rentes a mensuracao de pH da carne e peso de carcaga de suinos Sus scrofa. Os da-
dos sdo constituidos por 345 observagdes e 300 covaridveis, as quais estdo alocadas
nas colunas do arquivo dos dados. Entretanto, os 237 marcadores genéticos (SNPs)

estdo concentrados entre as colunas 64 e 300 (ALGA0000087 ~ ASGA0080951)
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do arquivo de dados. Conforme descrito em Silveira et. al. (2017), os 237 marca-
dores estdo distribuidos em seis cromossomos do Sus scrofa da seguinte maneira:
SSC1(56), SSC4(54), SSC7(59), SSC8(30), SSC17(25) e SSCX(13). Apesar de
todas as propriedades dos métodos LASSO e Elastic Net, a andlise grafica simulta-
nea das 237 covaridveis se torna um tanto quanto impraticavel, conforme apresen-
tado na Figura 64, em que foi escolhida como varidvel resposta o pH mensurado a

45 minutos apds o abate.
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Figura 64 Elastic Net trace das 237 covariaveis.

Desta forma, o cédigo em R foi implementado de modo que os indices j e
k selecionem, respectivamente, a primeira e a tltima coluna da matriz X utilizada
na andlise, respeitando a relacdo 1 < j <k < 237. As linhas de comando do

c6digo constam no Apéndice (Cédigo 5). As linhas de comando

X<-X[-c(which (is.na(y))),]

y=y[-c(which(is.na(y)))]

foram incluidas em fun¢@o dos valores das respostas, j4 que algumas observacdes
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possuem o valor NA, provavelmente para representarem parcelas perdidas. Assim,
os comandos anteriores excluem tanto do vetor resposta y quanto da matriz X as
linhas cujas entradas relativas ao vetor y contenham o valor NA. Como referéncia,
a partir de agora os marcadores serdo denominados de acordo com sua posi¢io a
partir da coluna 64, isto é, o marcador 3 € aquele referente a coluna 66 dos dados

brutos.
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9 Resultados e discussao

Buscou-se determinar dentre todos os 237 marcadores os 12 (aproxima-
damente 5%) que mais influenciam na resposta peso de carcaca PCARC. Nova-
mente, a Figura 65 representa a dificuldade de se realizar tal andlise graficamente.

Para se contornar tal problema foi utilizada a ferramenta que informa o valor de
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Figura 65 Elastic Net trace para as 237 covaridveis com a resposta PCARC.

uma estimativa especifica para um dado valor de s e entdo, atribuindo valores altos
para s (o que implica em valores baixos da norma L.1) e fazendo-o decrescer gra-
dativamente, as covaridveis mais importantes surgem também de forma gradativa.

Por esta metodologia, as 12 covaridveis selecionadas foram as de nimero
36, 82, 129, 144, 148, 162, 190, 206, 208, 211, 219 e 229. Plotando estas covaria-
veis em um Elastic Net trace tem-se a Figura 66. O cddigo para a execugdo desta
ultima andlise sofreu algumas altera¢des (em relagdo ao Codigo 5), as mais rele-
vantes sendo nas linhas que montam a matriz X cujas colunas sdo formadas pelas

12 covariaveis selecionadas, e também foram excluidos os comandos que retiram
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Figura 66 As 12 covaridveis mais relevantes para a resposta PCARC.

linhas da matriz X cujos respectivos elementos em y sejam NA, uma vez que uti-
lizando PCARC como resposta, ndo se tem nenhuma parcela perdida. O cédigo
sumarizado estd no Apéndice, Cddigo 6. A Figura 67 representa de forma esque-
mética a localizacdo, através das setas vermelhas, de cada uma das 12 covaridveis
selecionadas na sequéncia total dos 220 marcadores, bem como suas posicao rela-
tiva a cada um dos 6 cromossomos. Uma andlise da Figura 67 mostra que a grande
SSCI6)  SSCAY) SSC7(3)
(L..,36..,56]57,...8.. 110]111,..,19, 144,141,160 ]

1 1 (O A

SSC830) SSC17(29) SSCX(13)
(770,190, 1900206 2R 211,219, 24|25 29, _23))

1 (N 1

Figura 67 Posicdo das 12 covaridveis mais relevantes em relacdo aos grupos de
ligacdo.

maioria dos marcadores (dentre os 12 mais influentes para a resposta PCARC)
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estdo presentes nos cromossomos SSC7 e SSC17.

Foi realizada também uma andlise similar utilizando como resposta o fe-
nétipo pH45. Desta forma, 13 covariaveis (5%) foram selecionadas como sendo
mais relevantes dentre as 237, a se saber, 11, 13, 49, 54, 64, 86,126, 133, 154, 157,
186, 199 e 234. As linhas de comando do R constam no Apéndice (Cédigo 7). As

curvas Elastic Net para tal situacdo estdo representadas na Figura 68.

0.06
|

Coefficients
0.00
|

-0.06

L1 Norm

Figura 68 As 13 covaridveis mais relevantes para a resposta PH45.

No sentido de se observar melhor as covaridveis em um cromossomo es-
pecifico, optou-se por buscar as 9 covaridveis mais relevantes no grupo de ligacio
SSC4, composto por 54 marcadores genéticos (colunas 57 a 110). O trago Elas-
tic Net para esta situacdo é conforme Figura 69. Os comandos em R constam
no Apéndice (Cédigo 8). O cromossomo SSC4 foi escolhido em detrimento dos
demais para que possa ser feita uma analise comparativa com os resultados de Sil-
veira et al. (2017). Conforme se pode observar, os 9 marcadores selecionados no
grupo de ligacdo SSC4 foram 64, 67, 69, 72, 76, 81, 86, 87 e 101.

Estes resultados sdo discrepantes com aqueles obtidos por Silveira, op.
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Figura 69 As 9 covaridveis mais relevantes para a resposta PH45 no cromos-
somo SSC4.

cit., uma vez que o método PLS identificou como mais relevantes os marcadores
62, 94, 98, 91 e 93. Mesmo a andlise especifica no cromossomo SSC4 observa-se
que os marcadores selecionados pelo método PLS diferem daqueles selecionados
pelo método Elastic Net.

Para uma andlise mais especifica, 0 método Elastic Net foi aplicado aos
marcadores entre 90 e 99 (localizados no cromossomo 4). A Figura 70 apresenta
o gréfico Elastic Net para estes 10 marcadores, no o caso em que a varidvel res-
posta € o pH 45 minutos apds o abate. No eixo das abscissas, foi colocado entre
paréntesis o nimero dos marcadores, de forma a facilitar a visualiza¢@o e interpre-
tacdo dos resultados. Conforme se pode observar, os marcadores 98 e 94 possuem
maior influéncia na resposta quando comparado neste grupo de 10 covariaveis, in-
clusive apresentando um efeito de agrupamento acentuado. Este resultado segue
em conformidade com o artigo citado. Em seguida, as covaridveis 96, 93 e 92

formam um segundo grupo correlacionado e apresentam significativa relevancia
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para o resultado, sendo que o marcador 93 foi identificado como de alta relevancia
pelo referido artigo. Fica claro também pelo grafico que existe um agrupamento
entre os marcadores 99 e 97, porém o peso destes na resposta € bem menor quando
comparado com os demais, uma vez que estes aparecem mais a direita no eixo das

abscissas. Um resultado evidenciado pelo método Elastic Net e ndo captado pelo

0.04 0.08
1 1

0.02
L
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(04 (7)

02
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0.00 005 010 015 020 025
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Figura 70 Elastic Net trace para os marcadores de 90 a 99.

método PLS, para estas 10 covaridveis analisadas, € que os marcadores 96 e 92
apresentam efeito similar ao marcador 93, em funcdo do efeito de agrupamento
destas trés covariaveis. Entretanto, o valor da estimativa da covariavel 92 na res-
posta apresenta valor negativo, enquanto que a estimativa das covaridveis 96 e 93
possuem valores positivos.

O método do Elastic Net, de forma andloga aos exemplos anteriores, pode
ser aplicado em qualquer uma das vérias respostas contidas no arquivo de dados
(PCD, RCARC, PROLOM, PCOPA, etc.). Entretanto, o presente trabalho to-
mou apenas as respostas pH45 e PCARC para andlise, uma vez que o objetivo

principal de tais andlises € apresentar a aplicabilidade do método Elastic Net, bem
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como suas vantagens e caracteristicas. Com os cddigos que constam no Apéndice,
uma vasta gama de andlises pode ser feita com o conjunto de dados utilizado, bas-
tando apenas pequenas altera¢des nas linhas de comando apresentadas. O impor-
tante a se destacar € que o método Elastic Net se apresenta como uma ferramenta
bastante aplicdvel na anélise de dados genéticos, principalmente no que tange a

selecdo de covaridveis por grupos correlacionados.
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10 CONCLUSAO

Uma abordagem geométrica a teoria dos estimadores LASSO, LARS e Elas-
tic Net se revelou eficiente no sentido de ser intuitiva e explicitar aspectos

essenciais da teoria.

O texto representa uma contribui¢do para a leitura dos artigos cldssicos da

teoria LASSO, LARS e Elastic Net.

As rotinas desenvolvidas utilizando o pacote glmnet apresentaram bons re-

sultados e podem ser utilizadas para futuras andlises em dados genéticos.

Os resultados obtidos na andlise dos dados genéticos de Sus scrofa apresen-
tam uma relevante similaridade em relacdo aos resultados de Silveira et al.

(2017).

Novos resultados sdo apresentados na deteccdo de SNPs relevantes na varia-

vel resposta Peso de Carcaca.
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APENDICE
Cédigo 1
library (glmnet)
zl=runif (100, min = 0, max = 20)
z2=runif (100, min = 0, max = 20)

xl=zl+rnorm (100, mean=0,sd=1/16)
x2=—-zl4+rnorm (100, mean=0, sd=1/16)
x3=zl+rnorm (100, mean=0,sd=1/16)
x4=z2+rnorm (100, mean=0,sd=1/16)
x5=-z2+rnorm (100, mean=0, sd=1/16)
x6=z2+rnorm (100, mean=0,sd=(1/16))
u<-cbind (x1,x2,x3,x4,x5,x6)
y=rnorm (100, mean=z1+0.1%xz2, sd=1)
reg=glmnet (u,y,alpha=0.5)

plot (reg, label=TRUE) #ELASTICNET
reg=glmnet (u, y,alpha=1)

plot (reg, label=TRUE) #LASSO

Codigo 2

library (glmnet)

rm(list=1s())

x1<-rnorm(100)
x2<-rnorm (100, mean=x1,sd=.01)
x3<—rnorm(100)
xX4<-rnorm (100, mean=x3, sd=.008)

x5<-rnorm (100, mean= (x4+x3),sd=.005)



u<-cbind(xl,x2,x3,x4,x5)

FHASHH AR F AR AR F AR H AR AR
y<-rnorm (100, mean=0.01+x1+x2+2+x3-x4+2%x5)
reg=glmnet (u,y, alpha=0.5)

plot (reg, 1label=TRUE)

FHEHEHAHH AR AR H A F A HH AR H SRR
y<-rnorm (100, mean=0.01x»x1+x2+2xx3-10*x4+2xx5)
reg=glmnet (u,y,alpha=0.5)

plot (reg, 1label=TRUE)

Codigo 3

install.packages ("lasso2")

library (lasso2) #dados do Prostate Cancer

library (glmnet)

rm(list=1s())

prost=data (Prostate)

ls (Prostate) #conteudo do Prostate Data

X = as.matrix (Prostate[setdiff (colnames (Prostate),
"lpsa")])

#o0 comando anterior retira "lpsa" dos dados e monta
#a matriz X com os demais

y<-ProstateS$lpsa

reg=glmnet (X, y,alpha=0.5)

plot (reg, label=TRUE)

Codigo 4

library (glmnet)

160
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install.packages ("copula")

library (copula)

rm(list=1s())

X<-cbind (floor (rCopula(n = 100, copula =
normalCopula (param = .8,dim = 3))=*3),
floor (rCopula(n = 100, copula =
normalCopula (param = .82,dim = 3))*x3),
floor (rCopula(n = 100, copula =

2)) *3))

normalCopula (param = .75,dim
#o comando anterior cria um grupo de
#correlacdo 0.8 nas trés primeiras
#covariaveis, 0.82 nas trés seguintes

#e 0.75 nas duas ultimas.

x1<-X[,1]

xX2<=X[, 2]

x3<-X1[, 3]

x4<-X[,4]

x5<-X[, 5]

X6<-X[, 0]

x7<-X1[, 7]

x8<-X|[, 8]

X<-cbind (x1l,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8)
y=130%x1+120.1%x2+150%x3-15xx4+0.2xx5-0.15%x6
+60*x7-59+«x8+rnorm (100, sd=0.1)

reg=glmnet (X,y,alpha=0.5)

plot (reg, label=TRUE)
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cvreg=cv.glmnet (X, y,alpha=0.5)
coef (cvreg, s="lambda.min")

print (req)

Codigo 5

rm(list=1s())

library (glmnet)

gendad=read.table ("C:/Doutorado/DoutFazendo/Defesa

/GenGWS.txt", header = TRUE)

names (gendad)

C=gendad[, 64:300]

colunas=c ()

for(i in 1:237){
colunas[i]=paste("c", i, sep="")

}

colnames (C)=colunas

y=gendad[,11]#a coluna 11 eh o pcarc

3=90

k=100

X=C[, j:k]

X<=X[-c(which(is.na(y))),]

y=y[-c(which(is.na(y)))]

X=as.matrix (X)

reg=glmnet (X, y,alpha=0.5) #nlambda=500

plot (reg, label=TRUE)
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Cadigo 6
rm(list=1s{())
library (glmnet)
gendad=read.table ("C:/Doutorado/DoutFazendo/Defesa
/GenGWS.txt", header = TRUE)
names (gendad)
C=gendad[, 64:300]
colunas=c ()
for(i in 1:237){
colunas[i]=paste("c", i, sep="")
}
colnames (C)=colunas
y=gendad[,5]#a coluna 5 eh o pcarc
J=1
k=237#ultimo=237
X=C[, j:k]
X=as.matrix (X)
reg=glmnet (X,y,alpha=0.5) #nlambda=500
plot (reg, 1label=TRUE)
coef (reg,s=1.2)
colSums (coef (reg,s=1.2) != 0)#conta quantos coef
#sdo ndo nulos.
a=c(36,82,129,144,148,162,190,206,208,211,219,229)
#a linha anterior cria um vetor com
#os 12 marcadores mais relevantes.

X=cbind (C[, a]l)
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X=as.matrix (X)
y=gendad[,5]#a coluna 5 eh o pcarc
reg=glmnet (X, y,alpha=0.5) #nlambda=500

plot (reg, label=TRUE)

Cédigo 7

rm(list=1s())

library (glmnet)

gendad=read.table ("C:/Doutorado/posdefesa/Defesa/

Codigos/GenGWS.txt", header = TRUE)

names (gendad)

C=gendad][, 64:300]

colunas=c ()

for(i in 1:237){
colunas[i]=paste("c", i, sep="")

}

colnames (C) =colunas

y=gendadl[, 52]#a coluna 52 eh o pH45

J=1

k=237

X=C[, Jj:k]

X<-X[-c(which(is.na(y))),]

y=y[-c(which(is.na(y)))]

X=as.matrix (X)

reg=glmnet (X, y,alpha=0.5)

plot (reg, label=TRUE)

colSums (coef (reg,s=0.051) != 0)#conta quantos coef
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#sdo ndo nulos.

coef (reg,s=0.051)

a=c(11,13,49,54,64,86,126,133,154,157,186,199,234)

C=gendad[, 64:300]

colunas=c ()

for(i in 1:237){
colunas[i]=paste("c", i, sep="")

}

colnames (C)=colunas

y=gendadl[, 52]#a coluna 52 eh o pH45

X=cbind (C[, a]l)

X<=X[-c(which(is.na(y))),]

y=y[-c(which(is.na(y)))]

X=as.matrix (X)

reg=glmnet (X, y,alpha=0.5)

plot (reg, label=TRUE)

Codigo 8

rm(list=1s())

library (glmnet)

gendad=read.table ("C:/Doutorado/posdefesa/Defesa/
Codigos/GenGWS.txt", header = TRUE)

names (gendad)

C=gendad[, 64:300]

colunas=c ()

for(i in 1:237) {

colunas[i]=paste("c",1i,sep="")
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}

colnames (C)=colunas

y=gendad][, 52]

j=57

k=110

X=Cl[, j:k]

X<-X[-c(which(is.na(y))),]

y=y[-c(which(is.na(y)))]

X=as.matrix (X)

reg=glmnet (X, y,alpha=0.5)

plot (reg, label=TRUE)

colSums (coef (reg,s=0.031) != 0)#conta quantos coef

#sdo ndo nulos.

coef (reg,s=0.031)

a=c(64,67,69,72,76,81,86,87,101)

C=gendad][, 64:300]

colunas=c ()

for(i in 1:237){
colunas[i]=paste("c", i, sep="")

}

colnames (C)=colunas

y=gendad][, 52]

X=cbind (C[, a]l)

X<-X[-c(which (is.na(y))),]

y=y[-c(which(is.na(y)))]

X=as.matrix (X)
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reg=glmnet (X, y,alpha=0.5)

plot (reg, 1label=TRUE)



