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RESUMO

Neste trabalho, é proposta uma heuristica de baixo custo
computacional para reducao de profile, baseada na heuristica de Snay, e
denominada Snay-GL. A resolugao de sistemas de equagoes lineares esparsos
e de grande porte é crucial em diversas simulacées computacionais nas dreas
de ciéncia e engenharia. Os métodos iterativos sao mais adequados para a
resolugao desses tipos de sistemas, e o Método dos Gradientes Conjugados
(MGC) pré-condicionado é um dos métodos iterativos mais proeminentes.
Uma localidade de memoria adequada favorece a eficiéncia do MGC pré-
condicionado, e essa caracteristica pode ser obtida por ordenacoes locais
geradas por heuristicas para reducgoes de largura de banda e de profile.
Dezenas de heuristicas para redugao de profile tém sido propostas desde
a década de 1960. A heuristica proposta neste trabalho foi comparada com
as potenciais melhores heuristicas para reducao de profile selecionadas em
revisao sistemédtica. As comparacoes foram realizadas em relagao a redugao
do custo computacional do MGC pré-condicionado pelo método de Jacobi e
pela fatoracao incompleta de Cholesky, em quatro conjuntos de instancias.
Os experimentos computacionais realizados neste trabalho confirmam uma
bom desempenho da heuristica Snay-GL proposta neste trabalho.

Palavras-chave: Reducao de profile. Heuristicas. Método dos gradientes
conjugados precondicionado. Matrizes esparsas.



ABSTRACT

In this work, a low-cost algorithm for profile reduction is proposed.
This algorithm, termed Snay-GL, is based on Snay’s heuristic. ~The
resolution of large sparse linear systems is fundamental in several science
and engineering applications. Iterative methods are more suitable to solve
these linear systems than the direct methods, and the Conjugated Gradient
Method (CGM) is a prominent iterative method for solving large sparse
linear systems. Omne can reduce computational costs using this method
by applying a local ordering of the vertices of the corresponding graph to
improve cache hit rates. This local ordering can be achieved using a heuristic
for bandwidth and profile reductions. Several heuristics for profile reduction
have been proposed since the 1960s. The results of the new algorithm are
compared to the results of heuristics that were selected as potentially being
the best low-cost methods for profile reduction. These results were obtained
when solving linear systems using the preconditioned conjugate gradient
method. Computational experiments confirm a good performance of the
proposed reordering algorithm for the considered sets of linear systems.

Keywords: Profile reduction. Heuristics.  Preconditioned Conjugate
Gradient Method. Sparce matrices.
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George e Liu (1979)

Método dos Gradientes Conjugados

Método dos Gradientes Conjugados Precondicionado por
Jacobi

Método dos Gradientes Conjugados Precondicionado pela
fatoracao incompleta de Cholesky com zero fill-in
Medeiros-Pimenta-Goldenberg

Normalized Sloan (heuristica de Sloan com normalizagao dos
fatores no célculo da prioridade)

Sistema de equagoes lineares

Sloan-MGPS Heuristica de Sloan (1989) com vértices pseudoperiféricos

Snay-GL

UFLA
WBRA-GL

determinados pelo método MGPS (modified GPS)
Heuristica de Snay (1976) modificada iniciando por um vértice
pseudoperiférico pelo algoritmo de George e Liu (1979)
Universidade Federal de Lavras

Wonder Bandwidth Reduction Algorithm modificado iniciando
por um vértice pseudoperiférico pelo algoritmo de George e
Liu (1979)
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1 INTRODUCAO

A resolugao de sistemas de equagoes lineares (SEL) da forma Ax =5
é uma das etapas da discretizagao de equacgoes diferenciais parciais presente
em simulagoes cientificas realizadas em diversas areas (BENZI, 2002). Como
a matriz de coeficientes A desses sistemas é de grande porte e esparsa,
uma boa parte do custo computacional dessas simulagoes é devido ao custo
computacional da resolucao do sistema de equacoes lineares.

Para sistemas de equacoes lineares de porte, relativamente, pequeno,
métodos diretos encontram solugoes exatas com um custo computacional
razoavel. Porém, para sistemas de equacOes lineares de grande porte e
esparsos, métodos iterativos sao utilizados para encontrar uma solugao
aproximada de maneira escaldavel. O Método dos Gradientes Conjugados
(MGC) (HESTENES; STIEFEL, 1952; LANCZOS, 1952) é um dos métodos
iterativos mais utilizados. Para reduzir o custo computacional do MGC,
frequentemente, é utilizado o precondicionamento, que diminui o nimero
de iteragoes do MGC.

Além do precondicionamento, outra forma de se obter uma reducao
no custo computacional do MGC é por meio de ordenacoes locais das
equagoes do sistema de equagoes lineares (DUFF; MEURANT, 1989).
Essas ordenacoes locais permitem uma melhor exploragao da hierarquia
de memoria das arquiteturas de computadores atuais e das politicas de
paginacgao existentes. Nesse sentido, dados que sao utilizados em sequéncia
nas execucgoes devem ser armazenados em enderecos de memoria proximos
para favorecer o carregamento e manutencao desses dados nos niveis da
hierarquia de memoria mais préximos do processador, em que a leitura é

mais rdpida. Com isso, a redugao do custo computacional do MGC é devida
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a organizacao das equagoes do sistema de equagoes lineares na meméria
principal, de maneira a melhorar a coeréncia de cache (TEMAM; JALBY,
1992; BURGESS; GILES, 1997).

Uma localidade de memoria adequada para o armazenamento das
equacoes de um sistema de equagoOes lineares que favorece a coeréncia de
cache pode ser proporcionada por redugoes de largura de banda e de profile
da matriz de coeficientes do sistema de equagoes lineares, o que resulta em
uma ordenacao local das matrizes de coeficientes. Seja A = [a;;] uma matriz
simétrica n x n. A largura de banda de uma linha 1 <i<n dessa matriz
¢é definida como o ntimero de colunas existentes do primeiro elemento nao
nulo da linha i até a coluna mais préxima da diagonal principal. A largura
de banda de A é igual largura de banda méaxima entre todas as linhas de A.
Por outro lado, o profile de A é definido como a soma da largura de banda
de todas as linhas de A. A reducéo do profile de A é realizada por meio da
reordenagao das equagoes. Se a matriz A for considerada como a matriz de
adjacéncias de um grafo G, a reducao de profile de G é realizada por meio
da renumeracao dos vértices de G. O problema da minimizacao do profile
de matrizes é NP-completo (LIN E YUAN, 1994). Com isso, dezenas de
heuristicas tém sido propostas desde a década de 1960.

No contexto de resolucao de SELs, é desejavel que essas heuristicas
possuam baixo custo computacional. Nesse caso, considera-se que uma
heuristica possui baixo custo computacional quando o tempo de execugao
dessa heuristica é suficientemente pequeno de modo que a soma do tempo de
execucao da heuristica com o tempo de execucao do MGC pré-condicionado
apds a renumeragao dos vértices pela heuristica é menor que o tempo de

execucao do MGC pré-condicionado sem a renumeracao dos vértices. Com



23

isso, o custo computacional total da resolucao serd baixo, e a reducgao
do custo computacional do MGC compensard o custo computacional da
heuristica utilizada. Nesse sentido, hd uma evidéncia, mostrada por Chagas
(2015), de que heuristicas baseadas em meta-heuristicas (que expandem o
espaco de busca por solugoes melhores, empregam busca local etc.), para
reducoes de largura de banda e de profile, ndo sao melhores que uma
heuristica de baixo custo computacional (que ndo é baseada em meta-
heuristica), quando aplicadas para reduzir o custo total de resolucao de
SELs pelo MGC.

Neste trabalho, é proposta uma heuristica de baixo custo
computacional para reducao de profile, denominada Snay-GL, a partir
de uma modificacdo na primeira fase da heuristica de Snay (1976). Os
resultados dessa heuristica sao comparados com os resultados de outras
10 heuristicas para redugoes de largura de banda e de profile selecionadas
em revisoes sistematicas de literatura: as heuristicas RCM-GL (GEORGE;
LIU, 1981) e hGPHH-GL (KOOHESTANI; POLI, 2011), identificadas por
Chagas e Gonzaga de Oliveira (2015) como as melhores heuristicas para
reducao de largura de banda com baixo custo computacional; as heuristicas
RBFS-GL e WBRA-GL, propostas no trabalho de Chagas (2015); e
as heuristicas MPG (MEDEIROS; PIMENTA; GOLDENBERG, 1993),
NSloan (KUMFERT e POTHEN, 1997), Sloan-MGPS (REID e SCOTT,
1999), Hu-Scott (HU; SCOTT, 2001), de Snay (1976) e de Sloan (1989),
selecionadas no trabalho de Bernardes e Gonzaga de Oliveira (2015) como
as potenciais melhores heuristicas para reducao de profile com baixo custo
computacional (a heuristica RCM-GL (GEORGE; LIU, 1981) também foi

selecionada nessa revisao sistemédtica de literatura). A heuristica Snay-GL
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apresentou resultados comparaveis com os resultados das demais heuristicas
testadas, e obteve os melhores resultados em algumas instancias de teste.
Nas revisoes sistemaéticas que foram realizadas, tanto neste trabalho
como no trabalho de Chagas e Gonzaga de Oliveira (2015), foram
selecionadas apenas heuristicas para reducoes de largura de banda e de
profile com baixo custo computacional. Ordenacoes locais de vértices
do grafo associado com a matriz de adjacéncias de sistemas de equagOes
lineares podem contribuir para reduzir o custo computacional de um método
iterativo, tal como o Método dos Gradientes Conjugados (MGC). Isso é
realizado por meio do aumento da quantidade de cache hits (DAS et al.,
1994; BURGESS; GILES, 1997). Por outro lado, as redugdes de profile e
de largura de banda nao sao diretamente proporcionais a reducao do custo
computacional da resolugao do sistema de equacgoes lineares por um método
iterativo. Claramente, o custo computacional dessa parte da simulacao é
dada pela soma do custo computacional da heuristica para a reordenacgao
de vértices e do custo computacional do resolutor do sistema de equacgoes
lineares, e é fundamental que a heuristica possua baixo custo computacional.
Devido as caracteristicas dos problemas da minimizacao da largura
de banda e da minimizacao de profile, ha centenas de heuristicas propostas
desde a década de 1960 que podem ser utilizadas para se obter uma
ordenacao local. Além disso, nao foram encontrados na literatura trabalhos
que avaliassem e comparassem a aplicacdo de heuristicas para reducgao
de profile na reducao do custo computacional do MGC precondicionado.
Ainda, foi possivel perceber que a heuristica de Snay (1976), selecionada
como uma das potenciais melhores heuristicas para reducao de profile com

baixo custo computacional, possui uma etapa em que pode ser otimizada
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e, com isso, se tornar adequada para reduzir o custo computacional do
MGC precondicionado. Portanto, é possivel justificar o presente trabalho
tanto na necessidade de se otimizar a heuristica de Snay (1976) com o
objetivo de reduzir o custo computacional do MGC precondicionado, como
na necessidade de se avaliar e comparar a aplicacao das heuristicas para
reducao de profile, com baixo custo computacional, na redugdo do custo
computacional do MGC precondicionado.

O objetivo geral deste trabalho é propor uma heuristica modificada,
de baixo custo computacional, para reducao de profile a partir de uma
modificacdo da heuristica de Snay (1976), visando a reduc@o do custo
computacional do Método dos Gradientes Conjugados precondicionado
pelos métodos de Jacobi e de Cholesky, em quatro conjuntos de instancias
de sistemas de equagoes lineares oriundos de discretizacoes de equacgoes

diferenciais parciais. Os objetivos especificos deste trabalho sao:

1. implementar e avaliar as heuristicas para a reducao de profile com
baixo custo computacional, selecionadas em revisdes sistematicas
de literatura, como pré-processamento para reducdao do custo
computacional do MGC precondicionado pelo método de Jacobi e pelo
método baseado na fatoracao incompleta de Cholesky, em cada um dos

conjuntos de instancias utilizados;

2. comparar os resultados, em relacao a redugao do custo computacional
do MGC precondicionado, das heuristicas para a redugao de
profile, selecionadas neste trabalho, com os resultados das melhores
heuristicas para a reducao de largura de banda, indicadas por Chagas

(2015);
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3. identificar, entre as heuristicas para redugoes de largura de banda
e de profile com baixo custo computacional selecionadas em revisoes
sistematicas de literatura, as heuristicas mais adequadas para redugao
do custo computacional do MGC precondicionado pelo método de

Jacobi em cada um dos conjuntos de instancias utilizados;

4. identificar, entre as heuristicas para redugoes de largura de banda
e de profile com baixo custo computacional selecionadas em revisoes
sistematicas de literatura, as heuristicas mais adequadas para reducao
do custo computacional do MGC precondicionado pela fatoracao
incompleta de Cholesky com zero fill-in em cada um dos conjuntos

de instancias utilizados.

Este trabalho estd organizado como a seguir. No capitulo 2, sao
apresentados os conceitos bdsicos para o entendimento deste trabalho
e a revisao sistemadtica realizada para selecionar as possiveis melhores
heuristicas com baixo custo computacional para reducao de profile, bem
como sao descritas essas heuristicas selecionadas. No capitulo 3, é
apresentada a heuristica modicada para reducao de profile, com baixo custo
computacional, proposta neste trabalho. No capitulo 4, é apresentada a
metodologia adotada para o desenvolvimento deste trabalho, bem como os
detalhes de implementacao e as ferramentas utilizadas. No capitulo 5, sao
mostrados os resultados obtidos nas simulagbes com resolugoes de SELs
com o MGC precondicionado, com as redugoes de largura de banda e de
profile dadas pela aplicacao da heuristica proposta neste trabalho e pelas
demais heuristicas testadas. Por fim, no capitulo 6, sdo apresentadas as
conclusoes obtidas com este trabalho, bem como os trabalhos futuros a

serem conduzidos para a continuacao deste trabalho.
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2 REFERENCIAL TEORICO

Neste capitulo, é apresentado o conteido necessario para o
entendimento deste trabalho. Primeiramente, na se¢ao 2.1, sao apresentadas
definicoes sobre grafos e matrizes de adjacéncias utilizadas neste texto.
Na secao 2.2, é mostrada a revisao sistematica de literatura realizada
para selecionar as potenciais melhores heuristicas para reducao de profile.
O algoritmo para se encontrar um vértice pseudoperiférico de George
e Liu (1979) é descrito na segdo 2.3. Apresentam-se, na segao 2.4,
as heuristicas Cuthill-McKee (CM) (CUTHILL; MCKEE, 1969), Cuthill-
McKee reverso (RCM) (GEORGE, 1971) e Cuthill-McKee reverso com
vértice pseudoperiférico pelo algoritmo de George e Liu (1979) (RCM-
GL). Na secao 2.5, sao apresentadas as heuristicas: de Sloan (1989),
NSloan (KUMFERT e POTHEN, 1997) (subsegao 2.5.1) e Sloan-MGPS
(REID e SCOTT, 1999) (subsegao 2.5.2). Além disso, comentam-se
as heuristicas SNAY (SNAY, 1976), MPG (MEDEIROS; PIMENTA;
GOLDENBERG, 1993) e Hu-Scott (HU; SCOTT, 2001) nas Secoes 2.6,
2.7 e 2.8, respectivamente. Os métodos de trocas de Reid e Scott (2002) sao
mostrados na secao 2.9.

Por fim, mostra-se, na se¢do 2.10, o método dos gradientes
conjugados e o método dos gradientes conjugados precondicionado. O
precondicionador de Jacobi e a fatoracdo incompleta de Cholesky com zero
fill-in sao detalhados na secao 2.10.2. As estruturas de armazenamento de
matrizes simétricas esparsas CSC-SSS e CSR-SSS sao apresentadas na segao

2.11.
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2.1 Conceitos basicos

Um sistema de equagoes lineares, pode ser escrito na forma matricial
como Ax = b. Neste trabalho, serao considerados apenas sistemas de
equacOes lineares cuja matriz de coeficientes A = [g;j] é uma matriz n X n
esparsa, simétrica e positivo-definida. Essa matriz A, por sua vez, pode
ser considerada uma matriz de adjacéncias de um grafo nao direcionado
G = (V,E), em que V é um conjunto finito de vértices e E é um conjunto
finito de arestas e = {u,v}, tal que u,v € V (GONZAGA DE OLIVEIRA,
2011).

Como exemplo, tem-se a representacao de um grafo por meio de
uma matriz de adjacéncias na figura 1. Cada linha da matriz A corresponde
a um vértice no grafo da figura 1, ou seja, para 1 <i <6, a linha i da
matriz corresponde ao vértice i do grafo. Para o grafo da figura 2 utilizou-
se uma ordem diferente da anterior para numerar os vértices do grafo e,
consequentemente, obteve-se uma matriz de adjacéncias diferente. Nota-se
que a disposicao dos coeficientes nao nulos na representacao matricial do
grafo depende da ordem em que se numeram os vértices do grafo para a
montagem da matriz. A seguir, tém-se as definicbes de alguns conceitos

bésicos necessarios para o entendimento deste trabalho.

Definicao 1 (largura de banda). Seja A wma matriz simétrica n x n,
com coeficientes a;; e 1 <i,j <n. A largura de banda da i-ésima linha
€ Bi(A) =i—min((1 < j<i) aj#0). A largura de banda B(A) € a
magor distancia de coeficiente ndo nulo da matriz triangular inferior até
a diagonal principal, considerando-se todas as n linhas da matriz, ou seja,
B(A) = max((1 <i<n) Bi(A)) (GONZAGA DE OLIVEIRA; CHAGAS,

2014). Para uma matriz A assimétrica, a largura de banda da i-ésima linha
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€ Bi(A) =max(|li—j| a;ij#0), para 1 <i,j <n. A largura de banda de A
¢ B(A) = max(Bi(A)), 1 <i<n (GONZAGA DE OLIVEIRA; CHAGAS,
2014).

Definicao 2 (profile). O profile de A, uma matriz simétrica, € definido
como profile =YY", Bi(A) (GONZAGA DE OLIVEIRA; CHAGAS, 201/).
Seja A uma matriz assimétrica e L e U sejam as parti¢oes de A em matrizes
triangulares inferior e superior, respectivamente. O profile de A é definido
como profile=Y"_,(B:(L)+B:(U)) (GONZAGA DE OLIVEIRA; CHAGAS,
2014).

Definicao 3 (distancia). A distancia d(v,u) entre dois vértices v e u € V
¢ o tamanho do menor caminho entre eles (GONZAGA DE OLIVEIRA;
CHAGAS, 2014).
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Definicao 4 (excentricidade). A excentricidade {:V — N de um vértice
veV € dada por {(v) =max((VueV) d(vyu)) (GONZAGA DE OLIVEIRA;
CHAGAS, 2014).

Definicao 5 (diametro do grafo). O didmetro ®(G) = max((Vv €
V) L(v)) = max((Vvu € V) d(vu)) do grafo G = (V,E) € a maior
excentricidade encontrada em G = (V,E) (GONZAGA DE OLIVEIRA;
CHAGAS, 2014).

Definicao 6 (vértice periférico). Um vértice v € considerado periférico
se a sua excentricidade é igual ao diagmetro do grafo, ou seja, £(v) = ®(G)

(GONZAGA DE OLIVEIRA; CHAGAS, 201).

Definicao 7 (vértice pseudoperiférico). Um wvértice ¢é considerado
pseudoperiférico se sua excentricidade for prérima ao didgmetro do grafo

(GIBBS; POOLE; STOCKMEYER, 1976).

Definicao 8 (estrutura de nivel enraizada). Seja G = (V,E) conezxo e
simples. Dado um vértice v € V, a estrutura de nivel com raiz v e
profundidade £(v) ¢ o particionamento £ (v) = {Lo(v),L1(v), ..., Lyy(v)},
em que Lo(v) = {v} e Li(v) = Adj(Li—1(v)) — ;;IOLJ'(V), para i =
1,2, 3, ....0(v) e Adj(.) retorna os vértices adjacentes aos vértices do

argumento (GONZAGA DE OLIVEIRA; CHAGAS, 2014).

Definicao 9 (estrutura de nivel). Seja G = (V,E) conexo e
simples. A estrutura de nivel € o particionamento K (v,--+) =
{(Ko(v,- ), Ki(vy--), - Koy (=)}, em que v € Ko(v,--) e Ki(v,--) =
Adj(Ki—1(v,--+)) — ;_:{)Kj(v,u-), para i=1,2,3,....,4(v) (GONZAGA DE
OLIVEIRA; CHAGAS, 2014).
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Definicao 10 (largura de nivel). A largura de nivel b(:£(u)) € o nimero
de vértices do nivel com mais vértices, ou seja, b(L(u)) = max((0 <i <

() |Li(w)|) (GONZAGA DE OLIVEIRA; CHAGAS, 201}).

2.2 Revisao sistematica da literatura

Nesta secao, é mostrada a revisao sistematica de literatura que foi
realizada para selecionar as potenciais melhores heuristicas para reducgao
de profile com baixo custo computacional. Para mais detalhes sobre essa
revisao sistematica, veja o trabalho de Bernardes e Gonzaga de Oliveira
(2015).

Uma vez que o beneficio da redugao de profile nao é o uinico objetivo,
em determinadas situacoes, no contexto das simulacées computacionais, nao
¢ trivial identificar qual a melhor heuristica para reducao de profile entre
todas heuristicas propostas desde a década de 1960. Na resolucao de SELs,
por exemplo, a redugao de profile é desejavel para se obter uma ordenagao
local que torne o método iterativo mais eficiente, mas o custo computacional
da heuristica também deve ser levado em consideragdao. Ainda, é possivel
que a ocupagao de meméria da heuristica também seja um fator limitante na
simulacao. Com isso, foi realizada uma revisao sistematica de literatura para
encontrar heuristicas para reducao de profile que proporcione boa redugao
de profile, porém com custos computacionais relativamente baixos.

A revisdo sistemdtica foi realizada na base de artigos Scopus
(http://www.scopus.com/). Na busca, foi utilizada a seguinte chave de
busca: (TITLE-ABS-KEY (profile) OR TITLE-ABS-KEY (envelope))
AND (TITLE-ABS-KEY (reduction) OR TITLE-ABS-KEY (reducing)
OR TITLE-ABS-KEY (minimization) OR TITLE-ABS-
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KEY (minimisation) OR TITLE-ABS-KEY (minimizing) OR TITLE-
ABS-KEY (optimization) OR TITLE-ABS-KEY (optimizing)) AND
(TITLE-ABS-KEY (sparse matrix) OR TITLE-ABS-KEY (sparse
matrices) OR TITLE-ABS-KEY (stiffness matrix)), em que o termo
definido por TITLE-ABS-KEY ¢ buscado no titulo, abstract e palavras-
chave dos documentos. Com essa busca, foram obtidos 213 artigos.
Foram identificados, entre todos os 213 artigos, aqueles que apresentavam
propostas de heuristicas para redugao de profile ou que apresentavam
comparacoes entre heuristicas para reducao de profile. Além disso, as
referéncias de todos os artigos sobre reducao de profile foram analisadas
na tentativa de se encontrar outros artigos com proposi¢ao ou comparagao
de heuristicas para reducao de profile. Com isso, ao final dessa etapa, 74
heuristicas para redugéo de largura de banda foram identificadas.

Foram analisados, nos artigos encontrados, os resultados de todas
essas 74 heuristicas em relacao a redugao de profile e ao custo computacional.
Com isso, foi possivel identificar oito heuristicas como sendo as heuristicas
com os melhores beneficios (i. e. reducao de profile) por custos
computacionais. As heuristicas identificadas sdo mostradas na tabela 1.
Com a excegao da heuristica. RCM-GL-FL de Fenves e Law (1983), que
trata de uma aplicacdo da heuristica RCM-GL especifica para malhas de
elementos finitos, todas as outras sete heuristicas foram avaliadas neste
trabalho. Essas heuristicas sao descritas, em detalhes, na continuacao deste

capitulo.
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Tabela 1 Heuristicas para redugao de profile de baixo custo computacional
selecionadas na revisao sistematica de literatura.

Snay (1976)
RCM-GL (GEORGE; LIU, 1981)
RCM-GL-FL (FENVES; LAW, 1983)
Sloan (1989) -

MPG (MEDEIROS; PIMENTA; GOLDENBERG, 1993) |
NSloan (KUMFERT e POTHEN, 1997) |

Sloan-MGPS (REID e SCOTT, 1999)
Hu-Scott (HU; SCOTT, 2001)

2.3 Algoritmo de George-Liu para encontrar um vértice

pseudoperiférico

As heuristicas para a reducao de profile ndo baseadas em meta-
heuristicas, geralmente, sao estruturadas em duas etapas. Na primeira
etapa, é determinado um vértice inicial, a partir do qual serd iniciada a
renumeracao dos vértices do grafo. A selecdo de um vértice pseudoperiférico
inicial é justificada pelo fato de que vértices pseudoperiféricos possuem
excentricidades grandes e, consequentemente, possui a largura de nivel, da
estrutura de nivel enraizada, pequena. Segundo Cuthill e McKee (1969),
se a renumeragao dos vértices de G = (V,E) é realizada nivel a nivel de
H (v,-++), entao, B(A) <2b(H (v,---)) — 1. Ainda, se a estrutura de nivel
¢é enraizada, a largura de banda de A nao pode ser menor que a largura
de nivel da estrutura de nivel enraizada. Em seguida, na segunda etapa,
os vértices do grafo sao renumerados, de acordo com o funcionamento da
heuristica.

George e Liu (1979) propuseram um algoritmo para se encontrar um
vértice pseudoperiférico para o inicio da renumeracao por parte da heuristica

RCM (GEORGE, 1971). Nesse algoritmo, primeiramente, é escolhido um
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vértice v € V qualquer. Em seguida, gera-se a estrutura de nivel enraizada
Z(v). Um vértice u € Ly,)(v) de grau minimo é selecionado. Apds a
construcao da estrutura de nivel enraizada .Z(u), verifica-se se £(u) > £(v).
Se isso ocorrer, o vértice u passa a ser o corrente e todo o processo ¢é repetido.
Caso contrario, o algoritmo termina e o vértice v é selecionado como um
vértice pseudoperiférico. Para mais detalhes sobre o algoritmo de George e

Liu (1979), veja Gonzaga de Oliveira e Chagas (2014, p. 70-71).

2.4 Heuristica Cuthill-McKee reverso iniciada por um vértice

pseudoperiférico

A heuristica Cuthill-McKee reverso (RCM) foi proposta por George
(1971) como uma melhoria da heuristica Cuthill-McKee (CM) proposta
por Cuthill e McKee (1969). Implementagoes dessas heuristicas podem ser
encontradas em softwares e bibliotecas, como, por exemplo, MATLAB e
Boost C++ Libraries.

A tnica diferenca entre as heuristicas CM e RCM ¢ que, na heuristica
RCM, inverte-se a renumeracao final obtida. George (1971) constatou que
inverter a renumeragao obtida pela heuristica CM resulta em um profile pelo
menos tao bom quanto o profile sem inversao da renumeracao, e a largura
de banda nao é alterada (LIU; SHERMAN, 1976; LIU, 1976).

A heuristica CM possui trés etapas: escolha dos vértices iniciais,
construcao das estruturas de niveis enraizadas em cada um dos vértices
iniciais e renumeracao nivel a nivel. Além dessas trés etapas, a heuristica
RCM possui uma quarta etapa, que consiste na inversao da renumeragao
obtida na terceira etapa.

Como foi constatado que o vértice inicial interfere no profile e na
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largura de banda da solu¢ao encontrada (CUTHILL; MCKEE, 1969), na
primeira etapa das heuristicas CM e RCM, sao escolhidos os vértices de grau
minimo. Na segunda etapa, sdo geradas as estruturas de nivel enraizadas
de todos os vértices selecionados na primeira etapa. Para cada estrutura
de nivel enraizada gerada, que possua a menor largura de nivel, realiza-se a
renumeracao dos vértices de cada estrutura de nivel enraizada selecionada
na segunda etapa. A renumeragao é realizada nivel a nivel da estrutura de
nivel enraizada. Dessa maneira, a renumeracao realizada pelas heuristicas
CM e RCM assemelha-se a visitagao dos vértices na busca em largura. Apés
todos os vértices de todas as estruturas de nivel enraizadas armazenadas
forem renumerados, a renumeracao que resultar na menor largura de banda
serd a renumeragao final dos vértices do grafo. Ainda, na heuristica RCM,
inverte-se a renumeracao final. Para mais detalhes sobre as heuristicas CM
e RCM, veja Gonzaga de Oliveira e Chagas (2014, p. 15-19).

Além de verificarem que as heuristicas CM e RCM realizavam um
esforco computacional desnecessdrio gerando varias estruturas de nivel,
Gibbs, Poole e Stockmeyer (1976) popularizaram o uso de um vértice
pseudoperiférico como vértice inicial de heuristicas baseadas em estrutura
de nivel. De fato, a escolha de vértices de grau minimo, a construcao de
estruturas de niveis enraizadas para cada um desses vértices e a posterior
renumeracao de todos os vértices do grafo contribuem significativamente
para o aumento do custo computacional e de armazenamento das heuristicas
CM e RCM. Com isso, George e Liu (1981) propuseram a substituicao
da primeira etapa das heuristicas CM e RCM pelo algoritmo de George e
Liu (1979). Assim, a renumeragao dos vértices de um grafo passaram a

ser realizadas iniciando-se apenas de um vértice pseudoperiférico. Neste
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trabalho, é testada essa versao da heuristica RCM, denominada neste
trabalho como RCM-GL. Essa versao da heuristica RCM é a heuristica

que se encontra implementada no MATLAB.

2.5 Heuristicas baseadas na heuristica de Sloan

A heuristica proposta por Sloan (1986) é composta de duas etapas.
Na primeira etapa, de maneira similar ao que ocorre na heuristica RCM-
GL, sdo determinados dois vértices pseudoperiféricos. Um deles é utilizado
como vértice inicial para a renumeragao, como ocorre na heuristica RCM-
GL, e o outro ¢é utilizado na funcao de priorizacao que determina a ordem
dos vértices renumerados na segunda etapa. Nessa primeira etapa da
heuristica de Sloan (1986), cuja estrutura de repetigdo é similar & estrutura
do algoritmo de George e Liu (1979), primeiramente, é escolhido um vértice
qualquer v do grafo a ser renumerado. Em seguida, gera-se a estrutura de
nivel enraizada Z(v). Um conjunto de vértices do tltimo nivel de Z(v),
denotado por Q, é selecionado. Apds a construcao de estruturas de niveis
Z(w), enraizadas em cada vértice w € Q, verifica-se se £(w) > £(v). Se isso
ocorrer para algum vértice w, o vértice w passa a ser o corrente e todo o
processo é repetido. Caso contrario, o algoritmo termina, e o vértice v e o
vértice com menor largura de nivel, entre os vértices pertencentes a Q, sao
retornados.

Na segunda etapa da heuristica de Sloan (1986), os vértices do
grafo sao renumerados na ordem decrescente definida por uma funcao de
priorizacao. Ao calcular a prioridade de um determinado vértice v, sao
levados em consideracao o grau de v e a distancia do vértice v em relagao

a um dos vértices pseudoperiféricos determinados na primeira etapa. Além
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disso, sao utilizados dois pesos wi e wp para ponderar a influéncia dessas
duas caracteristicas no calculo da prioridade de cada vértice.

No trabalho de Sloan (1989), é proposta uma implementagao para
a heuristica de Sloan (1986). Nessa implementagao, duas modificagoes
foram realizadas em relacdo & heuristica original. A primeira modificacao
proposta foi em relacao ao método para encontrar vértices pseudoperiféricos
correspondente & primeira etapa da heurfstica de Sloan (1986). Nesse
método os vértices do ultimo nivel da estrutura de nivel corrente sao
ordenados em ordem crescente de grau e seleciona-se apenas a primeira
metade para construir o conjunto Q. Em vez disso, Sloan (1989) propos
que fosse considerado apenas um vértice de cada grau do dltimo nivel da
estrutura de nivel enraizada corrente para construir o conjunto Q. Segundo
Sloan (1989), isso diminui a quantidade de estruturas de niveis a serem
construidas no passo seguinte, sem prejudicar a qualidade dos vértices
pseudoperiféricos encontrados, pois as excentricidades de vértices com o
mesmo grau tendem a ser similares.

O algoritmo proposto por Sloan (1989) para encontrar vértices
pseudoperiféricos é mostrado na figura 3. Na linha 2, o primeiro vértice
s é escolhido aleatoriamente entre os vértices do grafo que possuem grau
minimo. O lago de repeticao da linha 3 até a linha 39 é executado até
que nao seja encontrado um vértice cuja excentricidade seja maior que a
excentricidade do vértice corrente. Na linha 4, é montada a estrutura de
nivel enraizada no vértice inicial. Na linha 5, os vértices do tltimo nivel da
estrutura de nivel enraizada, construida no passo anterior, sao ordenados em
ordem crescente de grau. Da linha 6 até a linha 13, é construido o conjunto

0 de vértices, contendo um vértice de cada grau entre os vértices do iltimo
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nivel da estrutura enraizada corrente. Da linha 14 até a linha 25, s e e s@o
inicializados com o vértice com maior excentricidade e menor excentricidade,
respectivamente, entre os vértices que ocupam as duas primeiras posicoes
do conjunto Q, e armazena-se o valor da maior excentricidade e da menor
largura de nivel encontrados nas estruturas de niveis enraizadas nesses
vértices. No laco de repeticao da linha 27 até a linha 38, verifica-se se
existe um vértice i no conjunto Q tal que a excentricidade de i seja maior
que a excentricidade maxima encontrada até o momento, e que a largura
de nivel da estrutura de nivel enraizada em i seja menor que a largura de
nivel minima encontrada até o momento. Caso exista tal vértice, o mesmo
é atribuido ao vértice corrente s (linhas 30 e 31). Caso contrério, verifica-
se se a largura de nivel da estrutura enraizada no vértice i é menor que a
largura de nivel minima encontrada até o momento (linha 34) e, em caso
afirmativo, atribui-se o vértice i ao vértice e e atribui-se a largura de banda
de i a largura de banda minima encontrada até o momento (linhas 35 e 36).
Ao final, retornam-se os vértices s e e na linha 40.

A segunda modificacao foi realizada na funcao de priorizacao
utilizada para a renumeracgao dos vértices na segunda etapa. Na heuristica
de Sloan (1986), na funcao de priorizagdo, ndo sao permitidos valores
negativos como retorno. Segundo Sloan (1989), valores negativos retornados
pela funcao de priorizacdo nao afetam as renumeracgoes produzidas e,
portanto, ndo ha a necessidade de serem evitados. A funcao de priorizacao,

proposta por Sloan (1989), é

p(v)=wi-d(v,e) —wy - (Grau(G,v)+1), (1)

em que d(v,e) é a distancia entre os vértices v e e e Grau(G,v) é o nimero



39

Algoritmo: Pseudocédigo do algoritmo de Sloan (1989) para

encontrar um par de vértices pseudoperiféricos.

1
2
3
4
5
6
7
8

©

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40

41 fim.

Entrada: grafo conexo G = (V,E).
Saida: vértices pseudoperiféricos s e e.

s < verticecComGrauMinimo(G);
repita

Z(s) < BuscaEmLargura(G,s);
q < ordemCrescenteGrau(,%(j) (8));
O] «q[1];
k<« 1;
para (j«2;j<|Z (s)];j< j+1) faga
se ( Grau(G,q[j]) # Grau(G,qlk]) ) entdao
Olk+1] + q[jl;
k< k+1;
fim-se;
fim-para;
Z(0[1]) < BuscaEmLargura(G,Q[1]);
Z(02]) + BuscaEmLargura(G, Q[2]);
se (£(Q[1] > ¢(Q[2] ) entao
s+ Q1)
e+ 0[2];
fim-se;
senao
5+ 0[2);
e+ Q[1;
fim-se;
Umax < max(£(Q[1]),£(Q[2]));
i+ min(b(Q[1],b(OL2);
atualizou < false;
para ( i=3;i<|Q| e ndo atualizou;i < i+1) faca
Z(i) < BuscaEmLargura(QJi]);
se (£(i) > byax € b(i) < by, ) entdo
s+ Olil;
Zma)c — 6(1)7
atualizou < true;
fim-se;
sendo se( b; < by, ) entdo
e+ Qlil;
bin <= bi;
fim-se;
fim-para;

até que atualizou = false ;
retorna s, e.

Figura 3 Pseudocédigo do algoritmo de Sloan (1989) para encontrar um par de

vértices pseudoperiféricos.
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de vértices adjacentes ao vértice v no grafo G.

Neste trabalho, foi testada a heuristica de Sloan (1989), e essa
heuristica é denominada apenas de Sloan nos préximos capitulos, quando
nao ha ambiguidade. Foram utilizados os valores de w; =1 e de wy, =2,
conforme sugerido por Sloan (1986), Sloan (1989). O pseudocddigo da
segunda etapa da heuristica de Sloan (1989) é mostrado na figura 4. No
lago de repeticao da linha 2 até a linha 5, atribui-se o status inativo para
cada um dos vértices do grafo e inicializa-se a prioridade desses vértices
por meio da funcao definida na Equacao 1. Nas linhas 6 e 7, insere-se o
vértice s na fila de prioridades ¢ e atribui-se o status de pré-ativo para
esse vértice. No laco de repeticao da linha 9 até a linha 37, os vértices
pertencentes a ¢ sdao renumerados em ordem decrescente de prioridade,
conforme a seguir. Na linha 10, é escolhido o vértice w com maior prioridade
entre os vértices pertencentes a fila de prioridades ¢, por meio da sub-
rotina VerticecComMaiorPrioridade. Esse vértice w é removido da fila de
prioridades ¢ (linha 11) e, se 0 mesmo possuir o status pré-ativo (linha 12),
para cada vértice adjacente ao vértice w: atualiza-se a prioridade do vértice,
subtraindo-se uma unidade no grau de cada vértice na funcao definida pela
Equacao 1 (linha 14); e, se o vértice possuir o status igual a inativo, atribui-
se o status pré-ativo ao vértice e insere-se o mesmo na fila de prioridades
g (linhas 16 e 17). Posteriormente, o vértice w é renumerado (linha 21)
e recebe o status de pés-ativo (linha 22). Para cada vértice j, adjacente
ao vértice w, que possui o status igual a pré-ativo, atualiza-se prioridade do
vértice j por meio da subtragao de uma unidade no grau do vértice na funcao
definida pela Equagao 1, e altera-se o status do vértice j para ativo (linhas

26 e 27). Por fim, para cada vértice k, adjacente ao vértice j, atualiza-se a
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prioridade do vértice k por meio da subtracao de uma unidade no grau do
mesmo na funcao definida pela Equacao 1, caso o status do vértice j nao
seja pds-ativo (linha 29); e altera-se o status do vértice k para pré-ativo e
insere-se o vértice k na fila de prioridades ¢, caso o status do vértice k seja
inativo (linhas 31 e 32).

Durante a segunda etapa da heuristica de Sloan (1989), os vértices
recebem um status, conforme mostrado na figura 5, adaptada de Sloan
(1989). Os vértices ainda nao inseridos na fila de prioridades possuem o
status inativo. Ao se inserir um determinado vértice na fila de prioridades
de vértices candidatos a serem renumerados, atribui-se a esse vértice o status
de pré-ativo. Esse status se mantém até que ocorra uma das seguintes
situacoes: o vértice é escolhido para ser renumerado ou é adjacente ao vértice
escolhido para ser renumerado. No primeiro caso, o status do vértice passa
a ser pos-ativo e, no segundo caso, o status do vértice passa a ser ativo.
Em ambos casos, os vértices adjacentes a esse vértice sao verificados e, caso
possuam status inativo, esses vértices sao inseridos na fila de prioridades e
recebem o status pré-ativo. No inicio da execugao da heuristica, o vértice s
é inserido na fila de prioridades (recebe o status pré-ativo) e, em seguida, é
escolhido para ser renumerado (recebe o status pds-ativo). Com isso, seus

vértices adjacentes sao verificados para que a renumeragao prossiga.

2.5.1 Heuristica NSloan

Kumfert e Pothen (1997) propuseram uma heuristica a partir de trés
modificagoes na heuristica de Sloan (1986). Uma dessas modificagoes foi
proposta para melhorar a qualidade das renumeragoes obtidas, e as outras

duas foram propostas para diminuir o custo computacional da heuristica de
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Algoritmo: Pseudocdodigo da etapa de renumeracao dos
vértices da heuristica de Sloan (1989).

Entrada: grafo conexo G = (V,E) e vértices pseudoperiféricos s e e.

Saida: renumeragao S com |V| entradas s(1), s(2), ..., s(|V]).
1 inicio
2 para cada (veV(G) ) faca
3 status, <— inativo;
4 py < wi-d(v,e) —wa - (Grau(G,v) +1);
5 fim-para-cada;
6 q <+ {s};
7 statusg <— preativo;
8 i1
9 enquanto ( ¢#0 ) faca
10 w < VerticeComMaiorPrioridade(q);
11 g q—{wh
12 se ( status,, = preativo ) entao
13 para cada ( j€Adj(w) ) faga
14 pj < pj+wz;
15 se ( statusj = inativo ) entao
16 status j <— preativo;
17 g+ qU{j}
18 fim-se;
19 fim-para-cada;
20 fim-se;
21 s(i) < w;
22 status,, <— posativo;
23 P it
24 para cada ( j€Adj(w) ) faga
25 se ( status; = preativo ) entéo
26 statusj < ativo;
27 pj < pjt+wa;
28 para cada (k€ Adj(j) ) faca
29 se ( statusy # posativo ) entao py < pyx+ws;
30 se ( statusy = inativo ) entéo
31 statusy <— preativo;
32 g qU{k}
33 fim-se;
34 fim-para-cada;
35 fim-se;
36 fim-para-cada;
37 fim-enquanto;
38 retorna S.
39 fim.

Figura 4 Pseudocédigo da etapa de renumeragao dos vértices da heuristica de
Sloan (1989).

Sloan (1986). Essas trés modificagoes sao descritas a seguir.

A primeira modificacao foi em relacao ao algoritmo para encontrar
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pés-ativo

ativo

pré-ativo

inativo

Figura 5 Exemplo da atribuicao de status durante a segunda fase da heuristica
de Sloan (1989).
Fonte: Sloan (1989) (adaptagao)

vértices pseudoperiféricos, correspondente & primeira etapa da heuristica de
Sloan (1986). Em virtude do nimero de vértices do tltimo nivel da estrutura
de nivel enraizada corrente, considerado pelo algoritmo de Sloan (1986),
conforme comentado na segao 2.5, Kumfert e Pothen (1997) propuseram a
utilizacao do algoritmo de Duff Reid e Scott (1989). Na verdade, o algoritmo
de Duff Reid e Scott (1989) é idéntico ao algoritmo proposto por Sloan
(1989) para encontrar um par de vértices pseudoperiféricos apresentado na
secao 2.5. Ambos foram propostos no mesmo ano e, como nao ha citagao
entre os artigos, é provavel que os autores nao estavam cientes dos trabalhos
equivalentes.

A segunda modificagdo proposta por Kumfert e Pothen (1997) na
heuristica de Sloan (1986) é referente & fungao de priorizagao proposta por
Sloan (1986). Na Equagao 1, por exemplo, correspondente & fungao de
priorizagdo proposta por Sloan (1989), é possivel notar que no célculo da
prioridade de cada vértice héa dois termos principais que sao ponderados: o

grau do vértice e a distancia desse vértice ao vértice e. A escala desses dois
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termos é diferente. Logo, nao é possivel a utilizagdo de pesos normalizados.
A normalizacao desses dois termos permite que a normalizacdo seja feita de
forma equilibrada. Dessa maneira, Kumfert e Pothen (1997) propuseram a
seguinte normalizacao para a funcao de priorizacao utilizada na heuristica

de Sloan (1986):

pv=wi-d(v,e) —wy - |dist(s,e)/A| - (Grau(G,v)+ 1), (2)

em que A é o grau do vértice com maior grau entre os vértices do grafo. Com
isso, tem-se que o valor de |dist(s,e)/A] - (Grau(G,v) varia de 0 a dist(s,e),
que é o mesmo dominio no intervalo de valores dist(v,e), uma vez que os
vértices s e e sao determinados de maneira que um esteja no dltimo nivel da
estrutura de nivel enraizada do outro. A heuristica proposta por Kumfert e
Pothen (1997) é denominada NSloan (normalized Sloan), e o pseudocddigo
dessa heuristica é mostrado na figura 6.

Neste trabalho, foram utilizados os valores w; =2 e wy = 1. Kumfert
e Pothen (1997) sugeriram a utilizagdo de um dos seguintes pares de valores:
wi=2ewy =1, ouw =1¢e wy =8 A partir de uma investigagao
exploratoria, nas instancias utilizadas neste trabalho, verificou-se que os
valores w; =2 e wy = 1 obtiveram melhores resultados.

A dltima modificagdo presente na heuristica NSloan, em relagao a
heuristica de Sloan (1986), consiste na estrutura de dados utilizada para
implementar a fila de prioridades g. Em Sloan (1986) e em Sloan (1989),
respectivamente, comenta-se que ha a possibilidade de se utilizar uma
estrutura de arvore bindria ou de heap, cujas operagoes de insercao, remogao
e alteracao de prioridades sao de complexidade O(n) e cuja operacao

de busca pelo elemento com maior prioridade possui complexidade O(1).



45

Algoritmo: Pseudocdodigo da etapa de renumeracao dos

vértices da heuristica NSloan.
Entrada: grafo conexo G = (V,E) e vértices pseudoperiféricos s e e.

Saida: renumeracdo S com [V| entradas s(1), s(2), ..., s(|V]).
1 inicio
2 para cada (veV(G) ) faca
3 status, <— inativo;
4 Py wi-d(v,e) —wy - |dist(s,e) /A| - (Grau(G,v) + 1);
5 fim-para-cada;
6 g {s};
7 statusgs <— preativo;
8 i1
9 enquanto ( g #0 ) faga
10 w < VerticecComMaiorPrioridade(q);
11 g q—{wh
12 se ( status,, = preativo ) entao
13 para cada ( j€Adj(w) ) faga
14 pj < pj+wy-|dist(s,e)/A| - (Grau(G, j)+1);
15 se ( status; = inativo ) entao
16 statusj < preativo;
17 q<quij};
18 fim-se;
19 fim-para-cada;
20 fim-se;
21 s(i) < w;
22 status,, <— posativo;
23 P it
24 para cada ( j€Adj(w) ) faga
25 se ( statusj = preativo ) entéao
26 statusj < ativo;
27 pj < pj+wy-|dist(s,e)/A] - (Grau(G, j) +1);
28 para cada ( k€ Adj(j) ) faga
29 se ( statusy # posativo ) entao
Pk < pr+wy - |dist(s,e)/A] - (Grau(G, k) + 1);
30 se ( statusy = inativo ) entéo
31 statusy <— preativo;
32 g qU{k};
33 fim-se;
34 fim-para-cada;
35 fim-se;
36 fim-para-cada;
37 fim-enquanto;
38 retorna S.
39 fim.

Figura 6 Pseudocédigo da etapa de renumeracao dos vértices da heuristica
NSloan.

Porém, nesses trabalhos, o tamanho das instancias eram de até algumas

centenas de vértices. Dessa maneira, o uso de uma estrutura de lista nao
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ordenada, cujas operacoes de insercao, remocao e alteracao de prioridades
sao triviais e a operagao de busca possui complexidade O(n), foi a estrutura
mais eficiente na implementacao dessas heuristicas. Com a realizagdo de
simulacbes com instancias de tamanhos maiores, na ordem de até uma
centena de milhares de vértices, Kumfert e Pothen (1997) constataram que
a utilizagao de uma estrutura de heap binaria é mais eficiente, e propuseram

sua utilizacao na implementacao da fila de prioridades na heuristica NSloan.

2.5.2 Heuristica Sloan-MGPS

Reid e Scott (1999) propuseram uma heuristica para redugao
de profile a partir de modificagoes na heuristica de Sloan (1986). A
primeira delas é em relagdo ao método para encontrar um par de vértices
pseudoperiféricos, que corresponde a primeira etapa da heuristica de Sloan
(1986). Especificamente, Reid e Scott (1999) propuseram a utilizacao de
duas estratégias diferentes na etapa de escolha de vértices do ultimo nivel
da estrutura de nivel enraizada corrente. Para limitar a quantidade de
estruturas de niveis enraizadas a serem construidas no passo seguinte, Reid e
Scott (1999) propuseram escolher cinco vértices do ultimo nivel, ou todos os
vértices caso a quantidade de vértices no ultimo nivel seja menor que cinco,
em ordem crescente de grau, e descartar aqueles vértices que sao adjacentes
a vértices ja escolhidos. Além disso, apés a escolha dos vértices s e e iniciais,
Reid e Scott (1999) propuseram que o vértice de maior excentricidade,
entre os dois vértices, seja designado como o vértice s inicial, e o vértice
de menor excentricidade seja designado como o vértice e. Esse algoritmo
foi denominado MGPS (modified Gibbs-Poole-Stockmeyer) pelos autores,

devido a semelhanca com a estrutura de repeticao do algoritmo referente
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a primeira etapa da heuristica GPS (GIBBS; POOLE; STOCKMEYER,
1976).

O pseudocddigo do algoritmo MGPS (REID e SCOTT, 1999) é
mostrado na figura 7. A execugao do algoritmo é similar a execugao do
algoritmo de Sloan (1989) mostrado na figura 3. A primeira diferenga esta no
laco de repeticao da linha 8 até a linha 11, em que a quantidade de vértices
escolhidos ¢ limitada (linha 8), e é verificado se o vértice corrente nao é
adjacente a um vértice ja escolhido (linha 9). Vale informar que a funcao
Adj(Q) retorna o conjunto de vértices adjacentes a vértices pertencentes a
Q. A outra diferenca esta no final do algoritmo, da linha 38 até a linha 42,
em que ha uma troca do vértice s com o vértice e, caso a excentricidade do
vértice e seja maior que a excentricidade do vértice s.

Outra modificagdo proposta por Reid e Scott (1999), para a
heuristica de Sloan (1986), é em relagao a escolha da estrutura de dados para
implementar a fila de prioridades que armazena os vértices elegiveis a cada
iteragdo da segunda etapa da heuristica de Sloan (1986). Segundo Sloan
(1986) e Sloan (1989), a estrutura de dados de lista nao ordenada é eficiente
para instancias pequenas (até algumas centenas de vértices). Porém, para
instancias maiores, é desejavel a utilizacdo de estruturas robustas, como
arvore binaria ou heap bindria, conforme observado por Sloan (1986) e
Sloan (1989), e proposto por Kumfert e Pothen (1997). Com isso, Reid e
Scott (1999) propuseram a utilizacdo de um limiar para definir a escolha da
estrutura de dados a ser utilizada para implementar a fila de prioridades.
Caso o numero de vértices na fila de prioridades ¢ seja inferior ao limiar
estabelecido, utiliza-se uma estrutura de lista ndo ordenada. Caso contrario,

utiliza-se uma estrutura de heap binaria. O valor do limiar estabelecido
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Algoritmo: Pseudocédigo do algoritmo MGPS de Reid e Scott
(1999) para encontrar um par de vértices pseudoperiféricos.

Entrada: grafo conexo G = (V,E).
Saida: Vértices pseudoperiféricos s e e.

1 inicio
2 s < verticecComGrauMinimo(G);
3 repita
4 Z(s) < BuscaEmLargura(G,s);
5 q+— ordemCrescenteGrau(,%g(x) (£));
6 Q+0; j« 1;
7 enquanto (j<|.%, ()| ¢ |0 <5 ) faga
8 se ( qlj] ¢ Adj(Q) ) entdo Q + QU{q[/l};
9 J—j+1L
10 fim-enquanto;
11 Z(0[1]) + BuscaEmLargura(G,Q[1]);
12 Z(0[2]) < BuscaEmLargura(G,Q|2]);
13 se (£(Q[1] > ¢(Q[2] ) entao
14 s+ 0llie « 0[2);
15 fim-se;
16 senao
17 s Q2); e < Q[1];
18 fim-se;
19 Umax < max(£(Q[1]),£(Q[2]));
20 binin <_min(b(Q[]]vb(Q[z]));
21 atualizou < false;
22 para (i=23;i <|Q| e nao atualizou;i +i+1) faga
23 Z(i) < BuscaEmLargura(QJi]);
24 se (L(i) > lyax € b(i) < bpin ) entéo
25 s < Oli];
26 Cmax < £(i);
27 atualizou <— true;
28 fim-se;
29 sendo se( b; < by ) entao
30 €< Q[i]; buin < bi;
31 fim-se;
32 fim-para;
33 até que (atualizou = false ;
34 se ({(e) > {s ) entdo
35 aux < s;
36 s e;
37 e < aux;
38 fim-se;
39 retorna s, ¢;
40 fim.

Figura 7 Pseudocddigo do algoritmo MGPS de Reid e Scott (1999) para encontrar

um par de vértices pseudoperiféricos.

por Reid e Scott (1999) foi 100. Neste trabalho, como as instancias eram

majoritariamente maiores que o limiar estabelecido por Reid e Scott (1999),
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utilizou-se apenas a estrutura heap binaria. Além disso, foram utilizados os
valores w; =1 e wy = 2 na fungdo de priorizagao, conforme sugerido por

Reid e Scott (1999).

2.6 Heuristica de Snay (1976)

A heuristica de Snay (1976) para redugao de profile possui
duas etapas: a determinacao de vértices pseudoperiféricos iniciais e a
renumeracao dos vértices do grafo. Na primeira etapa, sdo selecionados
10 vértices, ou todos os vértices caso a quantidade de vértices do grafo
seja menor que 10, como candidatos a vértices iniciais para a realizagao da
renumeracao dos vértices na segunda etapa. Na segunda etapa, realiza-se
uma renumeracao dos vértices do grafo a partir de cada vértice selecionado
na primeira etapa. Por fim, escolhe-se a renumeracao com o menor valor de

profile. A heuristica de Snay (1976) é descrita em detalhes no capitulo 3.

2.7 Heuristica MPG

A heuristica MPG, proposta por Medeiros, Pimenta e Goldenberg
(1993) para reducao de profile, também é dividida em duas etapas. Na
primeira etapa, dois vértices pseudoperiféricos sao determinados por meio
do algoritmo proposto por Sloan (1989) e mostrado na figura 3.

Na segunda etapa, ocorre a renumeracao dos vértices do grafo. Para
isso, sdo mantidos duas filas de prioridades, denominadas ¢ e t. Na fila
de prioridades ¢, sao mantidos os vértices que sao elegiveis para a serem
renumerados e, na fila de prioridades ¢, s@o mantidos os vértices que ja
estdo em ¢ ou que sao elegiveis para serem inseridos em f. A atualizacao das

filas de prioridades ¢ e t é feita com base no grau corrente de cada vértice.



50

O grau corrente de um vértice v é o nimero de vértices w adjacentes a
v, tal que w nao seja renumerado e w ¢ ¢q. Em cada iteragao, todos os
vértices pertencentes a f, cujo grau corrente seja 0, sdo renumerados em
ordem crescente de grau. Além disso, os vértices pertencentes a f, cujo
grau corrente seja maior que 1, sao removidos de ¢. Por fim, caso a fila de
prioridades t esteja vazia, os vértices pertencentes a ¢, cuja prioridade seja
igual a prioridade maxima entre os vértices de ¢, ou menor em uma unidade,
sdo inseridos em ¢. A prioridade de um vértice é dada, inicialmente, pela
mesma férmula proposta por Sloan (1989), representada pela Equacao 1,
com os valores w; =1 e wp = 2. Durante a execugao da heuristica, o termo
(Grau(G,v)+1) da Equagao 1 é substituido pelo grau corrente do vértice.
Na primeira iteracao, € inserido o vértice inicial s na fila de
prioridades ¢g. Nas demais iteragoes, é inserido um novo vértice na fila de
prioridades g que seja adjacente a um vértice pertencente a t e que ainda nao
tenha sido renumerado. Isso faz com que o vértice escolhido seja adjacente
a um vértice que ja esteja para ser renumerado e garante que as diferencas
entre as renumeracoes dos vértices adjacentes sejam pequenas. A escolha
do vértice a ser inserido em ¢ ¢é feita de maneira a maximizar a funcao 7,

definida como se segue:

w(v) =2:p(v) +2 pmar(Adj(v)N1) +3-ay, (3)

’

em que p(v) é a prioridade do vértice v dada pela Equagao 1, pu.(A) é a
maior prioridade entre os vértices do conjunto A e a, é o nimero de vértices
w adjacentes a v, tal que w € q.

O pseudocddigo da segunda etapa da heuristica MPG é mostrado

na figura 8. Inicialmente, na linha 2, sao inicializadas as filas de prioridades
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g e t como conjuntos vazios. Da linha 3 até a linha 7, sao inicializados
os atributos de todos os vértices do grafo: ao grau corrente, é atribuido
o valor do grau do vértice no grafo (linha 4), & prioridade, é atribuido o
valor calculado pela Equagao 1 (linha 5) e, ao atributo a,, correspondente
ao numero de adjacéncias a vértices pertencentes a ¢, é atribuido o valor 0
(linha 6). Posteriormente, em cada iteracdo do lago de repetigao da linha
9 até a linha 43, um conjunto nao vazio de vértices é renumerado. Essa é
a principal diferenca da heuristica MPG em relagao as heuristicas de Snay
(1976), de Sloan (1989), NSloan (KUMFERT e POTHEN, 1997) e Sloan-
MGPS (REID e SCOTT, 1999), apresentadas nas Subsecoes de 2.5 a 2.6,
nas quais apenas um vértice é renumerado em cada iteracao. No inicio
da iteragao, verifica-se se a fila de prioridades g encontra-se vazia (linha
10). Em caso afirmativo, insere-se o vértice inicial s em g. Caso contrério,
escolhe-se entre todos os vértices nao renumerados e nao pertencentes a
g, € que sejam adjacentes a algum vértice pertencente a t, o vértice cujos
atributos maximizam a fungao 7, definida pela Equagao 3 (linha 14) e insere-
se esse vértice em ¢ (linha 16). Em seguida, os atributos de todos os vértices
sao atualizados: subtrai-se do grau corrente de cada vértice a quantidade
de vértices adjacentes ao mesmo que ja se encontram renumerados ou que
pertencam a ¢ (linha 19), recalcula-se a prioridade de cada vértice de acordo
com o novo valor do grau corrente (linha 20) e recalcula-se o nimero de
adjacéncias de cada vértice a vértices pertencentes a ¢ (linha 21). Por fim,
ordena-se os vértices da lista de prioridades t em ordem crescente de grau na
linha 26 e, no lago de repeticao da linha 27 até a linha 37, percorre-se a lista
de prioridades 7, renumera-se (linha 29) e remove-se das listas de prioridades

g et os vértices visitados cujo grau corrente seja igual a 0, e remove-se de t 0s
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vértices visitados cujo grau corrente seja maior que 1 (linha 34). Caso a fila
de prioridades t torne-se vazia, percorre-se a fila de prioridades ¢ em ordem
crescente de grau (linhas 38 e 39), e insere-se em ¢ os vértices visitados cuja
prioridade seja igual a prioridade maxima entre todos os vértices de g, ou

menor em uma unidade (linha 40).

2.8 Heuristica Hu-Scott

Hu e Scott (2001) propuseram uma heuristica multinivel para
reducao de profile, denominada aqui de heuristica Hu-Scott. Em uma
abordagem multinivel, grafos contraidos (coarsed graphs) sao gerados de
maneira iterativa até que uma condigao estabelecida, geralmente relacionada
ao tamanho maximo do grafo mais contraido (coarsest graph), seja satisfeita.
Um grafo contraido é um grafo que encapsula, em menos vértices e arestas,
a informacao contida no grafo refinado (fine graph), que contém um nimero
maior de vértices e arestas.

A heuristica Hu-Scott possui as seguintes etapas, conforme previsto
em uma estratégia multinivel: contracao, resolucao do grafo mais contraido,
prolongamento e refinamento. No contexto da heuristica Hu-Scott, a
resolucao do grafo mais contraido consiste na renumeracao dos vértices desse
grafo com o objetivo de reduzir o profile. Em outros contextos, essa solugao
pode ser o desenho (HU, 2005) ou o particionamento (HENDRICKSON;
LELAND, 1995) do grafo, ou ainda a solu¢ao do problema do caixeiro-
viajante (WALSHAW, 2002), por exemplo.

Segundo Hu e Scott (2001), o algoritmo de contracao utilizado na
primeira etapa da heuristica Hu-Scott é baseado no algoritmo de Ruge e

Stiiben (1986), que particiona o conjunto de vértices V(G) do grafo G em dois
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Algoritmo: Segunda fase da heuristica MPG.

Entrada: grafo conexo G = (V,E) e vértices pseudoperiféricos s e e.

Saida: renumeragao S com |V| entradas s(1), s(2), ..., s(|V]).
1 inicio
2 g 0; 1t 0
3 para cada (veV(G) ) faca
4 dy < Grau(G,v);
5 py < d(ve)—2-dy;
6 a, + 0;
7 fim-para-cada;
8 i 1L
9 enquanto (i< |V|) faga
10 se (¢g=0) entao
11 g+ qU{s}
12 n<s;
13 fim-se;
14 senao
15 n < EscolheVerticecComMaiorn(Ad j(t) — (qU{s(1)...s(i—1)}));
16 g qU{n};
17 fim-se;
18 para cada (weV(G) ) faca
19 dy — Adj(w)— (qUs(1) .5~ D});
20 pw —d(we)—2-dy;
21 ay < |Adj(w)Ngl;
22 fim-para-cada;
23 para cada (u€Adj(n)Ng ) faca
24 se (d,=1) entdo t +rU{u};
25 fim-para-cada;
26 t < ordemCrescenteGrau(t);
27 para cada (xe€t ) faga
28 se (dy=0) entdo
29 s(i) < x;
30 g q—{xftt—{x}
31 i—i+1;
32 fim-se;
33 senao
34 se (dy>1) entdo 1«1 —{x};
35 fim-se;
36 fim-para-cada;
37 se (t=0) entdo
38 q < ordemCrescenteGrau(q);
39 para cada (y€q ) faga
40 se ( py > Pmax(q) —1 ) entdo r —1U{y};
41 fim-para-cada;
42 fim-se;
43 fim-enquanto;
44 retorna S.

45 fim.

Figura 8 Pseudocédigo da segunda fase da heuristica MPG.
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conjuntos V¢ e Vg, tal que Vg = V(G) — V. De maneira geral, no algoritmo
de contracao de Hu e Scott (2001), escolhe-se um conjunto de vértices V¢
do grafo refinado V(G) para compor o grafo contraido, de modo a garantir
que um vértice pertencente ao conjunto Vg seja adjacente a, pelo menos, um
vértice do conjunto Ve. Para isso, escolhe-se entre os vértices do conjunto
Vu, em que Vy =V (G) — (VcUVF), aquele com o maior nimero de adjacéncias
a vértices do conjunto Vr. Conforme afirmado por Hu e Scott (2001), essa
abordagem permite uma distribuicao melhor dos vértices de V¢ do que a
abordagem gulosa de Ruge e Stiiben (1986).

O pseudocddigo da etapa de contragdo da heuristica Hu-Scott é
mostrado na figura 9. Nas linhas 2 e 3 sao inicializados os conjuntos de
vértices Vo e V. Na linha 4, para cada vértice do grafo, o valor do grau
do vértice é estabelecido como o ganho desse vértice. No laco de repeticao
da linha 5 até a linha 19, sao escolhidos vértices de Vy para serem inseridos
em V¢. Para isso, da linha 6 até a linha 12, é escolhido o vértice com
maior ganho. Esse vértice é, entao, removido no conjunto Vy (linha 13)
e inserido no conjunto V¢ (linha 14). Posteriormente, na linha 16, cada
vértice adjacente ao vértice de maior ganho é removido do conjunto Vi para
evitar um aumento desnecesséario do tamanho do conjunto V¢ com a insergao
posterior de tais vértices. Na linha 17, incrementa-se em uma unidade
o ganho dos vértices adjacentes a esses vértices removidos de Vy. Esse
incremento favorece a escolha de um desses vértices nas proximas iteracoes,
para que seja garantida existéncia de adjacéncias entre vértices de Ve e V.

Apés a escolha do conjunto de vértices do grafo contraido Vg,
por meio do algoritmo de contracao, é construido um mapeamento entre

os vértices desse conjunto e os vértices do grafo refinado V(G). Esse
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Algoritmo: Etapa de contracao da heuristica HuScott.

Entrada: grafo conexo G = (V,E).
Saida: conjunto V¢ de vértices de V(G).

1 inicio
2 Ve + 0;
3 Vy<« V(G);
4 para cada (i € V(G) ) faca ganho; < Grau(i,G);
5 enquanto ( Vy #0 ) faca
6 ganhoy,, < 0;
7 para cada ( j€Vy ) faca
8 se ( ganhoj > ganhoy. ) entao
9 ganhoygy, < ganhoj;
10 Vinax < J;
11 fim-se;
12 fim-para-cada;
13 Vu < Vu — {Vimar };
14 Ve + Ve U{vmax };
15 para cada ( k € Adj(vmax) NVy ) faga
16 Vu <~ Vuy — {k};
17 para cada ([ € Adj(k)NVy ) faga ganho; < ganho; + 1;
18 fim-para-cada;
19 fim-enquanto;
20 retorna V.
21 fim.

Figura 9 Pseudocddigo do algoritmo de contragao da heuristica Hu-Scott (HU;
SCOTT, 2001).

mapeamento € representado por uma matriz, denominada matriz de
prolongamento. Essa matriz é utilizada para definir as adjacéncias entre os
vértices de V¢ no grafo contraido e para realizar a etapa de prolongamento

apds a renumeracao do grafo mais contraido. A matriz de prolongamento
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Py (G)x|ve| = [pij] ¢ definida como

1 se V(G)[i] = VelJ]
Pii = agm  se V(G € Adj(Velj]) e V(G)[i] # Vel)] (4)
0 caso contrario,

em que mdeg(i) =|{v € Vc|v € Adj(V(G)[i])} | e Adj(v) retorna o conjunto de
vértices de V(G) que sao adjacentes a v no grafo refinado.

A partir dos vértices escolhidos para o conjunto Ve e matriz de
prolongamento, sao determinadas as adjacéncias entre os vértices de V¢
para construcao do grafo contraido. Para isso, constrdi-se a matriz de
adjacéncias Ac do grafo contraido por meio do produto de Garlekin da
matriz de adjacéncias Ag do grafo refinado G e a matriz de prolongamento
P: Ac = PTAgP. Com isso, é possivel construir o grafo G¢, que contém os
vértices de V¢ e as arestas representadas na matriz de adjacéncias Ac.

Essa etapa de contragao, que compreende a construcao do conjunto
Ve, da matriz de prolongamento P e do grafo contraido G¢, € repetida
recursivamente até que seja atingido o tamanho méaximo definido para o
grafo mais contraido, ou até que a contragdo nao diminua o nimero de
vértices do grafo refinado. Neste trabalho, foi estabelecido o valor 100 com
o tamanho maximo para o grafo mais contraido, conforme foi proposto por
Hu e Scott (2001).

Apos o término da etapa de contragao, o tltimo grafo construido, que
serd o mais contraido, é renumerado com o objetivo de se reduzir o profile.
Em Hu e Scott (2001), foram utilizadas a heuristica de Sloan (1989) e a
heuristica Hybrid (KUMFERT e POTHEN, 1997) para esse fim. Como os
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melhores resultados foram obtidos pela heuristica de Sloan (1989), utilizou-
se, neste trabalho, essa heuristica na etapa de renumeracao do grafo mais
contraido. Em relacdo aos pesos utilizados na heuristica de Sloan (1989)
para a renumeracao do grafo mais contraido, foram utilizados os valores w; =
lewy;=2. (HU; SCOTT, 2001) propuseram a utilizacdo de um dos seguintes
pares de valores: wi =1 e wyp =2, ou w; = 16 e wy = 1. Neste trabalho,
foi realizada uma investigacao exploratéria, e os melhores resultados foram
obtidos com os valores wi =1 e wp, = 2.

A partir da renumeracao do grafo mais contraido, sdo realizadas
as etapas de prolongamento e refinamento dessa renumeragao obtida. O
prolongamento consiste na extensao da renumeracao, do grafo contraido
para o grafo imediatamente mais refinado na ordem das chamadas
recursivas. O objetivo dessa extensao da renumeracao é construir um vetor
de valores globais de prioridades p% para os vértices do grafo imediatamente
mais refinado. Essa extensao é realizada por meio do produto da matriz de
prolongamento P com o vetor permutagdo que representa a renumeragao:
p% = Ppc, em que pc é o vetor permutagao que representa a renumeragao do
grafo mais contraido. Na figura 10, sao mostradas as etapas de contragao,
renumeracao e prolongamento. Com isso, de acordo com a estrutura da
matriz de prolongamento P, mostrada na Equagao 4, o valor de prioridade
global de um vértice do grafo mais refinado que esteja no grafo mais
contraido serd igual & numeragdo do mesmo no grafo mais contraido. Por
outro lado, o valor de prioridade global de um vértice do grafo mais refinado,
que nao esteja no grafo mais contraido, sera igual a média dos valores de
prioridades globais dos vértices adjacentes a esse vértice que pertencam ao

grafo mais contraido.
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Figura 10 Etapas de contracao, renumeracao e prolongamento da heuristica Hu-
Scott. Na etapa de contracdo, sdao escolhidos os vértices para o grafo
mais contraido (em vermelho) e montada a matriz de prolongamento
P. Na etapa de renumeragao, os vértices do grafo mais contraido
sdo renumerados pela heuristica de Sloan (1989). Na etapa de
prolongamento, valores globais de prioridades para o grafo mais
refinado (marcados com um retangulo vermelho) sdo obtidos por meio
do produto da matriz de prolongamento e o vetor permutacao que
representa a renumeragao do grafo mais contraido.

O refinamento consiste em adaptar e melhorar a renumeracao
estendida com o objetivo de obter uma reducao do profile do grafo
imediatamente mais refinado. Para isso, é utilizada uma variacao da
heuristica de Sloan (1989) que utiliza um vetor numérico para definir os
valores globais no célculo das prioridades dos vértices. Com isso, a féormula
definida na Equagdo 1 passa a ser p(v) = wy - p%[v] —wy - (Grau(G,v) + 1),

em que pOF [v] é o valor definido em pOF na posicao que o vértice v ocupa no
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conjunto V(G), e apenas a linha 4 do pseudocédigo apresentado na figura 4 é
modificada para contemplar o novo calculo de prioridade. Essa renumeragao
adaptada e melhorada ¢é utilizada, sucessivamente, em relacao as chamadas
recursivas para realizar o prolongamento e o refinamento posteriores.

O pseudocddigo da heuristica Hu-Scott é mostrado na figura 11. Da
linha 2 até a linha 6, ocorre o passo base da funcao recursiva: caso o tamanho
méaximo do grafo mais contraido seja atingido (linha 2), o grafo contraido é
renumerado pela heuristica de Sloan (1989) apresentada na segao 2.5 (linha
3), cujo pseudocddigo é mostrado na figura 4. Retorna-se, na linha 5, o
vetor permutagao relacionado a renumeracgao obtida. Na linha 7, ocorre o
inicio da etapa de contragao, por meio do algoritmo de contracao mostrado
na figura 9. Da linha 8 até a linha 11 ocorre a finalizacao da etapa de
contragao: construcao da matriz de prolongamento por meio da definigao
mostrada na Equacao 4 (linha 8), determinacao das adjacéncias do grafo
mais contraido por meio do produto de Garlekin (linha 10) e construcao do
grafo mais contraido (linha 11). A fungao MatrizAd jacencias(G), utilizada
na linha 9, retorna a matriz de adjacéncias do grafo G. Na linha 12, ocorre
a chamada recursiva da heuristica Hu-Scott, a partir do grafo contraido
construido na etapa de contragdo. Apds o retorno da renumeragdao da
chamada recursiva, ocorre as etapas de prolongamento e refinamento dessa
renumeracao nas linhas 13 e 14, respectivamente. Por fim, a renumeragao

resultante é retornada na linha 15.

2.9 Meétodos de trocas adjacentes

Entende-se por métodos de trocas qualquer estratégia que busca

diminuir o profile a partir de trocas simétricas de linhas e de colunas
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Algoritmo: HeuristicaHuScott.

Entrada: grafo conexo G = (V,E).
Saida: vetor permutacao referente a renumeracao de G.
1 inicio

2 se ( |V| < menorTamanhoDesrefinado ) entao
// Etapa de renumeragfio do grafo mais contraido
3 Sloan(G);
4 pc < permutacaoRenumeracao(G);
5 retorna pc.
6 fim-se;

// Etapa de contracgio
7 Ve + ContracaoHuScott(G);
8 P + MatrizProlongamento(G,Vc¢);
9 Af < MatrizAd jacencias(G);
10 Ac PTAFP;
11 G¢ « ConstroiGrafo(Ve,Ac);
// Chamada recursiva

12 pc + HeuristicaHuScott(Gc);
// Etapa de prolongamento
13 pOF — Fc;

// Etapa de refinamento
14 pr < RefinamentoSloan(G, pr);
15 retorna pr.
16 fim.

Figura 11 Pseudocddigo da heuristica multinivel de Hu e Scott (2001) para
reducgao de profile.

de uma matriz simétrica (HAGER, 2002). No trabalho de Hager (2002),
foram apresentados métodos que buscam reduzir o profile a partir de
trocas especializadas em vez de fazer trocas exaustivas entre todos os pares
possiveis. Nesses métodos, sao aplicadas trocas sequenciais em um conjunto
de linhas adjacentes, de maneira ascendente ou descendente, de modo que
o profile seja garantidamente menor. KEsses métodos podem ser aplicados
tanto para reducao de profile da matriz original quanto para reduzir o profile
da matriz resultante apds as permutagoes realizadas por heuristicas para

reducoes de largura de banda e de profile.
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Os métodos propostos por Hager (2002) identificam, a partir de uma
matriz A, um conjunto de linhas adjacentes cujas trocas sequenciais resultam
em uma permutagao da matriz original que possua um valor menor de
profile. Apos efetuar as trocas sequenciais das linhas do conjunto encontrado
o método faz as trocas das respectivas colunas para manter a simetria da
matriz. Essas trocas sequenciais, feitas pelo método sobre as colunas de
A para manter a simetria, nao afetam o profile da matriz apds as trocas
das linhas. Isso acontece porque as trocas entre colunas nao alteram a
quantidade de elementos nulos acima das fronteiras das colunas, dado que
a fronteira de uma coluna é representada pelo primeiro elemento nao nulo
da mesma.

As trocas sequenciais de linhas adjacentes podem ser realizadas
de maneira descendente ou ascendente. Nas subsecoes 2.9.1 e 2.9.2, sao
apresentadas, em detalhes, as trocas adjacentes descendentes e ascendentes,

respectivamente.

2.9.1 Trocas adjacentes descendentes

Dada uma matriz simétrica A de ordem n, trocas adjacentes
descendentes sao aquelas trocas sequenciais feitas da linha k com a linha
k41, da linha k+1 com a linha k+2, ..., da linha / —1 com a linha /, dado
que k < I <n. Conforme mostrado por Hager (2002), é possivel determinar
a mudanca obtida no profile de A, denotado por Dy.;(A), por meio das trocas

adjacentes descendentes efetuadas entre as linhas de k a [ da matriz A, com
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k <l <n, da seguinte maneira:

Dii(A)=|{j =k k< f(A) <1} | = () (min{l,g;(A)~1}—k))  (5)
JEFk

em que f;(A) = min{i:1<i<ja;j#0} corresponde & linha onde se
encontra a fronteira da coluna j, %, = { jifi(A) = k} corresponde
ao conjunto de colunas cujas fronteiras estdao na linha k e g;(A) =
min{i: fi(A) <i,a;j #0} corresponde ao segundo elemento nao nulo da
coluna j, caso exista, ou g;(A) =n+1 caso nao exista o segundo elemento
nao nulo.

O primeiro termo da definicao de Dy, na equagao (5) corresponde a
quantidade de elementos nulos que entrarao no envelope de A apéds as trocas
adjacentes descendentes das linhas de k a [. Isto é, corresponde a quantidade
de colunas j, a partir de k, cujas fronteiras estdo abaixo da linha k e acima
da linha I. Apds a subida das linhas de k+1 a I, com as trocas adjacentes
descendentes, o profile é aumentado pela subida das fronteiras das colunas
j.

Por outro lado, o somatério presente na definicio de Dy; na (5)
corresponde a diminuicao do profile causado pela descida da linha k até a
posicao [. Nesse processo, acontece a descida da posicao das fronteiras das
colunas j € %, cujas fronteiras estao na linha k. As fronteiras que estao na
linha k descerao até a posicao em que se encontra o segundo elemento nao
nulo. Caso nao existirem elementos nao nulos na coluna j entre as linhas k
e [, a fronteira da coluna j descerd até a linha /.

A partir da definicao (5), Hager (2002) propds o método apresentado

pelo algoritmo mostrado na figura 12, que identifica um conjunto de linhas,
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cujas trocas adjacentes descendentes resulta no menor aumento do profile, e
efetua as respectivas trocas caso esse aumento seja negativo. Para identificar
o conjunto de linhas a serem trocadas, o método inicia da parte de baixo da
matriz e vai aumentando iterativamente o tamanho maximo do conjunto.
Para cada valor de k, variando de maneira decrescente entre n—1 e 1, o
algoritmo escolhe o valor de L, com k < L < n, que resulte no menor valor
de Dy e garanta que Dy.; < 0. Apos a escolha do L, caso exista, o algoritmo
realiza as trocas adjacentes descendentes entre as linhas de k a L.

O algoritmo mostrado na figura 12 retorna um vetor p, que
representa a matriz permutacao P, buscando reduzir o profile da matriz
PAPT. Nas linhas de 1 a 3, o vetor p recebe a representacdo da matriz
identidade de ordem n. Nas linhas de 4 a 26, o algoritmo busca, para cada
valor de k entre n—1 e 1 (linha 4), um valor de [ entre k+1 e n (linha 7),
cujo valor de Dy;(A) seja minimo (linhas 14 a 17) e negativo (linha 19),
efetuando as trocas ascendentes de k até L quando encontrar um valor de L
que satisfaca tais condi¢oes de Dy (A) (linhas de 20 a 24). Para encontrar
o valor de Dy;(A) em cada caso, o algoritmo primeiro calcula o aumento
de profile ocasionado pelas trocas descendentes da linha k até a posicao
I (linha 8) e depois calcula a redugao proporcionada pelas mesmas trocas
descendentes (linhas de 9 a 12), realizando e armazenando a diferencga entre
o aumento e a reducao encontrados (linha 13). Apds o calculo de Dy(A), o
algoritmo verifica se 0 mesmo é o menor encontrado até o momento (linha
14) e armazena-o, caso seja (linhas de 15 a 16).

Para reduzir o espago de busca por valores de [, que resultem
em profiles menores por meio de valores de Dy; negativos, Hager (2002)

identificou duas propriedades na definicdo (5) que permitem definir dois
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Algoritmo: Método de Hager (2002) que utiliza trocas
adjacentes descendentes para reducao do profile.

N

10
11
12

13

14
15
16
17
18

25
26
27

Entrada: Matriz simétrica A de ordem n.
Saida: Vetor p contendo uma permutacao de linhas e colunas de A.
// o vetor p inicia-se representando a matriz identidade I,.
para ( (i+ L;i<mi<+i+1)) faga
plil =i
fim-para;
// para cada valor de k, o algoritmo busca um valor de / que resulte
numa redugdo do profile de A.
para ( (k< n—1;k> 1k« k—1) ) faga
menorAumento $— —+oo;
L+ NIL;
// para cada valor de [/ entre k+1 e n
para ( (I« k+1;1<nl«1[1+1)) faga
// calcula-se o aumento do profile obtido pelas trocas
descendentes de k até /
aumentoParcial < |{j > k:k < fj(A) <1}|;
// calcula-se a redugdo do profile obtida pelas trocas
descendentes de k até /
reducaoParcial < 0;
para cada ( (j€ {j: fj(A) =k} ) faga
reducaoParcial + reducaoParcial + (min{l,g;(A) — 1} —k);
fim-para-cada;
// calcula-se a contribuig8o final das trocas descendentes de
k até [
aumentoTotal < aumentoParcial — reducaoParcial;

// armazena-se o valor de L que proporcione o menor aumento de

profile
se ( (aumentoTotal < menorAumento) ) entao
menorAumento < aumentoTotal;
L+ 1
fim-se;
fim-para;
// realiza-se as trocas descendentes caso o menor aumento
encontrado seja negativo
se ( (menorAumento <0) ) ent&o
q < plk];
para ( (i« ki<L-—1;i<i+1)) faga
plil < pli+1];
fim-para;
plLl=g;
fim-se;
fim-para;
retorna p.

Figura 12 Método de Hager (2002) que utiliza trocas adjacentes descendentes

para reducao do profile.
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limites superiores para os valores de [ em cada iteracdo. A funcao
min presente no somatério do segundo termo da equagdo (5) permanece
constante a partir do momento em que / atinge o valor de g;(A) — 1. Desta
maneira, pode-se estabelecer que, na busca por valores de [ em cada iteracao,
deve-se procurar até o valor limite de max{g;(A): j € .}, visto que deve
ser considerada a condicao de I nao ser selecionada na funcdo min em todos
os termos do respectivo somatorio.

Ainda, como objetivo do método é, em cada iteracdo k, buscar
uma reducao do profile, nao hé necessidade de procurar valores de [ que
resultem em cendrios em que o aumento no valor de profile, representado
pelo primeiro termo da defini¢do (5), seja maior que a diminuigao do profile,
representada pelo segundo termo da definigdo (5). A partir disso, tem-
se que os cendrios desejados sdo aqueles em que |{j>k:k < fj(A) <I}|<
(¥ez, (min{l,g;j(A)—1} —k)). Nota-se que o aumento no primeiro termo
¢é proporcional ao aumento no valor [, j4 que, quanto maior o valor de
[, maior é a possibilidade de haver colunas cujas fronteiras estdo nas
linhas entre k e [. O somatorio presente no segundo termo, é limitado
superiormente por ¥ ;c 7 (g;(A) —1—k), visto que min {1,g;(A) —1} < g;(A)—
1. Portanto, deve-se limitar a busca de até o maior valor de [ que resulte
em |{j>k:k<fj(A) <I}| < ¥jez(gi(A) —1—k), para que haja redugio
liquida do profile.

Reid e Scott (2002) propuseram uma implementagao mais eficiente
para os métodos de trocas descendentes de Hager (2002). A parte central
dessa implementacao, em que é encontrado a linha / para uma dada linha de
entrada k cujas trocas adjacentes descendentes de k até [ resulta na maior

reducao de profile, é apresentada no algoritmo mostrado na figura 13.
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Algoritmo: Implementacao de Reid e Scott (2002) para os
métodos de trocas adjacentes descendentes de Hager (2002).

Entrada: Matriz simétrica A de ordem n e indice k de uma linha de A.
Saida: Indice I de uma linha de A.
1 ganho_liquido < 0;
2 ganho_maximo < 0;
// ntimero de colunas cuja primeira entrada encontra-se na linha k.
3 ganho < |colunas_com_primeira_entrada(k)|;
4 para ( (m<k+1Lk<mk<«k+1)) faca
// nimero de colunas cuja primeira entrada encontra-se na linha k
// e cuja segunda entrada encontra-se na linha m.

5 colunas_inalteradas <
| {x|x € colunas_com_primeira_entrada(k) N colunas_com_segunda_entrada(m)} |;

6 ganho < ganho — colunas_inalteradas;

7 se ( ganho =0) entao break.

8 perda < |colunas_com_primeira_entrada(m)|;

9 ganho_liquido < ganho_liquido + ganho — perda;
10 se ( ganho_liquido > ganho_maximo ) entao
11 ganho_maximo < ganho_liquido;

12 [ < m;
13 fim-se;
14 fim-para;

15 retorna /.

Figura 13 Implementacdo de Reid e Scott (2002) para os métodos de trocas
adjacentes descendentes de Hager (2002).

No algoritmo mostrado na figura 13, o ganho corresponde ao valor
que sera diminuido do profile apds as trocas adjacentes descendentes devido
a descida dos coeficientes que se encontram na linha k. Porém, ha colunas
que, mesmo com a descida da primeira entrada nao diminuird o valor profile,
uma vez que a segunda entrada estd posicionada na linha m. Por outro
lado, a perda corresponde ao valor que serd somado ao profile apds as trocas
devido a subida de coeficientes que se encontram na linha m. O ganho liquido
corresponde a alteracao do valor do profile devido a soma do valor da perda
e a subtragao do valor do ganho. Apds a inicializacdo das varidveis net_gain e
max_gain nas linhas 1 e 2, o ganho é calculado, na linha 3, a partir do nimero
de colunas cuja primeira entrada encontra-se na linha k. Posteriormente, no

laco de repeticao da linha 4 até a linha 14, para cada linha m pertencente
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ao intervalo de k+ 1 até n, é subtraido do ganho o nimero de colunas cuja
primeira entrada encontra-se na linha k e cuja segunda entrada encontra-se
na linha m (linhas 5 e 6). Se o ganho for igual a 0, o algoritmo para (linha
7). Caso contrario, a perda é calculada a partir do nimero de colunas
cuja primeira entrada encontra-se na linha m (linha 8) e o ganho liquido
¢é atualizado com a diferenca entre o ganho e perda calculada para a linha
m (linha 9). Se esse ganho liquido for maior que o ganho méximo até o
momento (linha 10), o ganho liquido da iteracao torna-se o ganho méximo
(linha 11) e a coluna m é salva (linha 12). Na linha 15, retorna-se a coluna
que resultou no maior ganho considerando todas as iteracoes.

Para tornar eficiente o calculo dos valores do ganho e da perda, sao
utilizados, na implementacao de Reid e Scott (2002) dos métodos de trocas
adjacentes descendentes de Hager (2002), trés vetores auxiliares. No vetor
num_first(i), ¢ armazenado o nimero de colunas cuja primeira entrada esta
posicionada na linha i. No vetor num_second(i), é armazenado o nimero de
colunas cuja primeira entrada encontra-se na linha k e cuja segunda entrada
encontra-se na linha i. No vetor second(j), é armazenado o indice da segunda
entrada da coluna j, caso a primeira entrada da linha j esteja na linha k,
ou 0, caso contrario. Além disso, sdo utilizados dois outros vetores para
facilitar a revisdo dos vetores acima em cada iteracao: start(i), que contém
o indice de uma coluna cuja primeira entrada estd posicionada na linha i,
e next(j), que contém o indice de outra coluna cuja primeira entrada esté
posicionada na mesma linha em que estd posicionada a primeira entrada da
coluna j. A atualizacdo desses vetores em cada iteracao possui baixo custo
computacional, e permite que a implementacao do algoritmo mostrado na

figura 13 seja eficiente.
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2.9.2 Trocas adjacentes ascendentes

Assim como as trocas adjacentes descendentes, é possivel estabelecer
trocas adjacentes ascendentes. Dada uma matriz simétrica A de ordem n,
trocas adjacentes ascendentes sdo aquelas trocas sequenciais feitas da linha
k com a linha k—1, da linha k—1 com a linha k—2, ..., da linha /+1 com
a linha [, dado que 1 <[ < k.

De maneira semelhante, conforme mostrado por Hager (2002), é
possivel determinar a mudanca obtida no profile de A, denotado por Uy (A),
por meio das trocas adjacentes ascendentes efetuadas entre as linhas de [ a

k da matriz A, novamente com 1 </ < k, da seguinte maneira:

Uar(A)=( ), max{fj(A)—1,0}) = |{j:a; =0,k > fi(A) > 1}| (6)
{j:a#0}
em que novamente fj(A) = min{i: 1<i<jaj# O} corresponde a linha
onde se encontra a fronteira da coluna j.

O primeiro termo da definigdo de Uy, na equagao (6) corresponde ao
aumento do profile causado pelas trocas adjacentes ascendentes das linhas de
[ a k. Corresponde a soma das distancias, em relacao a linha [, das fronteiras
das colunas j, cujas fronteiras estao abaixo da linha [/ e as colunas possuem
elementos nao nulos associados a linha k. Apds as trocas adjacentes, a linha
k subird até a posicao I, fazendo com que as colunas j passem a ter suas
fronteiras na posicao k.

J& o segundo termo da definigao de Uy na (6) refere-se a diminuicao
do profile causado pelas respectivas trocas adjacentes. KEsse termo

corresponde a quantidade de colunas j, que possuem elementos nulos
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associados a linha k, e cujas fronteiras estao entre as linhas [ e k—1. As
trocas adjacentes ascendentes faz com que todos os elementos, de todas as
colunas, compreendidos entre as linhas [ e k— 1, descam uma posi¢do. Com
isso, as colunas j terao suas fronteiras uma posi¢ao abaixo e o profile sera
reduzido em uma unidade para cada coluna j.

A partir da definigao (6), Hager (2002) propds o método apresentado
pelo algoritmo mostrado na figura 14, que identifica, de maneira similar ao
algoritmo 12, um conjunto de linhas, cujas trocas adjacentes ascendentes
resulta no menor aumento do profile, e efetua as respectivas trocas caso
esse aumento seja negativo. Para identificar o conjunto de linhas a serem
trocadas, o método inicia da parte de cima da matriz e vai aumentando
iterativamente o tamanho maximo do conjunto. Para cada valor de k,
variando de maneira ascendente entre 2 e n, o algoritmo escolhe o valor de L,
com 1 < L <k, que resulte no menor valor de Uy.; e garanta que Uy.p < 0. Apds
a escolha do L, caso exista, o algoritmo faz as trocas adjacentes ascendentes
entre as linhas de L a k.

O algoritmo mostrado na figura 14 também retorna um vetor p, que
representa a matriz permutacao P, buscando reduzir o profile da matriz
PAPT. Nas linhas de 1 a 3, o vetor p recebe a representacio da matriz
identidade de ordem n. Nas linhas de 4 a 26, o algoritmo busca, para cada
valor de k entre 2 e n (linha 4), um valor de [ entre 1 e k—1 (linha 7),
cujo valor de Uy, (A) seja minimo (linhas de 14 a 17) e negativo (linha 19),
efetuando as trocas ascendentes de k até L (linhas de 20 a 24) quando
encontrar um valor de L que satisfaga tais condigoes de Uj;(A). Para
encontrar o valor de Uy;(A) em cada caso, o algoritmo primeiro calcula

a reducao de profile ocasionada pelas trocas ascendentes da linha k até a
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Algoritmo: Método de que Hager (2002) utiliza trocas
adjacentes ascendentes para reducao do profile.

Entrada: Matriz simétrica A de ordem n.
Saida: Vetor p contendo uma permutacao de linhas e colunas de A.
// o vetor p inicia-se representando a matriz identidade I,.
1 para ((i+ Li<mi<+i+1)) faga
pli=i
3 fim-para;
// para cada valor de k, o algoritmo busca um valor de / que reduza o
profile de A.
4 para ( (k< 2;k<nmk<+k+1)) faga

N

5 menorAumento $— —+oo;
6 L <« NIL;

// para cada valor de [/ entre 1 e k
7 para ( (I« L;i<kjl<I[+1)) faca

// calcula-se a redugdo do profile obtida pelas trocas
ascendentes de k até chegar em [
8 reducaoParcial + |{j:ax; =0,k > f;(A) > 1} |;
// calcula-se o aumento do profile obtido pelas trocas
ascendentes de k até chegar em [

9 aumentoParcial < 0;
10 para cada ( (j€ {j:a;#0} ) faga
11 aumentoParcial < aumentoParcial + (max {1, f;(A) —1,0});
12 fim-para-cada;
// calcula-se a contribuig8o final das trocas ascendentes de k
até [
13 aumentoTotal < aumentoParcial — reducaoParcial;
// armazena-se o valor de / que proporcionou o menor aumento
de profile
14 se ( (aumentoTotal < menorAumento) ) entao
15 menorAumento < aumentoTotal;
16 L+1
17 fim-se;
18 fim-para;

// efetua-se as trocas ascendentes caso o menor aumento encontrado
seja negativo

19 se ( (menorAumento <0) ) ent&o

20 q -« plk];

21 para ( (i< kii>L+1;i<i—1)) faca
22 plil < pli—1;

23 fim-para;

24 plL] = g;

25 fim-se;

26 fim-para;

27 retorna p.

Figura 14 Método de que Hager (2002) utiliza trocas adjacentes ascendentes para
reducao do profile.
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posigao [ (linha 8) e depois calcula o aumento proporcionado pelas mesmas
trocas ascendentes (linhas de 9 a 12), realizando e armazenando a diferenca
entre o aumento e a reducgao encontrados (linha 13).

Assim como no algoritmo 12, para reduzir o espago de busca por
valores de [, garantam uma reducao do profile por meio de valores negativos
de Uy, Hager (2002) mostrou que apenas deverao ser considerados valores

de [ maiores que aquele valor de I} que faz com que

Y, max{l,fi(A)—1,0} > [{j: k> f;j(A) > 1}
{j:a#0}
ja  que \{] tk> fi(A) > 1}| limita superiormente o valor de
|{j:ax;=0,k> fj(A)>1}|. Desta maneira, como o primeiro termo
decresce com o aumento de /, hd uma garantia que, para qualquer valor
de [ > I}, o primeiro termo serd menor que o segundo, resultando em uma
reducao do profile representada por Uy;.

Reid e Scott (2002) propuseram uma implementagao mais eficiente
para os métodos de trocas ascendentes de Hager (2002). A parte central
dessa implementacao, em que é encontrado a linha / para uma dada linha
de entrada k cujas trocas adjacentes ascendentes de k até [ resulta na maior
reducao de profile, é apresentada no algoritmo mostrado na figura 15.

No algoritmo mostrado na figura 15, a perda corresponde ao valor
que sera somado ao profile apds as trocas adjacentes ascendentes devido
a descida dos coeficientes que se encontram na linha k. Ainda, hd um
acréscimo no valor da perda correspondente ao nimero de colunas que
possuem a primeira entrada na linha m e que possuem alguma entrada

na linha k. Por outro lado, o ganho corresponde ao valor que serd somado
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Algoritmo: Implementacao de Reid e Scott (2002) para os
métodos de trocas adjacentes ascendentes de Hager (2002).

Entrada: Matriz simétrica A de ordem n e indice k de uma linha de A.
Saida: Indice I de uma linha de A.
ganho_liquido < 0;
ganho_maximo <+ 0;
perda < |colunas_com_primeira_entrada(k)|;
para ( (m<k—1;k>1;k<k+1) ) faga
acrescimo_perda < | {x|x € colunas_com_primeira_entrada(m) NA[k]} |;
perda < perda+ acrescimo_perdas;
ganho < |colunas_com_primeira_entrada(m)|;
ganho_liquido < ganho_liquido + ganho — perda;
se ( ganho_liquido > ganho_maximo ) entao
10 ganho_maximo < ganho_liquido;
11 [ m;
12 fim-se;
13 fim-para;
14 retorna l.

QOO Uh WN -

Figura 15 Implementacdo de Reid e Scott (2002) para os métodos de trocas
adjacentes ascendentes de Hager (2002).

ao profile apos as trocas devido a descida de coeficientes que se encontram
na linha m. O ganho liquido corresponde a alteracao do valor do profile
devido a soma do valor da perda e da subtragao do valor do ganho. Apds
a inicializacao das varidveis nef_gain e max_gain nas linhas 1 e 2, perda é
calculada, na linha 3, a partir do nimero de colunas cuja primeira entrada
encontra-se na linha k. Posteriormente, no laco de repeticao da linha 4 até a
linha 13, para cada linha m pertencente ao intervalo de k—1 até 1, é somado
ao valor da perda o nimero de colunas, que possuem alguma entrada na
linha m (linhas 7), e o ganho liquido é atualizado com a diferenca entre o
ganho e perda calculada para a linha m (linha 8). Se esse ganho liquido for
maior que o ganho maximo até o momento (linha 9), o ganho liquido da
iteragao torna-se o ganho méaximo (linha 10) e a coluna m é salva (linha 11).
Na linha 14, retorna-se a coluna que resultou no maior ganho considerando

todas as iteragoes.
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Para tornar eficiente o cédlculo dos valores do ganho e da perda, sao
utilizados, na implementacao de Reid e Scott (2002) dos métodos de trocas
adjacentes descendentes de Hager (2002), trés vetores auxiliares. No vetor
first(j), é armazenado o indice da primeira entrada da coluna j. No vetor
num_first(i), é armazenado o nimero de colunas cuja primeira entrada esta
posicionada na linha i. No vetor gains(i), é armazenado o ganho acumulado
das linhas que sdo adjacentes correspondente ao somatério de num_first(j)

para as linhas j de i a n.

2.10 Meétodo dos gradientes conjugados

Apresenta-se, nesta se¢ao, uma breve descrigao sobre o método dos
gradientes conjugados (MGC). Essa descrigao é baseada na construgao do
método apresentada por e Shewchuk (1994) e Burden e Faires (2010).

O método dos gradientes conjugados foi proposto por Hestenes
e Stiefel (1952) e Lanczos (1952), inicialmente, como um método direto
para resolucao de sistemas lineares cuja matriz de coeficientes é simétrica
e positivo-definida. Porém, como método direto, o MGC é pior que o
método da eliminacao Gaussiana com pivotamento pois, apesar de possuir
a mesma quantidade de iteragoes, o MGC possui iteragdes com um custo
computacional maior (BURDEN; FAIRES, 2010). Dessa forma, o MGC
é util quando aplicado como um método de aproximacao iterativa para a
resolucao de sistemas lineares esparsos e de grande porte.

Seja um sistema de equacoes lineares na forma Ax = b, em que A €

R™" x e b e R" A solugdo desse sistema de equacOes lineares pode ser
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encontrada por meio da minimizagao da funcao f(x), definida como

fl) === —b"x, (7)

com x € R". Dada a fungdo f, o vetor x* é uma solugdo do sistema
de equagbes lineares Ax = b se, e somente se, x* minimiza f (BURDEN;
FAIRES, 2010).

A func@o f(x) pode ser reescrita da seguinte maneira:

f(x):%Z (iawg) xi—i‘ibixi—}—c. (8)

n

i=1
Os pontos de minimo de uma funcao correspondem a um subconjunto
dos pontos criticos dessa funcao. Os pontos criticos de uma funcao sao
encontrados nas ocorréncias em que o valor da derivada dessa funcao é igual
a zero (6 f=0). Além disso, o vetor gradiente da fungao % f(x) representa
a direcdo e o sentido de maior crescimento da funcdo f. Ao calcular o
gradiente % f, por meio do calculo da derivada de f(x) em relacdo ao vetor

X = [x1,X2,... ,xn]T, tem-se:

2 f(x)
Gr_ fnf(x)
L ai,,f (x) |

A derivada de f(x) em relagao a x; é, entao:

dJ 1 ¢ 1 ¢
R S iiXi 4= i '_bi-
8xl~f 2EGJXJ+2;aJXJ (9)
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Porém, como a matriz A é simétrica, tem se que v f= %Ax—l— %ATx— b=
Ax —b. O resultado é um vetor também pertencente a R”, que satisfaz
v f(x*) = Ax* — b = 0. Esse vetor possui a mesma magnitude do vetor residuo
r, denotado por r = b — Ax, e sentido contrario.

E possivel construir um método de otimizacao para a solucao do
sistema de equagoes lineares Ax = b é por meio de um esquema iterativo,
em que, em cada passo, a procura pela solucao é feita na direcao inversa
do vetor residuo. Dada uma solucao inicial xo para o sistema de equacoes

lineares, com ro = b — Axg, o passo de busca desse método seria:

Xy = Xjq1 + O, (10)

em que @ é a magnitude do passo em direcao a r. Porém, segundo Burden
e Faires (2010), esse método possui convergéncia lenta. O método dos
gradientes conjugados possui a mesma estrutura iterativa, mas possui outra
abordagem de busca que garante uma convergéncia mais rapida que o
método anterior. Inicia-se o método dos gradientes conjugados escolhendo-
se uma solugao inicial xg, uma solucao aproximada de Ax* =b. Considere
que, inicialmente, ro = b —Axy e diy = rg, em que r; é o vetor residuo
na iteracao k e dy é o vetor de direcao de busca na iteracao k, com
k=0,1,---,n—1. O método dos gradientes conjugados constrdi os vetores

r e d, a cada iteragao, por

rk:rk,l—akAdk (11)

di1 = re+ Prdx, (12)
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em que
T
Te—1"k—1 (
= 13)
dl Ady
e
T
r, ri
B = . (14)
T—1Tk—1
A solucdo em cada iteracao x é, entdo, calculada pela férmula
Xy = Xg—1 + Oydy. (15)

Com as equagoes 11, 12, 13, 14 e 15, forma-se o algoritmo iterativo
do método dos gradientes conjugados. Esse algoritmo é mostrado na figura
16. Inicialmente, define-se a precisao numérica € desejada. Nas linhas 3 a
5, inicializam-se os vetores x,r e d. As variaveis k e erro sao inicializadas
na linha 6, em que k é o contador para a estrutura de repeticao enquanto

e o0 erro é a varidvel para o critério de parada. A cada iteracao atualiza-

[l =%t [l oo

2ol em que x| = max{ v, bl sl}. Se erro > ¢, 0

se erro <
algoritmo para.

O método dos gradientes conjugados converge para a solucao em
no maximo n iteracoes. Para mais detalhes sobre o método dos gradientes

conjugados, veja Shewchuk (1994) e Burden e Faires (2010, p. 479), por

exemplo.

2.10.1 Meétodo dos gradientes conjugados precondicionado

Embora o método dos gradientes conjugados seja um resolutor
rapido em relacao aos métodos diretos, ha casos em que a convergéncia
desse método é lenta. Segundo Saad (2003, p. 261), “isso ocorre com

frequéncia em sistemas de equagoes lineares (SEL) oriundos de problemas
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Algoritmo: método dos gradientes conjugados.

1 inicio

// define a precisfo numérica €, ex.
€« 107'°;

x0 < 0; // estimativa inicial

1o < b — Axp;

dp ro;

k< 1;erro+e+1;

S Uk WwN

// n é a dimens&o de x
7 enquanto ( (k <n)A(erro>¢€) ) faga

T
8 O — FZ;TIXZI; // equagdo 13
X < Xj—1+ gdy; // equagdo 15

10 rk < k-1 — Q4Ady; // equagdo 11
11 erro «— W;
12 k< k+1;

T
13 Br rkri'::l:l; // equagdo 14
14 di1 < 1+ Brdy; // equagdo 12
15 fim-enquanto;
16 fim.

10—16

Figura 16 Pseudocédigo do método dos gradientes conjugados.
Fonte: Chagas (2015)

em dindmica dos fluidos e dispositivos eletronicos”. Com isso, métodos de

precondicionamento de SEL sao utilizadas para acelerar a convergéncia do

método dos gradientes conjugados.

O precondicionamento da matriz de coeficientes de um SEL ¢

realizado de forma que seja gerado um SEL equivalente ao SEL original mas

que possa ser resolvido mais rapidamente e que apresente a mesma solucao.

Embora nao seja garantido que a resolucdo de um SEL precondicionado

convirja com menos iteragoes, isso geralmente ocorre (SAAD, 2003, p. 261).

Considere um SEL Ax = b. Em termos simples, os métodos de
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precondicionamento encontram uma matriz M nao singular, ou seja, uma
matriz que possua inversa, em que o resultado da operacdo P~'A tenha um
nimero de condicdo menor que A. Além disso, M deverd ser de tal forma
que, a resolucao de Mx = b apresente o menor custo computacional possivel.
Isso porque, em cada iteragao, esse SEL deverd ser resolvido. Ainda, no caso
do método dos gradientes conjugados precondicionado, a matriz M também
deve ser simétrica e positivo-definida.

Como Saad (2003, p. 262) explica, “hd trés formas de
precondicionamento: a esquerda, & direita e o precondicionamento
conhecido como split”. Especificamente, neste trabalho, utilizou-se os
precondicionamentos a esquerda e split.

A matriz M pode ser aplicada a esquerda do SEL Ax =b. Nesse caso,

gera-se o SEL precondicionado

M 1Ax=M""p. (16)

No precondicionamento split utiliza-se a matriz M em sua forma
fatorada M = My Mg, em que as matrizes My e Mg sao matrizes triangulares.

Com isso, o precondicionador pode ser separado em

M 'AMG w=M; b, x=Mg'u. (17)

Neste trabalho, utilizou-se o precondicionamento a esquerda e o
precondicionamento split. O precondicionamento & esquerda, apresentado
na equagao 16, foi utilizado com o método precondicionador de Jacobi.
O precondicionamento split, apresentado na equacao 17, foi utilizado com

o método incompleto de Cholesky. Esses métodos precondicionadores sao
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detalhados na subsegao 2.10.2.

A seguir, sdo apresentados os pseudocddigos do método dos
gradientes conjugados precondicionado a esquerda e pelo split. Esses
métodos sao apresentados nas figuras 17 e 18, respectivamente. Note que, no
algoritmo da figura 17, utiliza-se a matriz precondicionadora M e a varidvel

Zx para alterar o algoritmo do método dos gradientes conjugados mostrado

na figura 16.
Algoritmo: método  dos  gradientes  conjugados
precondicionado a esquerda.
1 inicio
// define a precisdo numérica &, ex. 107'°
2 e« 107'6;
3 x0 < 0; // estimativa inicial
4 1o < b — Axo;
5 20— M 'ry;
6 d() < ro;
7 k< 1;erro+e+1;

// n é a dimensfo de x
8 enquanto ( (k<n)A(erro>¢) ) faca

’lek—l

9 O = “Tady
10 Xy — X1 + ogdy;
11 rg < Tk—1 — OtkAdk;
12 ke — M_]rk;
13 erro < 7‘“@?‘[’:””;
14 k< k+1;

T

15 B+ z,{jﬁzrffl’
16 diy1 < zi+ Brdi;
17 fim-enquanto;

18 fim.

Figura 17 Pseudocddigo do método dos gradientes conjugados precondicionado a
esquerda.
Fonte: Saad (2003) (adaptagao)
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No algoritmo da figura 18, utiliza-se a matriz M na forma de uma
fatoracdo incompleta de Cholesky, ou seja, M = LLT. Isso é possivel pois
pode-se utilizar o precondicionador do tipo split, mostrado na equagao 17,
para que a simetria seja mantida. Com isso, pode-se reescrever a equagao
17 na forma L'AL Tu = L7 'b, em que x = L Tu. Além disso, a varidvel
Zx € também utilizada. Para mais detalhes sobre o método dos gradientes

conjugados precondicionado, veja Saad (2003, p. 262).

Algoritmo: método  dos  gradientes  conjugados
precondicionado por split.

1 inicio

// define a precis3o numérica &, ex. 10716
€<+ 10716;

X0+ 0; // estimativa inicial

ro < b—Axy;

20 L 'rg ;

do L Tz ;

k< 1; erro<— e+1;

// n é a dimensio de x

8 enquanto ( (k<n)A(erro>€) ) faca

N O oA WoN

Zl\Tflzkfl

9 Ok <= “Tag, >
10 Xy — Xp—1 + ogdy;
11 2k 2k — oL Ady, ;
12 erro <— 7%‘;?“: H°°;
13 k< k+1;

T

14 B+ ziljzzlffl ’
15 dir1 < L7254 Bedy ;
16 fim-enquanto;
17 fim.

Figura 18 Pseudocddigo do método dos gradientes conjugados precondicionado
por split.
Fonte: Saad (2003) (adaptagao)
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2.10.2 Meétodos precondicionadores

Alguns métodos diretos e iterativos para a resolugao de SEL sao
utilizados como precondicionadores. Tem-se o método de Cholesky, como
exemplo de método direto utilizado como precondicionador, e o método de
Jacobi (1845) como método iterativo. Contudo, esses métodos sao aplicados
de forma parcial pois, nesse caso, objetivo desses métodos nao ¢é a resolugao
do SEL.

O método de Jacobi (1845) é um resolutor cldssico de SEL e é
um dos métodos de precondicionamento mais simples. Seja A uma matriz
n X n, a matriz D é composta pela diagonal principal de A e a matriz M
precondicionadora de Jacobi é definida por M = D.

Na fatoracio de Cholesy, a matriz A é fatorada em L e LT em que
A=LL", em que L é a matriz estritamente triangular inferior somada com
a matriz D. Para o precondicionamento, utiliza-se a fatoragao incompleta
de Cholesky. Com isso, calcula-se M = LL". Segundo Benzi (2002), os
autores Meijerink e van der Vorst (1977) foram os primeiros autores a
utilizarem a fatoracao incompleta de Cholesky como precondicionador do
MGC. Especificamente, neste trabalho, utilizou-se a fatoracao incompleta
de Cholesky com zero fill-in (IC0) para realizar o precondicionamento das
matrizes de coeficientes dos SEL. O IC0O mantém, na matriz M, a estrutura
de matriz A sem realizar fill-in. Em outras palavras, se a;; # 0, entao, m;; # 0
e se a;; =0, entdo, m;j =0, para 1 <i,j <n, A=[a;;] e M = [m;;]. Mostra-se,
na figura 19, o algoritmo da fatoracao incompleta de Cholesky com zero fill-
in (GOLUB; VAN LOAN, 1996, p. 535). O algoritmo recebe uma matriz A
simétrica e retorna a matriz M precondicionadora.

Para mais detalhes sobre o método precondicionador de Jacobi, veja
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Algoritmo: 1CO.
Entrada: matriz A = [a;;] simétrica n x n;
Saida: matriz M = [m;;] precondicionadora;
inicio
M < A; // copia-se os elementos de A apra M
para (k< 1; k<n; k< k+1) faga

My <= /Mik;

1
2
3
4
5 para (i< k+1;i<n; i< i+1) faga
6
7
8
9

se (my #0 ) entao my, < n":;’;,
fim-para;
para ( j« k+1; j<n; j« j+1) faga

para (i« j; i<n; i< i+1) faga

10 se (m,j;éO) entao Mij <= Mjj — Mg ¥ M jg;
11 fim-para;

12 fim-para;

13 fim-para;

14 retorna M;

15 fim.

Figura 19 Pseudocdédigo da fatoragao incompleta de Cholesky com zero fill-in.
Fonte: Golub e Van Loan (1996)

Saad (2003, p. 284). Para mais detalhes sobre a fatoragao incompleta de
Cholesky com zero fill-in, veja Golub e Van Loan (1996, p. 535).

2.11 Estruturas CSR-SSS e CSC-SSS

Pode-se economizar espago em memdria apenas armazenando-se
as informacoes essenciais das matrizes esparsas, por exemplo, somente
os elementos nao nulos e os indices. Para isso, ha vérios esquemas de
armazenamento de matrizes esparsas e Saad (2003, p. 89-92) apresenta
alguns.

Os esquemas de armazenamento de matrizes esparsas Compressed

Sparse Row/Column Sparse Symmetric Skyline (CSR-SSS/CSC-SSS),
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utilizados neste trabalho, sdao a combinacao de outros dois esquemas
conhecidos: Compressed Sparse Row/Column (CSR/CSC) e Skyline. Nos
esquemas de armazenamento CSR-SSS/CSC-SSS sao utilizados quatro
vetores para armazenar uma matriz esparsa A: um vetor para armazenar
os coeficientes da diagonal principal, assim como no esquema Skyline;
e outros trés vetores, assim como nos esquemas CSR/CSC, em que se
armazenam os coeficientes nao nulos da matriz estritamente triangular
inferior (ou superior), os indices das colunas (CSR-SSS) ou os indices
das linhas (CSC-SSS) desses coeficientes nao nulos, e as posi¢oes em que
cada linha (CSR-SSS) ou coluna (CSC-SSS) sao iniciadas nos vetores dos
coeficientes e indices, respectivamente. Para detalhes sobre os esquemas
de armazenamento de matrizes esparsas CSR/CSC e Skyline, veja Saad
(2003, p. 90) e Jennings (1966) respectivamente. Para mais detalhes sobre
o esquema de armazenamento de matrizes esparsas CSR-SSS/CSC-SSS, veja
Gonzaga de Oliveira (2015, p. 66-68).

A seguir, um exemplo das estruturas CSR-SSS e CSC-SSS é
mostrado. Para isso, considere a seguinte matriz de adjacéncias do primeiro

grafo da figura 10:

(101 0 0]
01 1 10
A=|11101
01010
(00101

A matriz A pode ser armazenada no formato CSR-SSS da seguinte

forma:
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dCoef = [ 1 1 1 1 1 |,
linhaPtrr = [ 0 0 1 3 4 ],
colunalnd = [ 1 2 2 3 |,

coef = [ 1 1 1 1 ]

em que dCoef é o vetor dos coeficientes da diagonal principal, linhaPtr é
o vetor de onde se inicia cada linha nos vetores collnd e coef, colunalnd
é o vetor dos indices das colunas e coef s@o os coeficientes da matriz
estritamente triangular inferior.

De forma similar ao formato CSR-SSS, a matriz A pode ser

armazenada no formato CSC-SSS da seguinte forma:

dCoef = [ 1 1 1 1 1 ],
colunaPtrr = [ 0 3 4 5 6 6 |,
linhalnd = [ 0 0 1 3 4 ],
coef = [ 1 111 ],

em que o colunaPtr é o vetor de onde se inicia cada coluna nos vetores

collnd e coef, linhalnd é o vetor dos indices das linhas.
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3 HEURISTICA SNAY-GL

Nesse capitulo, mostra-se, em detalhes, a heuristica de Snay (1976)
para reducao de profile. Além disso, apresenta-se a heuristica Snay-GL,
proposta neste trabalho como forma de reduzir o custo computacional da
heuristica de Snay (1976).

Considere o grafo G= (V,E), em que V e E sdo conjuntos de vértices
e de arestas, respectivamente. A heuristica de Snay (1976) recebe o vértice
v inicial e referencia-se esse vértice na primeira entrada da renumeragao
S ={s(1),s(2), ---,s(]V|)}. Para essa etapa, Snay (1976) prop6s um
algoritmo que retorna 10 vértices pseudoperiféricos iniciais para a heuristica.
Considere que a distancia d(v,u) entre dois vértices u,v € V é o tamanho do
menor caminho entre u e v. O método para a determinacao dos candidatos a
vértice inicial, proposto por Snay (1976) e mostrado no algoritmo da figura
20 extraida de Gonzaga de Oliveira e Chagas (2014), consiste em considerar,
a partir de um vértice aleatério v € V, um conjunto D com cinco vértices
mais distantes de v. Considera-se, também, o conjunto () com cinco vértices
mais distantes do vértice x € D, em que x é um dos vértices mais distantes
de v. Os conjuntos de vértices D e () contém os candidatos a vértice inicial
da heuristica de Snay (1976). Ao escolher os vértices mais distantes de um
vértice inicial v aleatério, a heuristica de Snay (1976) considera, de maneira
implicita, os vértices do(s) ultimo(s) nivel(is) da estrutura de nivel enraizada
de v.

No algoritmo mostrado na figura 20, utiliza-se a estrutura de nivel
para se determinar os vértices mais distantes a um determinado vértice. O
algoritmo recebe um grafo G = (V,E) e tem como saida um conjunto de

vértices pseudoperiféricos DU Q. Na condicao da linha 2, exige-se que o
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Algoritmo: VerticesPseudoPerifericosSnay

Entrada: grafo G= (V,E);
Saida: conjunto de vértices pseudoperiféricos DU Q;
1 inicio

W N

©0oNS O

10
11
12

13
14

15
16

17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

28
29
30
31
32
33 fim.

se (|V|<10) entdo retorna;
v 4 VerticeAleatorio(V);
// a estrutura de nivel enraizada do vértice v é construida
Z(v) < BuscaEmLargura(v);
D <« @; // conterd v vértices mais distantes de v
k< 0;
u< J; // um dos vértices mais distantes de v
i+ 0
enquanto (i <5 ) faca
para cada ((w€ Ly,)«(v) ) faca
D+ DU{w};
i—i+1;
// um vértice u mais distante de v é determinado
se (u=o ) entao
U w;
// a estrutura de nivel enraizada do vértice u
% (u) < BuscaEmLargura(u); // & construida
fim-se;
// sai da estrutura de repetigdo para cada
se (i>5) entdo break;
fim-para-cada;
k< k+1;
fim-enquanto;
Q< J; // conterd v vértices mais distantes de u
k <+ 0;
i+ 0
enquanto (i <5 ) faca
para cada (w € Ly, _(u) —D ) faga
0+ QU{w};
i—i+1;
// sai da estrutura de repetig8o para cada
se (i>5) entdo break;
fim-para-cada;
k< k+1;
fim-enquanto;
retorna DUQ.

Figura 20 Pseudocédigo do algoritmo para encontrar vértices iniciais para a
heuristica de Snay
Fonte: Gonzaga de Oliveira e Chagas (2014)

grafo tenha
na linha 3.

construcao

, pelo menos, 10 vértices. Um vértice aleatério é atribuido a v
Na linha 4, constréi-se a estrutura de nivel enraizada de v. A

do conjunto de vértices mais distantes a v inicia-se na linha 5.
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A variavel k, inicializada na linha 6, e utilizada para que |D| =5, pois o(s)
ultimo(s) nivel(is) da estrutura de nivel enraizada de v pode(m) néo ter cinco
vértices. A variavel u, inicializada na linha 7, é utilizada para armazenar um
vértice mais distante a v. A varidvel i, inicializada na linha 8, é utilizada na
estrutura de repeticao das linhas 9 a 20, em que se inserem os cinco vértices
em D na linha 11. Constréi-se a estrutura de nivel enraizada de u na linha
15. Da mesma forma, cinco vértices mais distantes a u sdo inseridos em Q,
nas linhas 21 a 31. Por simplicidade da apresentagao, mostram-se os dois
trechos de codigo similares em seguida, das linhas 6 a 20 e das linhas 22 a
31. Finalmente, retorna-se DU Q, na linha 32.

Na etapa de renumeracio da heuristica de Snay (1976), mostrada
no algoritmo da figura 21 extraido de Gonzaga de Oliveira e Chagas (2014),
renumera-se, a cada iteragao i, o vértice com o menor grau, ao considerar,
como candidatos, os vértices adjacentes a vértices ja renumerados e também
os vértices adjacentes a esses vértices. Nesse caso, para o calculo do grau de
um vértice, sao desconsideradas as adjacéncias a vértices renumerados ou a
vértices adjacentes a vértices renumerados.

Conforme descrito em Gonzaga de Oliveira e Chagas (2014), a
heuristica de Snay (1976) recebe o vértice v inicial e referencia-se esse
vértice na primeira entrada da renumeragao S (linha 2). Nas linhas 3 e 4,
estabelecem-se como vazios os conjuntos de vértices esperangosos (H), que
corresponde aos vértices adjacentes a vértices ja renumerados, e candidatos.
O vértice com menor grau € escolhido no lago de repeticao das linhas 5 a 25,
sem considerar as adjacéncias a vértices nao processados e nao esperancosos.
No inicio da iteracao i, na linha 6, os novos vértices esperangosos sao 0s

vértices nao numerados adjacentes ao tltimo vértice renumerado. Nas linhas
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Algoritmo: Etapa de renumeragdo da heuristica de Snay
(1976).

Entrada: grafo conexo G = (V,E) e um vértice inicial ve V.
Saida: vetor S para V, com |V| entradas s(1),s(2),...,s(|V]).

1 inicio

2 S(1)«v; // inicia-se a renumeragdo pelo vértice inicial
3 H <+ @; // inicializa-se os conjuntos de vértices

4 candidatos < &; // esperangosos e candidatos como vazios
5 para ( (i+2;i<|V[;i+<i+1)) faga

// vértices ndo renumerados adjacentes a s(i—1)
// tornam-se vértices esperangosos e candidatos

6 NovosEsperanosos < Adj(G,s[i —1]) — {s(1),s(2),...,s(i—1)};
7 H < HUNovosEsperanosos;,
8 candidatos < candidatos U NovosEsperanosos;
9 para cada ( (u € NovosEsperanosos ) faga
// torna candidatos os vértices n8o processados do
// segundo nivel de adjacéncia de s(i—1)
10 candidatos < candidatos U (Adj(G,u) —{s(1),s(2),...,s(i—1)}) ;
11 fim-para-cada;
12 min < +oo;
13 Vimin < 93

// escolhe-se o candidato w com menor grau, sem contar as
// adjacéncias a ndo esperangosos e a ndo processados
14 para cada ( (w € candidatos) ) faca
// nimero de vértices ndo processados e
// nfo esperangosos adjacentes a w
15 grauRelw « |Ad.](Gvu) - ({S(])7S(2)74..,S(i— 1)} UH);
// os vértices esperangosos sfo favorecidos
// em relagdo aos demais vértices candidatos

16 se ( (weH) ) entdo grauRel,, < grauRel,, —1;
17 se ( (grauRel,, < min) ) entao
18 min < grauRel,;
19 Vimin <= W;
20 fim-se;
21 fim-para-cada;
// inclui o candidato escolhido na sequéncia
22 $(i) < Vinin;
// se o candidato escolhido era vértice esperangoso, retira-o
de H
23 H <« H—{vmin};
// o vértice escolhido é retirado também do conjunto
24 candidatos < candidatos — {vmin }; // de candidatos
25 fim-para;
26 retorna S.
27 fim.

Figura 21 Pseudocddigo da etapa de renumeracao da heuristica de Snay
Fonte: Gonzaga de Oliveira e Chagas (2014)

7 e 8, respectivamente, o conjunto de vértices esperangosos (H) e o conjunto
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de vértices candidatos sao acrescidos desses novos vértices esperancosos.
Nas linhas 9 a 11, o conjunto de vértices candidatos é acrescido dos
vértices adjacentes dos novos vértices esperancosos. A limitagao dos vértices
candidatos, conforme observado por Gonzaga de Oliveira e Chagas (2014),
¢é para tornar o algoritmo mais rapido do que considerar todos os vértices
nao renumerados como candidatos.

Na estrutura de repeticao nas linhas 14 a 21, o vértice candidato
escolhido para ser renumerado em uma iteracao é o vértice que possui o
menor grau, calculado na linha 15 sem considerar as adjacéncias a vértices
nao esperangosos e nao processados. Além disso, os vértices esperancosos
sao favorecidos em relacao aos demais vértices candidatos, na linha 16. O
vértice vy, a ser renumerado na iteragao i é referenciado na entrada s(i), na
linha 22. Apds ser renumerado, o vértice v,,;, deixa de ser tanto um vértice
(na linha 23), como um vértice candidato (linha 24). O algoritmo retorna
a renumeracao S na linha 26.

Como pode ser observado, na primeira etapa da heuristica de
Snay (1976), sao escolhidos 10 vértices pseudoperiféricos para iniciar a
renumeracao na segunda etapa heuristica. A necessidade de se executar
a segunda etapa para cada um dos 10 vértices, para que se possa escolher
renumeracao que com o menor valor de profile, prejudica significativamente
o custo computacional da heuristica de Snay (1976). Diante disso, como
as heuristicas devem possuir baixo custo computacional para possibilitar
a reducao do custo computacional da resolugao de sistemas de equacoes
lineares, foi proposta, neste trabalho, a utilizagao do algoritmo de George
e Liu (1979) na primeira etapa da heuristica de Snay (1976). O algoritmo

de George e Liu (1979) é um algoritmo cldssico para a determinacao de



90

um vértice pseudoperiférico, e encontra-se implementado junto ao RCM
(GEORGE, 1971) no MATLAB. Com isso, tem-se a necessidade de executar
a segunda etapa da heuristica de Snay (1976) apenas uma vez. Essa nova
heuristica é denominada de Snay-GL.

Além disso, outra modificacdo foi proposta para a heuristica de
Snay (1976). Ao escolher um vértice v para ser renumerado, inserem-se os
vértices adjacentes ao vértice v na lista de candidatos, bem como os vértices
adjacentes aos vértices adjacentes ao vértice v. E possivel notar que sao
tornados candidatos os vértices do primeiro e segundo nivel da estrutura
de nivel enraizada em v. Foi testada, neste trabalho, a possibilidade de se
inserir os vértices até um nivel genérico n. Porém, verificou-se que quanto
maior o valor de n piores eram as renumeragoes produzidas em relagao a
reducao de profile, pois vértices distantes recebiam numeragoes préximas,
e isso causa um aumento no valor de profile. Assim, essa modificagao foi

descartada e nao estd contemplada na heuristica Snay-GL.
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4 METODOLOGIA

Neste capitulo, apresentam-se os procedimentos metodolégicos
adotados mneste trabalho. As instancias utilizadas nas simulacoes
computacionais sao detalhadas na subsecao 4.1. Na subsecao, sao
apresentados os detalhes de implementacdo dos precondicionadores
utilizados com o MGC. Por fim, apresentam-se, na subsecao 4.3, os detalhes
das implementacoes das heuristicas utilizadas no desenvolvimento deste
trabalho, as especificagcoes das maquinas e as ferramentas utilizadas nas

simulagoes computacionais.

4.1 Instancias utilizadas

Nesta secao, sao apresentadas as instancias de matrizes e de SELSs
utilizadas neste trabalho. Para os testes com a resolucao de SELs, foram
utilizados quatro conjuntos de instancias. O primeiro conjunto é composto
de SELs oriundos da discretizacdo da equagao da conducao do calor e
é detalhado na subsecdo 4.1.1. No segundo e terceiro conjuntos, foram
utilizados SELs oriundos da discretizacao da equacao de Laplace, e esses
conjuntos sao apresentados na subsecao 4.1.2. O quarto conjunto contém
instancias da colecao de matrizes esparsas da Universidade da Flérida,

oriundas de diversas dreas de aplicacao, conforme mostrado na segao 4.1.3.

4.1.1 Instancias oriundas da discretizacao da equagao da

conducgao do calor

Foram utilizados oito SELs (de 4.846 a 965.545 incégnitas), oriundos

da discretizagao da equagdao da conducao do calor, gerados pelo projeto
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computacional de Gonzaga de Oliveira, Oliveira e Chagas (2015). Nesse
projeto computacional, foram utilizadas as condigoes de contorno de
Dirichlet e o dominio discretizado foi um quadrado unitario, com os valores
das condigoes de contorno nos lados superior, esquerdo e direito iguais
a dez e, no lado inferior, igual a zero. Ainda, Gonzaga de Oliveira,
Oliveira e Chagas (2015) utilizaram o método dos volumes finitos para
a discretizacao da equagao da conducao do calor, em que as malhas sao
compostas pelo refinamento de Delaunay e diagramas de Voronoi. A
equacao da conducao do calor é uma equacao parcial parabdlica e é definida
por %((])p) =V. <%¢), em que f é o tempo, p é a massa volumétrica de
um corpo sélido, ¢ é a temperatura, k é a condutibilidade térmica e ¢, é o

calor especifico.

4.1.2 Instancias oriundas da discretizagao da equagao de Laplace

Os SELs oriundos da discretizagao da equagao de Laplace foram
gerados pelo projeto computacional de Gonzaga de Oliveira, Kischinhevsky
e Tavares (2013). Assim como os SELs oriundos da discretizagao da equacao
da conducao do calor, a discretizacao da equacao de Laplace também foi
realizada pelo método dos volumes finitos. A equacado de Laplace é uma
equacdo diferencial parcial eliptica e é definida por V¢ =0 em Q € R?, ¢ =
f em dQ, em que ¢ é a variavel dependente da equacgao diferencial parcial, Q
é um dominio limitado em R? e f é uma funcdo suave definida no contorno
0Q. Gonzaga de Oliveira, Kischinhevsky e Tavares (2013) utilizaram o
quadrado unitario como dominio. Foram utilizadas as condicoes de contorno
definidas nos lados superior, inferior e esquerdo com um valor definido tinico

f e no lado direito com um valor diferente.
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As instancias de SELs oriundas da discretizagao da equacao de
Laplace, foram divididas em dois conjuntos. No primeiro conjunto, tém-se os
SELs gerados de forma aleatdria. Esse conjunto possui sete SELs de 7.322 a
277.118 incégnitas. No segundo conjunto, tém-se os SELs gerados na ordem
da curva de Sierpiniski modificada (VELHO; FIGUEIREDO; GOMES, 1999;
GONZAGA DE OLIVEIRA; KISCHINHEVSKY, 2008). Esse conjunto
possui oito SELs de 16.922 a 1.015.004 incégnitas.

4.1.3 Instancias da University of Florida sparse-matric

Collection

Onze sistemas de equacoOes lineares, com matrizes de coeficientes
simétricas e positivo-definidas, pertencentes ao conjunto de dados da
University of Florida sparse-matriz collection (DAVIS; HU, 2011) foram
testados neste trabalho. Na tabela 2, sao apresentadas as caracteristicas
dessas instancias. Nas figuras 22 e 23, sao mostradas as matrizes de
coeficientes e as visualizacoes dos grafos relacionados com essas instancias.
Para alguns sistemas de equacoes lineares, hd mais de um vetor de termos
independentes nesse conjunto de instancias. Como o objetivo deste trabalho
¢ a avaliacdo de heuristicas para reducdao de profile, e essas heuristicas
sao aplicadas apenas na matriz de coeficientes, foi considerado apenas o
primeiro vetor de termos independentes dos sistemas de equacoes lineares

que possuem mais de um vetor de termos independentes.

4.2 Precondicionadores utilizados com o MGC

Segundo Saad (2003), precondicionamento é um fator chave para

o sucesso da aplicagao dos métodos iterativos baseados no subespaco de
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Tabela 2 11 SELs do conjunto de dados The University of Florida sparse-matriz
Collection cujas matrizes de coeficientes sao simétricas e positivo-

definidas.

Nome Tamanho B profile Densidade | Tipo de problema
nasal824 1824 239 205547 1,18% estrutural
nasa2910 2910 859 525745 2,06% estrutural

sts4098 4098 3323 5217389 0,43% estrutural!

nasa4 707 4704 423 917562 0,47% estrutural
Pres_Poisson | 14822 | 12583 | 9780525 | 0,339 | dinamica de fluido

computacional

olafu 16146 593 4951980 0,39% estrutural

raefsky4 19779 11786 | 19611188 0,34% estrutural

nasasrb 54870 893 20311330 0,09% estrutural

thermall 82654 80916 | 175625317 0,01% térmico

2cubes_sphere | 101492 | 100407 | 483241271 0,02% eletromagnetismo!
offshore 259789 | 237738 | 3588201815 0,01% eletromagnetismo’

L Método dos elementos finitos.

Krylov, como é o caso do MGC, devido ao aumento da eficiéncia e da
robusteza que o precondicionamento proporciona. Neste trabalho, foram
utilizados dois precondicionadores: o de Jacobi e a fatoragao incompleta de
Cholesky.

O precondicionador de Jacobi é trivial, é consiste na matriz inversa
da matriz diagonal extraida da matriz de coeficientes do sistema de equacoes
lineares a ser precondicionado. Dessa maneira, o precondicionador de Jacobi
foi implementado juntamente com o0 MGC. Esse MGC precondicionado pelo
método de Jacobi é denominado de MGCPJ neste trabalho.

Em relagao a fatoragao incompleta de Cholesky, neste trabalho foi
implementada a fatoragdo com zero fill-in proposta por Golub e Van Loan
(1996). Trata-se da fatoraciao de Cholesky em A = LLT com a manutencio
dos elementos nulos de A em L e, consequentemente, em LT. A geracao do

precondicionador a partir da fatoracdo incompleta de Cholesky com zero
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(a) nasal824 h (b) nasa2910 (c) sts4098
N,
N %
(d) nasad704 (e) Pres_Poisson (f) olafu

(g) raefsky4 (h) nasasrb (i) thermall

(j) 2cubes_sphere (k) offshore

Figura 22 Imagens das matrizes de coeficientes das instancias da base The
University of Florida sparse-matriz Collection.
Fonte: Hu (2016)

fill-in foi implementada separadamente do MGC. O MGC, precondicionado
pela fatoracao incompleta de Cholesky com zero fill-in, é denominado de
MGC-ICO neste trabalho.

Golub e Van Loan (1996) afirmaram que essa fatoracao pode

nao funcionar para algumas instancias. Segundo Mantueffel (1980), uma
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(a) nasal824 (b) nasa2910 (c) sts4098

(d) nasad704 (e) Pres_Poisson

(g) raefsky4 (h) nasasrb (i) thermall

(j) 2cubes_sphere (k) offshore

Figura 23 Imagens dos grafos relacionados as matrizes de coeficientes das
instancias da base The University of Florida sparse-matriz Collection.
Fonte: Hu (2016)

condicao suficiente para a estabilidade da fatoragao incompleta de Cholesky
é que a matriz de coeficientes deve ser positivo-definida e possuir dominancia
da diagonal principal. Diz-se que uma matriz quadrada A,x, possui
dominéncia da diagonal principal quando ocorre que a; > Y} j2iGij, Vi€

[1,n]. Quando essa propriedade nao é atendida, hd a possibilidade da
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existéncia de pivos nulos ou negativos durante a fatoragao, causando erro
de execucao pelo céalculo de raiz quadrada de ntimero negativo ou divisao
por zero.

Ao examinar as instancias utilizadas nas simulacoes, verificou-se
que as instancias da University of Florida sparse-matriz Collection nao
possuiam dominancia da diagonal principal. Nas execuc¢bes do MGC-
ICO nessas instancias, ocorreram pivos negativos em 8 das 11 instancias
selecionadas. Dessa maneira, foi necessario modificar a fatoracao incompleta
de Cholesky de Golub e Van Loan (1996) de maneira a contornar esse
problema.

No trabalho de Benzi (2002), sdo identificadas algumas estratégias
para corrigir esse problema dos pivos nao positivos. A estratégia mais
simples é substituir o valor do pivb nao positivo para um valor positivo
qualquer.  Essa estratégia foi proposta por Kershaw (1978), e sua
justificativa é que ha poucos pivos nao positivos e, portanto, a substituicao
arbitraria dos mesmos é pouco prejudicial a qualidade do precondicionador
a ser gerado. Segundo Benzi (2002), a escolha do numero positivo para
fazer a substituicao nao é simples. Outra estratégia é o deslocamento
da diagonal principal, proposto por Mantueffel (1980). Esse deslocamento
consiste em, antes da fatoracdo, construir uma matriz A = A + o -diag(A),
de modo que a condicao da dominéancia da diagonal principal seja atendida.
A desvantagem dessa estratégia é o custo computacional necessario para
se determinar, empiricamente, o valor de . Mantueffel (1980) propos
que o valor inicial de a seja 0 e, sempre que a fatoragao incompleta de
Cholesky falhar, deve-se incrementar o valor de & e reiniciar a fatoragao.

E garantido que existe um valor a* para a para o qual a dominédncia da
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diagonal seja alcancada. Ainda, Benzi (2002) identificou outras estratégias
((AJIZ; JENNINGS, 1984), (BENZI; TUMA, 2003) e (TISMENETSKY,
1991)), porém essas estratégias apresentam alto custo computacional.
Neste trabalho, foi utilizada a estratégia de Kershaw (1978), por
ser a estratégia com o menor custo computacional entre as estratégias
identificadas por Benzi (2002). A escolha do valor positivo, para substituir
o valor do pivd negativo, foi o oposto do valor do pivd negativo, uma vez

que nao ocorreram pivos nulos nas simulagoes.

4.3 Detalhes de implementacao

Nesta secao, sao apresentados os detalhes das implementagoes
realizadas. Para o desenvolvimento deste trabalho, utilizou-se como base
o projeto LinearSystemSolver desenvolvido e mostrado em detalhes por
Chagas (2015). Nesse projeto computacional, haviam sido implementadas
as heuristicas para reducao de largura de banda selecionadas nas revisoes
sistemdticas realizadas por Chagas e Gonzaga de Oliveira (2015) e Gonzaga
de Oliveira e Chagas (2015a).

A heuristica. RCM-GL (GEORGE; LIU, 1981), selecionada como
uma das possiveis melhores heuristicas para reducao de profile com baixo
custo computacional, ja fazia parte do projeto computacional. Para mais
detalhes sobre o projeto computacional LinearSystemSolver, veja Chagas
(2015, p.74-77). Os autores das heuristicas MPG (MEDEIROS; PIMENTA;
GOLDENBERG, 1993), NSloan (KUMFERT e POTHEN, 1997), Sloan-
MGPS (REID e SCOTT, 1999), Hu-Scott (HU; SCOTT, 2001), de Snay
(1976) e de Sloan (1989), e dos métodos de trocas de Reid e Scott (2002),

foram consultados sobre a possibilidade de disponibilizagao dos codigos-
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fonte ou dos programas executaveis das heuristicas. Alguns autores nao
responderam e outros responderam que nao tinham mais acesso ao codigo
fonte ou ao programa executdvel da heuristica. Com isso, essas heuristicas
foram implementadas neste trabalho na linguagem de programacao C++ e
acrescentadas ao projeto computacional de Chagas (2015). E importante
ressaltar que o objetivo deste trabalho nao foi superar os resultados
das implementagoes originais das heuristicas, mas obter implementacoes
razoavelmente eficientes para possibilitar a comparacao dos resultados
dessas heuristicas com os resultados da heuristica proposta neste trabalho.
Por outro lado, as implementacoes dessas heuristicas foram testadas e
calibradas a partir da garantia de que as implementagoes das heuristicas
eram compativeis com os algoritmos propostos originalmente.
Especificamente, os resultados obtidos pelas implementacbes em
C++ das heuristicas foram comparados com os resultados publicados
originalmente pelos autores.  As heuristicas NSloan (KUMFERT e
POTHEN, 1997), Sloan-MGPS (REID e SCOTT, 1999), Hu-Scott (HU;
SCOTT, 2001) e de Sloan (1989) possuem parametros importantes que
podem alterar os resultados. Investigacoes exploratorias foram realizadas
para estabelecer os valores desses parametros mas, de maneira geral, os
valores que resultaram nos melhores resultados foram aqueles sugeridos
pelos autores: w; = 1 e wp = 2 (associados com os critérios global e
local, relacionado com a distancia de cada vértice até o vértice final e e
relacionado com o grau de cada vértice, respectivamente) para as heuristicas
Sloan-MGPS (REID e SCOTT, 1999), Hu-Scott (HU; SCOTT, 2001) e de
(SLOAN, 1989), ; e w; = 2 e wp = 1 para a heuristica NSloan (KUMFERT

e POTHEN, 1997). Foram seguidos rigorosamente as recomendagcoes



100

presentes no trabalho de Sloan (1989) e também as recomendagoes
descritas  em  http://www.hsl.rl.ac.uk/archive/specs/mc40.pdf (HSL,
2016), em um cddigo-fonte na linguagem de programagao Fortran,
para implementar a heuristica Sloan na linguagem de programagao
C++. Da mesma maneira, foi estudado o cddigo-fonte da heuristica
Sloan-MGPS na linguagem de programagao Fortran, disponivel
em http://www.hsl.rl.ac.uk/catalogue/mc60.html (HSL, 2016), para
implementar essa heuristica na linguagem de programacao C+4. Os
resultados das versoes das heuristicas Sloan-MGPS e de Sloan (1989)
na linguagem de programacao C+4, em relacdo a reducao de profile,
foram melhores que os resultados mostrados por Reid e Scott (1999). Os
resultados da versao da heuristica NSloan na linguagem de programagao
C++, em relacao a reducao de profile, foram similares aos resultados
obtidos pela versao original da heuristica (KUMFERT e POTHEN, 1997).
Os resultados da versao da heuristica MPG na linguagem de programagao
C++, em relagao a reducao de profile, foram melhores do que os resultados
obtidos pela versdo original da heuristica (MEDEIROS; PIMENTA;
GOLDENBERG, 1993). Em todos esses casos de comparagbes com oS
resultados originais, foram utilizadas as mesmas instancias testadas nos
trabalhos originais.

A heuristica de Hu e Scott (2001) ¢é mais complicada de
ser implementada do que as demais heuristicas. Essa heuristica foi
implementada na linguagem de programagao C++, mas os resultados dessa
implementacao foram inferiores em relacao aos resultados mostrados por
Hu e Scott (2001). A implementacao dessa heuristica na linguagem de

programacao C++ realizada neste trabalho ndo é uma implementagao
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razoavelmente eficiente dessa heuristica. Porém, em investigagoes
exploratorias, percebeu-se que essa heuristica é uma heuristica com alto
custo computacional, principalmente por realizar multiplicacoes de matrizes.
Entao, nao foram realizados esforcos de programacao para se obter uma
implementacao eficiente dessa heuristica pois, certamente, essa heuristica
nao pode ser competitiva com as demais heuristicas testadas quando
aplicadas para reduzir o custo computacional de um método iterativo de
resolugao de sistemas de equagoes lineares. Como descrito, um algoritmo
de reordenamento deve reduzir significativamente a largura de banda ou o
profile a um custo computacional baixo; esse algoritmo nao pode possuir
alto custo computacional quando comparado a outras heuristicas para essa

tarefa.

4.4 Ferramentas utilizadas

Utilizou-se a IDE Netbeans 8.0.2 para auxiliar na escrita dos cédigos
em linguagem C++. O compilador utilizado foi o G++, versao 4.8.2.
Além disso, utilizou-se a biblioteca GNU Multiple Precision Floating-point
computations with correct-Rounding (MPFR) para se obter maior precisao
nos calculos na resolugao dos SELs. Utilizou-se precisao de 512 bits
na biblioteca GNU MPFR, com excecao das simulacdes com instancias
relacionadas a equacao de Laplace em que a precisao utilizada foi de 256
bits.

Na tabela 3, sao mostradas as caracteristicas de cada maquina
utilizada para realizar as simulagbes computacionais. O MGC
precondicionado e as instancias que fizeram parte das simulagoes,

executadas em cada uma das maquinas, foram:
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e Madquina 1: sistemas de equagodes lineares originados das discretizagoes
da equagdo de Laplace por volumes finitos (GONZAGA DE
OLIVEIRA; KISCHINHEVSKY; TAVARES, 2013), ordenados de
forma aleatéria e resolvidos pelo MGCPJ e pelo MGC-ICO; as
instancias nasa1824, nasa2910 e nasasrb, do conjunto de dados
da University of Florida sparse-matriz Collection, resolvidas pelo
MGCPJ; e a instancia olafu, do conjunto de dados da University of
Florida sparse-matriz Collection, resolvida pelo MGC-1CO;

e Maquina 2: sistemas de equacoes lineares originados das discretizacoes
da equagdo de Laplace por volumes finitos (GONZAGA DE
OLIVEIRA; KISCHINHEVSKY; TAVARES, 2013) e resolvidos pelo
MGCPJ e pelo MGC-ICO. Esses sistemas de equagoes lineares foram
originalmente ordenados pela sequéncia dada pela curva de Sierpinski

modificada;

e Maquina 3: as instancias olafu e thermall, do conjunto de dados
da University of Florida sparse-matriz Collection, resolvidas pelo
MGCPJ, e as instancias nasal824, nasa2910, nasasrb, sts4098,
nasa4 704, Pres_Poisson, raefsky/, e thermall, do conjunto de dados da
University of Florida sparse-matriz Collection, resolvidas pelo MGC-

1CO;

e Maquina 4: sistemas de equacoes lineares originados das discretizacoes
da equagao da conducao do calor por volumes finitos (GONZAGA DE
OLIVEIRA; OLIVEIRA; CHAGAS, 2015), resolvidos pelo MGCPJ e
pelo MGC-1CO;

e Maquina 5: as instancias sts4098, mnasa4704, Pres_Poisson, e
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raefsky4, do conjunto de dados da University of Florida sparse-matriz

Collection, resolvidas pelo MGCPJ;

e Maquina 6: as instancias 2cubes_sphere e offshore, do conjunto de

dados da University of Florida sparse-matriz Collection, resolvidas

pelo MGCPJ e pelo MGC-ICO.

Tabela 3 Caracteristicas das mdaquinas utilizadas para realizar as simulagoes

computacionais.

Maquina

Processador

Quantidade de

mem. cache

Quantidade de

mem. principal

kernel Linux

Intel® Core™

M1 i3-2120 CPU 3 MB 81G31?))3]2}1?{R3 3.13.0-39-generic
3.30GHz x 4 ' z
Intel Xeon™
M2 E5620 CPU 12 MB 241(3?383R3 3.13.0-44-generic
2.40GHz x 8 ! ?
® T™
Intel™ Core 8 GB DDR3 .
M3 i5-3570 CPU 6 MB 1 333GHz 3.13.0-37-generic
3.40GHz x 4 ’
Intel® Core™
M4 13-550 CPU 4 MB 161(;:?3835{3 3.13.0-39-generic
3.20GHz x 4 :
Intel® Core™
M5 i7-4510U CPU 4 MB 8 CI%C];DI?RS 3.16.0-23-generic
2.00GHz x 4 P
® T™
Intel™® Core 12 GB DDR3 .
M6 i7-4790K CPU 8 MB 16GHz 3.19.0-31-generic

4.00GHz x 8
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5 SIMULACOES COM RESOLUCAO DE SISTEMAS DE
EQUACOES LINEARES

Neste capitulo, mostram-se os resultados dos testes com a resolucao
de SELs pelo MGC precondicionado pelo método de Jacobi (MGCPJ) e
pelo MGC precondicionado pela fatoracao incompleta de Cholesky com
zero fill-in (MGC-ICO0). Para isso, foram utilizadas quatro conjuntos de
SELs, conforme descrito na se¢ao 4.1. Para cada conjunto de instancias,
resolveu-se os SELs pelo MGCPJ e pelo MGC-ICO com e sem as redugoes
de largura de banda e de profile. Essas redugbes sao obtidas pelas
melhores heuristicas para reducao de largura de banda com baixo custo
computacional, selecionadas por Chagas e Gonzaga de Oliveira (2015),
Gonzaga de Oliveira e Chagas (2015a), e pelas heuristicas para reducao
de profile com baixo custo computacional selecionadas pro Bernardes e
Gonzaga de Oliveira (2015). Cada heuristica e cada MGC pré-condicionado
foram executados trés vezes em cada instancia. Ainda, é vélido ressaltar
que todas as execugoes foram sequenciais.

Nas secoes 5.1 e 5.2, sao mostrados os resultados obtidos pelo
MGCPJ e pelo MGC-ICO0, respectivamente. Na secao 5.3, é mostrado um
resumo dos resultados do MGCPJ e do MGC-ICO em cada conjunto de

instancias.

5.1 Resultados de resolugoes de sistemas de equagoes lineares

com o MGCPJ

Nesta secao, sao apresentados os resultados das resolugoes dos
sistemas de equacodes lineares dos conjuntos de instancias apresentados na

secao 4.1, por meio do MGCPJ, com e sem as redugoes de largura de banda
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e de profile dadas pela aplicagdo das heuristicas testadas. Nas Subsecoes
5.1.1 e 5.1.2, sao mostrados os resultados das resolucoes dos sistemas de
equacoes lineares oriundos da discretizagao das equagoes da conducao do
calor e de Laplace, respectivamente. Na subsecao 5.1.3, sao mostrados os
resultados das resolugoes dos sistemas de equagoes lineares da University of
Florida sparse-matriz collection.

As tabelas mostradas nesta secao, com os resultados do MGCPJ,
sao estruturadas como a seguir. Na primeira coluna, é exibida a dimensao
n da matriz de coeficientes do respectivo sistema de equacoes lineares
(nimero de vértices do grafo) ou o nome da instancia da University
of Florida sparse-matriz collection. Na segunda coluna, ha o nome da
heuristica utilizada para redugoes de profile e largura de banda. Os
resultados em relacdo ao profile e a largura de banda sdo mostrados na
terceira e quarta colunas, respectivamente. Na quinta e sexta colunas, sao
apresentados, respectivamente, os resultados das heuristicas em relagao ao
custo computacional, em segundos, e a ocupacao de memoria, em mebibytes.
O numero de iteragoes e o custo computacional, em segundos, do MGCPJ
sao mostrados na sétima e oitava colunas, respectivamente. Os desvios
padroes e os coeficientes de variagao, referentes ao custo computacional
do MGCPJ, sao mostrados na nona e décima colunas, respectivamente.
Note que é mostrado “Sem renumerac¢ao” na primeira linha do conjunto de
simulacGes para cada instancia. Isso significa que nenhuma heuristica de
reordenacao foi utilizada. Com esse resultado, é possivel verificar o speedup
obtido por meio da utilizagao da heuristica de reordenacgao, que consiste na
divisdo do tempo de execugao do MGCPJ somado ao tempo de execugao da

heuristica pelo tempo de execugao do MGCPJ sem a utilizacao de heuristica
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Figura 24 Speedup do MGCPJ obtido com aplicacdo das heuristicas, nas
instancias originadas de discretizacoes da equacao da conducao do calor
por volumes finitos, mostrados nas tabelas 4, 5 e 6. Os testes realizados
nao foram continuos, e as linhas tracejadas indicam tendéncia.

--B- RCM-GL
RBFS-GL
hGPHH-GL

- - - WBRA-GL

-=X--:Snay
Snay-GL

-=%--Sloan

0,9 --—-"NSloan
4846 10728 23367 50592 108683 232052 492853 965545 - . 4--.Sloan-MGPS

Speedup do MGCPJ

Numero de vértices -- - MPG

Figura 25 Speedup do MGCPJ obtido com aplicagao das 10 heuristicas com
os melhores resultados, nas instancias originadas de discretizagoes da
equacao da conducao do calor por volumes finitos, mostrados nas
tabelas 4, 5 e 6. Os testes realizados nao foram continuos, e as linhas
tracejadas indicam tendéncia.

para reordenagao, e é mostrado na ultima coluna.

5.1.1 Instancias oriundas da discretizacao da equacao da

conducgao do calor

Os resultados médios obtidos pelo MGCPJ, nas instancias oriundas
da discretizacao da equagao da conducao calor, sao apresentados nas tabelas
4, 5 e 6. Esses resultados sao ilustrados nas figuras 24, 25 e 26 (sem os
resultados das heuristicas que obtiveram os piores resultados nesse conjunto

de instancias).
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Tabela 4 Resolugao de sistemas de equagoes lineares (de até 23.637 incdgnitas)

pelo MGCPJ, com renumeragao de vértices dada pelas heuristicas para
redugoes de largura de banda e de profile. Essas simulagbes foram
realizadas na méaquina M4 e esses sistemas de equagoes lineares foram
originados de discretizagoes da equacao da condugao do calor por
volumes finitos.

n

Heuristica MGCPJ

t(s) m.(MiB) Tter. 1) °  CvSpeedup

Heuristica B profile

Without reordering 4769 9116750

- 319 9,97 0,04 0,46%
RCM-GL 161 468110 0,005

319 9,55 0,19 2,01% 1,043

0
RBFS-GL 163 467970 0,002 0 319 10,21 0,07 0,66% 0,976
hGPHH-GL 161 518637 0,005 0 319 9,46 0.,05 0,52% 1,053
WBRA-GL 171 441298 0,063 1,03 319 9,49 0,04 0,46% 1,044
Snay 1047 352116 0,284 0 319 9,65 0,01 0,14% 1,004
Snay-GL 1123 364222 0,030 0 319 9,67 0,04 0,41% 1,028
Sloan 774 297591 0,006 0 319 9,66 0,01 0,07% 1,031
NSloan 608 472650 0,003 0 319 9,72 0,09 0,89% 1,025
o Sloan-MGPS 658 288047 0,023 0 319 9,61 0,02 0,18% 1,035
% MPG 1124 317356 0,006 0 319 9,49 0,01 0,11% 1,050
~ Hu-Scott 3501 640372 317,169 100,46 319 9,73 0,02 0,22% 0,030
RCM-GL+EM 476 358017 2,709 0 319 9,72 0,03 0,28% 0,802
RBFS-GL+EM 504 378118 2,770 0 319 9,72 0,01 0,13% 0,798
hGPHH-GL+EM 377 391204 2,965 0 319 9,64 0,02 0,16% 0,791
WBRA-GL+MT 419 397060 3,019 0,43 319 9,75 0,01 0,13% 0,781
Snay-GL+EM 1088 384289 2,464 0,09 319 9,56 0,01 0,09% 0,829
Sloan+EM 919 268663 2,350 0 319 9,54 0,04 0,39% 0,839
NSloan+EM 601 348643 3,056 0,09 319 9,73 0,01 0,05% 0,780
SloanMGPS+EM 635 256907 2,390 0 319 9,64 0,05 0,55% 0,829
MPG+EM 1077 307725 2,374 0 319 9,47 0,01 0,09% 0,842
Without reordering 10626 45314579 - - 462 37,35 0,36 0,96% -
RCM-GL 270 1579179 0,020 0 462 34,19 0,06 0,17% 1,092
RBFS-GL 274 1590382 0,012 0 462 34,69 0,07 0,20% 1,076
hGPHH-GL 275 1768638 0,020 0 462 33,44 0,04 0,12% 1,116
oo WBRA-GL 306 1680767 0,220 2,58 462 34,36 0,11 0,32% 1,080
lgSnay 1289 1064597 0,870 0,26 462 34,39 0,46 1,33% 1,059
= Snay-GL 1400 1137463 0,100 0,17 462 34,07 0,07 0,21% 1,093
Sloan 1391 1012101 0,020 0 462 34,51 0,07 0,20% 1,082
NSloan 890 1511606 0,014 0 462 36,41 0,05 0,13% 1,026
Sloan-MGPS 1249 1023132 0,090 0 462 35,34 0,12 0,33% 1,054
MPG 2282 1097773 0,020 0 462 34,06 0,13 0,37% 1,096
Without reordering 23167 216212086 - - 671 124,39 0,53 0,42% -
RCM-GL 313 4664523 0,070 0 671 110,69 2,01 0,82% 1,123
RBFS-GL 314 4662697 0,047 0 671 112,37 2,34 2,04% 1,106
hGPHH-GL 314 5129407 0,080 0 671 106,32 0,26 0,25% 1,169
~ WBRA-GL 681 5618347 0,750 7,73 671 109,46 1,84 1,68% 1,129
§Snay 1824 3427644 2,960 0,69 671 110,43 1,94 1,76% 1,097
N Snay-GL 1810 3428553 0,290 0,26 671 109,14 0,11 0,09% 1,137
Sloan 2565 3419063 0,070 0 671 110,67 0,06 0,05% 1,123
NSloan 2057 5252921 0,051 0 671 117,18 0,05 0,05% 1,061
Sloan-MGPS 2650 3614398 0,330 0 671 113,77 0,12 0,13% 1,090
MPG 3988 3775704 0,060 0 671 109,85 0,26 0,24% 1,132
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Tabela 5 Resolucao de sistemas de equagdes lineares (de 50.592 a 232.052
incégnitas) pelo MGCPJ, com renumeracao de vértices dada pelas
heuristicas para reducoes de largura de banda e de profile.
simulagoes foram realizadas na maquina M4 e esses sistemas de equagoes
lineares foram originados de discretizagoes da equacao da conducao do
calor por volumes finitos.

Essas

n Heuristica B profile tIEIs(;urrIfEll\jI?B) itel\lfI'GCPJt ©] o C, Speedup
Without reordering 50461 1020411959 - - 970 391,19 0,13 0,03% -
RCM-GL 647 17502999 0,26 0 970 348,44 10,71 3,07% 1,122
RBFS-GL 650 17518537 0,19 0 970 345,01 6,23 1,81% 1,133
hGPHH-GL 640 19173913 0,26 0 970 335,17 0,48 0,14% 1,166

o~ WBRA-GL 706 18363549 2,61 15,98 970 334,85 2,12 0,63% 1,159

% Snay 2941 10776787 10,80 1,29 970 339,83 0,37 0,11% 1,116

0 Snay-GL 3039 10486508 1,06 0,52 970 339,47 0,22 0,06% 1,149
Sloan 6025 11975091 0,23 0 970 345,52 0,31 0,09% 1,131
NSloan 4314 16059399 0,09 0 970 367,24 0,250,07% 1,065
Sloan-MGPS 3914 11784471 1,12 0 970 356,52 0,41 0,11% 1,094
MPG 9026 12000823 0,15 0,09 970 342,95 0,39 0,11% 1,140
Without reordering 108216 4725435534 - - 1398 1238,76 29,02 2,34% -
RCM-GL 868 54290089 0,25 0 1398 1043,15 2,57 0,25% 1,187
RBFS-GL 868 54309266 0,12 0 1398 1055,17 1,41 0,13% 1,174
hGPHH-GL 868 59697870 0,26 0 1399 1062,85 5,69 0,53% 1,165

%2 WBRA-GL 754 54548762 7,98 35,70 1400 1095,00 1,59 0,14% 1,123

2 Snay 4281 33664485 29,12 2,98 1398 1066,89 1,28 0,12% 1,130

S Snay-GL 4432 34768930 3,06 2,32 1398 1066,73 0,11 0,01% 1,158
Sloan 10272 36886113 0,75 2,32 1398 1086,46 1,19 0,11% 1,139
NSloan 7826 52122701 0,19 2,32 1398 1154,12 0,73 0,06% 1,073
Sloan-MGPS 12656 38154730 4,18 2,32 1398 1121,04 0,35 0,03% 1,101
MPG 15172 38512718 0,34 2,32 1399 1080,37 0,57 0,05% 1,146
Without reordering 231672 21652820640 - - 2034 3814,37 0,33 0,01% -
RCM-GL 1471 183551861 0,58 0 2039 3370,62 5,59 0,17% 1,131
RBFS-GL 1471 183479875 0,31 0 2038 3382,99 5,79 0,17% 1,127
hGPHH-GL 1471 200679371 0,61 0 2030 3352,42 20,39 0,61% 1,138

Q¥ WBRA-GL 1972 177829270 30,03 65,74 2029 3284,84 15,75 0,48% 1,151

K Snay 6212 102404593 94,28 6,19 2030 3301,87 4,88 0,15% 1,123

% Snay-GL 6531 105533138 9,89 4,21 2032 3301,56 4,04 0,12% 1,152
Sloan 14640 119489765 2,46 4,13 2032 3372,41 5,53 0,16% 1,130
NSloan 23577 174602136 0,44 4,13 2032 3582,52 6,59 0,18% 1,065
Sloan-MGPS 26056 124108449 14,87 4,21 2032 3471,88 3,54 0,14% 1,094
MPG 22919 118186600 0,88 4,13 2031 3354,02 8,77 0,26% 1,137
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Tabela 6 Resolugao de sistemas de equagOes lineares (de 492.853 e 965.545
incégnitas) pelo MGCPJ, com renumeragdo de vértices dada pelas
heuristicas para reducoes de largura de banda e de profile. Essas
simulagoes foram realizadas na maquina M4 e esses sistemas de equagoes
lineares foram originados de discretizagoes da equacao da condugao do
calor por volumes finitos.

Heuristica MGCPJ

n  Heuristica B profile t(s) m.(MiB) Ter. 1G] o C, Speedup
Without reordering 492100 97893937993 - - 2927 11619,20 11,49 0,10% -
RCM-GL 1805 510308269 1,48 0 2925 10440,46 12,96 0,22% 1,113
RBFS-GL 1811 510450511 0,93 0 2932 10241,11 8,86 0,09% 1,134
hGPHH-GL 1814 557734280 1,57 0 2932 10395,07 16,07 0,15% 1,118

% WBRA-GL 2671 590763978 101,77 222,88 2935 10539,18 37,65 0,36% 1,092

X Snay 10273 329516129 323,58 12,97 2935 10270,53 26,60 0,26% 1,097

gﬁ’ Snay-GL 8858 313512518 29,92 10,07 2932 10246,57 6,46 0,06% 1,131
Sloan 44208 373429562 8,42 9,99 2934 10378,44 16,51 0,16% 1,119
NSloan 28222 510609978 1,19 9,93 2932 11054,62 41,74 0,38% 1,051
Sloan-MGPS 43022 391323009 54,07 9,99 2928 10727,11 13,94 0,13% 1,078
MPG 55654 387601624 2,64 9,96 2932 10348,92 2,15 0,02% 1,122
Without reordering 964827 377848438952 - - 4358 34061,44 11,67 0,03% -
RCM-GL 2201 1332260636 2,21 0 4346 31978,36 37,83 0,12% 1,065
RBFS-GL 2453 1447960230 1,14 0 4360 32247,29 39,08 0,12% 1,056
hGPHH-GL 2315 1495703784 2,37 0 4370 32392,77 15,64 0,05% 1,051

2 WBRA-GL 3603 1469674194 259,95 256,07 4362 31901,95 19,41 0,06% 1,059

\3 Snay 13292 950057407 1049,95 26,09 4341 30016,38 205,23 0,68% 1,096

g Snay-GL 14204 972342545 103,61 17,39 4346 30087,75 268,24 0,89% 1,128
Sloan 42459 1007346790 22,79 16,98 4365 30453,62 41,81 0,14% 1,118
NSloan 56571 1379371308 1,90 17,07 4362 32913,96 59,64 0,18% 1,035
Sloan-MGPS 60821 1007161537 166,78 17,07 4361 31589,23 77,27 0,24% 1,073
MPG 77152 982945106 6,02 17,24 4360 30154,23 60,63 0,22% 1,129

13
o
8 12
2 BRCM-GL
s 11 RBFS-GL
3 hGPHH-GL
s 10 Snay-GL
123 Y’
0 09 uMPG

4846 10728 23367 50592 108683 232052 492853 965545

NUmero de vértices

Figura 26 Speedup do MGCPJ obtido com aplicagao das 5 heuristicas com os
melhores resultados, nas instancias originadas de discretizacoes da
equagao da conducao do calor por volumes finitos, mostrados nas
tabelas 4, 5 e 6.
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Observa-se, com base nos resultados mostrados na tabela 4, que a
heuristica de Hu e Scott (2001), e a aplicagao dos métodos de trocas de Reid
e Scott (2002) em conjunto com as demais heuristicas, foram superadas por
varias outras heuristicas quando aplicados a instancia de 4.846 vértices, em
relagdo a redugdo do custo computacional do MGCPJ. Ainda, é possivel
notar que os métodos de trocas foram efetivos na reducao de profile, porém
essa reducao nao foi proporcional a redugdo do custo computacional do
MGCPJ. Dessa maneira, tanto a heuristica de Hu e Scott (2001) como a
aplicacao dos métodos de trocas nao foram testados nas demais simulacoes
realizadas com o MGCPJ neste trabalho.

Na revisao sistemética realizada (BERNARDES; GONZAGA DE
OLIVEIRA, 2015), a heuristica de Hu e Scott (2001) foi selecionada como
uma das possiveis melhores heuristicas para reducao de profile pois nao
foi possivel afirmar que os resultados dessa heuristica foram superados
pelos resultados de outra heuristica. Além disso, é necessédrio ressaltar que
os custos computacionais da heuristica de Hu e Scott (2001) nao foram
mostrados no trabalho original. Com isso, apds a verificacao do custo alto
de execucao relacionado as operacoes de multiplicagao de matrizes, e de
uma ocupacao de memoria significativamente maior em relagao a ocupagao
de memoria das demais heuristicas, devido a geragdo de varios grafos
intermedidrios na implementacao realizada neste trabalho, a heuristica de
Hu e Scott (2001) nao foi considerada como uma das possiveis melhores
heuristicas de reordenacao com baizo custo computacional.

Em relacao aos métodos de trocas, os mesmos sao aplicados de forma
iterativa e alternada entre o método ascendente e o método descendente.

Os resultados apresentados na tabela 4 foram obtidos com a utilizagao de
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apenas uma iteracao alternada, e nao 5 iteracées como foi proposto por Reid
e Scott (2002). Com isso, nao é possivel diminuir ainda mais o nimero de
iteracoes para se obter um custo computacional menor.

Nas tabelas 4, 5 e 6, é possivel observar que a heuristica RBFS-
GL apresentou a menor valor de largura de banda pelo maior niimero de
vezes, e que as heuristicas de Snay (1976) e de Sloan (1989) apresentaram o
menor valor de profile pelo maior nimero de vezes. A heuristica hGPHH-
GL obteve o melhor resultado em relagao a redugao do custo computacional
do MGCPJ nas instancias de até 50.592 vértices. A heuristica RCM-GL
(GEORGE; LIU, 1981) obteve o melhor resultado em relacao a redugao
do custo computacional do MGCPJ na instancia de 108.683 vértices. As
heuristicas MPG (MEDEIROS; PIMENTA; GOLDENBERG, 1993) e Snay-
GL foram consideradas as melhores heuristicas para redugdo do custo
de processamento do MGCPJ pois essas heuristicas estiveram entre as 4
heuristicas que obtiveram os melhores valores de speedup em quase todas
as instancias. Em particular, as heuristicas Snay-GL e MPG obtiveram
os melhores resultados em relacao a redugao do custo computacional do
MGCPJ nas instancias de 232.052 e 965.545 vértices, respectivamente.
Além disso, é possivel verificar que a heuristica que apresentou o menor
custo computacional foi a heuristica RBFS-GL, e a mesma obteve o melhor
resultado em relacao a redugdo do custo computacional do MGCPJ na
instancia de 492.853 vértices.

Com as reducoes de largura de banda e de profile, ocorreu a
reducao do custo computacional do MGCPJ. Porém, a redugao do custo
computacional do MGCPJ nao ocorreu de forma proporcional as redugoes

de largura de banda e de profile. Ainda, observa-se que nao ha variagao



112

@ 300

= x

g 20 e --% - WBRA-GL
£ 200 R --»-- Snay

€ 150 Snay-GL

3 100+ o - =M - Sloan

S < NSloan

§ 50 ST - - @ - Sloan-MGPS
S o seemmm== )(""':x __________ E,pe:rf'—ﬁ

8 (] T — pimmmm=zdcIIIl Boman=al sy MPG

4846 10728 23367 50592 108683 232052 492853 965545 --+-- Hu-Scott

NUmero de vértices

Figura 27 Quantidades de memdria extra ocupadas pelas heuristicas WBRA-GL,
Snay, Snay-GL, Sloan, NSloan, Sloan-MGPS, MPG e Hu-Scott, nas
instancias originadas de discretizagoes da equagao da conducao do calor
por volumes finitos, mostradas nas tabelas 4, 5 e 6. Os testes realizados
nao foram continuos, e as linhas tracejadas indicam tendéncia.

significativa no nimero de iteragoes do MGCPJ com as redugoes de largura
de banda e de profile.

As heuristicas RCM-GL, RBFS-GL. ¢ hGPHH-GL sao algoritmos
in-place, isto é, ndo possuem ocupacao extra de meméria. Nas figuras 27 e
28 (sem as ocupagoes das heuristicas WBRA-GL e Hu-Scott, que foram as
heuristicas com as maiores ocupagoes de meméria), sdo mostrados os custos
de armazenamento das outras 8 heuristicas. Ainda, nas figuras 29 e 30,
sao mostrados os tempos de execugao, em segundos, das heuristicas para

reducoes de largura de banda e de profile.

5.1.2 Instancias oriundas da discretizagao da equacao de Laplace

Nas tabelas 7 e 8, sao apresentados os resultados das resolugoes
dos SELs, oriundos da discretizagao da equagao de Laplace e numerados
de forma aleatéria, com o MGCPJ. Nas tabelas 9 e 10, sao apresentados os
resultados das resolucoes dos SELs, oriundos da discretizagao da equacao de

Laplace e numerados de pela curva de Sierpiriski modificada, com o MGCPJ.
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Figura 28 Quantidades de meméria extra ocupadas pelas heuristicas Snay, Snay-
GL, Sloan, NSloan, Sloan-MGPS e MPG, nas instancias originadas de
discretizacoes da equagao da condugao do calor por volumes finitos,
mostradas nas tabelas 4, 5 e 6.
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Figura 29 Tempos de execugao, em segundos, das heuristicas RCM-GL, RBFS-
GL, hGPHH-GL, WBRA-GL, Snay, Snay-GL, Sloan, NSloan, Sloan-
MGPS, MPG e Hu-Scott nas instancias oriundas da discretizagao da
equacao da condugao do calor por volumes finitos. Os testes realizados
nao foram continuos, e as linhas tracejadas indicam tendéncia.
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Figura 30 Tempos de execucao, em segundos, das heuristicas RCM-GL,
RBFS-GL, hGPHH-GL, NSloan e MPG nas instancias oriundas da
discretizacao da equagao da condugao do calor por volumes finitos.

Observa-se que houve um valor pequeno de speedup positivo ao
utilizar a heuristica hGPHH-GL na instancia de 16.922 vértices (veja tabela
9). No entanto, valores negativos de speedup do MGCPJ foram obtidos ao
aplicar as demais heuristicas para reducgoes de largura de banda e de profile
nas demais instancias.

Em particular, a heuristica Snay foi testada apenas nas trés menores
instancias de cada conjunto, pois os seus resultados, em relacao a reducgao
do custo computacional do MGC-ICO0, foram superados pelos resultados da
heuristica Snay-GL, conforme pode ser verificado nas tabelas 7 e 9.

Como descrito, as heuristicas RCM-GL, RBFS-GL, e hGPHH-GL
heuristicas sao algoritmos in-place, e nao possuem ocupacao extra de
memoéria. Nas figuras 31 e 32, sao mostrados os custos de armazenamento
das outras 7 heuristicas testadas nas instancias oriundas da discretizagao
da equacao de Laplace com numeragao das linhas dada de forma aleatéria.
Nas figuras 33 e 34, sao mostrados os custos de armazenamento das outras 7
heuristicas testadas nas instancias oriundas da discretizacao da equacao de

Laplace com numeracao das linhas dada pela curva de Sierpiriski modificada.
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Tabela 7 Resolugao de sistemas de equagoes lineares (de até 34.238 incdgnitas)

pelo MGCPJ, com renumeracao de vértices dada pelas heuristicas para
redugoes de largura de banda e de profile. FEssas simulagoes foram
realizadas na maquina M1 e esses sistemas de equagoes lineares foram
originados de discretizacoes da equacao de Laplace por volumes finitos,
com numeracao das linhas dada de forma aleatéria.

Heuristica MGCPJ
n Heuristica B profile  t(s) m.(MiB) iter. t(s) o C, Speedup
Sem renum. 7248 16083808 - - 498 10,39 0,02 0,16% -
RCM-GL 80 396652 0,010 0 498 11,12 0,04 0,37% 0,934
RBFS-GL 80 396709 0,003 0 498 12,54 0,07 0,55% 0,828
hGPHH-GL 80 406461 0,010 0 498 11,18 0,03 0,29% 0,929
~ WBRA-GL 152 411821 0,050 0,73 498 12,61 0,08 0,61% 0,821
& Snay 1859 447914 0,240 0,17 498 14,12 0,10 0,03% 0,724
™ Snay-GL 1465 453745 0,030 0,26 498 14,27 0,12 0,83% 0,727
Sloan 391 375254 0,010 0,17 498 14,21 0,05 0,38% 0,731
NSloan 197 424476 0,040 0,17 498 14,50 0,01 0,07% 0,715
Sloan-MGPS 312 374571 0,030 0,17 498 14,20 0,02 0,14% 0,730
MPG 800 608671 0,010 0,17 498 14,52 0,03 0,17% 0,715
Sem renum. 15902 76482022 - - 745 33,74 0,21 0,63% -
RCOM-CL 121 1149442 0,020 0 745 38,65 0,04 0,10% 0,873
RBFS-GL 122 1149179 0,010 0 745 42,96 0,01 0,01% 0,785
hGPHH-GL 124 1231692 0,020 0 745 3856 029 0,76% 0,875
<+ WBRA-GL 175 1271533 0,110 1,29 745 36,08 0,15 0,42% 0,932
§ Snay 5862 1586436 1,020 0,52 745 47,01 0,06 0,13% 0,702
— Snay-GL 6333 1634345 0,110 0,34 745 46,98 0,08 0,17% 0,717
Sloan 484 982693 0,020 0,34 745 46,89 0,02 0,04% 0,719
NSloan 218 1222337 0,020 0,26 745 48,95 0,05 0,11% 0,689
Sloan-MGPS 481 1002661 0,100 0,26 745 47,30 0,14 0,30% 0,712
MPG 1277 1612396 0,030 0,34 745 47,93 0,20 041% 0,704
Sem renum. 34059 357518296 - - 1069 105,36 0,41 0,39% -
RCM-GL 194 3411077 0,040 0 1069 113,75 0,90 0,79% 0,926
RBFS-GL 192 3413781 0,020 0 1069 12225 0,32 0,26% 0,362
hGPHH-GL 192 3759478 0,040 0 1069 113,30 0,11 0,10% 0,930
oo WBRA-GL 272 3750387 0,290 2,90 1069 113,50 0,54 0,48% 0,926
g Snay 21625 5150148 4,830 1,03 1069 145,24 0,53 0,36% 0,702
 Snay-GL 21625 5154351 0,480 0,86 1069 144,71 0,10 0,07% 0,726
Sloan 917 2578022 0,060 0,77 1069 144,12 0,03 0,02% 0,731
NSloan 357 3608666 0,030 0,86 1069 152,94 0,14 0,09% 0,689
Sloan-MGPS 795 2671240 0,300 0,86 1069 145,66 0,07 0,05% 0,722
MPG 2322 3986576 0,060 0,86 1069 146,09 0,04 0,03% 0,721

Simulagoes realizadas na méquina M1.
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Tabela 8 Resolucdo de sistemas de equagOes lineares (de 75.542 a 277.118

incégnitas) pelo MGCPJ, com renumeracao de vértices dada pelas
heuristicas para reducoes de largura de banda e de profile. Essas
simulagoes foram realizadas na maquina M1 e esses sistemas de equagoes
lineares foram originados de discretizacoes da equagao de Laplace por
volumes finitos, com numeracao das linhas dada de forma aleatoria.

Heuristica MGCPJ
n Heuristica B profile  t(s) m.(MiB) iter. t(s) o© C, Speedup
Sem renum. 75490 1744941733 - - 1540 327,95 0,38 0,11% -
RCM-GL 274 12086129 0,09 0 1540 361,89 0,62 0,17% 0,906
RBFS-GL 273 12107123 0,04 0 1540 372,46 0,81 0,22% 0,880
hGPHH-GL 277 13793938 0,10 0 1540 360,27 0,22 0,06% 0,910
~ WBRA-GL 436 13766127 0,88 6,72 1540 372,62 1,02 0,27% 0,878
% Snay 47789 28972039 41,67 2,06 1540 468,18 0,61 0,13% 0,643
™~ Snay-GL 47833 28978947 3,80 1,03 1540 473,61 0,02 0,01% 0,687
Sloan 1521 8981209 0,17 1,03 1540 471,57 0,21 0,04% 0,695
NSloan 534 12805249 0,07 1,03 1540 507,60 0,04 0,01% 0,646
Sloan-MGPS 1236 9245713 1,01 1,03 1540 480,93 0,19 0,04% 0,680
MPG 4020 14107424 0,15 1,03 1540 481,41 0,06 0,01% 0,681
Sem renum. 101583 3169282786 - - 2173 630,79 0,36 0,06% -
RCM-GL 405 21399542 0,13 0 2173 682,61 1,81 0,26% 0,924
RBFS-GL 404 21404400 0,06 0 2173 699,69 0,09 0,01% 0,901
hGPHH-GL 407 24041332 0,14 0 2173 684,12 0,30 0,04% 0,922
Q WBRA-GL 697 24026871 1,53 7,50 2173 698,40 0,32 0,05% 0,901
> Snay 64553 45830895 61,06 2,82 2173 886,46 0,12 0,01% 0,666
S Snay-GL 64282 45857748 5,55 2,15 2173 889,57 2,30 0,26% 0,705
Sloan 8845 14909417 0,32 2,15 2173 882,19 2,60 0,29% 0,715
NSloan 7602 21266761 0,09 2,15 2173 950,94 2,53 0,27% 0,663
Sloan-MGPS 8420 15400014 1,91 2,15 2173 902,26 2,78 0,31% 0,698
MPG 10502 24115880 0,24 2,15 2173 905,61 2,50 0,28% 0,696
Sem renum. 191738 11329772559 - - 2383 1304,62 0,72 0,06% -
RCM-GL 360 42578191 0,24 0 2382 1436,77 3,39 0,24% 0,908
RBFS-GL 363 42634929 0,12 0 2383 1471,47 0,22 0,02% 0,887
hGPHH-GL 364 48308977 0,27 0 2383 1429,24 0,12 0,01% 0,913
© WBRA-GL 617 48295345 3,25 13,65 2383 1466,81 2,59 0,18% 0,887
S Snay 112715 158031137 262,18 5,91 2384 183522 6,77 0,37% 0,622
2 Snay-GL 120017 160185995 25,03 3,44 2384 1827,85 1,43 0,08% 0,704
Sloan 1963 30916653 0,70 3,52 2384 1815,26 0,49 0,03% 0,718
NSloan 750 44537494 0,18 3,52 2384 1967,73 0,25 0,01% 0,663
Sloan-MGPS 1759 31863871 4,23 3,52 2384 1858,45 1,06 0,06% 0,700
MPG 5366 47979879 0,47 3,52 2384 1852,76 0,37 0,02% 0,704
Sem renum. 277019 23512579029 - - 2771 2235,58 2,78 0,12% -
RCM-GL 421 74726891 0,35 0 2771 2382,51 5,18 0,22% 0,938
RBFS-GL 424 74852621 0,17 0 2771 2428,08 0,76 0,03% 0,921
hGPHH-GL 427 84714895 0,38 0 2771 2328,01 3,04 0,13% 0,960
% WBRA-GL 713 84585649 6,20 18,47 2771 2420,37 0,21 0,01% 0,921
< Snay 107539 310401674 516,59 10,49 2771 3032,36 0,75 0,02% 0,630
1 Snay-GL 107563 310418685 48,13 3,82 2771 3030,94 2,07 0,07% 0,726
Sloan 2243 55586226 1,17 3,82 2771 3036,44 0,68 0,02% 0,736
NSloan 909 77343800 0,26 3,82 2771 3294,12 0,01 0,01% 0,679
Sloan-MGPS 2084 57032215 7,91 4,34 2771 3197,94 2,39 0,07% 0,697
MPG 7281 89227523 0,81 4,34 2771 3199,94 1,26 0,04% 0,698

Simulagoes realizadas na maquina M1.
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Tabela 9 Resolucao de sistemas de equagdes lineares (de até 105.764 incégnitas)

pelo MGCPJ, com renumeracao de vértices dada pelas heuristicas para
redugoes de largura de banda e de profile. FEssas simulagoes foram
realizadas na maquina M2 e esses sistemas de equacgoes lineares foram
originados de discretizacoes da equacao de Laplace por volumes finitos,
com numeragao das linhas dada pela curva de Sierpiniski modificada.

Heuristica MGCPJ
n Heuristica B profile t(s) m.(MiB) iter. t(s) o C, Speedup
Sem renum. 16921 1710910 - - 767 51,20 0,02 0,04% -
RCM-GL 115 1252527 0,010 0 767 52,56 0,73 1,40% 0,974
RBFS-GL 117 1253216 0,005 0 767 52,79 0,40 0,76% 0,970
hGPHH-GL 119 1321688 0,020 0 767 51,08 0,07 0,14% 1,002
~ WBRA-GL 178 1327087 0,180 1,55 767 53,03 0,07 0,14% 0,962
% Snay 6212 1508415 1,560 0,51 767 73,54 0,11 0,15% 0,682
—~ Snay-GL 5576 1535250 0,160 0,43 767 73,36 0,05 0,07% 0,696
Sloan 571 1074251 0,020 0,52 767 73,95 0,02 0,03% 0,692
NSloan 229 1336588 0,010 0,26 767 74,89 0,01 0,02% 0,684
Sloan-MCPS 462 1093326 0,120 0,26 767 74,59 0,05 0,06% 0,685
MPG 1231 1750944 0,030 0,52 767 74,92 0,08 0,10% 0,683
Sem renum. 39715 6309342 - - 1144 187,88 0,04 0,02% -
RCM-GL 195 4376986 0,050 0 1144 210,13 0,52 0,25% 0,894
RBFS-GL 198 4380812 0,020 0 1144 211,13 0,20 0,10% 0,890
hGPHH-GL 192 4770829 0,050 0 1144 209,49 0,31 0,15% 0,897
© WBRA-GL 280 4764403 0,570 3,35 1385 259,05 0,36 0,14% 0,724
g Snay 22597 6548607 8,670 1,20 1144 268,97 0,30 0,11% 0,677
® Snay-GL 22507 6596678 0,870 1,03 1144 269,06 0,17 0,06% 0,696
Sloan 830 3342149 0,080 1,03 1144 267,87 0,23 0,09% 0,701
NSloan 372 4634523 0,030 1,03 1144 286,20 0,11 0,04% 0,656
Sloan-MGPS 831 3461255 0,430 1,03 1144 275,08 0,24 0,09% 0,682
MPG 2358 5222214 0,080 1,03 1144 274,12 0,17 0,06% 0,685
Sem renum. 68413 14882117 - - 1514 430,09 0,03 0,01% -
RCM-GL 238 9598308 0,080 0 1514 480,92 1,09 0,23% 0,894
RBFS-GL 240 9605665 0,030 0 1514 48529 1,02 0,21% 0,886
hGPHH-GL 236 10705920 0,080 0 1514 480,96 0,39 0,08% 0,894
< WBRA-GL 316 10702498 1,220 515 1514 473,28 1,20 0,25% 0,906
g Snay 43837 21823074 36,430 2,06 1514 609,39 0,11 0,02% 0,666
© Snay-GL 43854 21828427 3,590 1,62 1514 609,68 0,78 0,13% 0,701
Sloan 1284 7093207 0,170 0,95 1514 608,71 0,16 0,03% 0,706
NSloan 442 10128234 0,060 0,95 1514 655,91 0,10 0,01% 0,656
Sloan-MGPS 1082 7326579 0,960 0,95 1514 625,25 0,06 0,01% 0,687
MPG 2811 11460778 0,160 0,95 1514 623,09 0,44 0,07% 0,690
Sem renum. 105763 29560801 - - 1846 815,79 0,04 0,04% -
RCM-GL 311 18180951 0,130 0 1846 899,11 2,09 0,23% 0,907
RBFS-GL 307 18183664 0,050 0 1846 904,16 2,29 0,25% 0,902
-~ hGPHH-GL 309 20753083 0,140 0 1846 900,93 1,75 0,20% 0,905
© WBRA-GL 523 20706588 2,330 8,25 2210 1071,93 0,31 0,03% 0,759
8 Snay-GL 49982 48279650 9,140 2,23 1846 1144,56 0,07 0,01% 0,707
~ Sloan 1756 13247695 0,320 2,23 1846 1159,37 0,35 0,03% 0,703
NSloan 602 19321158 0,100 1,20 1846 1254,65 0,76 0,06% 0,650
Sloan-MGPS 1512 13685106 1,880 1,80 1846 1191,15 0,15 0,01% 0,684
MPG 4447 20523176 0,270 1,20 1846 1166,83 2,19 0,19% 0,699

Simulagoes realizadas na méquina M2.
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Tabela 10 Resolugdo de sistemas de equagdes lineares (de 237.086 a 1.015.004
incégnitas) pelo MGCPJ, com renumeracao de vértices dada pelas

heuristicas para reducoes de largura de banda e de profile.

Essas

simulagoes foram realizadas na maquina M2 e esses sistemas de
equagoes lineares foram originados de discretizagoes da equacao de
Laplace por volumes finitos, com numeracao das linhas dada pela curva
de Sierpinski modificada.

Heuristica MGCPJ
n Heuristica B profile  t(s) m.(MiB) iter. t(s) c C, Speedup
Sem renum. 237085 115804392 - - 2611 2629,25 8,69 0,33% -
RCM-GL 391 56621430 0,29 0 2612 2865,81 7,98 0,28% 0,917
RBFS-GL 392 56725752 0,12 02611  2869,30 1,04 0,04% 0,916
 hGPHH-GL 393 64411087 0,30 0 2612 2852,31 3,88 0,14% 0,922
% WBRA-GL 671 64251019 6,87 15,47 2612  2815,44 0,52 0,02% 0,932
£ Snay-GL 116472 215858651 48,28 6,51 2612 3630,73 4,75 0,13% 0,715
' Sloan 2044 41300807 1,01 6,53 2612  3660,82 3,25 0,09% 0,718
NSloan 812 59082821 0,24 6,45 2612 398141 2,10 0,05% 0,660
Sloan-MGPS 1898 42561396 6,20 6,45 2612  3777,10 1,33 0,04% 0,695
MPG 5707 64716730 0,74 6,45 2612  3717,71 1,27 0,03% 0,707
Sem renum. 467503 382386929 - - 3446 6972,41 2,65 0,04% -
RCM-GL 448 130166482 0,57 03446  7433,93 3,43 0,05% 0,938
RBFS-GL 445 130547416 0,24 0 3446  7444,73 4,57 0,06% 0,937
<~ hGPHH-GL 445 149299971 0,60 0 3446  7422,67 6,17 0,08% 0,939
R WBRA-GL 721 148990820 16,10 25,97 3446  7402,24 3,32 0,04% 0,940
15 Snay-GL 133459 911618989 239,34 11,04 3449  9650,03 20,42 0,21% 0,705
~ Sloan 2498 95551358 2,35 9,92 3449  9676,20 13,96 0,14% 0,720
NSloan 911 135054695 047 9,75 3449 10563,17 3521 0,33% 0,660
Sloan-MGPS 2251 98187318 14,22 9,84 3449 10053,35 49,93 0,50% 0,693
MPG 7842 152632760 1,65 10,95 3449  9974,37 66,00 0,66% 0,699
Sem renum. 750445 911516500 - - 4246 13659,77 5,64 0,07% -
RCM-GL 461 224589050 0,93 0 4245 14562,95 4,39 0,03% 0,938
RBFS-GL 462 225259320 0,38 0 4245 14673,63 2,30 0,02% 0,931
 hGPHH-GL 471 257304543 0,96 0 4246 14629,19 7,03 0,05% 0,934
I WBRA-GL 727 257141087 27,66 41,23 4246 15194,03 0,54 0,01% 0,897
2 Snay-GL 219527 2556636349 733,21 20,74 4232 19103,57 539,83 2,83% 0,689
™ Sloan 2441 164952184 3,95 20,75 4232 1922256 36,40 0,19% 0,710
NSloan 946 232760320 0,76 20,88 4232 20942,06 9,65 0,05% 0,652
Sloan-MGPS 2264 169448464 24,42 20,88 4232 19856,75 38,68 0,19% 0,687
MPG 7986 265072969 2,79 20,36 4232 19351,55 22,96 0,12% 0,706
Sem renum. 1015003 1580908606 - - 4557 20025,09 14,55 0,07% -
RCM-GL 462 316593383 0,98 0 4557 20726,11 84,12 0,41% 0,966
<+ RBFS-GL 462 317205568 0,51 0 4557 20656,64 11,44 0,06% 0,969
§ hGPHH-GL 465 363030399 1,10 0 4557 20708,71 33,82 0,16% 0,967
= WBRA-GL 727 362460259 19,38 20,90 4557 20654,06 7,76 0,04% 0,969
— Snay-GL 201048 4197030591 707,63 26,85 4557 20521,96 17,59 0,09% 0,943
Sloan 2484 233117499 4,08 26,78 4557 20586,92 37,33 0,18% 0,973
MPG 8107 375103029 2,38 26,61 4557 20682,31 38,37 0,19% 0,968

Simulagoes realizadas na méquina M2 com excec¢ao da instancia de 1.015.004 vértices que foi
testada na maquina M3.
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WBRA-GL
Snay
- =) - Snay-GL
Sloan
mannzzzl - - @ -:NSloan
Sloan-MGPS

7322 15944 34238 75542 101780 192056 277118 "7 'MPG

Numero de vértices

Quantidades de meméria extra ocupadas pelas heuristicas WBRA-GL,
Snay, Snay-GL, Sloan, NSloan, Sloan-MGPS e MPG, nas instancias
originadas de discretizacoes da equacao de Laplace por volumes finitos,
com numeracao das linhas dada de forma aleatdria, mostradas nas
tabelas 7 e 8. Os testes realizados nao foram continuos, e as linhas
tracejadas indicam tendéncia.

Snay
W Snay-GL
Sloan

HNSloan
I I I I I I Sloan-MGPS
_——— =m—-=_E00 BNHN B MPG

7322 15944 34238 75542 101780 192056 277118

NUmero de vértices

Quantidades de memdria extra ocupadas pelas heuristicas Snay, Snay-
GL, Sloan, NSloan, Sloan-MGPS e MPG, nas instancias originadas
de discretizacoes da equacao de Laplace por volumes finitos, com
numeracao das linhas dada de forma aleatéria, mostradas nas tabelas
7e8.
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Figura 33 Quantidades de memdria extra ocupadas pelas heuristicas WBRA-GL,

Snay, Snay-GL, Sloan, NSloan, Sloan-MGPS e MPG, nas instancias
originadas de discretizacoes da equacao de Laplace por volumes finitos,
com numerag¢ao das linhas dada pela curva de Sierpinski modificada,
mostradas nas tabelas 9 e 10. Os testes realizados nao foram continuos,
e as linhas tracejadas indicam tendéncia.

Ocupacéo de meméria (MiB)
=
(6]

0

68414 105764 237086 467504 750446 1015004

16922

39716

NuUmero de vértices

Snay

M Snay-GL

M Sloan
NSloan

B Sloan-MGPS
MPG

Figura 34 Quantidades de meméria extra ocupadas pelas heuristicas Snay, Snay-

GL, Sloan, NSloan, Sloan-MGPS e MPG, nas instancias originadas
de discretizacoes da equacao de Laplace por volumes finitos, com
numeracao das linhas dada pela curva de Sierpinski modificada,
mostradas nas tabelas 9 e 10.
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5.1.3 Instancias da University of Florida sparse-matrix

collection

Os resultados médios obtidos pelo MGGPJ, nas instancias do
conjunto de dados da University of Florida sparse-matriz collection, sao
apresentados nas tabelas 11, 12 e 13. Nesse conjunto de instancias,
foram testadas 7 heuristicas para reducoes de largura de banda e de
profile: RCM-GL (GEORGE; LIU, 1981), RBFS-GL (CHAGAS, 2015),
hGPHH-GL (KOOHESTANI; POLI, 2011), Snay-GL, de Sloan (1989),
Sloan-MGPS (REID e SCOTT, 1999) e MPG (MEDEIROS; PIMENTA;
GOLDENBERG, 1993), pois foram as heuristicas que apresentaram os
melhores resultados no conjunto de instancias oriundas da discretizagao da
equagao do calor e nos conjuntos de instancias oriundas da discretizagao
da equacao de Laplace. E possivel verificar, nos resultados mostrados nas
tabelas 4, 5 e 6, que a heuristica Snay foi dominada pela heuristica Snay-
GL quando aplicada para reducao do custo computacional do MGCPJ.
Em particular, as heuristicas Sloan, MPG, Sloan-MGPS e Snay-GL
apresentaram resultados competitivos em relacdo a redugdo do custo
computacional do MGC-IC0O nas instancias oriundas da discretizacao da
equacao da conducao do calor, como pode ser observado nos resultados
mostrados nas tabelas 4, 5 e 6.

Nota-se que a heuristica RBFS-GL obteve o maior valor de speedup
quando aplicada na instancia Pres_Poisson. No entanto, valores negativos
de speedup do MGCPJ foram obtidos na aplicacdo das heuristicas para
reducgoes de largura de banda e de profile nas outras 10 instancias. Ainda,
observa-se que as heuristicas que apresentaram os melhores resultados em

relagdo a reducao de profile foram as heuristicas Sloan-MGPS (REID e
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Tabela 11 Resultados de resolugoes de sistemas de equagoes lineares, com o
MGCPJ, e com renumeracao dos vértices dada pelas heuristicas para
redugoes de largura de profile, oriundos das instancias nasal824,
nasa2910, nasa4704 e nasasrb, da University of Florida sparse-matriz
Estas simulagoes foram realizadas nas méaquinas M1
(instancias nasal824, nasa2910 e nasasrb) e M5 (instancia nasa4 704 ).

collection.

Inst. Heuristica B profile t}%gugft(l](\:/?ﬂg) ite‘ll.)CGM ) o C, Speedup
Semrenum. 239 205547 1350 24,09 0,14 0,58% -
RCM-GL 282 229770 0,004 0 1350 25,01 0,10 0,38% 0,963

- RBFS-GL 283 232069 0,001 0 1349 24,81 0,01 0,04% 0,971

Q hGPHH-GL 293 291203 0,003 0 1350 24,60 0,14 0,56% 0,979

3 SnayGL 1455 300294 0,305 0 1349 25,10 0,03 0,13% 0,948

3 Sloan 1303 186725 0,005 0 1350 25,06 0,17 0,67% 0,961

& NSloan 415 284963 0,002 0 1351 25,65 0,14 0,54% 0,939
Sloan-MGPS 1102 190128 0,012 0 1347 24,92 0,18 0,71% 0,966
MPG 1519 516936 0,010 0 1350 25,68 0,16 0,61% 0,938
Semrenum. 859 525745 1846 133,17 0,32 0,24% -
RCM-GL 875 522223 0,018 0 1846 142,52 1,02 0,72% 0,934

. RBFS-GL 866 518826 0,004 0 1846 142,60 0,27 0,19% 0,934

3 hGPHH-GL 869 1288759 0,016 0 1846 140,07 1,08 0,77% 0,951

R SnayGL 2676 2863227 1,859 0 1843 144,42 0,40 0,27% 0,910

3 Sloan 2015 456322 0,018 0 1839 138,05 0,15 0,11% 0,965

= NSloan 1327 955899 0,010 0 1844 145,48 0,49 0,34% 0,915
Sloan-MGPS 2010 460149 0,016 0 1842 139,36 0,16 0,12% 0,955
MPG 2708 2288760 0,038 0 1842 146,69 0,02 0,01% 0,908
Semrenum 423 917562 4248 189,98 0,08 0,04% -
RCM-GL 419 918658 0,009 0 4245 201,15 0,81 0,40% 0,944

- RBFS-GL 435 928275 0,003 0 4245 200,86 0,80 0,40% 0,946

IR hGPHH-GL 450 1079926 0,009 0 4244 201,79 4,37 2,16% 0,941

Y SnayGL 4032 1193396 1,620 0,09 4247 203,06 0,65 0,32% 0,928

3 Sloan 3084 834354 0,024 0 4244 203,81 0,62 0,30% 0,932

& NSloan 678 1076453 0,005 0 4247 210,09 2,46 1,17% 0,904
Sloan-MGPS 2753 808577 0,056 0 4246 203,29 1,20 0,59% 0,934
MPG 3680 2716364 0,074 0 4244 211,56 0,04 0,02% 0,898
Semrenum. 893 20311330 25326 27902,24 2,28 0,01% -
RCM-GL 586 19448635 0,26 0 25327 30241,97 14,94 0,05% 0,923
RBFS-GL 779 20164371 0,07 0 25319 30067,30 90,53 0,30% 0,928

”g hGPHH-GL 806 20545002 0,23 0 25326 28461,38 54,27 0,19% 0,980

3 SnayGL 41895 363658668 580,23 1,32 25319 30213,73 20,52 0,07% 0,906

g Sloan 5063 19055047 0,34 1,03 25320 29892,50 147,67 0,49% 0,933
NSloan 4865 23564619 0,08 1,03 25326 31307,06 24,46 0,08% 0,891
Sloan-MGPS 4932 18682599 0,62 1,03 25320 29712,80 60,37 0,20% 0,939
MPG 45896 346820836 13,67 1,03 25326 32795,47 61,17 0,19% 0,850
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Resultados de resolugoes de sistemas de equagoes lineares, com o

MGCPJ, e com renumeracao dos vértices dada pelas heuristicas
para redugoes de largura de profile, oriundos das instancias sts4098,
Pres_Poisson, olafu e raefsky4 do conjunto de dados da University of
Florida sparse-matriz collection. Estas simulacoes foram realizadas nas
méquinas M3 (instancia olafu) e M5 (instancias sts4098, Pres_Poisson

e raefsky4 ).

Inst. Heuristica B profile tl%s)urrﬁjn(ll(i/?iB) itgf.CGMt(s) c C, Speedup
Semrenum. 3323 5217389 590 19,59 0,01 0,03% -
RCM-GL 1165 2084237 0,007 0 590 22,48 0,07 0,30% 0,871
RBFS-GL 1343 2110715 0,002 0 589 20,74 0,01 0,04% 0,944

Py hGPHH-GL 1171 2981815 0,007 0 588 21,81 0,39 1,80% 0,898

X  SnayGL 3955 1851729 1,800 0,17 589 21,22 0,04 0,19% 0,851

2 Sloan 3195 518163 0,023 0,17 589 20,53 0,01 0,01% 0,953
NSloan 3020 2505064 0,007 0,17 589 21,76 0,01 0,05% 0,900
Sloan-MGPS 3351 461998 0,073 0,17 590 20,60 0,01 0,03% 0,948
MPG 3729 961548 0,017 0,17 588 21,11 0,08 0,38% 0,927
Semrenum. 12583 9789525 1009 309,45 1,27 0,41% -
RCM-GL 326 3009635 0,060 0 1012 297,49 0,99 0,33% 1,040

S RBFS-GL 368 3089264 0,025 0 1009 276,47 0449 0,18% 1,119

2 hGPHH-GL 364 3130744 0,059 0 1009 292,71 0,46 0,16% 1,057

< SnayGL 2079 7306759 6,757 0,17 1009 316,35 0,59 0,19% 0,958

ga)‘ Sloan 642 2827171 0,066 0,26 1012 295,06 0,39 0,13% 1,049

N NSloan 594 3951006 0,044 0,26 1012 327,74 0,38 0,12% 0,944
Sloan-MGPS 582 2834035 0,156 0,26 1009 293,98 0,94 0,32% 1,052
MPG 14168 26556694 3,845 0,34 1009 297,32 0,02 0,01% 1,028
Semrenum. 593 4951980 16146 6833,33 5,10 0,07% -
RCM-GL 553 5029301 0,146 0 16146 7253,32 32,13 0,44% 0,942
RBFS-GL 582 5025044 0,070 0 16146 7168,24 19,04 0,27% 0,953

5 hGPHH-GL 573 5165776 0,132 0 16146 7189,16 10,30 0,14% 0,950

T  SnayGL 5708 7148721 6,396 0,26 16146 7223,69 7,27 0,10% 0,945

°© Sloan 6173 4768547 0,146 0,26 16146 7154,39 2,24 0,03% 0,955
NSloan 4760 7334811 0,105 0,26 16146 7290,16 0,58 0,01% 0,937
Sloan-MGPS 7775 4489770 0,171 0,26 16146 7218,71 3,00 0,04% 0,947
MPG 14467 29376748 4,268 0,34 16146 7491,18 9,28 0,12% 0,912
Semrenum. 11786 19611188 11245 5862,29 1,05 0,02% -
RCM-GL 991 12553981 0,130 0 11157 6293,30 3,03 0,05% 0,931
RBFS-GL 1171 12251822 0,030 0 11158 6467,80 12,69 0,20% 0,906

3 hGPHH-GL 1141 13120923 0,110 0 11182 6313,03 397,88 6,30% 0,929

¥ SnayGL 17602 34715770 39,160 0,43 11225 6587,44 4,73 0,07% 0,885

§ Sloan 6550 8587731 0,180 0,26 11180 6199,92 29,26 0,47% 0,946
NSloan 2242 15308534 0,070 0,26 11246 6785,80 21,77 0,32% 0,864
Sloan-MGPS 8378 7841072 0,340 0,26 11245 641141 4,27 0,07% 0,914
MPG 18201 74604715 6,790 0,26 11248 6803,42 1,01 0,01% 0,861
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Tabela 13 Resultados de resolucoes de sistemas de equacoes lineares, com o

MGCPJ, e com renumeragao dos vértices dada pelas heuristicas para
redugoes de largura de profile, oriundos das instancias textitthermall,
2cubes_sphere e offshore do conjunto de dados da University of
Florida sparse-matriz collection. Estas simulagoes foram realizadas
nas maquinas MG6.

Inst. Heuristica B profile F(:)urrlrft(llt\:/iB) iteg_PCGMt(s) c C, Speedup
Semrenum. 80916 175625317 1885 455,72 0,75 0,17% -
RCM-GL 220 12017373 0,09 0 1885 562,44 1,21 0,22% 0,810

- RBFS-GL 228 12244583 0,05 0,98 1885 556,77 0,12 0,02% 0,818

= hGPHH-GL 240 12997244 0,10 0 1885 556,30 0,26 0,05% 0,819

§ SnayGL 2670 20232166 1,02 3,11 1885 522,63 0,44 0,09% 0,870

=2 Sloan 889 10487409 0,19 3,09 1885 537,41 0,19 0,04% 0,848

= NSloan 429 13393908 0,12 3,00 1885 594,25 0,12 0,02% 0,767
SloanMGPS 661 10677120 0,69 3,01 1885 559,05 0,09 0,02% 0,814
MPG 16857 10958622 0,17 3,00 1885 529,42 0,65 0,12% 0,861
Semrenum. 100407 483241271 33 13,82 0,05 0,38% -

N RCM-GL 4709 268149672 0,25 0 33 17,55 0,05 0,29% 0,776

5 RBFS-GL 4847 280851796 0,14 0 33 17,62 0,02 0,11% 0,778

= hGPHH-GL 4693 345191689 0,25 0 33 17,55 0,07 0,37% 0,776

3 SnayGL 25715 231759298 21,51 2,15 33 17,14 0,03 0,15% 0,358

S Sloan 11186 186478091 14,66 2,15 33 17,21 0,04 0,23% 0,434

§> NSloan 9203 346819754 0,24 2,15 33 18,11 0,12 0,68% 0,753
SloanMGPS 13446 200449820 5,80 2,15 33 17,29 0,04 0,21% 0,599
MPG 95371 460302437 21,54 2,15 33 17,61 0,02 0,13% 0,353
Semrenum. 237738 3588201815 1226 1952,44 1,73 0,09% -
RCM-GL 21035 2634951939 0,66 01226 2494,48 0,30 0,01% 0,782
RBFS-GL 20032 2660219387 0,38 01226 2520,47 2,65 0,11% 0,775

P hGPHH-GL 23859 3897866179 0,70 0 1228 2519,27 9,04 0,36% 0,775

S SnayGL 99875 1184107609 166,66 6,89 1228 2446,45 2,07 0,08% 0,747

ey Sloan 121957 1837918281 72,14 4,73 1237 2417,41 10,46 0,43% 0,784

© NSloan 102633 3264868562 0,72 4,64 1226 2637,57 11,08 0,42% 0,740

SloanMGPS 124658 1510670726 141,63 4,73 1226 2489,40 9,35 0,38% 0,742
MPG 253828 4262147507 260,51 4,81 1230 2438,28 1,25 0,05% 0,723
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SCOTT, 1999) e de Sloan (1989), considerando o nuimero de vezes que a
heuristica obteve o melhor resultado. Em relagao a reducao de largura de
banda, considerando a mesma métrica, a heuristica RCM-GL apresentou os
melhores resultados. Além disso, é possivel verificar que a heuristica que

apresentou o menor custo computacional foi a heuristica RBFS-GL.

5.2 Resultados de resolugoes de sistemas de equagoes lineares

com o MGC-ICO0

Nesta secao, sao apresentados os resultados das resolugoes dos
sistemas de equacotes lineares dos conjuntos de instancias apresentados na
secao 4.1, por meio do MGC-ICO0, com e sem as reducoes de largura de banda
e de profile dadas pela aplicagdo das heuristicas testadas. Nas Subsecoes
5.2.1 e 5.2.2, sao mostrados os resultados das resolucoes dos sistemas de
equacoes lineares oriundos da discretizagao das equagoes da conducao do
calor e de Laplace, respectivamente. Na subsecao 5.2.3, sao mostrados os
resultados das resolucoes dos sistemas de equagoes lineares of the University
of Florida sparse-matrixz collection.

As tabelas mostradas nesta secao com os resultados do MGC-
ICO sao estruturadas como a seguir. Na primeira coluna, é exibida a
dimensao n da matriz de coeficientes do respectivo sistema de equacoes
lineares (ntimero de vértices do grafo) ou o nome da instancia da University
of Florida sparse-matriz collection. Na segunda coluna, ha o nome da
heuristica utilizada para redugoes de profile e largura de banda. Os
resultados em relacdo ao profile e a largura de banda sdo mostrados na
terceira e quarta colunas, respectivamente. Na quinta e sexta colunas, sao

apresentados, respectivamente, os resultados das heuristicas em relagao ao



126

custo computacional, em segundos, e a ocupagao de memoria, em mebibytes.
Os custos computacionais do IC0O e do MGC precondicionado sao mostrados
separadamente, na sétima e oitava colunas. Decidiu-se discriminar esses
dados, pois as renumeracoes produzidas pelas heuristicas também afetam o
custo computacional do IC0. O nimero de iteragoes e o custo computacional
total, em segundos, do MGC-ICO, sdao mostrados na nona e décima
colunas. Os desvios padroes e os coeficientes de variacao, referentes ao
custo computacional total do MGC-IC0, sao mostrados na décima primeira
e décima segunda colunas. Note que é mostrado “Sem renumeracao” na
primeira linha do conjunto de simulacGes para cada instancia. Isso significa
que nenhuma heuristica de reordenagao foi utilizada. Com esse resultado,
¢é possivel verificar o speedup obtido por meio da utilizacao da heuristica de
reordenacao, que consiste na divisdo do tempo de execucao do MGC-IC0O
somado ao tempo de execucdo da heuristica pelo tempo de execucao do
MGC-ICO sem a utilizacao de heuristica para reordenagao, e é mostrado na

ultima coluna.

5.2.1 Instancias oriundas da discretizagao da equacao da

conducao do calor

Os resultados médios obtidos pelo MGC-ICO0 nas instancias oriundas
da discretizagao da equagao da condugao calor sao mostrados nas tabelas
14 e 15. Os speedups do MGC-ICO obtido com aplicacao das heuristicas sao
ilustrados nas figuras 35 e 36.

Observa-se que as heuristicas que apresentaram os melhores
resultados em relacdo as reducgoes de largura de banda e de profile,

considerando o nimero de vezes que a heuristica obteve o melhor resultado,
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Tabela 14 Resolugdo de sistemas de equagdes lineares (de até 23.637 incdgnitas)

pelo MGC-IC0, com renumeragao de vértices dada pelas heuristicas
para redugoes de largura de banda e de profile. Essas simulagoes
foram realizadas na maquina M4 e esses sistemas de equagoes lineares
foram originados de discretizagoes da equagao da conducdo do calor
por volumes finitos.

n Heuristica B pToﬁle% i%;()) MSSHY o C, Speedup
‘Without reordering 4769 9116750 - - 2,29 5,81 144 8,10 0,02 0,26% -
RCM-GL 152 425223 0,005 0 3,24 3,50 92 6,74 0,02 0,34% 1,201
RBFS-GL 165 448906 0,002 0 3,31 3,65 95 6,96 0,06 0,80% 1,163
hGPHH-GL 152 471590 0,006 0 3,29 4,04 106 7,33 0,01 0,19% 1,104
WBRA-GL 198 495965 0,069 1,03 3,31 3,89 101 7,20 0,02 0,33% 1,114

€ Snay 1108 360746 0,285 0,09 3,23 3,16 84 6,39 0,02 0,35% 1,213

® Snay-GL 1123 364222 0,030 0,17 3,23 3,19 85 6,42 0,02 0,33% 1,256
Sloan 882 2097009 0,006 0,17 3,24 3,21 85 6,45 0,02 0,29% 1,255
NSloan 554 448633 0,004 0 3,30 4,04 106 7,33 0,03 0,35% 1,104
Sloan-MGPS 809 299210 0,025 0 3,26 3,26 86 6,52 0,02 0,37% 1,238
MPG 1084 305791 0,006 0,17 3,24 3,44 91 6,67 0,02 0,36% 1,213
Hu-Scott 2350 398032 331,284 100,47 3,22 3,28 89 6,50 0,02 0,24% 0,024
Without reordering 10626 45314579 . 11,77 20,69 206 32,46 0,27 0,82% .
RCM-GL 242 1504910 0,014 0 16,71 11,36 133 28,07 0,28 1,01% 1,156
RBFS-GL 241 1455453 0,007 0 15,86 11,77 137 27,63 0,11 0,42% 1,175
hGPHH-GL 249 1645616 0,015 0 15,32 12,96 152 28,28 0,10 0,34% 1,147

% WBRA-GL 300 1641665 0,203 2,58 15,74 12,44 145 28,18 0,22 0,77% 1,144

= Snay 1418 1087614 0,880 0,26 16,07 10,25 121 26,33 0,12 0,44% 1,193

S Snay-GL 1391 1127110 0,100 0,26 16,17 10,26 121 26,44 0,27 1,01% 1,223
Sloan 1415 1041059 0,020 0,26 16,15 10,53 124 26,67 0,28 1,03% 1,216
NSloan 1191 1525236 0,010 0,17 16,51 13,05 150 29,56 0,11 0,36% 1,098
Sloan-MGPS 1521 1056012 0,100 0,26 16,21 10,61 124 26,82 0,16 0,60% 1,206
MPG 2087 1099888 0,020 0,17 16,12 11,30 133 27,42 0,12 0,43% 1,183
Without reordering 23167 216212086 - - 71,05 70,76 302 141,81 2,21 1,56% -
RCM-GL 367 4913698 0,050 0 93,52 36,80 192 130,32 0,45 0,35% 1,088
RBFS-GL 355 4786316 0,020 0 93,43 38,12 198 131,55 0,73 0,56% 1,078
hGPHH-GL 376 5521227 0,050 0 90,82 41,63 219 132,45 0,29 0,22% 1,070

iz WBRA-GL 671 5597225 0,710 7,73 92,58 39,99 208 132,57 0,78 0,59% 1,064

9 Snay 1823 3413219 2,940 0,69 94,68 32,67 176 127,35 0,76 0,60% 1,088

2 Snay-GL 1841 3580526 0,310 0,51 94,92 32,62 176 127,55 0,02 0,02% 1,109
Sloan 2973 3578074 0,080 0,60 95,48 33,07 177 128,55 1,60 1,25% 1,102
NSloan 1590 5012507 0,030 0,26 97,29 41,49 217 138,78 0,37 0,27% 1,022
Sloan-MGPS 2713 3565599 0,330 0,26 95,80 33,46 178 129,26 0,90 0,70% 1,094

MPG 3060 3493791 0,060 0,34 95,71 35,80 193 131,51 0,56 0,43% 1,078
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Tabela 15 Resolugdo de sistemas de equacoes lineares (de 50.592 a 495.853
incégnitas) pelo MGC-IC0, com renumeragao de vértices dada pelas

heuristicas para redugoes de largura de banda e de profile.

Essas

simulacoes foram realizadas na maquina M4 e esses sistemas de
equagoes lineares foram originados de discretizagbes da equacao da
conducgao do calor por volumes finitos.

n Heuristica B proﬁle% iZ‘; M‘SS% o C, Speedup
Sem renum, 50461 1020411959 - - 383,76 220,27 431 604,03 0,83 0,14% -
RCM-GL 553 16182346 0,11 0 479,33 115,46 278 594,79 4,01 0,67%  1,0150
RBFS-GL 541 16420191 0,06 0 478,28 118,42 283 596,70 3,01 0,50% 1,0120
hGPHH-GL 547 18159371 0,12 0 471,42 128,22 314 599,64 0,15 0,03% 1,0070

Q WBRA-GL 706 18363549 2,49 15,98 478,02 125,58 301 603,60 2,57 0,43%  0,9970

? Snay 2928 10727635 9,33 1,38 481,77 102,84 257 584,61 1,02 0,17% 1,0170

2 Snay-GL 2953 10825865 0,97 1,03 481,69 102,65 256 584,35 1,81 0,31% 1,0320
Sloan 4590 11711775 0,24 1,12 489,28 104,06 258 593,34 1,05 0,18%  1,0180
NSloan 2568 16461468 0,08 1,12 498,61 131,84 316 630,45 3,18 0,50%  0,9580
Sloan-MGPS 5150 11866029 1,22 1,12 489,88 104,47 255 594,35 2,83 0,48%  1,0140
MPG 6604 11565237 0,14 1,12 492,15 110,73 275 602,89 2,37 0,39%  1,0020
Sem renum, 108216 4725435534 - - 1963,07 702,21 627 2665,28 3,56 0,13% -
RCM-GL 911 55350648 0,25 0 2184,5 351,83 400 2536,34 6,95 0,27%  1,0510
RBFS-GL 907 55649180 0,13 0 2166,44 357,33 408 2523,77 2,04 0,08% 1,0560
hGPHH-GL 885 59355159 0,27 0 2177,27 399,50 452 2576,77 3,39 0,13%  1,0340

2 WBRA-GL 1764 61146321 9,31 26,55 2164,43 375,23 428 2539,66 3,87 0,15%  1,0460

2 Snay 3887 33205366 28,59 2,92 2248,01 317,88 369 2565,89 10,85 0,42%  1,0270

S Snay-GL 4363 34535667 2,98 2,58 2254,04 315,62 366  2569,67 8,47 0,33%  1,0360
Sloan 8243 36198196 0,73 2,75 2305,87 321,32 370 2627,19 9,67 0,37%  1,0140
NSloan 8680 52203136 0,23 2,75 2322,17 408,26 453 2730,42 21,82 0,80%  0,9760
Sloan-MGPS 7700 36496358 4,00 2,75 2309,2 327,70 371 2636,90 17,16 0,65% 1,0090
MPG 14267 36552907 0,33 2,75 2297,64 344,29 396 2641,93 11,17 0,42%  1,0090
Sem renum, 231672 21652820640 - - 9338,85 2167,06 908 11505,91 19,05 0,17% -
RCM-GL 1231 168178362 0,55 0 9726,02 1080,58 573 10806,60 21,12 0,20% 1,0650
RBFS-GL 1275 167101014 0,28 0 9731,16 1125,55 595 10856,70 8,85 0,08%  1,0600
hGPHH-GL 1228 180118365 0,63 0 9810,81 1239,59 654 11050,40 3,65 0,03%  1,0410

N WBRA-GL 1958 184101780 30,14 65,74 9751,17 1177,3 621 10928,47 13,14 0,12%  1,0500

S Snay 5818 99995456 92,28 6,34 10023,30 986,05 533 11009,34 36,06 0,33%  1,0360

% Snay-GL 5928 101242969 9,55 5,22 10016,25 985,42 532 11001,67 4,26 0,04% 1,0450
Sloan 26898 121163861 2,59 5,22 10257,78 995,94 534 11253,72 23,31 0,21%  1,0220
NSloan 12010 166693574 0,45 5,22 10396,03 1274,85 657 11670,89 61,79 0,53%  0,9860
Sloan-MGPS 26456 122023395 14,85 5,13 10424,15 1014,25 534 11438,41 50,49 0,44% 1,0050
MPG 25623 117501685 0,80 5,22 10279,02 1070,18 574 11349,20 10,50 0,09% 1,0140

% Sem renum, 492100 97893937993 - - 31921,28 4952,97 1322 36874,24 15,12 0,04% -

B RCM-GL 2050 564919856 0,79 0 37319,27 2698,11 834 40017,38 40,90 0,10% 0,9214

Q RBFS-GL 1832 547906746 0,39 0 37280,46 2769,42 856 40049,88 25,22 0,06%  0,9207

< Snay-GL 9745 324635599 25,30 11,79 37891,73 2431,46 771 40323,19 45,04 0,36% 0,9139

ISimulacdes realizadas na maquina M1.
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instancias originadas de discretizacoes da equacao da conducao do calor
por volumes finitos, mostrados nas tabelas 14 e 15. Os testes realizados
nao foram continuos, e as linhas tracejadas indicam tendéncia.

RCM-GL
RBFS-GL
W Snay-GL
M Sloan
I ® Sloan-MGPS

4846 10728 23367 50592 108683 232052 492853

Numero de vértices

Speedup do MGC-ICO obtido com aplicacdo das 5 heuristicas com
os melhores resultados, nas instancias originadas de discretizacoes da

equagao da condugao do calor por volumes finitos, mostrados nas
tabelas 14 e 15.
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foram as heuristicas RBFS-GL e de Snay (1976), respectivamente. Em
relacdo ao consumo de memoria e ao tempo de execucao, os resultados
apresentados pelas heuristicas foram similares aos resultados mostrados na
secao 5.1, uma vez que foram utilizadas as mesmas instancias para teste.

Em relacao a redugao do custo computacional do MGC-IC0, observa-
se que a heuristica de Hu e Scott (2001) e os métodos de trocas adjacentes
(REID; SCOTT, 2002), aplicados em conjunto com as demais heuristicas,
foram superados por varias heuristicas quando aplicados & instancia de
4.846 vértices. Portanto, a heuristica de Hu e Scott (2001) e os métodos de
trocas adjacentes nao foram aplicados nas instancias maiores e nos demais
conjuntos de dados. Além disso, observa-se que a heuristica Snay-GL obteve
o melhor resultado nas instancias de até 50.592 vértices, e as heuristicas
RBFS-GL e RCM-GL obtiveram os melhores resultados nas instancias
de 108.683 e 232.052 vértices, respectivamente. Essas heuristicas foram
aplicadas a instancia de 492.853 vértices, porém essas simulagoes resultaram
em speedup negativos.

Com as redugoes de largura de banda de profile, ocorreu a reducao
do custo computacional do MGC-ICO. Porém, a reducao do custo
computacional do MGC-ICO nao ocorreu de forma proporcional as redugoes
de largura de banda e de profile. Ainda, em relagao ao MGC-ICO0, observa-se
que ha uma variacao significativa no nimero de iteragoes com as reducoes

de largura de banda e de profile.

5.2.2 Instancias oriundas da discretizagao da equacao de Laplace

Os resultados médios obtidos pelo MGC-ICO0 nas instancias oriundas

da discretizacao da equacao de Laplace, com numeracao das linhas de forma
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Figura 37 Speedup do MGC-ICO obtido com aplicacdo das heuristicas, nas
instancias originadas de discretizagoes da equacao de Laplace por
volumes finitos, com numeragao das linhas dada de forma aleatdria,
mostrado nas tabelas 16 e 17. Os testes realizados nao foram continuos,
e as linhas tracejadas indicam tendéncia.

aleatéria, sao mostrados nas tabelas 16 e 17, e os speedups do MGC-1CO
obtido com aplicagao das heuristicas sao ilustrados nas figuras 37 e 38.
Os resultados médios obtidos pelo MGC-ICO nas instancias oriundas da
discretizacao da equacao de Laplace, com numeragao das linhas dada pela
curva de Sierpinski modificada, sao mostrados nas tabelas 18 e 19, e os
speedups do MGC-ICO obtido com aplicagdo das heuristicas sao ilustrados
nas figuras 39 e 40.

Observa-se que as heuristicas que apresentaram os melhores
resultados em relacdo as reducgoes de largura de banda e de profile,
considerando o nimero de vezes que a heuristica obteve o melhor resultado,
foram as heuristicas RCM-GL e de Sloan (1989), respectivamente. A
heuristica RCM-GL obteve os melhores resultados em relagao a redugao do
custo computacional do MGC-IC0 nesses dois conjuntos de instancias. Em
particular, a heuristica Snay foi testada apenas nas trés menores instancias

de cada conjunto, pois os seus resultados, em relacao a reducao do custo
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Tabela 16 Resolucao de sistemas de equagdes lineares (de até 34,238 incégnitas)
pelo MGC-IC0, com renumeragao de vértices dada pelas heuristicas
para reducoes de largura de banda e de profile. Essas simulagoes foram
realizadas na maquina M1 e esses sistemas de equagoes lineares foram
originados de discretizacoes da equagao de Laplace por volumes finitos,
com numeragao das linhas dada de forma aleatéria.

n Heuristica B pmﬁle% i?s()) Mgg% C, Speedup
Sem renum, 7248 16083308 - _ 3,36 7,66 271 11,010,010,06% B
RCM-GL 80 397878 0,005 0 4,17 5,19 201 9,360,010,12% 1,176
RBFS-GL 80 398377 0,003 0 4,16 556 202 9,720,010,06% 1,132
hGPHH-GL 80 406461 0,006 0 4,18 5,36 208 9,55 0,02 0,24% 1,152

~ WBRA-GL 154 412219 0,051 0,73 4,18 5,64 205 9,82 0,04 0,43% 1,115

& Snay 1853 448728 0,240 0,26 4,73 7,02 199 11,76 0,28 2,39% 0,918

™ Snay-GL 1852 448722 0,030 0,26 4,53 7,03 199 11,56 0,07 0,59% 0,950
Sloan 407 377055 0,010 0,17 4,52 7,01 199 11,530,020,19% 0,954
NSloan 178 425289 0,004 0,17 4,57 7,25 204 11,810,010,12% 0,932
Sloan-MGPS 296 374434 0,031 0,17 4,52 6,98197 11,500,080,71% 0,955
MPG 846 610304 0,010 0,17 4,39 8,15 228 12,54 0,09 0,75% 0,877
Sem renum, 15902 76482022 - - 19,38 25,79 396 45,17 0,08 0,17% -
RCM-GL 120 1149124 0,020 0 24,4516,56 200 41,010,040,11% 1,101
RBFS-GL 124 1148009 0,010 0 24,58 17,87 291 42,450,04 0,09% 1,064
hGPHH-GL 121 1219929 0,020 0 24,21 17,26 304 41,47 0,07 0,16% 1,089

<+ WBRA-GL 176 1233347 0,110 1,29 24,71 18,76 305 43,46 0,04 0,10% 1,037

%Snay 5862 1586436 1,030 0,43 23,33 21,75 281 45,08 0,24 0,52% 0,980

— Snay-GL 6290 1629561 0,110 0,34 23,54 21,85 282 45,39 0,13 0,29% 0,993
Sloan 477 982724 0,030 0,26 23,66 22,10 286 45,76 0,24 0,53% 0,986
NSloan 218 1222337 0,010 0,26 23,71 23,37 298 47,090,150,31% 0,959
Sloan-MGPS 473 1003462 0,100 0,26 23,58 22,15 284 45,72 0,11 0,23% 0,986
MPG 1222 1587797 0,030 0,26 23,44 25,36 323 48,800,370,76% 0,925
Sem renum, 34609 357518296 - 7108,04 81,50 565 189,53 0,60 0,32% .
RCM-GL 192 3413888 0,040 0125,85 50,13 411 175,98 0,47 0,27% 1,077
RBFS-GL 191 3416318 0,020 0126,75 52,36 412 179,110,750,42% 1,058
hGPHH-GL 193 3756415 0,040 0125,15 52,87 434 178,02 0,03 0,02% 1,064

oo WBRA-GL 267 3750738 0,290 2,90 127,10 54,89 431 181,99 0,67 0,37% 1,040

§Snay 21625 5150148 5,500 0,95 127,70 67,00 391 194,70 1,36 0,70% 0,947

 Snay-GL 21625 5153902 0,560 0,86 128,33 66,80 391 195,130,34 0,17% 0,969
Sloan 917 2578022 0,060 0,77 128,93 67,54 395 196,46 0,94 0,48% 0,964
NSloan 366 3608451 0,030 0,86 128,03 72,94 419 200,98 0,70 0,35% 0,943
Sloan-MGPS 845 2672048 0,300 0,86 129,25 67,08 388 196,331,240,63% 0,964
MPG 2111 3965061 0,060 0,86 129,23 77,49 448 206,72 0,42 0,20% 0,917
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Tabela 17 Resolucao de sistemas de equagdes lineares (de 75,542 a 277,118
incégnitas) pelo MGC-IC0, com renumeragao de vértices dada pelas

heuristicas para reducoes de largura de banda e de profile.

Essas

simulagoes foram realizadas na maquina M1 e esses sistemas de
equagoes lineares foram originados de discretizagoes da equacao de
Laplace por volumes finitos, com numeracao das linhas dada de forma

aleatoria.

n Heuristica B pmﬁle% i?s? Mﬁg% c C, Speedup
Sem renum. 75490 1744941733 - - 590,68 268,22 815 858,91 1,15 0,13% -
RCM-GL 275 12096902 0,09 0 621,62 164,43 607 786,05 0,65 0,08% 1,093
RBFS-GL 275 12128940 0,04 0 624,21 168,84 616 793,05 1,40 0,18% 1,083
hGPHH-GL 277 13793938 0,10 0 624,75 179,41 663 804,16 0,14 0,02% 1,068

g WBRA-GL 459 13739132 0,87 6,72 627,12 175,33 639 802,45 1,52 0,19% 1,069

v Snay 47789 28972039 38,00 2,20 638,59 210,94 567 849,53 0,93 0,11% 0,968

2 Snay-GL 47833 28978947 3,36 1,03 639,07 210,36 566 849,43 1,35 0,16% 1,007
Sloan 1521 8981209 0,18 1,11 646,83 213,75 572 860,58 5,46 0,63% 0,998
NSloan 533 12805775 0,07 1,11 645,73 239,81 628 885,54 2,39 0,27% 0,970
Sloan-MGPS 1236 9245713 1,05 1,11 645,84 215,07 568 860,90 1,98 0,23% 0,996
MPG 4020 14107424 0,15 1,11 649,90 246,83 653 896,73 5,38 0,60% 0,958
Sem renum. 101583 3169282786 - - 1093,56 405,13 907 1498,68 0,13 0,01% -
RCM-GL 407 21336387 0,13 0 1126,20 248,99 670 1375,19 0,64 0,05% 1,090
RBFS-GL 406 21346316 0,06 0 1127,17 253,62 676 1380,79 0,71 0,05% 1,085
hGPHH-GL 408 23967214 0,13 0 1123,87 265,42 716 1389,29 1,81 0,13% 1,079

$ WBRA-GL 697 24026871 1,53 7,50 1128,75 262,94 701 1391,70 2,27 0,16% 1,076

& Snay 64553 45830895 61,65 2,91 1155,45 317,39 632 1472,85 3,70 0,25% 0,977

S Snay-GL 64282 45857748 5,85 2,49 1154,29 318,10 634 1472,40 0,41 0,03% 1,014
Sloan 8624 15003839 0,34 2,58 1176,73 321,63 640 1498,36 0,09 0,01% 1,000
NSloan 7730 21163363 0,09 2,58 1164,64 352,38 685 1517,02 8,25 0,54% 0,988
Sloan-MGPS 8420 15400014 1,98 2,58 1180,21 323,12 635 1503,33 7,40 0,49% 0,996
MPG 10570 24189624 0,24 2,58 1184,92 368,18 723 1553,09 0,60 0,04% 0,965
Sem renum. 191738 11329772559 - ~ 4115,15 1045,04 1215 5160,18 10,96 0,21% B
RCM-GL 360 42577946 0,24 0 4029,35 641,39 909 4670,73 3,90 0,08% 1,105
RBFS-GL 360 42627911 0,11 0 4036,74 659,31 927 4696,05 4,22 0,09% 1,099
hGPHH-GL 364 48325681 0,26 0 4056,77 704,00 1000 4760,77 3,95 0,08% 1,084

2 WBRA-GL 616 48302407 3,26 13,65 4062,07 695,39 975 4757,46 3,26 0,07% 1,084

S Snay 112715 158031137 290,69 5,75 4185,27 823,49 853 5008,76 14,58 0,29% 0,974

9 Snay-GL 120095 160105234 27,40 4,53 4190,03 819,54 849 5009,57 6,11 0,12% 1,024
Sloan 1963 30916661 0,76 4,62 4218,95 839,61 866 5058,56 18,91 0,37% 1,020
NSloan 753 44591269 0,17 4,62 4223,12 925,10 932 5148,22 8,17 0,16% 1,002
Sloan-MGPS 1733 31860210 4,35 4,62 4248,93 842,24 857 5091,17 33,18 0,65% 1,013
MPG 5366 47979879 0,47 4,62 4240,38 952,53 971 5192,91 28,96 0,56% 0,994
Sem renum. 277019 23512579029 - - 8562,78 1765,92 1430 10328,70 3,22 0,03% -
RCM-GL 420 74697812 0,34 0 8371,11 1075,95 1066 9447,06 7,03 0,07% 1,093
RBFS-GL 419 74759303 0,17 0 8387,01 1095,76 1078 9482,77 2,16 0,02% 1,089
hGPHH-GL 425 84682829 0,38 0 8415,59 1177,67 1168 9593,26 5,38 0,06% 1,077

© WBRA-GL 714 84487732 6,16 18,47 8421,79 1163,83 1146 9585,62 3,27 0,03% 1,077

< Snay 107539 310401674 554,91 9,82 9001,44 1372,94 1003 10374,38 8,44 0,08% 0,945

g Snay-GL 107563 310418685 48,78 5,52 8997,83 1362,75 997 10360,58 18,90 0,18% 0,992
Sloan 2243 55586225 1,22 5,60 9070,26 1392,47 1012 10462,73 14,92 0,14% 0,987
NSloan 908 77425832 0,26 5,60 9054,98 1535,26 1086 10590,24 66,37 0,63% 0,975
Sloan-MGPS 2094 57033429 7,39 5,60 9206,05 1398,90 1001 10604,95 68,30 0,64% 0,973
MPG 6920 89231836 0,81 5,60 9113,18 1575,63 1128 10688,81 43,96 0,41% 0,966
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Figura 38 Speedup do MGC-ICO obtido com aplicacao das 5 heuristicas com
melhores resultados, nas instancias originadas de discretizacoes da
equagao de Laplace por volumes finitos, com numeracao das linhas
dada de forma aleatéria, mostrado nas tabelas 16 e 17.
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)
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Figura 39 Speedup do MGC-ICO obtido com aplicagao das heuristicas, nas
instancias originadas de discretizagoes da equacao de Laplace por
volumes finitos, com numeracdo das linhas dada pela curva de
Sierpiriski modificada, mostrado nas tabelas 18 e 19. Os testes
realizados nao foram continuos, e as linhas tracejadas indicam
tendéncia.
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Tabela 18 Resolugao de sistemas de equagdes lineares (de até 68,414 incdgnitas)
pelo MGC-IC0, com renumeracao de vértices dada pelas heuristicas
para redugoes de largura de banda e de profile. Essas simulagoes foram
realizadas na maquina M2 e esses sistemas de equacoes lineares foram
originados de discretizagoes da equacao de Laplace por volumes finitos,
com numeragao das linhas dada pela curva de Sierpinski modificada.

B rofile Heuristica IC0O0 MGC MGC-ICO
ProjMe ey m.(MiB)  t(s)  t(s)Tter.  t(s)

Sem renum, 16921 1710910 33,24 25,79 295 59,06 0,14 0,25% -

n Heuristica C, Speedup

RCM-GL 115 1253675 0,018 0 32,69 26,09 299 58,780,220,38% 1,004
RBFS-GL 115 1255425 0,007 0 32,70 26,28 300 58,980,040,07% 1,001
hGPHH-GL 118 1322460 0,019 0 32,72 27,14 311 59,860,080,13% 0,986
~ WBRA-GL 176 1326189 0,176 1,55 32,88 27,25 311 60,130,490,81% 0,979
& Snay 5939 1505964 1,555 0,52 34,17 35,74 289 69,910,080,11% 0,826
= Snay-GL 5569 1529357 0,161 0,34 34,28 3558288 69,860,130,18% 0,843
Sloan 5711074341 0,025 0,34 34,45 36,39 293 70,840,160,23% 0,333
NSloan 229 1336588 0,010 0,17 34,26 38,22 306 72,480,180,25% 0,815
Sloan-MGPS 485 1093937 0,120 0,17 34,25 36,32 291 70,57 0,130,19% 0,835
MPG 1214 1752814 0,031 0,34 34,53 41,49 332 76,010,190,25% 0,777
Sem renum, 38715 6309342 - -101,46 92,62 437 283,72 0,11 0,04% -
RCM-GL 195 4377424 0,040 019505 92,86 446 287,910,130,05% 0,985
RBFS-GL 198 4380812 0,020 019534 93,58 448 288,920,480,16% 0,982
hGPHH-GL 197 4773104 0,040 0194,25 97,22 467 291,460,340,12% 0,973
© WBRA-GL 280 4762429 0,560  3,35195,02 95,60 458 290,63 0,27 0,00% 0,974
E Snay 22597 6548607 8,630 1,18 187,98 125,52 424 313,50 0,280,09% 0,881
= Snay-GL 22573 6567001 0,870 1,03187,82 124,68 421 312,500,20 0,06% 0,905
Sloan 830 3342182 0,080 1,03 187,89 126,29 426 314,180,500,16% 0,903
NSloan 364 4632710 0,030 1,03 188,36 136,61 455 324,96 0,28 0,08% 0,873
Sloan-MGPS 831 3461255 0,430 1,03 187,72 125,06 419 312,77 0,46 0,15% 0,906
MPG 2358 5222214 0,080 1,03 189,70 145,88 489 335,580,110,03% 0,845
Sem renum, 68413 14882117 - ~621,85 205,26 567 827,12 0,52 0,06% -
RCM-GL 238 9598308 0,080 0624,12 218,25 589 842,370,330,04% 0,982
RBFS-GL 241 9608251 0,040 0625,43 220,47 593 845,90 1,58 0,19% 0,978
hGPHH-GL 23810712844 0,090 0622,24 232,47 628 854,712,070,24% 0,968
+«WBRA-GL 31510703573 1,220 5,15 625,37 230,36 620 855,731,080,13% 0,965
S Snay 43837 21823074 42,100  2,22625,85 282,38 549 908,23 0,54 0,06% 0,870
© Snay-GL 43854 21828427 4,210 1,46 626,16 284,38 553 910,55 3,320,36% 0,904
Sloan 1284 7093207 0,170 1,03 627,52 290,70 562 918,221,040,11% 0,901
NSloan 446 10132670 0,060 1,03 629,22 314,48 599 943,701,590,17% 0,876

Sloan-MGPS 1082 7326579 0,970 1,46 627,47 288,27 555 915,74 1,080,12% 0,902
MPG 2811 11460778 0,160 1,03 637,07 332,47 642 969,54 1,290,13% 0,853
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Tabela 19 Resolugdo de sistemas de equagdes lineares (de 105,764 a 467,504
incégnitas) pelo MGC-IC0, com renumeragdo de vértices dada pelas
heuristicas para reducoes de largura de banda e de profile. Essas
simulagoes foram realizadas na mdquina M2 e esses sistemas de
equagoes lineares foram originados de discretizagoes da equagao de
Laplace por volumes finitos, com numeracao das linhas dada pela curva
de Sierpiriski modificada.

n Heuristica B pwﬁle‘ﬁ%T i(cs(; MSS% o C, Speedup
Sem renum, 105763 29560801 - - 1708,76 396,11 691 2104,87 1,82 0,09% -
RCM-GL 306 18161623 0,13 0 1612,34 406,62 705 2018,96 2,23 0,11% 1,042
RBFS-GL 306 18183385 0,07 0 1609,20 417,28 721 2026,48 1,23 0,06% 1,039
hGPHH-GL 308 20752577 0,15 0 1604,55 456,04 790 2060,59 3,18 0,15% 1,021

¥ WBRA-GL 522 20711096 2,28 8,25 1608,44 442,96 766 205140 1,31 0,06% 1,025

& Snay-GL 49982 48279650 9,06 2,40 164545 530,72 674 2176,17 3,12 0,14% 0,963

S Sloan 1756 13247712 0,32 2,32 1602,37 540,96 677 2143,33 1,62 0,08% 0,982
NSloan 602 19321158 0,10 2,40 1592,96 595,91 732 2188,87 6,38 0,29% 0,962
Sloan-MGPS 1516 13690853 1,87 2,40 1605,13 540,45 671 2145,58 3,56 0,17% 0,980
MPG 4447 20523176 0,27 2,40 1669,39 607,16 759 2276,55 1,93 0,08% 0,924
Sem renum, 237085 115804392 B ~ 8532,65 1228,89 056 9761,54 4,66 0,05% B
RCM-GL 391 56621430 0,29 0 822328 1288,89 991 9512,17 2,56 0,03% 1,026
RBFS-GL 392 56725752 0,15 0 8217,34 1319,85 1014 9537,19 5,65 0,06% 1,024
hGPHH-GL 398 64285994 0,34 0 8223,60 1429,04 1102 9652,64 5,12 0,05% 1,011

g WBRA-GL 672 64236202 6,87 15,47 8206,33 1402,49 1078 9608,82 7,11 0,07% 1,015

S Snay-GL 116472 215858651 48,28 6,51 8711,43 1685,10 933 10396,53 7,12 0,07% 0,935

2 Sloan 2044 41300756 1,01 6,53 8530,52 1692,31 949 10222,83 15,36 0,15% 0,955
NSloan 812 58999595 0,24 6,44 8347,22 1868,54 1020 10215,76 56,78 0,56% 0,956
Sloan-MGPS 1898 42561396 6,12 6,45 8427,26 1687,15 935 10114,41 26,85 0,27% 0,965
MPG 5707 64716730 0,76 6,45 8894,88 1946,72 1063 10841,60 11,18 0,10% 0,900
Sem renum, 467503 382386929 - - 32586,49 2948,99 1180 35535,49 8,21 0,02% -
RCM-GL 448 130166482 0,58 0 32069,17 3305,69 1321 35374,85 29,53 0,08% 1,005
RBFS-GL 450 130399787 0,31 0 32114,15 3265,03 1304 35379,18 11,09 0,03% 1,004
hGPHH-GL 452 149122278 0,67 0 31984,63 3762,82 1473 35747,46 12,43 0,03% 0,994

g WBRA-GL 722 148936289 16,04 25,97 32106,75 3595,98 1438 35702,73 3,07 0,01% 0,995

12 Snay-GL 133459 911700269 238,78 11,06 32920,95 4156,13 1187 37077,08 513,99 1,39% 0,952

£ Sloan 2498 95551358 2,34 11,38 32804,87 4238,19 1209 37043,06 44,67 0,12% 0,959
NSloan 914 135038141 0,47 11,23 33583,17 4808,06 1317 38391,23 376,48 0,98% 0,926
Sloan-MGPS 2291 98184536 14,22 11,27 34070,09 4335,46 1218 38405,55 229,96 0,60% 0,925
MPG 7842 152632760 1,64 11,02 34432,05 4891,75 1379 39323,80 606,08 1,54% 0,904
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Figura 40 Speedup do MGC-ICO obtido com aplicagdo das 4 heuristicas com
melhores resultados, nas instancias originadas de discretizacoes da
equagao de Laplace por volumes finitos, com numeracao das linhas
dada pela curva de Sierpinski modificada, mostrado nas tabelas 18 e
19.

computacional do MGC-ICO, foram superados pelos resultados da heuristica
Snay-GL, conforme pode ser verificado nas tabelas 16 e 18. As ocupacgoes
de memoérias das heuristicas foram similares as ocupagoes de memorias
ilustradas nas figuras 31 e 33 mostradas na subsegao 5.1.2, uma vez que
as instancias utilizadas foram as mesmas.

E possivel verificar que, de maneira geral, as redugobes do custo
computacional do MGC-ICO com as redugoes de largura de banda e de
profile nas instancias oriundas da discretizacdo da equacdo de Laplace,
ordenadas pela curva de Siérpinski modificada, foram significativamente
menores em relacao aos resultados obtidos com as instancias ordenadas
de forma aleatéria. Aparentemente, o precondicionador ICO gera uma
matriz precondicionadora melhor quando o sistema de equacgoes lineares
¢ montado por uma curva de preenchimento de espago, como a curva de
Sierpinski modificada (considerando que a curva de preenchimento de espago

proporciona localidade de memdria). Isso porque, com as renumeragoes
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realizadas pelas heuristicas, o niimero de iteragoes do MGC-IC0O aumentou

em quase todas as instancias.

5.2.3 Instancias da University of Florida sparse-matrix

collection

No conjunto de instancias da University of Florida sparse-
matriz collection, foram testadas 7 heuristicas para reducoes de largura
de banda e de profile: RCM-GL (GEORGE; LIU, 1981), RBFS-GL
(CHAGAS, 2015), hGPHH-GL (KOOHESTANI; POLI, 2011), Snay-
GL, de Sloan (SLOAN, 1989), Sloan-MGPS (REID e SCOTT, 1999)
e MPG (MEDEIROS; PIMENTA; GOLDENBERG, 1993), pois foram
as heuristicas que apresentaram os melhores resultados no conjunto de
instancias oriundas da discretizacao da equacao do calor e nos conjuntos
de instancias oriundas da discretizacao da equagao de Laplace. E possivel
verificar, nos resultados mostrados nas tabelas 14 e 15, que a heuristica
Snay foi dominada pela heuristica Snay-GL quando aplicada para redugao
do custo computacional do MGC-ICO. Em particular, as heuristicas Sloan,
MPG, Sloan-MGPS e Snay-GL apresentaram resultados competitivos em
relacdo a redugao do custo computacional do MGC-ICO nas instancias
oriundas da discretizagao da equagao da conducgao do calor, como pode
ser observado nos resultados mostrados nas tabelas 14 e 15.

Os resultados médios obtidos pelo MGC-ICO nessas 11 instancias
sao mostrados nas tabelas 20 e 21. A heuristica Snay-GL obteve os
melhores resultados em relacao a redugao do custo computacional do MGC-
ICO0 quando aplicada as instancias nasa4704, Pres_Poisson, e thermall.

A heuristica. hGPHH-GL obteve os melhores resultados quando aplicada
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as instancias nasa2910, 2cubes_sphere, e offshore. A heuristica Sloan-
MGPS obteve os melhores resultados quando aplicada as instancias raefsky4
(obtendo um fator de speedup de 27,147) e olafu. A heuristica RBFS-GL
foi a tnica heuristica resultou em uma reducao do custo computacional do
MGC-ICO quando aplicado na instancia sts4098. Nas instancias nasal824
e nasasrb, ndo foram obtidos fatores positivos de speedup pelas heuristicas.
Além disso, a partir dos resultados obtidos nas instancias nasal1824 e
nasasrb, é possivel verificar que fatores negativos de speedup podem ser
obtidos nao for usada uma heuristica adequada para a reordenacao da

instancia em que esta sendo aplicada.

5.3 Resumo dos resultados das resolucoes de sistemas de

equacoes lineares com o MGCPJ e com o MGC-ICO

Na tabela 22, é apresentado um resumo dos resultados das resolugoes
de sistemas de equacoes lineares, com o0 MGCPJ e com o MGC-IC0, em
cada conjunto de instancias utilizado. Para cada conjunto de instancias,
sao indicadas as heuristicas que proporcionaram o maior valor de speedup
para o MGCPJ e para o MGC-IC0. Ainda, para o conjunto de instancias
da University of Florida sparse-matriz collection, é mostrado o nimero de
instancias em que as heuristicas indicadas proporcionaram a maior redugao

do custo computacional do MGCPJ e do MGC-ICO0.
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Tabela 20 Resultados de resolucoes de sistemas de equacoes lineares, com o

MGC-ICO, e com renumeragao dos vértices dada pelas heuristicas
para redugoes de largura de profile, oriundos das instancias nasal824,
nasa2910, sts4098, mnasa4704, Pres_Poisson e olafu do conjunto
de dados da University of Florida sparse-matriz collection. Estas
simulagoes foram realizadas nas maquinas M1 (olafu) e M3 (nasa1824,
nasa2910, sts4098, nasa4 704 e Pres_Poisson).

Inst. Heuristica B ;m"oﬁle‘tl({g%ls.m&%y 1?5()) MSS% o C, Speedup
Sem renum. 239 205547 0,89 5,08 231 5,97 0,15 2,49% -
RCM-GL 277 233341 0,006 0 1,00 15,15 680 16,15 3,63 22,46% 0,370

« RBFS-GL 282 231228 0,002 0 0,92 12,80 577 13,72 5,08 37,05% 0,435

% hGPHH-GL 294 295102 0,003 0 0,87 9,91 447 10,78 0,61 5,68% 0,553

3 WBRA-GL 239 205547 0,013 0,77 0,91 5,11 231 6,02 0,21 3,49% 0,990

3 Snay-GL 1475 300980 0,026 0 0,99 8,97 401 9,96 0,26 2,63% 0,598

& Sloan 1288 185878 0,004 0 0,98 13,98 627 14,96 2,00 13,38% 0,399
Sloan-MGPS 1164 189173 0,010 0 0,96 14,29 642 15,25 2,54 16,64% 0,391
MPG 1510 525015 0,011 0 0,95 9,89 447 10,84 0,03 0,25% 0,550
Sem renum. 859 525745 6,13 253,36 2910 259,49 0,50 0,19% -
RCM-GL 879 523616 0,020 0 6,09 254,16 2910 260,25 2,07 0,79% 0,997

< RBFS-GL 868 531951 0,010 0 6,10 252,18 2910 258,28 1,67 0,66% 1,005

> hGPHH-GL 869 1289065 0,020 0 5,64 250,65 2910 256,29 0,95 0,37% 1,012

N WBRA-GL 859 525745 0,510 24,83 6,13 252,56 2910 258,69 1,37 0,53% 1,001

3 Snay-GL 2700 2903494 0,170 0 6,46 254,94 2910 261,40 0,08 0,03% 0,992

£ Sloan 2015 456292 0,020 0 6,17 251,74 2910 257,91 1,17 0,45% 1,006
Sloan-MGPS 2010 458040 0,020 0 6,08 250,47 2910 256,55 1,09 0,42% 1,011
MPG 2697 2295308 0,040 0 6,11 256,33 2910 262,44 1,41 0,54% 0,989
Sem renum. 3323 5217389 2,92 6,03 129 8,95 0,30 3,30% -
RCM-GL 1165 2084237 0,007 0 3,53 9,05 198 12,58 0,12 0,95% 0,710
RBFS-GL 1343 2110715 0,002 0 3,68 5,15 115 8,83 0,20 2,21% 1,012

&’ hGPHH-GL 1171 2981815 0,007 0 3,27 32,36 725 35,63 0,18 0,52% 0,251

3 WBRA-GL 1741 3612966 0,627 31,45 3,15 8,11 182 11,27 0,40 3,56% 0,751

4;3 Snay-GL 3928 1955574 0,138 0 4,20 41,53 923 45,73 0,20 0,43% 0,195

i Sloan 3471 529840 0,020 0 3,95 37,39 834 41,34 3,15 7,61% 0,216
Sloan-MGPS 3787 526731 0,080 0 3,93 28,32 633 32,25 3,46 10,74% 0,277
MPG 3729 961548 0,020 0 4,09 34,99 781 39,08 0,49 1,25% 0,229
Sem renum. 4123 917562 6,46 127,79 2041 134,25 0,10 0,08% N
RCM-GL 419 918199 0,009 0 5,96 84,37 1345 90,33 0,40 0,45% 1,486

~ RBFS-GL 419 918078 0,007 0 6,01 139,94 2243 145,95 0,98 0,67% 0,920

N hGPHH-GL 450 1079787 0,008 0 5,95 122,77 1972 128,72 0,54 0,42% 1,043

3 WBRA-GL 423 917562 0,150 6,01 5,97 127,65 2041 133,62 1,00 0,75% 1,004

2 Snay-GL 4009 1195778 0,119 0,09 6,49 85,72 575 42,21 6,79 16,09% 3,172

£ Sloan 3084 834575 0,022 0,00 6,49 244,42 3931 250,91 1,05 0,42% 0,535
Sloan-MGPS 2750 808709 0,053 0,00 6,42 285,92 4605 292,34 11,73 4,01% 0,459
MPG 3696 2739606 0,068 0,00 6,25 136,31 2190 142,56 6,93 4,86% 0,941
Sem renum. 12583 9789525 139,91 111,13 279 251,04 6,13 2,44% -

. RCM-GL 365 3092536 0,060 0 141,34 50,72 131 192,06 0,34 0,18% 1,307

§ RBFS-GL 331 3024736 0,020 0 137,78 104,38 269 242,16 1,01 0,42% 1,037

% hGPHH-GL 202 2999328 0,060 0 140,23 60,13 155 200,36 0,24 0,12% 1,253

£ WBRA-GL 531 3088964 0,990 1,23 140,14 69,40 178 209,54 1,14 0,55% 1,192

o Snay-GL 1781 8247803 0,740 0 140,18 40,49 101 180,67 0,02 0,01% 1,384

£ Sloan 586 2829459 0,070 0 140,46 53,88 139 194,34 0,39 0,20% 1,291

% Sloan-MGPS 697 2830899 0,160 0 140,63 53,95 139 194,58 0,25 0,13% 1,289
MPG 13841 25901484 4,080 0 139,92 60,63 156 200,55 0,25 0,13% 1,227
Sem renum. 593 4951980 201,42 8477,77 16146 8679,19 10,80 0,12% -
RCM-GL 553 5029301 0,140 0 204,01 8291,91 16146 8495,92 51,86 0,61% 1,022
RBFS-GL 582 5025044 0,060 0 202,86 8298,90 16146 8501,76 10,32 0,12% 1,021

3 hGPHH-GL 532 5213195 0,130 0 200,81 8211,87 16146 8412,68 26,86 0,32% 1,032

S WBRA-GL 593 4951980 1,910 11,34 202,16 8318,54 16146 8520,71 36,15 0,42% 1,018

< Snay-GL 5709 7141254 0,690 0,17 214,55 8304,82 16146 8519,37 2,38 0,03% 1,019
Sloan 5533 4494210 0,160 0,17 202,57 8200,25 16146 8402,82 19,90 0,24% 1,033
Sloan-MGPS 7775 4488774 0,160 0,26 202,42 8156,58 16146 8359,00 50,40 0,60% 1,038

MPG 14467 29376748 4,020 0,34 207,08 8376,09 16146 8583,17 36,36 0,42% 1,011




Tabela 21

141

Resultados de resolugoes de sistemas de equagoes lineares, com o
MGC-ICO, e com renumeragao dos vértices dada pelas heuristicas
para redugoes de largura de profile, oriundos das instancias raefsky4,
nasasrb, thermall, 2cubes_sphere, offshore, da University of Florida
Estas simulagoes foram realizadas nas

sparse-matriz  collection.
méaquinas M3 (insténcias nasasrb,

(instancias 2cubes_sphere e offshore).

raefsky/ e thermall) e M6

1. Heurfistica B pmﬁlew i(cs()) MSS% o C, Speedup
Sem renum. 11786 19611188 324,18 13520,6919779 13844,87 9,46 0,07% -
RCM-GL 991 12553981 319,19 220,71 319 539,90 0,68 0,13% 25,636

\:RBFS—GL 1171 12251822 326,11 373,73 541 699,84 150,8421,55% 19,781

% hGPHH-GL 973 13195914 325,20 2599,76 3769 2924,96 0,37 0,01% 4,733

SWBRA-GL 1909 13251290 318,91 10013,9314615 10332,846104,2259,08% 1,339

£ Snay-GL 17602 34715834 337,76 5835,41 8390 6173,17 1,81 0,03% 2,242
Sloan 8378 7813447 332,84 3741,64 5427 4074,48 2,03 0,05% 3,398
Sloan-MGPS 4626 8630077 315,99 193,64 280 509,63 0,45 0,09% 27,147
MPG 18290 76709235 320,29 3554,96 5105 3875,25 28,45 0,73% 3,566
Sem renum. 893 20311330 1874,0375735,685487077609,71 19,23 0,02% -
RCM-GL 916 20536983 2273,96 76848,7554870 79122,71 87,95 0,11% 0,981

° RBFS-GL 880 20560224 1856,53 76763,7454870 78620,27 31,08 0,04% 0,987

2 hGPHH-GL 916 20966663 1879,44 76705,3154870 78584,75 48,89 0,06% 0,988

32 WBRA-GL 893 20311330 1857,92 76499,3854870 78357,3 55,93 0,07% 0,990

€ Snay-GL 43323 365126109 1887,02 77935,5254870 79822,54 209,6 0,26% 0,972
Sloan 5063 19055047 1880,37 77013,0954870 78893,46 179,96 0,23% 0,984
Sloan-MGPS 4962 18805784 1879,12 76815,1954870 78694,31 22,03 0,03% 0,986
MPG 36925 342411948 1861,21 80765,06548